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Analizines
skai¢iy teorijos apZvalga

» Vist, kam tenka uZsiimir skaidiy teorija, tolydzio uisidega aistra
Srar sriciar,” - kazkada pastebéjo K. Gausas. Tai tiesa. Daug stipriy
proty sieké jos gelmés, daug perdém savimi pasitikéjusiy Zmoniy viléiy
suzlugo. Daug suZinota, daug naujy klausimy iskelta.

Sioje apzvalgoje bandome aptarts dalj problemy, kurias jprasta pri-
skirti analizines skaiciy teorijai. Jos uidaviniai nataraliai kyla 1§ sveiky-
Ju skaiciy tarpusavio rysiy, rezultatai neretai irgi formuluojami gan pa-
prastomis formulémsis, taéiau jiems jrodyti pasitelkiama sudétinge ana-
hizine technika: realaus ir kompleksinio kintamojo funkcijos, diferenci-
javimo ir integravimo operacijos ir kita. Taciau tai — jau moderniyjy
latky dvasia. Pirmuyjy j#valgy autoriai galéjo kliautis tik savo mintimis.

Suprantama, jog nicko negalime pasakyti apic tuos (be abejo, labai
talentingus!) mastytojus, kuriems pirmiesiems kilo mintis, jog egzistuo-
ja ne vien tik trys (penki, 3ed, ...) akmenys, medziai ar avys, bet ir
skaicius trys (penki, 3edi,..). Zinoma, §is atradimas nelaikytinags skaiciy
teoryjos pradzia. Atradéjai neturéjo nei laiko $oms mintims isplétoti,
nei galimybiy jas paskelbti. Pirmosios Senovés pasaulio civilizacijos —
Jumery, Babilono, Egipto turéjo gan giliy Ziniy apie skaicius, naudojo
jas turtui, nuostoliams, laikui ir kitiems dalykams skaicivoti bei matuoti,
taciau savo skaiciy teorijg kazin ar turéjo.

UZiat jg tikrai turéjo Pitagoras (572-497 m. pr. Kr.), bene pir-
masis Saltinivose minimas Zmogus, pradéjes nuoseklias tirti natiraliyjy
skaicvy savybes. Pitagoras buvo, kaip jprastae tais versliais Zmonijos inte-
lekto jaunystés laikais, universalas — filosofas, mokslininkas ir politikas.
Savo mokiniams jis dar buvo pusdievis, dabartiniy mokykly mokiniams
Jis — teoremos apie staciojo trikampio krastines autorius, pacukojes die-
vams uZ §} atradimg jouéiy. Kai kas mano, kad Pitagoras dar buves
olimpiados kumityniy cempionas, bet éia, matyt, jsismaginus perlenkta.
Diogenas Laertictis, paraies savotiskg enciklopeding zinyna apie Graiki-
jos masiytojus, nemaziai jvairiy Zinty patetkes ir apie Pitagorq, aiskiai
nurodo, kad tas didvyris buvo kitas Pitagoras.

Mes cia nesame linke idsamiai déstyti skaiciy teorijos istorijos.
Mums knieti kuo greiciau pereiti prie jos problemy, nes Gauso paste-
béjimo atZvilgiu nesame idimtis. Skaidiy teorija misy moderniame pa-
saulyje Zmones jaudina ne maziau, bet tikrai daugiou, negu bet kada.
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20 V. Stakénas, G. Stepanauskas

Tikrai galétume sutikts su U. Dadliu (U. Dudley)®, kuris sako, jog misy
latkui labiau ne: bet kuriam ankstesniam tinke apibudinimaes: ,mate-
matikos aukso amzius®. Taigs ir skaidiy teorijos. Kartais apie skaiciy
teorjos pasiekimus paraso net didieji sensacyy i5troske latkraiciai. Tose
publikacijose matematikai neretar randa smagaus, tik jiems suprantamo
humoro.

Pirminiai skai¢iai ir pagrindiné aritmetikos teorema
Naturaliyjy skai¢iy dalumas
Kiekvienas naturalusis skaifius a yra vienety suma
a=14+1+...4+1.
Jei a galime gauti sumuodami nattraliuosius skai¢ius b
a=b+b+...4+0,

tai sakysime, kad a dalijasii b (arba b dalija a); raSysime b|a. Skai¢iy b vadinsime a
dalikliu, 0 @ — b kartotiniu. Natfiralusis skai¢ius b dalija natiiralyjj skaiiy a tada ir tik
tada, kai egzistuoja ¢, kad

a = be. (1)

Sia lygybe paranku apibrézti ir sveikyjy skaiciy daluma:
bla tada ir tik tada, kai egzistuoja sveikas skaicius ¢, su kuriuo (1) lygybé teisinga.
Vien tik sveikyjy skaiéiy dalumo apibrézimo pakanka sioms dalumo savybéms jrodyti.
Teorema. Bet kokiems sveikiems skai¢iams a,b,c teisingi Sie teiginiai:
1) la, ala ;
2) jei alb ir blc tai alc ;

3) jei alb ir bla tai a==£b ;
4) jei alb ir a|c tai bet kokiems sveikiems u,v alub+ cv.

Tegu @ > b > 1 yra du natiiralieji skai¢iai. Tada neneigiami skaic¢iaus b kartotiniai
0, b, 2b, 3b, ...

sudaro aritmetine progresija, nesutampanéia su visa natiiraliyjy skaiciy aibe. Tegul ¢b
yra didziausias b kartotinis, kuriam ¢b < a. Tada skirtumas 7 = a—¢b tenkina nelygybe

0 <r < b Taigi
a=qgb+r, 0<r<hb (2)

* American Mathematical Monthly. 1994, Janvary. P.2
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Analizinés skaiély teorijos apzvalga 21

Sios israiskos egzistavimas ir vienatis konstatuojami vienoje Euklido ,,Elementy® teoremo-
jeu

Euklido dalybos su liekana teorema. Bet kokiai natiraliyjy skaiéiy porai a,b
egzistuoja vieninteliai ¢,r , tenkinantys (2) salyga.

Pagrindiné aritmetikos teorema

Koks bebiity natfiralusis skai¢ius @, jis dalijasi i§ 1 ir a. Sie dalikliai vadinami
trivialiaisiais. Yra natuiraliyjy skaiéiy, kurie kitokiy dalikliy ir neturi. Juos vadinsime
pirminiais. Taigl

natiralusis skai¢ius p vadinamas pirminiu, jei jis turl tik du skirtingus daliklius: 1 ir p.

Nattralieji skai¢iai, turintys bent viena netrivialyjj daliklj, vadinami sudétiniais. Skai-
¢ius 1 ir yra vienas: jis néra nei pirminis, nei sudétinis. I§ pirminio skai¢iaus apibrézimo
bei dalumo savybiy nesunkiai gaunamos tokios i§vados:

e maZiausias netrivialusis sudétinio skai¢iaus daliklis yra pirminis skaic¢ius;
ee bet kuris sudétinis skaiGius n turi bent viena pirminj dalikli p < \/n;
e oo jeigu natiiralusis skaiéius n neturi netrivialiyjy dalikliy d < /n, tai jis yra
pirminis.

Siy teiginiy jrodymai labai paprasti, ta¢iau labai ,,matematiki“: parodoma, jog prie-
laida apie jy klaidinguma veda prie loginés priestaros. Tikrai, jei maZiausias netrivialusis
skai¢iaus n daliklis d nebiity pirminis skaiéius, tai jis, kartu ir n, dalytysiis r, 1 <r <d.
Bet tada d nebiity maziausias n daliklis! Tad pirmoji i§vada turi biiti teisinga.

Jeigu n yra sudétinis skaicius, tal egzistuoja netrivialiyjy dalikliy pora d,dz, kad
n = dydy. Jeigu bity dy,ds > /n, tail gautume n = dydz > n. Todél bent vienas i3
skai¢iy dp,d, nevirdija /n ir maziausiam jo netrivialiajam dalikliui teisinga nelygybe
p < y/n. Skaidius p yra pirminis ir dalo n, tad antroji ivada teisinga.

Pagaliau targ, jog trecioji isvada néra teisinga, gautume, jog antroji nera teisinga
taip pat. Sitaip negali biiti, nes visa, kas matematikoje jrodyta — tas jau teisinga visiems
laikams!

Trediaja i5vadg pravartu prisiminti, kai tikriname, ar tam tikras skaiéius yra pirminis.
Pavyzdziui, noredami patikrinti, ar skaic¢ius 281 yra pirminis, turime patikrinti tik teiginiy

2 [281, 3 281, 5 281, 7 f281, 11 f281, 13 J281,
teisinguma, nes kiti pirminiai skaiciai jau didesni uz /281 < 17.

Jeigu n yra sudétinis skaiéius, tal egzistuoja maziausias netrivialusis jo daliklis py,
kuris pagal pirmaja iSvada yra pirminis skai¢ius. Tada n = pyni,n > ny; > 1. Jeigu my
yra pirminis skaiéius, tal gauname sudeétinio skai¢iaus n skaidinj dviejy pirminiy sandauga.
Jeigu my yra sudétinis, tai, pasiréme tuo paéiu samprotavimu skai¢iul n;, gausime

n=pipanz, n>n;>nz>1, p <ps.
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22 V. Stakénas, G. Stepanauskas

Arba gavome n skaidinj pirminiais, arba procesa galime testi. Siaip ar taip jis turi nu-
trukti, nes skaiéial n; grieztai mazeja. Tad galy gale gausime n israisksg pirminiy skaiéiy
sandauga
n=pip2-...'Pm, P1<p2<... < pm.

Jeigu n yra pats pirminis, tai m = 1. Teiginys apie §io skaidinio egzistavima ir vie-
natj vadinamas pagrindine aritmetikos teorema. Taliau ji reikdminga ne tik natiraliyjy
skai¢ly teorijoje. Jinai — daugelio matematikos teiginiy apie jvairios prigimties elementy
aibiy struktiirg prototipas. Vienoms aibéms jrodoma, kad analogiskas teiginys teisingas, o
kitoms — kad taip néra.

Pagrindiné aritmetikos teorema. Kiekvienam natiiraliajam skai¢iui n > 1 egzis-
tuoja vienintelis skaidinys pirminiy skaiciy sandauga

n=pipz---- Pmy P1Sp2=<...< Pme (3)

Irodymas.* Skaidinio egzistavima jau parodéme. Dabar jrodysime, kad toks skai-
dinys yra vienintelis.

Tarkime priesingai: ne visi natiralieji skaiciai isskaidomi (3) pirminiy skaic¢iy sandau-
ga vieninteliu budu. Tada egzistuos maZiausias n > 1, kuris idskaidomas pirminiy skaiciy
sandauga bent dviem budais:

n=pip2c...cPr= Q1020 - s (4)
¢a pi,q; — pirminiai skai¢iai, be to, p; # ¢;, nes priesingu atveju suprastine abi (4) lygy-
bés puses i5 to paties pirminio, gautume dar mazesnj naturalyjj skaiéiy, kuris isskaidomas
pirminiy sandauga nevienareik§miskai. Uzragykime (4) lygybe taip:

n=pa=qb,

Ga a=py-...-pr<n, b=¢qo-... g < n. Tarkime p; < q1; atvejis ¢ < p; biity
tiriamas analogiskai. Sudarykime nauja skaiciy

m=n—pib=qb—pib=(q1 —p1)b.
Kadangi m < n, tai m skaidinys pirminiais skai¢iais yra vienintelis. Kadangi
m = p1a — p1b = pi(a — b),
tai ] m skaidinj butinai jeina p; . I8 lygybes

m=(q—-p)b=(a—p1)e2 G

*  Palyginkite su jrodymu isdéstytu H. MarkSaidio straipsnyje ,Neapibréztinés lygtys:
algebrinés skaidiy teorijos uiuomazga® (Zr. p. 7-17.)
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Analizinés skaiéiy teorijos apzvalga 23

ir salygos p1 # ¢; gauname, kad pi|q1 — p1, arba ¢ — p1 = kp; . Taciau is sios lygy-
bés isplaukty negalimas dalykas, kad pirminis ¢; dalijasi i§ pirminio p;,p; < ¢1. Todel
prielaida, jog egzistuoja nevienareik§migkal pirminiy sandauga i8skaidomi skai¢iai, yra ne-
teisinga.

I5 pagrindinés aritmetikos teoremos tesiogiai i$plaukia, kad
jeigu p yra pirminis skai¢ius ir p|ab, tai pla arba p|b. *

Skaidinyje (4) tie patys pirminiai gali kartotis. Pakeite vienody pirminiy sandaugas
laipsniais, galésime (4) skaidinj paragyti taip:

— X1, 02 Oy,
n=py'py .. PR

¢ia: p; yraskirtingi pirminiai skaiGiai, o «; — natiiralieji. Si skai¢iaus n israiska vadinama
kanoniniu skaidiniu.

Dideliy skaiéiy kanoninio skaidinio ieskojimas (faktorizavimas) — nuo seny laiky meé-
giamas matematiky uzsiémimas ir savotiskas ,matematinis sportas”. Ypaé didelis démesys
tenka skaiciy 2" £1 faktorizavimo problemai. Kodel tokiy skaiéiy? Skaic¢ius 2™ turi labai
daug pirminiy daugikliy, tikétina, jog 2" £1 juy turés nedaug, o galbut §is skaiéius netgi
bus pirminis. Ieskoti pirminio skaiéiaus, didesnio uz visus Zinomus, — ¢ia ir gladi azartas.

Skaicius

F,=22" 41, n=0,1,...,

tyringjo P. Ferma (Pierre de Fermat, 1601-1665). Jie ir vadinami Ferma skai¢iais. Pas-
tebeéjes, kad skaidiai Fy, Fy, Fy, F3, Fy yra pirminiai, jis i8kélé hipoteze, kad skaid¢ius F),
yra pirminis su visais nattiraliaisiais n. Kad taip néra, 1732 metais nustaté L. Oileris

(Leonhard Euler, 1707-1783), surades skaidinj

F5 =2%% 41 =641 x 6700417.
Skaiéius F taip pat néra pirminis; kanoninj skaidinj

Fs = 274177 x 67280421310721

1880 metais surado F. Landri (F. Landry). Sis matematikas visg savo gyvenima pasky-
re skaiiy 2™ £ 1 tyrimui. Skaidiai Fy, Fy, Fy taip pat néra pirminiai. Jy kanoniniai
skaidiniai surasti atitinkamai 1970, 1980 ir 1990 metais.

Rekordiniy pirminiy skaiéiy medZiotojai paprastai tiria ne Ferma, bet Merseno
(Marin Mersenne, 1588-1649) skai¢ius. Jais vadinami skaiéiai

M(p) =2 -
¢ia p yra pirminis. Merseno skaifial yra pirminiai, kai

p=23,571317,19,31,61.

* . Pastebéekime, jog jau minétame H. Marksaicio straipsnyje §is teiginys jrodomas anks-

¢iau uzZ pagrindine aritmetikos teoremgq, o pastaroji iiplaukia i3 jo.
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24 V. Stakenas, G. Stepanauskas

Amerikos matematiky draugijos susitikime 1903 m. F. Kolé (F. Cole) ,perskaité“ nebyly
pranesima, taciau susilauké garsiy plojimy. Jis patikrino ant lentos lygybe

M(67) = 2°" —1 = 193707721 x 761838257287,

taigi jrode, jog kitas Merseno skaidius néra pirminis.

Rekordiniai pirminiai yra Merseno skai¢iai. Pirminis skai¢ius M(11213) buvo 1968
m. rekordas. Jo garbei JAV buvo isleistas pasto Zenklas. Kalifornijos studenty L. Nikel
(Laura Nickel) ir K. Nolio (Curt Noll) 400 valandy truke skai¢iavimai galingu kompiuteriu
1978 mety lapkridio 18 dieng pasibaigé nauju rekordu: skaiéius

M(21701) = 221701 1

yra pirminis. Jis uzZrasomas 6533 deSimtainiais skaitmenimis. I§ viso Zinomi 28 pirminiai
Merseno skaiciai (jeigu dabar nerasta daugiau). Dvidesimt astuntojo pirminio skaic¢iaus
M(86243) atradéjas — D. Slovinskis (D. Slowinski).

Pirminiy skai¢iy deésniai
Du klasikiniai rezultatai

Pirminiai skai¢iai — tai tie elementai, 18 kuriy sudaryti visi natiiralieji skaiéiai. Kiek yra
pirminiy skaiéiy, ir kaip juos iSrinkti? Atsakymus j §iuos klausimus pateikia jau klasikiné
graiky matematika.

Euklido teorema. Pirminiy skai¢iy yra be galo daug.

Irodymas. Sakykime, kad pirminiy skai¢iy aibé yra baigtine, o p;,p2,...,pr yra visi
jos elementai. Tada natturalusis skaicius

n=pips...pr+1

yra sudétinis: didesnis uz 1 ir nelygus né vienam i§ pirminiy. Bet n nesidalija nei 1§ p;,
nei i§ ps,...,p,. Priefingu atveju vienetas turety dalytis 1§ bent vieno pirminio skaiciaus.
Bet taip néra! Tada n yra pats pirminis, nes nesidalija i§ jokio pirminio skaic¢iaus. Gautoji
priestara paneigia prielaidg, kad pirminiy skai¢iy aibé yra baigtine.

Dabar aptarsime pirminiy skai¢iy sekos sudarymo biidg. Metodas buvo Zinomas jau
graiky matematikui Eratostenui (Eratosthenes, 276-194 m. pr. Kr.). Metodui prigijo

Eratosteno recio pavadinimas.
Isties idéja labai paprasta ir naudojama ne tik skaiéiy teorijoje. Tarkime, aibes

A = {a;,ag,...,an}
elementai gali turéti savybes Sp,Sa,...,S;. Kaip igskirti tuos aibés A elementus, kurie
neturi né vienos i3 sy savybiy? Jeigu aibés A elementus galime perziureéti eilés tvarka,

tai elementy, neturinéiy né vienos savybés S;, poaibj Ao gausime atlike 5iuos veiksmus:
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Analizinés skaiéiy teorijos apzvalga 25

1) perziuréje A elementus iShraukime tuos, kurie turi savybe Si, o likusiy elementy
poaibj pazymékime A;_1;

2) perziuréje A,y elementus ishraukime tuos, kurie turi savybe Sa, o likusiy elementy
poaibj pazymeékime A;—q;

t) perziiréje A elementus isbraukime tuos, kurie turi savybe Sy; likusiy elementy
poaibj Ay sudaro tie A elementai, kurie neturi né vienos savybes Sj.

Sis algoritmas duoda taip pat formule Ay elementy skaidiui reiksti. Susitarkime
baigtinés aibés B elementy skaiéiy zZymeti |B|. Aibés A elementy, turinéiy savybe S;,
poaibj Zymesime A(z). Analogiskai A(¢1,...,%,) reiskia elementy, turinéiy visas savybes
Siyy--+y S, , poaib, t. y. A(1,...,7.) = A(i1) N ... N A(3,). Atlikdami 7-3j} algoritmo
Zingsnj, isbraukiame lygiai

G = 3 G DI+ 3D M) — -+ (~1) AR, 2. )

1<iy <i 1<i) <ip<i

elementy; ¢a j sumg jtraukiami visi tie nariai, kuriy indeksai tenkina po sumos Zenklu
nurodyta nelygybe.
Atlike visus algoritmo Zingsnius, gausime Ay aibe, kurios elementy skaicius

ol =141 = 3 4GOI+ S M) =+ (DAL 2., ).

1<i<t 1<i; <<t

Griskime prie pirminiy skaiéiy. Jeigu A = {2,3,...,n}, p1 < p2 < ... < p; — visi
intervalo [2,y/n] pirminiai skai¢iai, o S; Zymi savybe, kad skaic¢ius dalijasi i§ p;, tai atlike
visus ankséiau apradyto algoritmo Zingsnius, gausime intervalo (3/n,n] pirminius skaiéius.
Tai isplaukia i§ ankstesnio skyrelio pradZios i§vady. Galime $iek tiek modifikuoti algoritmo
aprasyma, kad nereikéty i§ anksto zinoti skaiéiy p;, nes jie randami paties proceso metu.
Tada gautume visy intervalo [2,n] pirminiy skaiéiy seka.

Eratosteno rétis — buidas intervalo [2,n] pirminiams skai¢iams isrinkti — paprastai
aprasomas taip:

1. Surasykime visus natiiraliuosius skaic¢ius nuo 2 iki n.
Pabraukime skai¢iy 2, o visus kitus skaic¢iaus 2 kartotinius isbraukime.
Tegul p yra maziausias nepabrauktas ir neisbrauktas skai¢ius. Pabraukime p, o visus
kitus dar neisbrauktus p kartotinius isbraukime.

0 1

4. Kartokime 3-ajj Zingsnj tol, kol maZiausias nepabrauktas ir neishrauktas skaiéius p
bus didesnis uz /n.

Visi pabrauktieji ir neisbrauktieji skaiciai ir yra visi pirminiai i§ skaic¢iy 2,3,...,n.
Pabrauktieji yra nedidesni uz \/n, o nepabrauktieji — didesni.

(g}

Eratosteno laikais skai¢iai budavo rasomi lentelése. Atrenkant pirminius skaiéius, jy
kartotiniai biidavo iduriami. Likdavo skyléta lentelé, primenanti réti. I3 &ia ir kiles récio
pavadinimas.
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26 V. Stakenas, G. Stepanauskas

Stai intervalo [2,100] pirminiy skaiéiy ,issijojimo“ pavyzdys. Isbrauktyjy (kartotiniy)
skai¢iy vietose — Zvaigzdutes.

2 3 * o * 7 * % *
11 = 13 * 15 = 17 * 19 =
¥ o 23 *  * % ® * 290 =
31 % % % % % 37 o x %
41 % 43 % * % 47 o+ % %
* % B3 *x k% * * B9 %
61 * % % % % 67 * % *
Tl =« T3 % * * * * 79
* * 33 =* * * * * 89 %
* ok % ok ok 97 % ok ok

Maza gudrybé palengvina tikrinimo-braukymo procesg. Jeigu skaidius nuo 2 iki n
suraSysime } 6 stulpelius:

7T 8 9 10 11

[S]

tai antrajj, treciaji, ketvirtajj ir Sestajj stulpelius galima 18 karto i8braukti — juose pirminiy
skaiéiy nebus.

Kol nebuvo kompiuteriy, pirminiy skaiéiy lenteliy sudarymas reikalavo daug laiko,
kantrybes ir darbo. 1668 m. angly matematikas D. Pelis (John Pell, 1620-1685) paskelbé
pirminiy skaiéiy, nevirsijanéiy 107 lentele, J. Kulikas (J.P. Kulik, 1773-1863) per 20 mety
astuoniuose tomuose (4212 puslapiai!) surasé visy nattraliyjy skaiciy iki 100 330 201 skai-
dinius pirminiais dauginamaisiais. Taigi jis rado ir visus $io intervalo pirminius skaicius.
Dabar pirminiy skaiéy atrinkimg sékmingai atlieka kompiuteriai. 1959 metais K. Beikeris
ir F. Grunbergeris (C. L. Baker, F. J. Gruenberger) paruo$é mikrofilma, kuriame surasyti
visi pirminiai, ne didesni uz 104 395 301. Jy yra $esi milijonai. Jspudingas rezultatas mi-
nimas P. Ribenboimo (P. Ribenboim) 1988 ir 1990 m. isleistoje knygoje ,,Pirminiy skaiciy
rekordai: yra lygiai

1 075 292 778 753 150

pirminiy skai¢iy nedidesniy uz 4 - 106,

Formulés yra bejégés

Graiky matematika nezinojo nei formuliy, nei funkcijy. Tai — naujyjy laiky mate-
matikos savokos. Mums, prie ju ipratusiems, natiiralu klausti, ar néra paprastos vieno
kintamojo funkcijos, kurios visos reikimeés biity pirminiai skai¢iai. Papras¢iausios funkci-
jos, kurias §iuo poziiiriu galime tirti, yra daugianariai su sveikaisiais koeficientais:

Ff(@) = anz™ + an—1z™ ' +... a1z +ag, an > 0.
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Analizinés skaiciy teorijos apZvalga 27

Yra tikrai jdomiy pavyzdziy. L. Oileris nurodé, jog kvadratinio trinario
flz) =2® + 2441

reikdmes, kai = = 0,1,...,39, yra pirminiai skai¢iai. Dar jspiidingesnis yra kvadratinis
trinaris

f(z) = 2® — 79z + 1601.

Jo reiksmeés f(0), f(1),..., f(79) yra pirminiai skaiéiai!
Taciau daugianariai yra pernelyg paprastos funkcijos, kad galéty reiksti pirminiy skai-
¢iy sekos narius. Teisingas toks teiginys.

Teorema. Nera tokio daugianario su sveikaisiais koeficientais
N — -1
f(z) =anz™ +apn_12""" +...+a@a1x +ag, an >0,

kad visos jo reikSmés f(z), kai z yra natiiralusis skaiéius, biity pirminiai skaiciai.

Irodymas. Isties teiginys akivaizdus, jei ap = 0. Jeigu ag > 1, tai f(z) nebus
pirminis skaicius, kai = dalijasi i§ ag.

Tegu ag = 1. Kadangi vyriausias daugianario koeficientas a, yra teigiamas, tai f(z)
neapréztai didéja, kai z dideja. Tada bus toks natiralusis z, kad f(z) > 1. Imkime
‘x =y 2z ir jstatykime ] f(z) israiska. Pasireme Niutono binomo formule

m

m _ k_k m—k ko m!
(u-l—v) —];OC,RU, v ) Cm = m,

galésime parasyti
f(@) = bay™ +bac1y™ .o+ bo, bo=fz) >

¢ia visi koeficientai b; yra sveikieji skaic¢iai. Jau nustatéme, kad lygybés desinés pusés
reiSkinio visos reikdmeés negali biiti pirminiai skaiéiai, kai y dalijasi i§ by, t. y., kai
x = kby + 2.

Tad vargu, ar bus kada rasta ,rimta“ vieno kintamojo funkcija, su kuria galétume
gautl naujus pirminius skai¢ius. Taciau yra nelabai rimty formuliy. V. Milsas (W. Mills)
1947 m. paskelbé tokj teiginj:

egzistuoja toks skaiius A, kad bet kokiam natiiraliajam n [Asn] yra pirminis
skaicius.

Ciair kitur [u] Zymime skaidiaus u sveikaja dalj, t. y. maZiausia natiiralyjj skaiéiy k,
kuriam k& < u. Milso formulé néra rimta todél, jog norédami gauti naujs pirminj skaiciy,
turime suzinoti daugiau skaiiaus A deSimtainés iSraiskos nariy po kablelio, o tai galime
suzinoti tik surade naujg pirminj skai¢iy. Ratas uzsisklendzia!

Panagrinekime dar vieng panasaus pobudzio teiginj. Tarkime p; < p; < ... yra visy
pirminiy skaiéiy seka. Sudarykime racionaliyjy skaiéiy seka

a1 =02, ap=0203, «a3=0.203005, ...,an,...;
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28 V. Stakeénas, G. Stepanauskas

¢ia skaiiaus o, deSimtaine iSraiSka gaunama pridedant prie w,_; deSimtainés israiskos
skai¢iaus p, deSimtaines iSraiskos skaitmenis, papildytus i§ kairés nuliais, kad susidaryty
lygiai n skaitmeny. Sis skaiéiy sekos a, apibrézimas biity korektiskas, jeigu n-ojo pir-
minio skai¢iaus desimtainéje israiskoje yra ne daugiau kaip n skaitmeny. Tai savo ruoztu
isplaukia i§ nelygybés p, < 10pn—1,n = 2,3,..., kurig gausime kitame skyrelyje.

Taigi sudaréme seka a,, kuri konverguoja j tam tikra iracionalyjj skai¢iy 3. Dabar
galime suformuluoti teiginj, kuriame nuo f griZtama prie pirminiy skaiéiy.

Teorema. FEgzistuoja toks realus skai¢ius f, kad n -asis pirminis skaicius lygus
[10™8,]); éia skaiéiai (3, apibréZiami taip:

;61 = }3: ﬁm = 10m_1ﬁm—1 - [10m—1ﬁm—-1]-

I5 teiginio jrodymo aisku, jog pirminiams skai¢iams tirti misy pirminiy skaiciy ,gene-
ravimo algoritmas® visal nenaudingas.

Nagrinéjome galimybe pirminius skai¢ius reiksti formulémis. Dabar pakeiskime poZit-
rio tasks: kokiomis funkcijomis galima reiksti dydj w(z), lygy intervalo [2,z] pirminiy
skai¢iy kiekiui? Jeigu Zinotume tikslia m(z) iraiska, n-ajj pirminj skaiciy galétume rasti
i§ lygties m(pn) = n. Jei Zinoma apytikslé w(z) israiska, 5i lygybé gali nurodyti apytiksle
pn pasirodymo vieta.

Tagiau ir w(z) funkcijos elgesys yra sudétingas. Pirmas faktas, kurj pastebejo dar
XVIII a. matematikai, tyrinédami Eratosteno rééiu sudarytas pirminiy skaiciy lenteles,
yra toks: :

pirminiy skaiéiy dalis intervale [2,z] nykstamai maZéja, kai = didéja.
Analiziskai § fakta uzrasysime taip:

m(z)

x

— 0, T — 00.
Tagiau koks §io nykimo pobiidis? Keli zmoneés teisingai spéjo, kaip mazéja m(z)/z didéjant
z . A. Lezandras (Adrien Marie Legendre, 1752-1833) 1808 m. spéjo, jog

z
Inz — 1.08366°

m(z) =~

K. Gausas (Karl Friedrich Gau8, 1777-1855), remdamasis paties sudaryta nedidesniy uz 3
milijonus pirminiy skai¢iy lentele, maneé, kad

z dt

Tai buvo teisingi spéjimai, tagiau jrodymy teko laukti ilgai.
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Analizinés skaiéiy teorijos apzvalga 29
Funkcijos 7(z) didéjimo réZiai
Pirmajj svary rezultaty apie funkcijos m(z) elgesj 1850 m. paskelbé P. Cebygovas
(ITapuyTuit Yebrimes, 1821-1894).

Teorema. Egzistuoja konstantos ¢; > 0.9 ir ¢y < 1.11 su kuriomis teisingos nely-
gybeés

T z
— < 1) < ¢p—— xz > 30.
cllnl__?r(a,)_czlnm, z > 30

Sio teiginio pakanka Bertrano postulatui (Joseph Lois Francois Bertrand, 1822-1900)
irodyti:
kiekviename intervale (n,2n] yra bent vienas pirminis skaiéius.

Is tikryjy pakanka jsitikinti, kad
7(2z) —w(z) >0, z>1.

Kai z < 30, teiginj galime tiesiogiai patikrinti. Kai z > 30, i§ Cebysovo teoremos gausime

m(2z) —m(z) > cp— —ca— > 0.
(22) (2) 'Ina ’Ine

I5 Bertrano postulato isplaukia, jog gretimiems pirminiams p,—; ir p, teisinga ne-
lygybe pn < 2pp—1.*

Cebysovo jrodyme svarbus vaidmuo tenka funkcijai

6(z) =Y Inp;

plz

¢a p Zymi pirminius skaiéius. Sig funkcija lengviau analizuoti negu =(z).
Irodysime paprastesnj Cebysovo teoremos varianta — nelygybes be konstanty jveréiy.

Teorema. Egzistuoja konstantos ¢, ir cz, su kuriomis teisingos nelygybés

T T
ci— < 7w(z) < cp— xz > 2,
Inz = ()_21n:1:’ -

Irodyme remsimés neseniai paskelbto darbo** idéjomis. Pagrindinis miisy jrodymo
instrumentas — ne Ceby3ovo funkcija, bet Niutono binomo formulé:

X ol p_mm—1)...(m—k+1)
(u+v) _écmuv y O = 1.5 % .

*  Taigi, nelygybé p, < 10pp—1, kuria pasinaudojome ankstesniame skyrelyje, taip pat

tersinga.
** Nair M. A new method in elementary prime number theory // J. London Math. Soc.,
1982, 2, P. 385-891.
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30 V. Stakenas, G. Stepanauskas

Pasinaudosime keliomis paprastomis binominiy koeficienty C¥ savybémis. Visy pir-
ma pastebésime, kad
-k
0k+1 Gk L .
Is sios paprastos lygybés isplaukia, kad didéjant k dydziai CF i pradziy didéja, o po to
pradeda maZéti:

CEl>ck (0<k<(n-1)/2)irCH <Ck ((n-1)/2<k<n).

Pasiréme $iomis nelygybémis, gauname: jei m = 2I, tai didziausias binominis koefi-

cientas yra Ci;; jei m = 2l +1, tai yra du didZiausieji binominiai koeficientai — Céi+1 =
Cé}‘il. Ivertinsime $iuos didziausius binominius koeficientus:
2141 21
2041 _ ! l
(1+1)*7F 2 Chip1> Corpr + Cofyy (14 1) Z Cy1 > Gy,
k=0 k=0
21
1+ =Y C5 < (2l +1)Cy
k=0
Taigi gauname
Chun Ol < 2%, Chi<2¥, 22 <(214+1)0y (5)

Dar pastebékime, kad visi pirminiai skaiéiai [+ 1 < p <2+ 1 dalija reiskinio

ol (241 (14 2)
2H—1 ll

< 92‘

skaitiklj, ta¢iau nedalija vardiklio. Todél
. 21
I[I »Chus i+ JI »=2* (6)
+1<p<2i+1 I+1<p<2l41

Apibrésime dvi skai¢iy sekas 7, ir dp: 1, yra visy pirminiy skai¢iy 1 < p < n
sandauga, o d, — bendrasis maziausias skai¢iy 1,2,...,n kartotinis. Taigi

T'n=2-...‘pN: dnzzal'---'ngN’ N:W(n’); (7)

&a: px Zymime k-aji pirminj skaiély, aj > 1 - atitinkama natiiralyjj skaic¢iy. Teorema
lengvai isplaukia i tokio teiginio.

Lema. Teisingos Sios nelygybeés

rn <4 (n>1); do >2" (n27). (8)

Lema jrodysime kiek véliau, o dabar ja pasirémg gausime teoremos nelygybes. I3 (7),

(8) gauname
9" & d, 9% ., - piN < n™H,
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Analizineés skaiély teorijos apzvalga 31
Imdami abiejy nelygybes pusiy logaritmus, gausime

n
>In2—, n>"1.
m(n) 2 nn’ 7
Konstantg In2 pakeite pakankamai maZa teigiama konstanta c¢;, gautume vieng i3 teore-
mos nelygybiy.
Dabar fiksuokime kokj nors ¢, 2 < ¢ < n ir panagrinékime nelygybes

H p<ry <4",
t<p<n

Sandaugoje visi pirminiai skai¢iai yra didesni uz ¢, taigi

t'rr(n.)—rr(t) < 47,

Vel imdami abiejy nelygybés pusiy logaritmus ir pasiréme trivialiu jverciu =(t) < ¢, gau-
sime
m(n) < m(t) +lnd—— <t4lnd——
Int Int’
Dabar imkime gautoje nelygybéje ¢+ = n/In* n. Pakanka parodyti, kad galime parinkti
tokia teigiamg konstanta cg , kad biity
n n
t+Ind— < cp—o-.
+in Int = “lan
Tai nesudetinga. Taigi teorema teisinga, jeigu teisingos lemos nelygybeés.
Tiems, kurie teisingai galvoja, kad matematika be jrodymy tai lyg knygos turinys be
pacios knygos puslapiy, pateikiame ir lemos jrodyma.

Lemos jrodymas. Matematinés indukcijos metodu jrodysime nelygybe r, < 47.
Akivaizdu, kad ji teisinga, jei n = 2. Tarkime ji teisinga su visais m < n—1, ir jrodykime
nelygybe, kai m = n. Jei n yralyginis skaiéius, tai r, = r,—1 < 4" ! < 4", tad nelygybe
teisinga. Nagrinékime nelyginj skaiciy n = 2] + 1. Pasiréme (6) bei indukcijos prielaida,
gausime

ra=ri1 [ p<4t4=4m
IH+1<p<2i+1

Kiek sudétingiau jrodyti antrajs lemos nelygybe. Be Niutono binomo formulés, pasi-
naudosime dar vienu analizés instrumentu — elementariu integralu
(a + b)m+1 — gm+1
(m+1)b ’

/l(a—l—bt)mdt: b+ 0.
0

Pasinaudoje 8ia formule (e =1,b =y — 1), gausime

n_1 1 _
? I+y+...+y" ). (9)

1
1
_— ' n—1 — = —
/0(1 z + zy)"tdz T
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32 . V. Stakénas, G. Stepanauskas

Taciau §] integralg galime integruoti ir kitaip — pirma pritaikg Niutono binomo formule:

1 1 n—1 n—1
/'5 (1- :1;—|—:cy)“"1d$ = /o Z Ccrlyma™(1— I)n_m_ld-’ﬂ = Z Crt1I(n,m)y™; (10)

m=0 m=0
fia pazymejome .
1
Hn,m) = / g™(1 — z)*~™ da.
0

Sulygine (9), (10) lygybiy koeficientus prie ty paéiy y laipsniy gausime

1
~ = Cr I(n,m), m<n-—1L1

Po paprasty skaiéiavimy gausime

1
I(n,m—1)= m=12,...,n. (11)

m!
mCT

Dabar panagrinésime dydj I(n,m — 1). Pritaike Niutono binomo formulg ir po to integ-
ruodami, gausime

1 n—m . 1 .
I{n,m—1)= / g™ (1 — =) dr = Z (—l)n—m_jCi_mf g" 1 dy =
0 =0 0
n—m . l s
L n—m—j1J = SR, 9
;( ) Cn—mn _'J dn ! (1 )

&a sm.n yra sveikas skaitius. Paskuting lygybe uZraséme pasiréme tuo, kad priespasku-
tinés sumos démenys yra trupmenos, kuriy vardikliai dalija d,. Sulygine (11) ir (12),
gausime

Smun 1
d,  mCm’
I5 ¢ia isplaukia tokia i§vada:
mCld,, 1<m<n. (13)

Pasiréme (13), gauname
nCh,ldan, (n+1)C5H = (2n +1)CF,|dan 1.
Kadangi n ir 2n+ 1 yra tarpusavyje pirminiai skaiciai ir dan|dan+1, tai
n(2n + 1)C3.|dent1, it n(2n+1)C5, < danya.
Pasinaudosime (5) nelygybe sumazinsime kairigja gautos nelygybes puse:
n2?" < dypy1.
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Jei n > 2, tai dapy1 > 2°"F', t. y. lemos nelygybé d, > 2™ teisinga nelyginiams
m > 5. Jei n >4, tai
danta > dapgr > n2¥ > 227 F2

ir nelygybé dmn > 2™ teisinga visiems lyginiams m > 10. Nelygybe, kai m = 8, galime
tiesiogiai patikrinti. Lema jrodyta.

Nauja senos dramos veikéja

Tai — dzeta funkcija ((s). Ji pirmasyk pasirodé L. Oilerio (Leonhard Euler, 1707
1783) darbuose:

((s) =) n". (14)

Begalinés sumos reikdmeé yra baigting, jei s > 1 ir begaliné, jei s = 1.

Rysys su miisy ,drama® — pirminiy skaiéiy aibés tyrimu — atrodo nejzvelgiamas. Is-
ties jam atskleisti prireikty gana subtilios analizinés technikos. Pabandysime tik jteigti
skaitytojui 8io rysio nuojautg, aukodami, deja, formaly matematinj grieztuma.

Naudodamas ¢ funkecija, L. Oileris jrodé, kad pirminiy skai¢iy yra be galo daug.
Rezultatas, Zinoma, néra naujas, tadiau visigkai naujas jrodymo biidas. DaZnai metodas
blina svarbesnis uZ patj rezultata. Zymédami p pirminj skaiéiy ir prisimine geometrineés
progresijos nariy sumos formulg, realiajam skai¢iui s > 1 parasysime

1 1 1, sd
1+ —+—+...=(1——) . 15
ps p2.5 ( ps) ( )

Ka gautume formaliai sudaugine dvi tokias lygybes, parasytas dviem skirtingiems pirmi-
niams pp,pz 7 Rezultatas biity sitoks:

> o~ 0m5) (-3

ks ls g
k>0 P1 P2 P

¢la k,l yra sveikieji skaiciai. Kairéje lygybés puséje gavome dalj (14) sumos démeny.
Sudauging (15) lygybes, atitinkanéias visus pirminius skai¢ius, gautume

=11 (-5 (16)

Pastaroji lygybé vadinama Oilerio sandauga. Jeigu pirminiy skai¢iy aibé biity baigtineé,
tal imdami s = 1 desinéje (16) lygybeés puséje gautume baigtinj skaiciy. Tadiau jau miné-
jome, kad ((1) reiksmé néra baigtiné. Taigi i§ gautos priestaros isplaukia, kad prielaida,
jog pirminiy skaiéiy aibé baigtiné, yra neteisinga. I$ tikruyjy Oilerio metodu galima jrodyti
daugiau, nei tvirtinama Euklido teoremoje. Pats L. Oileris jrodé, kad suma

1

eeo | w eee



34 V. Stakénas, G. Stepanauskas

¢ia p perbega visus pirminius skaiius, yra begaline.

Svarbi naujove: teiginys apie pirminius skaifius jrodytas, pasinaudojant informacija
apie funkcijos ((s) elgesi. Mintis, kad i§samesné informacija galétu duoti daugiau ziniu
apie pirminius skaiius, atrodo labai viliojanti. Isties B. Rymano (Bernhard Riemann,
1826-1866) idejos atveré naujy galimybiy Sios krypties tyrimams. B. Rymanas pirmasis
pradéjo nagrineti ¢ funkeija

(o)=Y =T10-)
n=1 P
ne tik su realiaisiais, bet ir kompleksiniais s * . Jis susiejo pirminiy skai€iy pasiskirstymo
problemg su ( funkcijos nuliy, t. y. ty skaiéiy s, kuriems ((s) = 0, problema. Tiems, kas
teisétai piktinasi, kai apsiribojama vien bendro pobiidZio pastabomis, pateikiame analizine
§io rysio formuluote. Jau minéjome, kad funkcijos m(z) elgesys, kal @ — oo, yra glaudziai
susijes su Cebysovo funkecijos
Y(z) =) Inp

p<z
elgesiu. Pastaraja su ¢ funkecija sieja toks rysys.

Teorema. Jei z néra kokio nors pirminio skai¢iaus logaritmas, tai
zP (0 1
y=o- 2L - - tn- )

p

¢ia p perbéga visus ( nulius, kuriems Rep > 0.
Nustate, kad néra ( funkcijos nuliy, kuriems Re s = 1, gautume asimptotikas

We) =2+, w(@)=(+e@) [ o

da g(z) = 0, kai @ — co. Tai 1896 m. nepriklausomai vienas nuo kito gavo 7. Adamaras
ir §. Vallé Pussenas (Jacques Hadamard, 1865-1963; Charles Jean de La Vallée Poussin,
1866-1962). Is tikryjy nustatyta siek tiek daugiau: nuliy néra ne tik ant tieses Res = 1,
bet ir arti jos. Si informacija jgalino uzragyti pirminiy skai¢iy pasiskirstymo désnj tokia
forma: 5 g
w(z) = ] ﬁ +e(z)zexp{—cVinz}, e(z)—=0, ¢>0, - co.
2

Pats B. Rymanas iskélé hipoteze, kad visiems ¢ funkcijos nuliams, kuriems Re s > 0,
teisinga Re s = 0.5, t. y. visi desiniau tiesés Re s = 0 esantys nuliai yra ant vienos tieses.
Jeigu taip i tikryjy yra, tai pirminiy skaiéiy pasiskirstymo désnj galetume paradyti taip:

#(z) = /; % +e(z)V/zng;

*  Detaliau apie ¢ funkcijg raoma J. Kubiliaus straipsnyje ,Rymano dzeta funkega v
jos paslaptys® (Zr. p. 47-54).

eeo xtw o000



Analizinés skaiéiy teorijos apzvalga 35

dla e(x) aprézto modulio funkcija.

Sios labai svarbios hipotezés reikime ir giluma matematikai ne i§ karto suvoke. Stai
kg raso apie savo matematiniy studijy pradziag XX a. pradzioje Zymus angly matematikas
Dz. Litlvudas (John Edensor Littlewood, 1885-1977):

»Barnsas i3kélé man naujg uidaving: ,jrodyti Rymano hipoteze. Sis didvyriskas

ketinimas wvis délto neliko visiskai be rezultaty... AS§ aptikau ¢ funkcijg skai-

tydamas Lindeliofo knygq, bet Sioje knygoje visiskai nieko néra apie pirminius
skaicius, tad as neturéjan né menkiausio supratimo apie rysio tarp Siy klausimy
egzistavima; man Rymano hipotezé buvo iiesiog reikiminga sveikyjy funkcijy teo-
rijos hipotezé... Net retas kuris 1§ daug geriaw informuoty 3moniy girdéjo apie

Adamaro darbg, dar maziau buvo maciusiy Valle-Pusseno darbg belgishame Zur-

nale...A§ greitar nustaciou, kad jei pagrindiné pirminiy skaiciy teorema teisinga

su /x eilés lickamuoju nariu, tai i§ to iSplaukia Rymano hipotezé. Reikia at-

sizvelgts § tai, kad tuo metu niekas i§ matematiky nejtaré, kad pirminiy skaiciy

pasiskirstyme slypt kazkokia velniava; taigi \/z eilés paklaida atrodé natarals dél

tos prieZasties, kad bet kuris pirmints n daliklis nevirdija /n. Tad as émiau-

st darbo su dideliu jhvépimu ir tikéjimu sékme, ir tik po keliy savaiciy kankyniy

suvokiau tikrgjg padeéty.“*

Pridursime, kad Rymano hipotezé nejrodyta iki siol. Taélau ir pastangos ja paneigti
buvo bergzdzios. SkaiGiavimai, atlikti pasitelkus kompiuterius, rodo, kad keli milijonai
pirmuyjy nuliy (jei juos isdéstysime moduliy didéjimo tvarka), isties yra vienoje tieséje

Res = 0.5.
Skaic¢iy reiskimo sumomis uzdaviniai
Kvadraty sumos ... ir taip toliau

Kiekvieng natiiralyjj skai¢iy galima uZrasyti pirminiy skaiéiy sandauga — § teiginj
pavadinome pagrindine aritmetikos teorema. Kiekvienas natiiralusis skai¢ius lygus viene-
ty sumai — sis trivialus teiginys apie skai¢iy sandarg nenusipelno, Zinoma, atskiro vardo.
Taclau ir apie adicing, t. y. susijusig su skai¢iy sudétimi, skaidiy struktiira galime sufor-
muluoti daug jdomiy teiginiy.

Bendra forma uzdavinj galétume formuluoti taip. Tegu A yra kokia nors begaliné
sveiky neneigiamy skai¢iy aibé, k& > 1 - fiksuotas natfiralusis skai¢ius. Ar bet kokiam
natiiraliajam n atsiras skaiéiai zi,...,z; € A, kad

n=z 432 4...+2x? (17)

Sio uzdavinio istorija siekia (kurgi ne!) Antikos laikus. Jau minéto Diofanto ,Arit-
metikoje klausiama, ar (17) lygybé yra teisinga kiekvienam natiiraliajam n , jei k= 2,
A = {0%,1%,2%,...}, Taigi klausiama: ar kiekvieng natfralyjj skai¢iy n galima isreiksti
dviejy sveikyjy skai¢iy kvadraty suma

n =z 4y (18)

*  Littlewood J. E. A Mathematicians Miscellany. London, 1957.
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Kodél dométasi biitent tokiomis israiskomis? Aisku, kad tai ,,geometrinés* graiky mate-
matiky mastysenos atgarsis.

Skaicius, kuriy &iuo bidu negalima isreiksti, nesunku rasti. I tikryjy bet kokio svei-
kojo skaifiaus kvadrato dalybos i§ 4 liekana yra arba 0, arba 1. Tada dviejy kvadraty
sumos dalybos i§ 4 liekana negali buti lygi 3. Taigi skai¢iams 4k + 3 (18) israiska ne-
egzistuoja. Visi 4k 4 3 pavidalo skaiiai turi savo kanoniniuose skaidiniuose nors vieng
pirminj p = 4t 4+ 3, kuris | skaidinj jeina nelyginiu laipsniu. Taéiau $ig savybe turi ne
tik skaic¢iai 4k 4 3. Néra sudétinga jrodyti, kad visiems tokiems skai¢iams (18) israiska
neegzistuoja. Tad j dviejy skaiciy kvadraty sumos israiska gali pretenduoti tik tie skaiéiai,
1 kuriy kanoninius skaidinius pirminiai p = 4k + 3 jeina tik lyginiais laipsniais. Tokius
skai¢ius galima uZragyti taip:

N = pop1...Dedi .- - Qb3 (19)

¢la: pg = 1 arba pg = 2, py,...,ps — skirtingi 4k + 1 pavidalo pirminiai skaiéiai,
q1,--.,qt — bet kokie, nebfitinai skirtingi pirminiai skaiéiai. Parodysime, jog skai¢iui n
(18) israiska egzistuoja, jeigu §i iSraiska egzistuoja pirminiams pi,...,p,. I8 nesunkiai
patikrinamos tapatybes

(a® + b%)(c? + d®) = (ac + bd)? + (ad — bc)?

isplaukia: jei (18) i3raiska egzistuoja skaidiams ni,nq, tal ji egzistuoja ir jy sandaugai
ning. Tadlau 2 = 12 + 12, ¢? = ¢® 4 0%. Taigi jrode, kad kiekvienas pirminis p = 4¢ + 1
gali buti isreikstas dviejy kvadraty suma, gautume, kad bet kuris (19) skai¢ius gali bati
isreikstas dviejy kvadraty suma. Aptaréme A. Ziraro (Albert Girard, 1595-1632) teoremos
irodymo kelig.

Teorema. Skaitiy n galima uzraSyti dviejy sveikyjy skaiéiy kvadraty suma tada
ir tik tada, jei 4k + 3 pavidalo pirminiai daugikliai j jo kanoninj skaidinj jeina lyginiais
laipsniais.

Taigi yra daug skaiéiy, kurie negali buiti idreiksti dviejy kvadraty suma. K. Gausas
1801 m. jrodé, kad trijy kvadraty taip pat nepakanka.

Teorema. Skai¢iy n galima uZradyti sveikyjy skaiciy kvadraty suma
n=a?+y?+ 22
tada ir tik tada, kai n # 4*(81 + 7); cia k,1 >0 yra sveikieji skaiciai.

Taciau keturiy kvadraty jau ﬁpakanka.. Tai 1770 m. jrode J. Lagranzas (Joseph Louis
Lagrange, 1736-1813).

Teorema. Bet kokiam natiiraliajam n atsiras sveikieji skaiéiai z,y, z,w, kad

n=a*+y*+2> +w (20)
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Panasgiai kaip dviejy kvadraty atveju i§ tapatybés
($2 +y2 +z2 +w2)($f2 +y!2 _l_zl2 +1012) — X2 _l_YZ +Z2 4 'H/'?’
X =aa'+yy +z2' +ww', Y =2y —yz' + w2’ — 20,
Z =z —zz' +yu' —wy', W =aw' —wz' + 2y — y2',

isplaukia: jeigu skaiciai ni,ny gali biiti ifreiksti keturiy kvadraty suma, tai ju sandauga
niny — taip pat. Todel jrodinéjant teoremy pakanka nagrinéti atvejj, kai n (20) lygybéje
- nelyginis pirminis skai¢ius.

Na, o kas gi trukdo nagrinéti kuby, bikvadraty ir aukstesniyjy laipsniy sumas? Hi-
potezg apie tokias sumas 1770 m. suformulavo angly matematikas E. Varingas (Edward -
Waring, 1734-1798):

kiekvienam nataraliajam k egzistuoja skaicius r, kad kiekvienam natiiraliajam

n atsiras sveikieji neneigiami skaiciai z1,...,z,, kad

n=zf+zf .. +2t (21)

Jeigu natiiraliajam k Varingo hipotezé teisinga, tai skai¢iy r aibé netuscia. Pazyme-
kime g(k) maziausiajj jos elements. Taigi visiems n egzistuoja (21) israiska, jei r = g(k),
taciau taip néra, jei r = g(k) — 1. Jau matéme, kad g(2) = 4. E. Varingas taip pat spéjo,
kad ¢(3) =9, g(4) = 19. Varingo hipotezé ,kybojo* beveik 150 mety. 1909 m. vokie-
¢iy matematikui D. Hilbertui (David Hilbert, 1862-1943) pavyko ja irodyti: skai¢ius g(k)
15 tiesy egzistuoja kickvienam natfiraliajam k. Hilberto jrodymas buvo labai sudétingas.
Zymus pranciizy matematikas A. Puankare (JuIes Henri Poincaré, 1854-1912) pareiskeé:
»Jeigu kada nors bus suprasta, kur gliidi o jrodymo spyruoklés, didelés reiksmés aritme-
tiniai rezultatai pasipils, tikriausiai, kaip i§ gausybés rago.“ Hilberto darbe néra jokiy Ziniy
apie dydziy g(k) reikdmes, jame tik jrodyta, kad sie dyd#iai egzistuoja. Tais paciais 1909
. jrodytas Varingo spéjimas ¢(3) =9, taéiau lygybé g(4) =19 jrodyta tik 1986 m.

Reiksmingi aritmetiniai rezultatai, susije su Varingo problema, i3 tikryjy pasipyle, ta-
ciau ne todél (kaip tikéjosi A. Puankaré), kad buvo suprastas Hilberto irodymas. 1920 m.
G. Hardis ir J. Litlevudas (Godfrey Harold Hardy 1877-1947, John Edensor Littlewood,
1885-1977) paskelbé naujg Varingo hipotezés irodyma. Naujasis metodas pasirodé esgs
labai efektyvus — ir ne tik sprendziant Varingo problemgs.

Tegu k > 1 yra natfralusis skai¢ius. Kompleksiniams skaitiams |z| < 1 apibrézkime
funkecija

FE) =142 422" 4 ™ . (22)
Formaliai sudauging s (22) vienody begaliniy sumy, gausime
- o0
(f(2))* = D r(n)e". (23)
n=0

Koeficientas r(n) lygus skirtingy israisky

k| Lk k
7?.2.721 +$2+-..+$s
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skai¢iui. Varingo hipoteze jrodysime, jeigu jrodysime, kad egzistuoja toks nattralusis s,
kad visi koeficientai r(n) (23) lygybéje yra teigiami. Siuos koeficientus galima isreiksti
pasinaudojus kompleksiniais integralais

r(n) = L) s

T 21 Jo

¢ia C' Zymi apskritima, kurj sudaro kompleksiniai skaiiai z,|z| = p,p < 1. Paragyti §
integralg — anoks nuopelnas, nes tirti jj sudétinga. G. Hardis ir J. Litlevudas sugalvojo,
kaip tai galima daryti. Cia ir gliidi naujojo metodo esmeé. Jis ,permeta® Varingo hipoteze
1§ skaiéiy teorijos j kompleksinio kintamojo funkeijy sritj. *

Naudojantis §iuo metodu dydzio g(k) problema irgi beveik idspresta. Natiiraliesiems
4 <k <200.000 teisinga lygybe

T3k
g(k) =2"+ [(3)"] -2 (24)
dia [a] Zymi skaidiaus a sveikajg dalj. Jei & > 200.000, tai (24) gali buti neteisinga tik
baigtiniam k reiksmiy skaiciui.

Pirminiy skai€iy sumos

Kryziuoéiy ainis i§ Karaliauéiaus bei Peterburgo moksly akademijos narys Ch. Gold-
bachas (Christian Goldbach, 1690-1764) 1742 mety birzelio ménesj parase laigka L. Oileriui
(vieng i3 95 jam parasyty laisky), kuriame iskélé vieng hipoteze apie pirminius skaicius.
Nors §i hipotezé aptinkama ir kity to meto matematiky rastuose, ta¢iau dél Ch. Goldba-
cho ir L. Oilerio susiraginéjimo ji patrauké matematiky démesj. Dabar jprasta ja vadinti
Goldbacho hipoteze ir formuluoti taip:

bet kokj didesnj uz 2 lyginj skaiéiy galima uzZrasyti dviejy pirminiy skaiciy suma.

Pastebékime, kad remdamiesi Goldbacho hipoteze galime suformuluoti ir hipotezg apie
nelyginiy skaiéiy reiskima pirminiy skai¢iy suma. Jei nelyginis skai¢ius 2n + 1 yra nema-
esnisuz 7, tai 2n—2 > 4. Jei Goldbacho hipotezé yra teisinga, tai egzistuoja du pirminiai
p1,p2, kuriems 2n — 2 = p; + py. Taciau tada 2n + 1= 3+ p; + p2. Vadinasi,

nelyginius, didesnius uz 7 skaiéius galima uzraSyti trijy pirminiy skai¢iy suma.

Goldbacho problema pasirodé esanti dar sudétingesné ir uz Varingo problemg. Ilga
laika net nebuvo aisku, kaip pradéti jg spresti. Apsiribota vien jos tikrinimu nedideliems
lyginiams skai¢iams. G. Kantoras (Georg Cantor, 1845-1918) 1894 m. nustate Goldbacho
hipotezés teisingumg visiems lyginiams n < 1000. Net ir po Hilberto darbo, kuriame i5-
spresta Varingo problema, #zymus skai¢iy teoretikas E. Landau (Edmund Georg Landau,
1877-1938) 1912 m. mané, kad Goldbacho hipotezé virsija tuometines matematikos gali-
mybes.

*  Sunku susilaikyti nepacitavus Z. Adamaro: , Trumpiausias kelias tarp dviejy realiosios
srities fakty eina per kompleksine sritj.“
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Tagiau jau aptartas HardZio ir Litlvudo metodas davé impulsg ir §iai problemai spresti.
Formaliai zitirint, kelias tas pats: jei

F(z)=zg—|-z3+...-|—zp+...

(¢ia |z] <1 ~ kompleksinis, p — pirminis skai¢ius), tai R,(n) lygybéje

Féz) = Z R,(n)z"

yra skai¢iaus n skirtingy israisky n =p; + ...+ p, (p; — pirminiai skai¢iai) kiekis. Tad
Goldbacho hipotezei jrodyti pakanka nustatyti, kad koeficientai Ry(n) yra teigiami vi-
siems lyginiams n > 4. Juos, kaip ir Varingo problemos dydzius, galima tirti naudojantis
integralu

_ 1 Fe(z)
Rslimy= omi ), o dz. (25)

Hardziui ir Litlvudui pavyko jrodyti, kad Goldbacho hipotezé yra teisinga, jeigu teisin-
ga (sustiprinta) Rymano hipotezé. Tadiau daugiausia pavyko pasiekti rusy matematikui
I. Vinogradovui (earn Marseesuu Bumorpamnos, 1891-1983). Jis modifikavo HardZio
ir Litlvudo metoda, sugalvojes, kaip (25) lygybéje begalines sumas F(z) galima pakeis-
ti specialiomis baigtinémis trigonometrinémis sumomis. Tad 1937 m. pasinaudojes #iais
patobulinimais jis beveik i3sprendé vadinamaja trinare Goldbacho problema.

Teorema. (I Vinogradovas) Egzistuoja tokia konstanta ng, kad bet kurj nelyginj
skai¢iy n,n > ng, galima isreiksti trijy pirminiy skaiéiy suma.

Goldbacho hipotezé apie lyginio skai¢iaus reiskimg pirminiy skaiéiy suma (dvinaré
Goldbacho problema) nejrodyta iki giol. Paminésime du su ja susijusius rezultatus. 1966
m. J. Cenas (J. Chen) jrodé tokj teiginj.

Teorema. Egzistuoja tokia konstanta ng, kad bet kurj lyginj skaiéiy n,n > no,
galima isreiksti suma '
n=p+ P
Cia: p yra pirminis skaicius, o P, — arba pirminis, arba dviejy pirminiy sandauga.

Taip pat Zinoma, kad jei ir egzistuoja lyginiai skai¢iai, kuriems dvinaré Goldbacho
hipotezé néra teisinga, tai jy negali bati daug. Jei E(z) yra siy skaiéiy, nevirsijanéiy z,
kiekis, tai egzistuoja teigiamos konstantos ¢, a, kad

z
a—, >4

<
Bla} s cln T )
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Aritmetines funkcijos
Inoringos i§ prigimties

Daugelj skai¢iaus savybiy lemia jo kanoninio skaidinio forma. Pavyzdziui, skai¢iy n
galima uzrasyti dviejy kvadraty suma tada ir tik tada, kai j jo kanoninj skaidinj 4% + 3
pavidalo pirminiai skaiéiai jeina tik lyginiu laipsniu. Mums jprasta nataraliuosius skaicius
isivaizduoti kaip sutvarkyta didéjimo tvarka aibe, tad noretysi tikeétis, kad ir aritmetines
skaiély savybés ,paklista“ §iai tvarkai, t. y. jas turintys skaiciai iSsidéste skaiciy tiese-
je désningai. Tadiau nesudétingi tyrimai sugriauna viltj, kad aritmetinés skai¢iy savybés
gerai ,suderintos® su skai¢iy tvarka. Panagrinékime, pavyzdziui, skaiius, kuriuos galima
isreiksti dviejy sveikyjy skaiciy kvadraty suma. Zymédami juos skaiéiy tieséje zenklu e,
gausime tokj vaizda:

[00-00—000—0—000-9——60—0—0-0-80—§0—0—00-000—00—0—0—000———100—0——00———00-9
0 20 40 60 80 100

Galbiit tvarka isryskéja toliau, t. y. dideliems skai¢iams? Istyre palyginti dideliy skaiéiy
§imtine, gausime tokig schema:

,.__.—o—o—l——oo—u'—o—o-o——]——o——ro—o—ﬂ-ﬂ—r.——“—.—ﬁ
9000 20 40 60 80 9100

Vienintelé isvada, kuria galbiit galime padaryti palygine abu brézinius téra tokia: di-
deliy skaiéiy intervaluose natfiralieji skai¢iai, kuriuos galima isreiksti dviejy kvadraty suma,
pasitaiko reciau.

Panagrinékime, kaip kinta pirminiy daugikliy skai¢iaus kanoniniame skaidinyje kiekis,
kai tiriamuosius skai¢ius imame vieng po kito didéjimo tvarka. Tegu £(n) Zymi pirminiy
skai¢iy kanoniniame n skaidinyje kiekj. Plokstumos koordinagiy sistemoje atideje taskus
(n,Yn)) bei sujunge juos atkarpomis, gausime itin keisty lauzte:

OHNWHE IO ~I00

9000 10 20 30 40 9050

Brézinys veikiau atgraso nei skatina ieskoti kokio nors désningumo. Tadiau vieng taisykle
visai nesudétinga jzvelgti: kokie bebiity nattralieji m,n, visada teisinga lygybe

Qmn) = Qm) + Q(n).

eee (|+w @00



Analizinés skaiéiy teorijos apzvalga 41

Si taisyklé nebegalios dydziui w(n), kuris reiskia skirtingy pirminiy dalikliy kanoniniame
n skaidinyje kiekj. Bet jeigu m,n yra tarpusavyje pirminiai natiiralieji skaiéiai, tai lygybé

w(mn) = w(m) + w(n)

vélgi teisinga. Si savybé biidinga daugeliui skai¢iy teorijoje pasitaikanéiy seky f(n), pa-
prastai vadinamy aritmetinémis funkcijomis. Jeigu aritmetiné funkcija f(n) yra tokia,
kad visiems natiiraliesiems tarpusavyje pirminiams m,n teisinga lygybé

f(mn) = f(m) + f(n), (26)

tai f(n) vadinama adityviaja funkcija, jeigu ji teisinga visiems, ne tik tarpusavyje pir-
miniams m,n - visikai adityvigja funkcija. Taigi w(n),Q(r) — du adityviyjy funkeijy
pavyzdZiai.

Tiesiog nejmanoma neapibrézti tokiy aritmetiniy funkeijy, kurioms galioty lygybe (26)
su daugybos Zenklu vietoje sudéties. Aritmeting funkecija g(n) # 0, visiems natiiraliesiems
tarpusavyje pirminiams m,n tenkinanéig lygybe

g(mn) = g(m) - g(n),

vadinsime multiplikatyviaja funkcija; jeigu lygybé teisinga visiems, ne tik tarpusavyje pir-
miniams m,n — visiSkai multiplikatyviaja funkeija.

Pavyzdziy irgi toli ieskoti nereikia. Tegu d(n) yra skaiéiaus n skirtingy dalikliy skai-
¢ius. Jeigu m,n yra du tarpusavyje pirminiai natiralieji skaidiai, tai kiekvieng sandaugos
mn daliklj d vieninteliu biidu galime isskaidyti j sandauga d = didy , kad d; dalyty m,
o dy — n. Tad skai¢ius mn turi tiek skirtingy dalikliy, kiek yra skirtingy pory d,,ds.
Todél

d(mn) = d(m)d(n),

ir d(n) yra multiplikatyvioji funkcija.

Grizkime prie skai¢iy reiskimo dviejy kvadraty sumomis. Zymeékime r(n) skaiciaus
n skirtingy israisky

n=z’4+y* z>0,y>0,

kiekj; ¢ia z,y, Zinoma, — sveikieji skaiéiai. Tada r(n) yra aritmetiné funkcija; i§ tikruju
j1 yra multiplikatyvioji funkcija.

Adityviosios ar multiplikatyviosios funkcijos reikéme natiiraliajam n visiskai apibré-
zia n kanoninis skaidinys. Tiksliau, jei f(n) yra adityvioji, o g(n) multiplikatyvioji
funkcijos, ir n = p{pg?...p%, tai

f(n) = f(pi*) + f(2?) + ...+ F(p5*), g(n) =g )g(p5?)... g(p2*).

Tad svarbu Zinoti adityviosios ar multiplikatyviosios funkcijos reikimes, jgyjamas pirminiy
skaic¢iy laipsniams. Pavyzdziui, galima jrodyti, kad

1, kai p =2,
r(p®) = a+1, kaip=4k+1,
p)= 0, kai p = 4k + 3 ir « nelyginis ,

15 kai p =4k + 3 ir « lyginis .
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Skyrelio pradzios bréziniai, susije su tam tikromis aritmetinémis skai¢iy savybémis,
k‘élé g;reic”:iau nedarnos, nei tvarkos jausmg. Pabaigsime pavyzdziu, kuris byloja visai prie-
Singal.

Plokstumoje, kurioje jvesta stadiakampeé koordinaéiy sistema, atidékime tas sveikujy
skai¢iy poras (z,y), kurioms z2+y? yra mazesnis uz 1000 pirminis skai¢ius. Vaizduokime
tik taskus su teigiamomis y reik§mémis. Stai kg gausime:

.,....}-‘-_E';:'E.'.:..__,.

@ 0 sleoo e Bal, oo,
BT O]
o{..o.o {.::}' 1) i::‘} o'o..}o
S dote, ToedaE s sl

Vidutinés reikdmes

Jau matéme, kad aritmetiné funkcija f(n), kai jos argumentas n perbéga natira-
liuosius skaidius 1,2,...,N, gali elgtis gana jnoringai. Svarbi aritmetineés funkcijos cha-
rakteristika yra jos vidutiné intervale [1, N] reiksme. Jg mes apibrésime taip:

1 N
M(f,N) = 5D f(n).

Kartais vidutine reik§me nesudetinga suskaiciuoti.

Prisiminkime multiplikatyviaja funkcija r(n), kuri reiskia skaiiaus n skirtingy 18-
raisky n = z? + y* kiekj; éia = > 0,y > 0 yra natiiralie]i skaicial. [veskime plokstumoje
sta¢iakampe koordinagiy sistema ir Zymeékime u,v tasko abscisg bei ordinate. Nagrinekime
skritulius u?+v? < R?; juos zymésime C(R). Jeigu n < N ir n=2?+y*, 2> 0,y >0,
tai taskas (z,y) yra skritulio C(v/N) viduje bei pirmame koordinagiy ketvirtyje (bet ne
ant tiesés v = 0) . Kita vertus, kiekvienam io skritulio taskui su sveikomis koordinatemis
x>0,y > 0, atsiras skai¢ius n < N, kad n = z? + y?. Taigi skritulio C(v/N) tasky su
sveikomis koordinatémis z > 0,y > 0, skaiius lygus skirtingy israisky n = 22+y%,n <N,
kiekiui, t. y. sumai

r(1) +r(2) +...+7(N)= NM(r,N).

Jeigu skaiéiuosime visus skritulio C (V/N) tagkus su sveikomis koordinatémis z,, (issky-
rus taska (0,0) ), tai gautasis dydis S (V/N) bus keturgubai didesnis:

S(V/N) = 4NM(r,N). (27)

evo -t+w eo00



Analizinés skaiéiy teorijos apzvalga 43

Tad uzdavinj apie funkcijos r(n) vidurkj suvedéme j skritulio tasky su sveikomis koordi-
natémis skai¢iavimo uzdavinj. Sj uzdavinj nesunku i$spresti pasitelkus geometrinj bréZinj.

Skritulio C(\/IV ) tagkai su sveikomis koordinatémis pazymeéti o. Kiekvienam i§ jy
priskirsime vienetinj kvadratg su vertikaliomis ir horizontaliomis krastinemis taip, kad tas-
kas biity apatiné kairioji &io kvadrato viriiné. Kvadratai sudaro plokiéig figlira, kurios
plotas lygus S(v/N) +1 (primename, kad S(v/N) - skritulio tasky su sveikomis koordi-
natémis z,y, 2% +y? # 0, kiekis.) Matome, kad 3i figlira nedengia skritulio C(V/N), taip
pat néra &io skritulio dengiama. Taéiau skritulys C (\/]V 4+ /2) tikrai dengs 8ig figlira o
skritulys C(v/N —+/2) bus figiiros poaibis. Parase atitinkama nelygybe plotams, gauname

(VN —v2)? < S(VN) +1 < n(VN +V2)*.

Prisimine (27) galime suformuluoti tokj tvirtinima apie aritmetinés funkcijos r(n) viduting
reiksme.

Teorema. Kiekvienam N > 1 teisingos nelygybeés

1 T 2r —1 1 T 2r —1
—T — N - g 28
i __2N+ N < M(r, )<4'.rr+ '_2N+ i (28)

I5 (28) gauname tokia vidutinés reikdmeés asimptotika

1 c(N)
R
gia ¢(N) — aprézto modulio funkecija: egzistuoja tam tikra konstanta A, kad [¢(N)| < A.
Aritmetiniy funkcijy viduriniy reikémiy asimptotiky tyrimas — svarbus analizinés skai-
&y teorijos uzdavinys. Paminésime dar keletg rezultaty. Formulése dydis B yra konstan-
ta, funkeijos ¢i(N) — aprézto modulio funkeijos. Dalikliy funkcijai d(n) teisinga lygybe

M(r,N) = N — oo;

. _ C](N)_
M(d,N)=1nN + (2B 1)+——ﬁ,

kanononio skaidinio daugikliy skai¢iui (n)

Cz(N)

M(Q,N) =lnlnN + B+ L ==
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Aritmetinés funkcijos, daZniai, arba tikimybiné skaiéiy teorija

Tikimybiy teorijos raida prasidéjo nuo klausimy: kaip daznai tas ar kitas jvykis vyksta,
nuo ko tai priklauso. Mes taip pat galime klausti kaip daznai pasitaiko koks nors ,arit-
metinis jvykis“. Kaip daZnai pasitaiko pirminiai skaiéiai arba natiiralieji skai¢iai, kuriuos
galima iSreiksti dviejy kvadraty suma ir taip toliau.

Tarkime, mums rtipi intervalo [1,z] nattralieji skai¢iai, turintys kokia nors aritmetine
savybe S. Juy aibe pazymeje S;, o jos elementy kiekj — |S.|, galime taip apibrézti sios
psavybeés daznj“:

Vz{Sg;} — |SI|'

z

Paprastai tiriama, kaip daznis v,.{S;} elgiasi, kai 2 — co. Stai visai paprastas pavyzdys:

1 1 e
um{ngm,mn}:;[;] -

¢ia ¢, yra aprézto modulio funkeija, o [v] Zymi skaiciaus sveikaja dalj.

Daznai aritmetinés skai¢iy savybés reiskiamos aritmetinémis funkcijomis — prisimin-
kime adityvigsias funkcijas w(n), (n) bei multiplikatyviasias r(n),d(n). Galime tirti,
pavyzdZziui, tokiy daZniy asimptotinj elges;:

va{n < @,w(n) =k}, ve{n <z,w(n) € Ag)

¢ia k — fiksuotas natiiralusis skaidius, o A; atitinkamu blidu pasirinkta aibe.
Pirmuosius tokio pobiidzio rezultatus gavo 1917 m. G. Hardis ir S. RamanudZanas
(Srinivasa Ramanujan, 1887-1920). Jie jrode, kad

(Inlnz + ¢z)*?

ve{n < z,wln)=k}<a

(k—1)!lna ’
ve{n < z,|w(n) — Inlnz| > ¥(z)Vinlnz} =+ 0, z — oo; (29)

dla: c¢1,¢y teigiamos konstantos, o 1(z) bet kokia neapréztai didéjanti, kai z — oo,
funkecija.

Sie rezultatai gauti analizinés skai¢iy teorijos metodais, tagiau juose gludi skaiciy teo-
rijos ir tikimybiy teorijos idéjy sintezés griiddas. Bet tvirto matematinio pamato tokiai
sintezei teko laukti dar ilgai. Tik J. Kubiliaus darbai apie miisy amziaus vidurj nustate
nauja kryptj skaiéiy teorijoje, kurig imta vadinti tikimybine skaiéiy teorija.

Panagrinékime, kaip &ios teorijos sviesoje atrodo Hardzio-RamanudZzano (29) rezulta-
tas, kuris, skyrium imant, teatspindi savotisks pavienés aritmetineés funkcijos elges].

Tegu f(n) yra kokia nors adityvioji funkeija. Apibrézkime

A(z) = Z%’J), DX z)= Y i%:—);

p<n p*<n
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¢la: p Zymi pirminius skai¢ius, o p® — jy laipsnius su naturaliaisiais rodikliais.
Kubilius jrodé nelygybe, kuri teisinga visoms be i§imties adityviosioms funkcijoms:

egzistuoja konstanta ¢ > 0, kad

S If(n) — A@) < caD?(a). (30)

n<z

Imkime kokig nors teigiamg ir neapréztai didéjanéia funkcija t(z) ir sumazinkime
(30) Kubiliaus nelygybés kairigja puse, palikdami joje tik tuos démenis, kuriems

|f(n) — A(z)| > ¥(z)D(z).

Kadangi tokiy démeny yra [{n < z,|f(n)— A(z)| > (z)D(z)}| ir visi jie nemazesni negu
P(xz)D(x), tai
*(2)D*(z)|{n < 2,|f(n) — A(z)| > $(z)D(2)}| < caD*(z),
arba
ve{n < z,|f(n) — A(z)| > (2)D(2)} < $7°(a),
vefn < 2,1f(n) - A@)] > P()D(a)} 50, @ — oo, (31)

Hardzio ir RamanudZano (29) rezultatas yra atskiras (31) désnio atvejis: pakanka imti
f(n) = w(n) ir suskai¢iuoti A(z),D(z). Tikimybiy teorijos pozifiriu, (31) yra didziyjy
skai¢ly desnis: jeigu atsitiktinai rinksimeés nattraliuosius skaiéius i§ ,)ilgo“ intervalo [1,z],
tai retal pasitaikys atvejai, kad pasirinktajam n bty teisinga |f(n)— A(z)| > ¥(z)D(z).

Désnis (31) — vienas 1§ papraséiausiyjy tikimybinéje skaiéiy teorijoje. Paminésime su-
detingesnj, jrodyta P. Erdioso ir M. Kaco (Pal Erdos, Marc Kac), o veliau apibendrintg
Kubiliaus:

bet kokiems skaiciams a < b

w(n) —lnlnz

i 2
N <b}—>g] e "% du, z — oo.
@

ux{ng:r:,a <

Pabaigoje jprasta pateikti literatiiros sarasa. Literatiira skaiéiy teorijos klausimais yra
gausi, bet ja daZniausiai leidzia uZsienio knygy leidyklos. KaZin ar jy sarasas skaitytojui
blity naudingas. Gi Lietuvoje skaidiy teorijos monografijy ir vadoveéliy ileista nedaug.
Galbiit todel jas ir verta paminéti.

Paminésime ir vieng uzsiening knyga — jos pavadinimas daug pasako.

Literatiira

Bulota K., Survila P. Algebra ir skai¢iy teorija. Vilnius, Mokslas, 1990. D.1-2.
Kubilius J. Tikimybiniai metodai skaiciy teorijoje. Vilnius, 1959, 1962. Rusy k.
Laurinéikas A. Rymano dzeta funkcijos teorijos pagrindai. VU leidykla, 1992.
Manstavicius E. Tikimybiné skaidiy teorija. VU leidykla, 1987.

Schroeder M. Number Theory in Science and Communication. With Applications in
Cryptography, Physics, Digital Information, Computing and Self-Similarity. Springer
Verlag, 1986.

o - [ Bk 18

eeo tw o000



46

Bernardas Rymanas (1826-1866) gimé maZo kaimelio pastoriaus
eimoje. Sediy vaiky biiryje jis buvo antras: turéjo brolj ir keturias se-
seris. Seima skyné ankstyvos mirtys: jaunas miré brolis, jaunos — trys
seserys, motina taip pat mire anksti.

Vaikysteje Bernardg labiau trauke istorija negu matematika. Ypaé
domejosi Lenkijos istorija. Tafiau matematika greitai uzvaldé. Gim-
nazijoje gavo paskaityti 900 puslapiy LeZandro skaiéiy teorijos kursa.
Perskaité kaip detektyvg — per 6 dienas.

Ketino sekti tévu — 1846 m. jstojo j Getingeno universiteto teologi-
jos fakultets. Getingene désté ,Mathematicorum Princeps” - K. Gausas.
B. Rymanas pasuko ] matematika.

Po mety i§vyko j Berlyno universiteta. Dveji metai Berlyne — itin
svarbus tarpsnis. Uzsimezgé draugysté su L. Dirichle — visam gyvenimui.

1849 m. B. Rymanas grizo } Getingena, 1851 m. pristaté disertacija
,JKompleksinio kintamojo funkecijy teorijos pagrindai“. K. Gausas, kuris
retai gyré jaunuosius, labai vertino 5] Rymano darbg.

1853 m. pabaigtas habilitacijos darbas ,Apie funkeijy reiskimag tri-
gonometrinémis eilutémis®. Dar reikéjo parengti habilitacijos paskaita.
Pasiiilé tris temas. K. Gausas isrinko antrajg — i§ geometrijos. B. Ry-
mano habilitacijos paskaita ,Apie geometrijos pagrindy hipotezes“ labai
sujaudino K. Gausa. Jis tik vienas galéjo jvertinti Rymano mindéiy gilu-
ma ir reikSme.

Nors darbai buvo genialiis — tai nedaug reiské universiteto vadovy-
bei. Gyvenimas buvo sunkus, tik 1857 m. B. Rymanas tapo ekstraordi-
nariniu profesorium. Taéiau pripazinimas atéjo. Po L. Dirichle mirties
1859 m. B. Rymanas perémeé katedra, kuriai i3 eilés vadovavo K. Gausas

bei L. Dirichle.

1862 m. B. Rymanas vedé, bet tais paciais metais persialde ir
sunkiai susirgo tuberkulioze. Vokietijos klimatas buvo jau nebepakelia-
mas, tad B. Rymano $eima daZniausia gyveno Italijoje. Ten prabego ir
paskutinial gyvenimo meénesiai.

,Jo jégos greitai seko, ir jis pats aiSkiai jauté artéjancig mirtj. Bet
dieng pries mirtj jis dar rasé paskutinj, taip ir nepabaigta darba, il-
sedamasis po figmedziu ir Zvelgdamas j nuostaby krastovaizdj.“ — R.

Dedekindas.
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