Taikomoji laiko eilu¢iy ekonometrija. Kvedaras, 2005 (vkved@takas.lt)

1

TAIKOMOSIOS EKONOMETRIJOS kurso konspekty santrumpa

Kurso apimtis ir paskirtis 2
Pagrindinés savokos ir apibrézimai 4
1.1 Bendras ekonometrinio modeliavimo apibtdinimas 4
1.2 Stochastinis procesas ir jo realizacija 5
1.3 Stacionarus ir silpnai stacionarus procesas. Proceso ergodiskumas 6
1.4 Klaidingoji regresija ir jos pasekmés 7
1.5 Integruotumo ir kointegruotumo sampratos 8
1.6 Granger priezastingumas. Egzogeniskumo alternatyvos dinaminiuose regresiniuose modeliuose. ..........cc.eweverereeereirerereerenres 9
1.7 Nestacionarumas. Deterministinis ir stochastinis trendai. 10
1.8 Autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos funkcijos
Vieno kintamojo stacionariy laiko eiluciy tiesiniai modeliai
2.1 Vienalypiy laiko eilu¢iy rysiai su vektoriniais ekonominiais modeliais
22 Baltasis triuk§mas. Wold’o iSdéstymas.
23 Autoregresinis procesas ir jo savybeé:
2.3.1 Pirmos eilés autoregresinis procesas
232 p-os eilés autoregresinis procesas
24 Slenkamuyjy vidurkiy procesas ir jo savybés
24.1 Pirmos eiles slenkamyjy vidurkiy procesas
24.2 g-os eilés slenkamyjy vidurkiy procesas
2.5 Autoregresinis slenkamuyjy vidurkiy procesas ir jo savybes
2.5.1 ARMAC(1,1) procesas
252 ARMA(p,q) procesas
2.6 Kiti ARMA isplétimai
2.6.1 Sezoninis ARMAg procesa
2.6.2 ARMAX procesas
2,63 ARIMA procesas
2.7 ARIMA proceso lygties interpretacija ir procesy savybiy susisteminimas
28 Box-Jenkins modeliavimo procediira
2.8.1 Stacionarumo uztikrinimas
282 ARMA identifikavimas
283 Parametry jvertinimas
2.8.4 Modelio adekvatumo tikrinimas
285 Prognozavimas ARMA modeliu
Daugialypiai stacionariy laiko eilu¢iy tiesiniai modeliai
3.1 Bendri pastebéjimai apie daugialypius laiko eilu¢iy modelius
32 Zyméjimai ir kai kurios vektoriniy modeliy bei modeliavimo alternatyvos
321 Zyméjimai
322 Stacionariy dinaminiy modeliy alternatyvos
323 Metodologinés ekonometrinio modeliavimo alternatyvos
33 Vektoriné autoregresija (VAR) ir jos tipai
3.3.1 Vektoriné autoregresija
332 Vektorines autoregresijos tipai
333 VAR nuokrypiy nuo vidurkio formoje
334 Lydin¢ioji VAR forma
34 VAR modelio sudarymas
34.1 Modelio formavimo etapai
342 VAR velavimy eileés p parinkimas
343 Modelio adekvatumo tikrinimas
35 VAR modelio taikymai
35.1 Prognozavimas VAR modeliu
352 Granger priezastingumo tikrinimas
353 Reakcijos j impulsus analize
354 Prognozés paklaidy dispersijos iSskaidymas
3.6 Struktiiriné vektoriné autoregresija
Nestacionariy laiko eilu¢iy tiesiniai modeliai
4.1 Nestacionarumo tipai bei jy implikacijos praktiniam modeliavimui
42 Baziniai vienalypiai nestacionariy kintamyjy modeliai
421 Stochastinis tiesinio trendo procesas
422 Atsitiktinio klaidZiojimo procesas
423 Atsitiktinio klaidZiojimo su poslinkiu procesas
43 Stacionariy ir nestacionariy kintamyjy kai kuriy savybiy palyginimas
44 Integruotumo eilés tikrinimo testai ir procediiros
441 Integruotumo eilés tikrinimas Dickey—Fuller (DF) testu
442 Integruotumo eilés tikrinimas iSpléstu Dickey—Fuller (ADF) testu
443 Integruotumo eilés tikrinimas Phillips—Perron (PP) testu
4.44 d>1 integruotumo eilés tikrinimas
445 Integruotumo tikrinimo procediiros apibendrinimas
45 Kintamyjy kointegruotumo tikrinimas
45.1 Kointegruotumo tikrinimas atskiroje lygtyje
452 Kointegruotumo tikrinimas lygéiy sistemoje
453 Kai kurie kointegruotumo tikrinimo atskiroje lygtyje ir lygéiy sistemoje privalumai ir trakumai ..........ccccceevevereriucnee
4.6 Integruoty kintamyjy modeliavimo alternatyvos




Taikomoji laiko eilu¢iy ekonometrija. Kvedaras, 2005 (vkved@takas.lt)

Kurso apimtis ir paskirtis

Sis kursas nagrinéja laiko eilugiy ekonometrikos bei dinaminiy regresiniy modeliy
pagrindus. Siuo metu riba tarp pastaryjy apibrézimy tampa vis maziau aiski, kadangi nuo
SeStojo XX a. deSimtmecio gerai suvokta, jog praktinis ekonometrinis modeliavimas — kitaip
nei teoriniai samprotavimai — nejmanomas taikant vien statinius rySius tarp vienalaikiy
kintamyjy ir pamazu, bet vis spar¢iau, pradéta tarpusavyje derinti laiko eilu¢iy modelius su
statiniais regresiniais modeliais. Nepaisant tokios konvergencijos, laiko eilutéms galima
priskirti tokius dinaminius vieno kintamojo ar vektorinius procesus bei modelius, kurie neturi
struktiirinio rySiy tarp nagrinéjamy kintamyjy pagrindimo, t.y. rySiai tarp kintamyjy
nustatomi taikant statistinius metodus, o ne naudojant ekonomikos teorijg. Salyginis statiniy
regresiniy modeliy ir laiko eiluéiy bei modeliy pozicionavimas pateiktas 1 schemoje.

Ekonometriniai modeliai” 1 schema
Laiko eilu¢iy modeliai Dinaminiai modeliai Statiniai regresiniai
modeliai
E Vianalypiai ARMA E Statiné regresija su E Statiné vienalaike E
! | modeliai T | ARMA paklaidomis R regresija !
! ! Dinaminiai vienos ! Statinés akivaizdziai !
" " lygties modeliai : nesusijusiy lygciy i
i i i sistemos i
| Daugialypiai VARMA \ Dinaminés vienalaikiy \ Statinés vienalaikiy \
i | modeliai 5 (tiesiniy) lyggiy sistemos 1 (tiesiniy) lyggiy sistemos |

“Saltinis: A.C. Harvey (1990). ARMA ir VARMA Zyméjimy paaiskinimg 7r. Zemiau, po 1 lentele

Kurse apibiidinami pagrindiniai pirmy dviejy bloky (laiko eilu¢iy ir dinaminiai)
tiesiniai modeliai bei nagrinéjamos procediiros, kuriomis siekiama pagal turimus kintamyjy
steb¢jimus parinkti adekvaty ekonominius procesus aprasantj modelj. Be to, ar nagrinéjami
laiko eiluciy, ar dinaminiai modeliai, kurse pateikiama medziaga dar suskyla j keletg daliy
priklausomai nuo to, ar nagrin¢jami stacionarfis ar nestacionarlls procesai, bei nuo to, ar
modeliuojami vienalypiai (atskiro kintamojo) ar daugialypiai (kintamyjy vektoriaus)
procesai. Atitinkamas temy klasifikavimas pateiktas 1 lenteléje.
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Kurso temos 1 lentelé
Procesy/modeliy tipai Stacionariis Nestacionarilis
. . . o ARMA modelis Deterministinio trendo, RW ir
Vienalypiai Laiko eiluc¢iy RWD

(2 tema)

(4 tema)
. o VAR ir VARMA modeliai Kointegruota VAR ir ECM
Laiko eiluciy
(3 tema) (4 tema)

Daugialypiai /
vektoriniai

Dinam.modeliai

SVAR (3 tema)
ir vienalaikiy tiesiniy lygéiy
sistemos
(5 tema)

Kointegruoti SVAR, ir
SVECM bei salyginis
SVECM
(4 tema)

Lenteléje naudojami sutrumpinimai:
ARMA (angl. Autoregressive Moving Average) — autoregresinis slenkamyjy vidurkiy
ECM (angl. Error Correction) — paklaidy korekcijos

slenkamyjy vidurkiy

RW (angl. Random Walk) — atsitiktinio klaidziojimo
RWD (angl. Random Walk with Drift) — atsitiktinio klaidZiojimo su poslinkiu

SVAR (angl. Vector Autoregression) — struktiiriné vektoriné autoregresija

SVECM (angl. Structural Vector Error Correction) — struktiirinis vektorinis paklaidy korekcijos
VAR (angl. Vector Autoregression) — vektoriné autoregresija
VARMA (angl. Vector Autoregressive Moving Average) — vektorinis autoregresinis slenkamuyjy

vidurkiy

Pirmiausiai kurse yra apibréziami ir nagrinéjami stacionariis laiko eilu¢iy modeliai,
véliau pereinama prie nestacionariy laiko eiluéiy analizés. Dinaminiy modeliy alternatyvos
bei jy taikymo klausimai nagrinéjami kurso pabaigoje. Pastebétina, jog kursas apsiriboja tik
laiko srities nagrinéjimu, o apie daznuminés srities analizés ir taikymo aspektus galima
pasiskaityti D. Hamilton (1994, 6 skyriuje) arba A. C. Harvey (1988).
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1 Pagrindinés savokos ir apibréZimai

Sio skyriaus uzdaviniai:
1) priminti bendrus ekonometrinio modeliavimo principus;
2) apibrézti toliau naudojamas pagrindines sgvokas.

1.1 Bendras ekonometrinio modeliavimo apibudinimas

Ekonometrinis modeliavimas skirtas specifikuoti ir jvertinti prognozavimui,
imitaciniam modeliavimui ar hipoteziy tikrinimui tinkamg kiekybinj modelj. Kaip ir
kiekvienas modeliavimas, ekonometrinis modeliavimas yra susijgs su méginimu taip aprasyti
tam tikrg realybe, kad sudaromas modelis tapty valdomas, tafiau iSsaugoty analizei
pagrindinius modeliuojamos sistemos bruozus. Cia modelio valdomumas reidkia, jog
modeliuojama sistema yra tiek supaprastinta, jog jmanoma suprasti ja atvaizduojancio
modelio komponenty tarpusavio rysius ir suprasti jo funkcionavimo principus. Pastarieji turi
atkartoti pagrindinius modelio naudotojui aktualius modeliuojamos sistemos bruozus, o
Siuos, savo ruoztu, apibrézia modelio taikymo tikslai ir sprendziami uzdaviniai. Auks¢iau
iSsakyti principai tinka bet kokiam modeliavimui, o apytikslius rySius tarp bendro
modeliavimo ir ekonometrinio modeliavimo biity galima nusakyti tokiomis sgsajomis:

Ekonometrinis modeliavimas 2 schema

\ Modeliavimo tikslas ir uzdaviniai |

\2 \2 2
o . A k
“Realybe” | + | Suvokimas |— bstra tus
modelis
I I I
e .. . Verbalinés .. .
Statistiniai Ekonomikos . Matematinis Matematinés
+ .. — | ekonomikos | + .. - . .
duomenys teorija modelis formalizavimas ekonomikos modelis

+
Tikimybiy teorija
ir matematiné
statistika

1

Ekonometrinis
modelis

Kaip matyti i§ pateiktos schemos, ekonometrinis modeliavimas turi keletg svarbiy
ypatumy: 1) ekonometrinio modelio turinj ir struktiira nusako ekonomikos teorija; 2)
ekonometrinis modelis yra formalizuotas, t.y. modelio komponenty rySiai apibréziami
naudojant matematinius zyméjimus; 3-4) taikant tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos
siilomus metodus nezinomi parametrai jvertinami panaudojant faktinius statistinius
duomenis. Pirmi du ypatumai leidzia manyti, jog ekonometriniai modeliai yra labai panasis |
matematinés ekonomikos modelius. Taciau lyginant su matematinés ekonomikos modeliais
pagrindinis ekonometrinio modelio skirtumas yra tas, kad ekonometriniame modelyje
nagrinéjami ne funkciniai, o regresiniai rysiai tarp ekonominiy kintamyjy, t.y. rySiams tarp
kintamyjy apibiuidinti naudojama regresijos funkcija

M S) = E(Y=y|X=x),
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ir atitinkamai kintamyjy rysj galime uZraSyti kaip regresijos modelj

2 y=/x) + & E(g=0.

Pateiktose lygtyse Y ir X Zymi atsitiktinius kintamuosius, y ir x — konkrecias jy jgyjamas
reikSmes, & - nulinés matematinés vilties paklaida; £(e) yra matematinés vilties operatorius, o
/{® yra regresijos funkcija.

Kaip rodo (2) lygtis, ekonometriniame modelyje rySius tarp kintamyjy galima
nusakyti tik su tam tikra paklaida, t.y. jie galioja tik “vidutiniSskai”. Matematinéje
ekonomikoje atsitiktinés paklaidos nario néra ir rySiai yra nusakomi taikant determinuotas
funkcijas, ty. (2) iSraiSkoje pateikta ekonometrinj modelj atitinkantis matematinés
ekonomikos modelis yra

G) y = /.

Pavyzdziui, matematinés ekonomikos teiginys apie Keynes’o tipo paklausos funkcija biity
toks: vartojimo islaidas (C) ir disponuojamas pajamas (V) sieja priklausomybé C=a+fY; o
regresinis modelis biity C=a+pY+¢ E(g)=0.

Ekonometrinis poziiiris yra realesnis jau vien tuo aspektu, kad visy i x)
nepakliuvusiy veiksniy poveikj vertina per paklaidg - ekonomikos teorija isskiria tik
pagrindinius veiksnius darydama ceteris paribus prielaida, t.y. kitg poveikj tiesiog ignoruoja.
Be paminéty praleisty veiksniy regresijos liekang taip pat formuoja duomeny matavimo
klaidos, neteisingai parinkta funkciné forma /{x) ir pan. Pagaliau patys kintamieji gali bti
traktuojami kaip tokie atsitiktiniai dydziai, kuriy susieti deterministine funkcija negalima, t.y.
pats rySys yra regresinis ir paklaida buty, nepriklausomai nuo to, ar teisingai specifikuotas
funkcinis rysys, parinkti kintamieji, iSmatuoti rodikliai ir t.t.

Kitas matematinés ekonomikos silpna vieta praktiko pozitiriu yra ta, kad joje
parametrinés funkcijos Ax) parametry reikSmés dazniausiai néra zinomos ir, paprastai,
ekonomikos teorijos pozitiriu jJdomios tik tiek, kiek jos leidzia spresti apie modeliy stabilumag
ir pan. Tai akivaizdziai néra pakankama, norint modelius taikyti praktikoje — parametry
reik§més turi blti Zzinomos. Matematinés statistikos ir tikimybiy teorijos rezultaty
panaudojimas ekonometriniame modeliavime kaip tik ir leidzia tam tikrais metodais jvertinti
nezinomus ekonometriniy modeliy parametrus' naudojant empirinius duomenis?.

Pagrindinis makroekonominiy statistiniy duomeny $altinis yra stebimos laiko eilutés.
Kaip suvokti stebimus laike iSdéstytus duomenis? Kokios jtakos atskiry kintamyjy bei jy
tarpusavio rySiy modeliavimui ir parametry jvertinimui turi tokie jy ypatumai kaip didelis net
ir tiesinis priklausomumas (koreliuotumas) ar nestacionarumas (laiko eilutés savybés
priklausymas nuo konkretaus nagrinéjamo laiko momento)? Kaip tik Sie klausimai toliau ir
nagrinéjami, taip pat supazindinant su kai kuriomis pagrindinémis laiko eiluc¢iy savokomis.

1.2 Stochastinis procesas ir jo realizacija

Ekonometrikoje stebimi duomenys yra suvokiami kaip tam tikro atsitiktinio proceso
realizacijos. Laiko eiluCiy ekonometrikos ypatumas tik tas, kad atsitiktinis procesas
iSdéstomas laike.

! Galiojant tam tikroms prielaidoms (pvz., klasikinés regresijos prielaidoms apie €), jver&iai tenkina tam tikras
pageidaujamas parametry jverciy savybes (nepaslinktuma, efektyvuma, suderinamuma, asimptotinj efektyvuma
bei normaluma ir pan.)

% Krastiné alternatyva biity taikyti neparametrinius metodus.
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Apibrézimas. Pagal laiko indeksg ¢ iSdéstyta atsitiktinio kintamojo X; seka {X;} yra vadinama
laiko eilute.

Bendru atveju tokia laiko eiluté gali buti begaling, t.y. atsitiktinio kintamojo X; seka
{Xpimo = X1, X, X1, ...} 18déstoma pagal laiko indeksg t=oo...,00. Taliau bet kokia
baigtiné seka {X,},—; "={X), ....X,, ... X7} taip pat yra laiko eiluté.

{X,} zymi bendra stochastinj procesa, kuris gali generuoti daugelj realizacijy.

Apibrézimas. Pagal laiko indeksa ¢ iSdéstyta laiko eilutés {X;} generuoty stebéjimy seka {x,}
yra vadinama laiko eilutés realizacija.

Atskira i-oji proceso {X;} realizacija zymima {x,”}. Atskiras i-osios realizacijos steb¢jimas
laiko momentu ¢ tada baty Zymimas x,”, o paties proceso laiko momentu ¢ Zyméjimas - X;.
Realizacijy rySj su stochastiniu procesu lengviausia suvokti pasitelkiant eksperimento
analogija. Salygos, nulemiancios eksperimento rezultatus, atitikty stochastinj procesa, o
konkretiis eksperimento, kurj galima kartoti daugelj karty, rezultatai — realizacijas.
Kartodami tokj eksperimenta gautume atskiras proceso realizacijas /x"},{x/%},.... Pagiy
realizacijy reikSmiy realizavimasis priklauso nuo stochastinio proceso {X,! tikimybiniy
charakteristiky.

Bendrai proceso {X} tikimybines charakteristikas nusako jo simultaninis skirstinys.
Praktiskai apibiidinti daugiamatj stochastinj procesa simultaniniu skirstiniu yra komplikuota,
todél, kalbant apie parametrinémis tankio funkcijomis nusakomus stochastinius procesus,
iprasta naudoti pirmuosius du momentus:

4) Matematiné viltis: = E(X)
(5)  Dispersija: oxi =E{[X,-E(X,)]’}
6) Autokovariacija: v xek=E{ [ XrEX)] [Xw-EXi k)] ), k=20

Jei X, yra pasiskirstes pagal normalyjj skirstinj (toks procesas vadinamas Gauss o procesu),
tai pirmy dviejy momenty visiSkai pakanka charakterizuoti stochastinio proceso tikimybines
savybes.

Taciau praktikoje Sie momentai néra zZinomi ir juos tenka vertinti pagal turimas
realizacijas — stebimi ekonominiai laike iSdéstyti duomenys kaip tik ir yra viena mums
nezinomo proceso realizacija. Tai, kitaip nei fizikoje ar chemijoje, kur kartojant eksperimenta
galima gauti daugelj realizacijy, sudaro didelj keblumg, norint i§ realizacijos jvertinti
stochastinio proceso charakteristikas. Pagal turima vienintelg realizacija, turinia T stebimy
{xt},:IT ={xy,....xg}, reikia jvertinti bendro 7T-mataus stochastinio proceso {Xt}HT:{X 1o X1}
momentus: 7 matematiniy vil¢iy, T dispersijy ir T(7-1)/2 kovariacijy. Jei kiekvienu laiko
momentu atsitiktinio kintamojo JX; stochastinés savybés skiriasi, i§ viso reikéty jvertinti
2T+T(T-1)/2 parametry. To padaryti turint tik 7 stebéjimy akivaizdziai negalima. Todél
papildomai reikalingos tam tikros - stacionarumo bei asimptotinio nepriklausomumo -
prielaidos apie laiko eiluciy elges].

1.3  Stacionarus ir silpnai stacionarus procesas. Proceso ergodiSkumas

Viena priezasCiy, kodél turime tiek daug vertintiny parametry yra ta, jog proceso
savybés (4)-(6) priklauso nuo laiko, t.y. kiekvieno stebéjimo pasiskirstymas yra nevienodas ir
paties proceso stochastinés savybés kinta laike.

Apibrézimas. Atsitiktinis procesas, kurio tikimybinés charakteristikos laike nekinta yra
vadinamas stacionariu.

Jei nagrinéjamas tik pirmuyjy momenty pastovumas laike, tada naudojama laiko eilutés silpno
stacionarumo (dar vadinamo kovariacijy stacionarumu) savoka.
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Apibrézimas. Laiko eiluté, kurios pirmi du momentai egzistuoja ir nepriklauso nuo laiko,
yra silpnai stacionari.

Silpno stacionarumo reikalavimai momentams yra tokie:

(7N vt EX)= <o

®) W  op=0c<w

) vt Vxe Xtk = Yk <©

Norint pabrézti, kad visos stochastinio proceso tikimybinés charakteristikos nepriklauso nuo
laiko naudojama griezto stacionarumo savoka.

Apibrézimas. Laiko eiluté, kurios simultaninis skirstinys nepriklauso nuo laiko, yra grieztai
stacionari.

Praktikoje dazniausiai naudojamas silpno stacionarumo reikalavimas, taciau jis yra
pakankamas grieztam stacionarumuli, jei nagrin¢jamas Gauss’o procesas.

Jei silpno stacionarumo salyga tenkinama, tada (4)-(6) apibréztos savybés nepriklauso
nuo laiko ir, turint 7-lypj stochastinj procesg, uztenka vertinti 7+ parametra’. Nepaisant
stacionarumo salygos vertintiny parametry skaiCius vis dar virSija turimos 7' stebé&jimy
realizacijos apimtj, todél to fiziSkai negalima padaryti, nekalbant apie jverciy patikimumg —
tam butina salyga yra nedidelis vertintiny parametry skaiCius, lyginant su steb¢jimy
skai¢iumi. Todél be stacionarumo salygos papildomai reikalaujama, jog biity tenkinama ir
realizacijos stebéjimy asimptotinio nepriklausomumo salyga.

Apibrézimas. Realizacijos stebéjimai yra asimptotiSkai nepriklausomi, jei be galo tolstant
vienam nuo kito jie tampa nepriklausomi.

Silpniausia tokio asimptotinio nepriklausomumo salyga, tenkinanti tiesinj nepriklausomuma,
yra ergodiskumas.

Apibrézimas. Procesas yra ergodisku, jei jis yra stacionarus ir tenkina saglyga

T
. 4 _
(10) ;Lnoqo(T Zcov(y,,yH,()j—O.

k=1

Jei augant stebéjimy skaiCiui steb&jimy nepriklausomumas pasireiSkia pakankamai greitai
arba turimas steb¢jimy skaicius 7 yra pakankamai didelis, tada vertinti reikia maziau nei 7+/
tiriamo proceso parametry ir 7 stebéjimy realizacija yra pakankama. Ta dar paprasCiau
suprasti nagrinéjant ne (10), o pakankama, bet nebiiting ergodiskumo salyga:

(11) ,{EECOV(yx:ka):O’

sakancig, jog, augant k, dalis 7-/ kovariacijy gali biti laikomos artimomis nuliui.

1.4 Klaidingoji regresija ir jos pasekmés

1.2 ir 1.3 skirsniuose apibtidintos sgvokos yra sietinos su atskira laiko eilute. Taciau
ekonominiuose procesuose labai daznai mus domina ry$iai tarp skirtingy kintamyjy - keliy
laiko eilu¢iy. Klasikinéje regresinéje analizéje modelio adekvatumas daznai vertinamas pagal
determinacijos koeficienta R’ ar jo analogus, o iSvada apie kintamujy rySio statistinj
reikSminguma daroma naudojant #, F statistikas. Taciau pasirodo, jog analizuojant
nestacionarias laiko eilutes daznai susiduriama su klaidinga regresija, kai standartiniais

3 Kadangi nagrinéjami momentai nepriklauso nuo laiko, tai lieka vertinti viena matematine viltj, viena dispersija
ir T-1 kovariacijy.
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testais nustatomas statistiSkai reikSmingas rySys tarp visiSkai nesusijusiy nestacionariy
kintamyjy.

Apibrézimas. Empirinis rezultatas, kai standartiniy ¢, F' testy pagalba tarp nepriklausomy
nestacionariy kintamyjy nustatomas statistiSkai “reik§mingas” regresinis rySys, vadinamas
klaidinga regresija.

Pastebétina, kad klaidingos regresijos iSvada iSlicka galioti ir asimptotiSkai — net ir be galo
augant stebéjimy skaiciui atrodo, kad statistinis rySys reik§mingas.

Klaidingy regresijy pavyzdziais gali buti tokie atvejai. Tegu dvi laiko eilutés yra
modeliuojamos pagal lygtis

(12)  yi=vt+é, &~nid(0,65)
(13)  Xe=x.1 v, v ~nid(0,67),

kur g ir v, yra tarpusavyje nepriklausomi bei normaliai ir nepriklausomai (n.i.d. — angl.
normally and independently distributed) pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Tada Phillips(1986)
parodé, jog regresijos

(14)  y=optaxtu,

maziausiy kvadraty metodo jveréiais paremtos statistikos ¢, F, R’ neturi standartiniy skirstiniy
ir Zymiai dazniau nei leisty atitinkamas reik§mingumo lygmuo jgyja reikSmes, didesnes uz
atitinkamg kritine reik§me¢. D¢l to labai daznai bty klaidingai daroma iSvada, jog y; ir x, yra
tiesiskai priklausomi! Tam tikru indikatoriumi, jog turimas klaidingas rysys, yra artima nuliui
Durbin-Watson statistikos (DW) reikSmé.

Jei i§ ty paciy normaliai ir vienodai pasiskirs¢iusiy bei nepriklausomy dydziy
konstruotume kitas dvi laiko eilutes, kuriy modeliai turéty konstantas
(5)  y=eytyuta
(16)  x;=cxtxpitv,
tai (14) lygties jvertis o; konverguoty pagal tikimybe | santyki c,/c, (Entfort, 1992; Maddala
ir Kim, 1999), taciau vélgi tai biity reik§mé, niekaip nesusijusi su tikraja y, ir x, sasaja, t.y.
neparodanti, kad jie yra nepriklausomi!

Pirmu atveju biity gautas atsitiktinis kintamyjy priklausomybés jvertinimas daug
karty dazniau nekorektiskai teigiant, kad reikSmingas rySys yra; antru atveju biity tiesiog
jvertintas rySys tarp nagrinéjamy kintamyjy trendy ir nieko daugiau. Taciau tam tikrais
atvejais tradicinés nestacionariy kintamyjy regresinés analizés procediiros gali biti
neklaidingos. Taip yra tada, kai kintamieji yra kointegruoti.

1.5 Integruotumo ir kointegruotumo sampratos

Ekonomikoje dauguma procesy netenkina stacionarumo salygos, todél, dél auksciau
minétos klaidingos regresijos galimybés, iskyla klausimas, kaip modeliuoti rySius tarp
nestacionariy laiko eiluciy? Jei kintamieji néra kointegruoti, tada reikia taikyti tam tikras
transformacijas, kurios uztikrinty nagrinéjamy kintamyjy stacionaruma ir tik tada analizuoti
rySius tarp tokiy transformuoty kintamyjy. Taciau esant kointegruotiems kintamiesiems,
tiesioginé jy regresija néra klaidinga. Kad galétume apibrézti kointegruotumo savoka,
pirmiausia apibrézkime atskiro kintamojo integruotumo eilés sgvoka.

Apibrézimas. X, vadinamas integruotu eile d (zymima X~I(d)), jei jo d eilés skirtuminé
transformacija yra stacionari, t.y. A°X,~I(0).

Cia A’ 7zymi d-eilés skirtuming transformacija  A°X,=A"'X-A"'X, ;. Pavyzdziui, kai d=I,
AXi=X- X ).
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Démesio! Stacionarus kintamasis yra integruotas nuline eile. Taciau nestacionarus kintamasis
nebiitinai yra integruotas, t.y. j stacionary paver¢iamas skirtuminiu bidu.

Taciau tolimesnéje kurso medziagoje apsiribosime daugiausiai tik dél integruotumo
nestacionariy procesy analize.

Ekonominiai kintamieji daZniausiai yra integruoti pirma, re¢iau antra eile*. I$ principo
keli nestacionarlis procesai gali biiti integruoti skirtingomis eilémis, taciau tam tikrais
atvejais jie gali kointegruoti.

Apibrézimas. Jei egzistuoja integruoty kintamyjy nenuliné tiesiné kombinacija, kuri yra
integruota zemesne eile, tokie kintamieji vadinami kointegruotais.

Dazniausiai kointegruotumas galimas tarp kintamyjy, integruoty vienoda eile, o turint
tik du kintamuosius, - tai yra biitina salyga. Pavyzdziui, tegu turime du kintamuosius y,~I(d)
ir x~I(d), kur d>0 ir egzistuoja tiesiné jy kombinacija oy, +px~I(d-b), kur b>0; tada sakoma,
kad kintamieji y; ir x; yra kointegruoti ir Zymima (y,x)~CI(d,b). Jei turime daugiau nei du
kintamuosius, tada kointegruotumas tam tikrais atvejais galimas ir tarp skirtinga eile
integruoty kintamyjy, bet tik tada, jei yra bent pora kintamyjy, integruoty auksciausia eile.
Pavyzdziui, tegu turimi trys kintamieji, y~I(2), x~I(2) ir z~I(1); tada gali buti, kad y, ir x;
kointegruoja i /(1) dydj, kurj pazymékime w,=ay,+px~I(1), o §is naujas dydis kointegruoja
su z, t.y. ow,+yz~I1(0).

Démesio! Klaidingos regresijos iSvengiama tik tuo atveju, jei kintamieji kointegruoti taip,
kad jy tiesiné transformacija yra stacionari - integruota nuline eile!

Kadangi dauguma ekonominiy kintamyjy yra integruoti pirma eile, tai, kai jie
kointegruoja, klaidingos regresijos yra i§vengiama.

1.6  Granger prieZastingumas. Egzogeni§kumo alternatyvos dinaminiuose
regresiniuose modeliuose

Analizuojant keliy kintamyjy rySius daznai iSkyla klausimas, kuris i§ jy yra kurio
priezastis? Siuo metu néra statistiniy procediry, leidziandiy patikimai patvirtinti loginj
kintamyjy priezastinguma, taciau, kai analizuojamos laiko eilutés, Granger pasitilé tikrinti
bent jau buting priezastingumo sglyga - priezastis turi buti ankstesné nei pasekmé. Tam
Granger pasiilé vadinamajj Granger priezastingumgq.

ApibréZimas. Jei kintamasis x; yra naudingas prognozuojant kintamojo y, ateitj, tai x, yra
vadinamas kintamojo y, Granger priezastimi.

Granger priezastingumas Zymimas x,—> y,. Matematine Granger priezastingumo formuluoté
dazniausiai uzraSoma pasitelkiant vidutinés kvadratinés paklaidos kriterijy (MSE — angl.
Mean Square Error’):

(7)) x>y, jei Ih>0 MSE[” ~ <],

kur p;4; yra atitinkama y,., prognozé, I, — informacijos aibé laiko momentu ¢, naudojama
prognozuoti kintamojo y,+; reikS§mes laikotarpj t+4, o0 MSE(J+; |®) Zymi salygine viduting
kvadratine paklaida, t.y. paklaida, kuri gaunama naudojant konre¢ia duotg informacija. Sis
uzraSas gali biiti skaitomas taip: x, yra laikomas y, priezastimi, jei egzistuoja koks nors
ateities laikotarpis 4, kurj prognozé y,., yra tikslesné naudojant visg informacijg, nei bty
gauta, kai naudojama informacija be kintamojo x, dabarties ir praeities reikSmiy.

| Démesio! Granger priezastingumas néra loginis priezastingumas!

4 neretai negalima atmesti hipotezés, jog kainy kintamieji yra integruoti antra eile

S MSE(™ -
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Apibrézimas. Jei x,—>y; ir y,>x, tai sistema, apimanti Siuos kintamuosius, vadinama
griztamojo rysio sistema.

Su priezastingumu dinaminiuose modeliuose taip pat yra susijusios kintamyjy
egzogeniskumo savokos. Bendrai sistemoje egzogeniniu laikomas tas kintamasis, kurio
reik§més yra determinuojamos uz sistemos riby. Engle, Hendry ir Richard (1983) papildomai
iSskyré tris egzogeniSkumo formas (silpng, grieztq ir super egzogeniskumg), kurias
parametriniuose dinaminiuose modeliuose tam tikrais atvejais galima empiriSkai patikrinti.

Kad pateiktume atitinkamus egzogeniskumy apibrézimus, pirmiausiai uzra§ykime
dviejy, galimai vektoriniy, atsitiktiniy kintamyjy Y; ir X; simultaninés tankio funkcijos (Fyx)
iSskaidyma j salygine (Fyy) ir marginaligja (F) tankio funkcijas:

(18)  F 4 (yt’xt | II’H)ZFY\X (yt ‘xt’[t’al)FX (x, | lt’92)’
kur L={yi1,Ve2 .o, Xe1,X02,-..4 yra nagringjamy kintamyjy istorinés informacijos aibé, 6 -
simultaning tankio funkcija F'y x nusakantis parametry vektorius, 6; — salyging tankio funkcija

Fyx nusakantis parametry vektorius, 6 — marginaliaja tankio funkcija Fy nusakantis
parametry vektorius, 0 y,x; — atitinkamy atsitiktiniy kintamyjy reik§més.

Apibrézimas. Jei mus dominantys parametrai A gali biiti i§reiksti tik kaip salyginés tankio
funkcijos parametry 6, funkcija, t.y. A=g(), ir parametry 6, reikSmés neriboja galimy 6,
reikSmiy, tai parametry A atzvilgiu kintamasis x, yra silpnai egzogeninis kintamajam y;,.
Apibrézimas. Jei kintamasis x, yra silpnai egzogeninis kintamajam y, ir y, néra Granger
priezastimi kintamajam Xx,, tai parametry A atzvilgiu kintamasis x, yra grieztai egzogeninis
kintamajam y;,.

Apibrézimas. Jei kintamasis x, yra silpnai egzogeninis kintamajam y, ir pasikeitusi
marginalioji tankio funkcija Fx nesalygoja salyginés tankio funkcijos Fyy pasikeitimo (18)
lygtyje, tai parametry A atzvilgiu kintamasis x, yra super egzogeninis kintamajam ;.

Kam jy reikia?

Silpno egzogeniskumo — efektyviam mus dominaniy parametry A jvertinimui
pasinaudojant tik salyginiu modeliu.

Griezto egzogeniskumo — efektyviam y, prognozavimui be marginaliojo modelio: jei
y> X, tal ignoruojant marginalyjj modelj bus prarasta naudinga informacija, leidzianti
patikslinti x, prognozes, kas atitinkamai lems ir prastesnes y, prognozes.

Super egzogeniskumo — salyginio modelio nejautrumui egzogeniniy kintamyjy
struktiiriniams ltziams ir pan. (ekonominiu pozitiriu — iSvengti vadinamosios Lucas kritikos).

Kurso skyriuje Daugialypiy stacionariy laiko eiluciy modeliai bus nagrinéjami
atitinkami pavyzdziai bei aptariamos egzogeniskumo formy patikrinimo problemos®.

1.7 Nestacionarumas. Deterministinis ir stochastinis trendai.

Kaip 1.3 skirsnyje buvo apibrézta, bent silpnam stacionarumui reikia, jog pirmieji du
laiko eilutés momentai nepriklausyty nuo laiko. Priklausomai nuo to, kuris i§ momenty néra
pastovus, laiko eilutes galétume skirti | nestacionarias dél matematinés vilties
nestacionarumo ar, jei pastarasis nuo laiko nepriklauso, dél dispersijos ir kovariacijy
nestacionarumo.

Dauguma makroekonominiy procesy netenkina jau ir pirmojo momento stacionarumo
reikalavimo. Kai nestacionarumg salygoja matematinés vilties priklausomybé nuo laiko,

® Pavyzdzius, kaip suprasti pateiktus egzogeniskumo apibrézimus konkre¢iy modeliy atvejais, Zr. Straipsniy
rinkinyje Ericsson N.R. ir J.S. Irons (1994) Testing Exogeneity, p.7; vadovélyje Johnston J. ir J. DiNardo (2001)
Econometric Methods, p.253.
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sakoma, kad nestacionarumg sglygoja trendas. Taciau modeliavimui aktualu, kokio tipo
trendas salygoja nestacionaruma - deterministinis ar stochastinis?

Apibrézimas. Glodi laiko funkcija yra vadinama deterministiniu trendu.
Apibrézimas. Sistemingas bet neprognozuojamas kintamojo kitimas, atsirandantis dél
proceso integruotumo, vadinamas stochastiniu trendu.

Laiko eilutés, kurios nestacionarumg sglygoja deterministinis trendas, stebéjimai gali
biiti nusakomi taip:

xXe= /1) + uy, u~1(0),
kur At) yra deterministiné trendo funkcija. Matyti, kad kintamasis, gautas i$ x, atémus trenda
J), t.y. z; =x, - At), biity stacionarus.

Apibrézimas. Trendo atzvilgiu stacionariu vadinamas toks procesas, i§ kurio paSalinus
trenda, procesas tampa stacionariu.

Laiko eilutés, kurios nestacionarumag salygoja stochastinis trendas, steb¢jimai gali
biiti nusakomi taip:

(1-@iL-...-@,LP)x; = ¢ + u,, u~I(0),
kur L yra toks vélavimo (lago) operatorius, kad Px,=x.,, ¢ ir ¢ yra konstantos, ir egzistuoja
bent viena tokia atvirkstinio charakteringojo polinomo I-gjz-...-@,2"=(1-2iz;)...(1-Apzp) =0
Saknis z;, kad |z;| =I.

Apibrézimas. Procesas, kurio bent viena charakteringojo polinomo Saknis yra vieneting,
vadinamas vienetinés Saknies procesu.

Démesio! Vienetinés Saknies Saknies procesai ir yra nestacionariis integruoti procesai, kurie
stacionariais paverciami taikant skirtumines transformacijas.

Démesio! Jei kintamieji yra nestacionarts dél deterministinio trendo, tai tiriant jy tarpusavio
ry$] pakanka ] regresijg jtraukti trendg ir regresija yra korektiska. Jei kintamieji yra integruoti
bet nekointegruoti, tai jtraukus trendg j regresija, pastaroji iSlieka klaidinga.

1.8  Autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos funkcijos

Vienas pagrindiniy taikomosios laiko eilu¢iy ekonometrikos uzdaviniy — pagal atskirg
stebimg realizacija identifikuoti process, kuris generuoja stebimus duomenis. Tuo tikslu
nagrinéjamos tam tikros stebimos realizacijos charakteristikos, kurios padeda atrinkti galimg
procesg. Vienalypiy procesy charakterizavimo-identifikavimo pagrindiniais instrumentais
laiko srityje yra autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos funkcijos.

Tegu turima laiko eiluté Xj,...,X7. Tada tiesinis rySys tarp keliy atsitiktiniy dydziy
laiko momentais ¢ ir #-k gali biiti vienareikSmiskai nusakytas koreliacijos tarp X; ir X,; matu

Xt-E(Xt) Xt»k'E(Xt-k) . . .. .
corr(X,X,.1)=E , kuris vadinamas koreliacijos koeficientu.

O
X, Xk

Apibrézimas. Koreliacijos koeficientas, kuriuo matuojama vienos laiko eilutés skirtingy
steb¢jimy tiesiné priklausomybeé, vadinamas autokoreliacijos koeficientu.

Kai autokoreliacija nepriklauso nuo laiko ir akivaizdu, kokia laiko eiluté yra nagrinéjama, k-
ojo vélavimo autokoreliacijos koeficientas gali biiti Zymimas trumpai - po(k).

Démesio! Kai procesas X; yra stacionarus, jo dispersija nepriklauso nuo laiko, t.y. oy’ =
O'X,_k2: ), ir atitinkamai

(19)  corr(X,Xup) = L&

0
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Apibrézimas. Funkcija, parodanti nagrinéjamy stochastinio proceso atsitiktiniy dydziy X; ir
X, autokoreliacijos koeficiento priklausomybg nuo vélavimo ., vadinama autokoreliacijos
funkcija.

Jei nagrin¢jamieji laiko eilutés atsitiktiniai dydziai nutol¢ laike daugiau nei per viena
steb¢jima, t.y. |k|>1, tai papildomai galima iSskirti dar bent vieng jy rysio atveji — daling
X, kL1

autokoreliacijg, corr(X,,X.y), kur X; _{X (X, | X < k1 o E(X;/® Zzymi
to t 12700 (k1)

salyging matemating viltj.

Apibrézimas. Koreliacijos koeficientas, kuriuo matuojama vienos laiko eilutés skirtingy
steb¢jimy tiesiné priklausomybé eliminavus tarpiniy nariy poveikj, vadinamas daliniu
autokoreliacijos koeficientu.

ApibréZimas. Funkcija, parodanti stochastinio proceso dalinés autokoreliacijos koeficiento
priklausomybe nuo vélavimo k tarp nagring¢jamy atsitiktiniy dydziy X, ir X4, vadinama
dalinés autokoreliacijos funkcija.

Démesio! Autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos koeficienty reik§més, kai k=0, t.y.
tiriant to paties steb&jimo koreliacija su juo paciu, yra lygios vienetui. Tuo atveju, kai |k|=1,
tarpiniy nariy tarp tiriamy stebé&jimy néra, todél autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos
koeficienty reik§més yra vienodos!

Procesams identifikuoti daznai naudojamos grafinés autokoreliacijos ir dalinés
autokoreliacijos funkcijy iSraiskos - autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos grafikai. Kai
kalbama apie abu kartu, daznai naudojamas trumpas pavadinimas — (auto)korelogramos.

12
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2 Vieno kintamojo stacionariy laiko eiluciy tiesiniai modeliai

Sio skyriaus uzdaviniai:

1) susipazinti su pagrindiniais vienalypiy stacionariy laiko eiluciy tiesiniais procesais
(jy modeliais);

2) nusakyti Siems procesams budingas autokorelogramas;

3) issiaiSkinti Box-Jenkins procediirg — prakting modelio sudarymo schema.

2.1 Vienalypiy laiko eilu¢iy rySiai su vektoriniais ekonominiais modeliais

Struktiirinio modeliavimo $alininkai, kurdami modelius, grieztai remiasi ekonomikos
teorijos teiginiais ir taiko struktiirinius modelius, kuriuose vienalaikiai rySiai tarp kintamyjy
yra biitini, nes nusako rinky pusiausvyros salygas ir pan.

Apibrézimas. Modelis, kuris atvaizduoja pirminius ekonomikos teorijos nusakomus rysius
tarp kintamyjy, vadinamas struktiiriniu modeliu.

Taciau laiko eilu¢iy ekonometristai pastebi, kad ekonomikos teorijoje daugelis
teiginiy prieStarauja, teorijos yra grubios ir negrieztos. Todél jie pabréZzia, kad gali baiti geriau
naudoti jau redukuotus rySius tarp kintamyjy, kurie gali atitikti daugelj strukttriniy modeliy
ir atitinkamai yra suderinami su daugeliu teoriniy pozitiriy. Be to, daznai netgi galima tikétis,
kad, norint korektiskai prognozuoti kokio nors atskiro kintamojo kitima, gali visiSkai uztekti
nagrinéti tik jo paties dinamika.

Pavyzdziui, tegu trimis lygtimis apibréziamas paprastas uzdaros ekonomikos
struktiirinis modelis
(20) Ci=aY.ta&

QD) L=pYerYd) + s

(22) Y, =C+ 1,

nusakantis uzdaros ekonomikos vartojimo (C) ir investicijy (/) elgesj bei prekiy ir paslaugy
rinkos pusiausvyra (Y — bendrojo vidaus produkto (BVP) apimtis), kur « ir § yra teigiami
parametrai, 0 &ir 7, yra vienodai ir nepriklausomai pasiskirs¢iusios nekoreliuotos paklaidos.
Isistacius j (22) pusiausvyros sglygos lygtj ilgalaikés Keynes’o paklausos (20)-3 ir investicijy
“akseleratoriaus™ (21)-a lygtis, biity gautas paprastas bendrojo vidaus produkto laiko eilutés
modelis

(23) Yi=(atp)Yei- Y2 + v, vi= &+

Tarkime i$nagrinéjus duomenis pasirodo, kad (23) lygtis korektiskai apraSo
duomenis. Tada, jei mus domina tik BVP prognozé, remiantis vien (23) lygtimi galima
sékmingai prognozuoti BVP reik§mes. Lyginant su (20)-(22) sistema (23) lygtis turéty ta
privaluma, kad reikéty maziau informacijos (nereikéty duomeny apie rodiklius C ir ]) ir,
svarbiausia, (23) yra suderinamas su daugeliu teoriniy-struktiiriniy modeliy, i§ kuriy (20)-
(22) sistema yra tik vienas galimy varianty! Todél, jei duomenys suderinami su (23) lygties
modeliu, jis bus adekvatus, jei struktiirinis (20)-(22) lygtimis nusakomas modelis yra
korektiskas, bet gali buti korektiskas net ir tada, kai toks struktiirinis modelis negalioja, o
teisingas yra visiSkai kitas, - taciau toks, kuris taip pat redukuojasi i (23) lygties tipo pavidala
(su dviem véluojanciais nariais), pavyzdziui:

24) Ci=al.,+g,

(25) L=BC-Cp) +

(26) Y. =C+1,

kuri Y, atzvilgiu redukuojasi |

Q7 Yi=o(I+P)Y.i- affYiz + u, ui =&t ntfa-1).
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Matyti, jog (27) lygtis, bent jau modeline dalimi, nuo (23) bty neatskiriama, t.y. modelyje
yra du Y, vélavimai ir koeficienty zenklai tokie patys.

Visa tai rodo, jog atskiry kintamyjy modeliavimas, vien stengiantis identifikuoti
grynai statistinj duomenis generuojantj procesa ir nesigilinant j ekonoming reiskiniy prigimtj,
taip pat gali bati naudingas ir, kai tikslas yra prognozuoti, o ne atlikti imitacinj vieny
kintamyjy pokycio jtakos kitiems vertinimg, gali turéti tam tikry pranasumy prie§ daugelio
kintamuyjy sarysiais besiremiantj struktlirinj modeliavima.

Toliau kurse nagrinéjami tokie pagrindiniai tiesiniai vienalypiy laiko eiluciy
modeliai:

AR(p) — p eilés autoregresinis procesas (auto-regression)

MA(q) — g cilés slenkamojo vidurkio procesas (moving average)

ARMA(p,q) — miSrusis p eilés autoregresinis ir g eilés slenkamyjy vidurkiy

procesas (autoregressive moving average)

ARMA(p,q)(P,Q) - miSrusis s periodiSkumo sezoninis autoregresinis

slenkamyjy vidurkiy procesas, kurio nesezoninés dalies ARMA eilés yra p ir g,

sezoninés autoregresinés dalies eilé yra P, o sezoninés slenkamojo vidurkio eilé yra

0.
ARMAX(p,q) - ARMA procesas su papildomais aiskinanciaisiais kintamaisiais.
ARIMA(p,d,q) — nestacionaraus proceso X~I(d) stacionarios skirtuminés

transformacijos A°X,~I(0) ARMA procesas.

2.2 Baltasis triuk§mas. Wold’o iSdéstymas.

Visy laiko eiluc¢iy modeliy pagrindas yra vadinamasis baltojo triukimo procesas. IS
fizikos kiles pavadinimas pabrézia tokio proceso nenuspéjamuma — “triuk§mas”.

Apibrézimas. Nulinés matematinés vilties nekoreliuotas ir homoskedastiskas procesas yra
vadinamas (silpnu) baltuoju triuksmu.

Jei g yra baltasis triukSmas (zymima & ~ WN, nuo angl. White Noise, ar, naudojant
lietuviskuosius trumpinimus, &~ b.t.), jis tenkina savybes:

Matematiné viltis: U=E(g)=0
Dispersija: nw=E (5,2 ):of
Kovariacijos: %=0.

Démesio! Akivaizdu, jog baltasis triuk§mas yra stacionarus procesas.

Apibrézimas. Nulinés matematinés vilties nepriklausomas ir homoskedastiskas procesas yra
vadinamas grieztu baltuoju triuksmu.

Zymima & ~ SWN (nuo angl. Strict White Noise) ar & ~ g.b.t. (liet. trumpinimas). Kadangi
koreliuotumas parodo tiesing priklausomybe, tai akivaizdu, jog gieztas baltasis triuksmas
tenkina ir baltojo triuksmo savybes, bet ne atvirkscéiai. Taciau, jei & ~ WN ir dar yra Gauss’o
procesas, t.y. pasiskirstes pagal normalyjj skirstinj, tai toks procesas kartu tenkina ir
grieztojo baltojo triuksSmo savybes.

Kadangi baltasis triukSmas yra tiesiSkai neprognozuojamas, tai jj galima suprasti kaip
stacionaraus proceso JX; liekana, kuri lieka eliminavus jo tiesing prognoze, gauta
pasinaudojant visa X; praeities informacija, t.y.

28) =X -EX|Xr1.X:2,...).

Pats biidamas bent tiesiSkai neprognozuojamas baltasis triuksmas sudaro pagrinda

konstruoti visus stacionarius procesus, kuriy reik§més jau yra tiesiskai priklausomos ir todél
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gali buti prognozuojamos. Stacionariy procesy sasajos su baltuoju triuksmu pagrindas yra
vadinamasis Wold isdéstymas.

Teiginys (Wold isdéstymas). Bet koks nulinés matematinés vilties silpnai stacionarus
procesas X; gali buti iSreikstas kaip tiesinis begalinis baltojo triuk§mo & filtras:
(29)  X-pu=Z4" Wicei,wo=l it 5"y <o

kur g yra deterministiné modelio dalis, o /; yra tam tikri parametrai.

Pavyzdziui, kai y; = {_g’;;ll , 18 karto gaunamas pirmos eilés slenkamyjy vidurkiy
procesas:
X =p+t&-0e
Kai y; = ¢/, pasinaudojant tuo, kad X, -1 = 6., + @&, + ¢;th_3 + 18
(B0) X-p=&+oa+ @art. =a+ oar+ part.) =pX -1+ &
nesunkiai gaunamas standartinis pirmos eilés autoregresinio proceso uzraSymas:
B Xi=c+ oXes + & c=pu(l-¢).

| Démesio! Visi toliau nagrinéjami procesai yra atskiri Wold o isdéstymo atvejai.

Toliau nagrinéjant pagrindinius tiesinius laiko eilu¢iy procesus svarbu iSmokti ir
suprasti tris dalykus:

a) proceso apibrézimg — koks yra proceso modelis?

b) proceso stacionarumo salygas — kada toks procesas yra stacionarus?

¢) kokios korelogramos (autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos grafikai)

buidingos procesui — kaip identifikuoti procesa?

Akcentuojant Siuos tris aspektus toliau ir nagrinéjami pagrindiniai tiesiniai vienalypiy
laiko eiluciy procesai. Papildomai, norint pagrjsti c) dalj, nustatomos ir procesy pirmyjy
momenty (matematinés vilties, dispersijos ir kovariacijy) israiskos.

2.3 Autoregresinis procesas ir jo savybés

2.3.1 Pirmos eilés autoregresinis procesas

Apibrézimas. Procesas X, tenkinantis iSraika

(32) Xi=c+ X+ & &~WN(0,07),

vadinamas pirmos eilés autoregresiniu procesu ir zymimas AR(1). Cia ¢, o,° yra pastovils
parametrai.

Démesio! Pirmos eilés autoregresinis procesas yra stacionarus, jei |@|<I.

Kaip rodo (19)-a iSraiska, norint nustatyti AR(1) proceso korelogramy pavidala,
reikia zinoti kovariacijy (daliniy kovariacijy) bei dispersijos iSraiSkas, o Sioms nustatyti,
paprastai dar reikia ir proceso matematinés vilties. Todél toliau, ieskant koreliacijos ir dalinés
autokoreliacijos funkcijy, naudojamasi §iais rezultatais:

Teiginys. Stacionaraus AR(1) momentai:

c

(33) m=—
l-¢
0_2

B4 w= ﬁ
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r O
1_2

(35 n=or_,=9¢

AS

Démesio! Stacionaraus AR(1) proceso X, = c+@X,.;t¢g autokovariacijos kinta pagal
analogiSka deterministing, t.y. pirmos eilés, schema: y= @y ;.

[rodymas.

Tegu turimas stacionarus AR(1) procesas (32), tada jo nesalyginiai centriniai momentai:

(Matematiné viltis) imant (32) lygties nesalyging matemating viltj gaunama

p=E(X) = c+E(X, ) it

ty=c/(1-9),
kur pasinaudota: a) ¢ ir ¢ yra pastoviis parametrai; b) stacionaraus proceso matematiné viltis nepriklauso nuo
laiko, t.y. E(X))=E(X,.;)=y, c) baltojo triuk§Smo matematiné viltis lygi nuliui, t.y. E(&)=0.

(Dispersija) i§ matematings vilties iSraiSkos (33) iSreiksta c jsistatant | proceso lygti (32) ir, sutraukus panasius
narius, gaunama

Xty = (X 1= 1y) + &
Keliant gautos lyties abi puses kvadratu ir imant atitinkamo rezultato matemating viltj gaunama

WEXe )’ =E [¢ (X0 + 20X + &°)

= (/)Zz;/,ﬂro'gz ir

7= 0;/(1-¢)
kur pasinaudota: a) ¢ pastovumu; b) stacionaraus proceso dispersija nepriklauso nuo laiko, ty. Ef(X-uy)’]=
E[(X-p10°]= 10; ©) E(6°)= 03 OE[ (X120 5] 0.
Paskutinis teiginys, t.y. d), grindziamas tuo, jog baltojo triuk§mo nenulinés kovariacijos yra lygios nuliui, o
rekursyviai jsistatant proceso iSraiska vietoje X,.; 1 E[/(X,.;-puy) e/ gaunama: E[(X, ;-py)e]= E{[ (X -t +&s
J&}=..=E[(6.1+ @2t s+ ... )&] =0,

(Kovariacijos) 1§ matematinés vilties iSraiSkos (33) isreikSta ¢ jsistatant | proceso lygti (32) ir, sutraukus
panasius narius, gautg iSraiSkg dauginant i$ (X, -4y bei imant Sios sandaugos matemating viltj gaunama

H=E[(Xr 1) (Xae )] = @ E[ (X =) Keae )] + E [(Xea- i) & it

1e=Yr=¢' 05 /(1-¢)
kur pasinaudota: a) y. /=E[(X, ;-p) (Xis-pix)]; b) Vk>0 E[(X, - 11x) ] =0, pastaraji rezultata pagrindziat taip pat
kaip ir ieSkant AR(1) proceso dispersijos; ¢) py..=¢ t.=¢wir =0 /(1-¢).

Remiantis $iais rezultatais ir (19)-u sarySiu toliau gaunamos autokoreliacijos ir
dalinés autokoreliacijos israiskos.

Teiginys. Stacionaraus AR(1) proceso autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos
koeficientai:

(36) p=d¢

61 =0k
P 0k>1

Irodymas.

Tegu turimas stacionarus AR(1) procesas (32), tada jo autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos koeficientai:

(Autokoreliacijos koeficientai) pasinaudojant (19) sarysiu (0,=y4/), dalinant (35) lygybe y=¢.; 1§ % gaunama
Pe=PP i
=t o=

kur remiamasi: a) @pii=¢"p.=¢ po; b) po=1.
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(Dalinés _autokoreliacijos koeficientai) pagal dalinés autokoreliacijos apibrézima, p. =corr(X,’, X.4), zr. 1.8
skirsnj. AR*(I) proceso X,=c+ @X, ;+¢& atveju:
X, =X, kai k=0,1 ir
X=X, -E(X| X1y oor Xers)) =X, - c-@X,.1=5, kai k>1.
Corr(X,,X,)=Lk=0
Corr(X,, X, )=¢,k=1"
Corr(e,, X, ;)=0,k>2
kur pasinaudota jau anks¢iau pagristu rezultatu, jog Vk>0 E[(X, -t &] =0.

Tada corr(X,", Xox)=

Démesio! AR(1) procesas identifikuojamas pagal tai, kad jo daliné autokoreliacija tik pirma
vélavima nelygi nuliui, o autokoreliacijos funkcija gesta eksponentisSkai. Jei ¢>0, tai
autokoreliacija zenklo nekeicCia; kai ¢<0, autokoreliacija gesta kaitaliodama Zenklus.

AR(1) proceso autokoreliacijos funkcijg (ACF) ir dalinés autokoreliacijos funkcija (PACF),
kai ¢>0, atitinka Sios korelogramos

1 grafikas AR(1) proceso ACF (p=0.6) 2 grafikas AR(1) proceso PACF (¢=0.6)

7 7

07706 0.7 906

06 0.6

05 05

04 0.36 04

03 0216 03

0.2 H |_| 012% 07776 0.2

0'(1). .|_|'_|'_"—' .0:) o 0 0 0 0O 0 O 0 O
12 3 4 5 6 7 8 9 10 12 3 4 5 6 7 8 9 10

UzZduotis. Patikrinkite, ar pateiktos korelogramos atitinka AR(1) procesa, kai ¢=0.6?

2.3.2 p-os eilés autoregresinis procesas

Apibrézimas. Procesas X;, tenkinantis iSraiskg

(38) Xi=c+ QX+ ..t @Xo, + & &~WN(O,05), )

vadinamas p-os eilés autoregresiniu procesu ir zZymimas AR(p). Cia c ¢y, ..., @, o’ yra
pastoviis parametrai.

Démesio! p-os eilés autoregresinis procesas yra stacionarus, jei atvirkstinio charakteringojo
polinomo (1- ¢z - ...- ,2°)=0 Sakny z;, i=, ...,p moduliai |z;|>1.

Teiginys. Stacionaraus AR(p) momentai:

c
B9 e=—r
l-¢p-..-p,

(40) = oy +..+py, + O,
@) n= oy, ttoy. . k=0

Démesio! Stacionaraus AR(p) proceso X; = c+¢iX.;+...+9,X,,+& autokovariacijos kinta
pagal analogiSka deterministing, t.y. p-os eilés, schema: p= @y, +..+ 9,7, ,
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[rodymas.

Analogiskas AR(1) atvejui, todél palieckamas savarankiskam darbui.

Remiantis $iais rezultatais ir (19)-u sarySiu toliau gaunamos autokoreliacijos ir
dalinés autokoreliacijos iraiskos.

Teiginys. Stacionaraus AR(p) proceso autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos
koeficientai:

42)  pr = Q11 F PPy

« #0,k <
@) o= v
0,k>p
Irodymas.

Analogiskas AR(1) atvejui, todél palieckamas savarankiskam darbui.

Démesio! AR(p) procesas identifikuojamas pagal tai, kad jo daliné autokoreliacija p
vélavimy nelygi nuliui, o autokoreliacijos funkcija greitai gesta - yra eksponentiskai
mazéjanciy p funkcijy suma (ta galite parodyti naudodami toliau aptariamas Yule-Walker

lygtis).

3 grafikas AR(2) proceso ACF

AR(2) proceso autokoreliacijos funkcijg (ACF) ir dalinés autokoreliacijos funkcijg (PACF),
kai ¢;=0.6, ¢,=0.3 ir /=1 atitinka %ios korelogramos:

4 grafikas AR(2) proceso PACF

0.500 462 06007 0462
0.400 0.400
0.300
0.200
0.200 000 0 0 0 0 0 0
0100 oo Pbr—p i i
: -0.023 . 1 | 3 4 5 6 7 8 9 10
- 0.200
0.000 T — .
—O.1OOJ 12 IEI o%!m 5 6 10 -0.400
-0.200 0452 Kl | o800 -0.545

UZduotis. Pasinaudodami toliau apiblidinamomis Yule-Walker lygtimis patikrinkite, ar
pateiktos korelogramos atitinka AR(2) procesa, kurio parametrai ¢;=0.6 ir ¢,=0.3? Ar toks
AR(2) procesas stacionarus? Ar p,  teisingas ir kokia jo iSraiska?

Apibrézimas. Lygciy sistema, uzrasyta naudojant koreliacijos koeficienty sarySio lygtis
(42), kai k=1,2, ..., yra vadinama Yule-Walker lygciy sistema.

Démesio! Yule-Walker lygciy sistema leidzia surasti nezinomus koreliacijos koeficientus, kai
zinomi AR(p) proceso parametrai ir atvirk$¢iai — apskaiCiuoti parametrus, kai zinomos
koreliacijos koeficienty reik§mes.

Pavyzdys. Tegu turimas AR(2) procesas X, = -0.6X,, + 0.3X,, + &, & ~WN(0,0,). Kadangi tai stacionarus
procesas (patikrinkite!), jo autokoreliacijos nusakomos bendru sarysiu g, =-0.6p;.;+0.3p;.,, 18 kurio gaunama
p1=-0.6py) + 0.3p.;=> p; =-0.6/(1- 0.3), kadangi p,=p-, ir pp=I.
P2 =-0.6pe; + 0.3py=> p, =-0.6/(1- 0.3) + 0.3
ir t.t.
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2.4  Slenkamuyju vidurkiuy procesas ir jo savybés

2.4.1 Pirmos eilés slenkamuyjy vidurkiy procesas

Apibrézimas. Procesas X;, tenkinantis iSraiSkg

(44) X,=c+&- g1 &~WN(0,0;),

vadinamas pirmos eilés slenkamyjy vidurkiy procesu ir zymimas MA(1). Cia ¢, 6,0, yra
pastovlis parametrai.

Démesio! Baigtinés eilés slenkamyjy vidurkiy procesas visada yra stacionarus.

Kaip rodo (19)-a iSraiska, norint nustatyti MA(1) proceso korelogramy pavidalg,
reikia zinoti kovariacijy (daliniy kovariacijy) bei dispersijos iSraiskas, o Sioms nustatyti, dar
reikia ir proceso matematinés vilties. Todél toliau, ieSkant koreliacijos ir dalinés
autokoreliacijos funkcijy, naudojamasi $iais rezultatais:

Teiginys. Stacionaraus MA(1) momentai:

(45)  m=c

46) n= o (1+0)
-0c%, k=1

47 = :

@0 n { 0,k>1

Irodymas.

Tegu turimas MA(1) procesas (44), tada jo nesalyginiai centriniai momentai:

(Matematiné viltis) imant (44) lygties nesalyging matemating viltj gaunama
E(X)=ue=c,
kadangi E(&)=E(&.,)=0.

(Dispersija) kadangi pagal (45) E(X,)=c, tai nesalyginé X, dispersija

Var(X) =E[XI'C]2=E(8F 9“/‘1-1)2:5:‘(‘5‘12'2 Ogigri+ 45&12) :O-ez(] + g);
kur pasinaudota: a) (44) lytimi apibréziamu sarysiu X-c=g- ¢, ;; b) baltojo triukimo proceso & nekoreliuotumu,
ty. E(g&.)=0.
(Kovariacijos) pasinaudojant proceso stacionarumu, (45) lygybe ir (44) lygties nusakomu sarysiu X;-c=¢-6s,;,
kovariacija tarp X, ir X, cov(X, X)) =E{[X-E(X)][X.4~E(X..¢)]} supaprastéja |

2 —
cov(X, X )=E [(6-06.1) (k- O6011)] =E (6604 -O1160k - 0661+ O 61641)= { g()GFk, k 1_ 1
, k>

kadangi baltojo triuk§mo & kovariacijos E(&s.,)=0 vj=0.

Remiantis S§iais rezultatais ir (19)-u sarySiu toliau gaunamos autokoreliacijos ir
dalinés autokoreliacijos i$raiskos.

Teiginys. MA(1) proceso autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos koeficientai:
;02, k=1
48) p={(1+67)
0, k>1
® —Hk
49 =—— k21.
“49) T

| Irodymas.
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Tegu turimas MA(1) procesas (44), tada:

(Autokoreliacijos koeficientai) isistacius y bei y, iSraiSkas (47) ir (46) | autokoreliacijg nusakantj (19) sarysi
(L=n/7) 18 karto gaunamas (48) pateiktas rezultatas.

(Dalinés autokoreliacijos koeficientai) norint surasti dalinés autokoreliacijos koeficientus tikslinga MA(1) lygti
(44) isreiksti & atzvilgiu, tada rekursiskai isreiskiant &_; gaunama

& =Xrc +06.=Xrc + OX.1-¢) +FEo=Xrc + OX.1¢) + F(X,0)+ ..,
kurig i§sprendus X, atzvilgiu turima

Xi=c+ & 0X-0) - O(X0)-..... . .
Tada, pagal dalinés autokoreliacijos apibrézima, p, =corr(X;, X.4), zr. 1.8 skirsnj, MA(1) proceso X, =c + & -
X, ;- ¢) - F(X.r-c)-... atveju:

X=X, kai k=0,1 ir

X=X, -E(X)X.)) =X, - c+0Xot- ©) = &-F (Xo- -0 (X ) -...= & -0 (6.0 05.5)-0 (6.5-06,4) - ..., kai

k=2
X=X, -E(X|X.p, X)) =X, - ¢(1-0-0-...) +0X,.1- ) +O (X ©) =6-0 X5 O)-... =&-0(6.5-064)- ...,
kai k=3
ir t.t.
Corr(X,,X,)=1k=0
_oF
Corr(X,, X, ) )=—>=,k21
1+6°
gaunamas pasinaudojant: a) X, ;-c=¢.-60&..; ir b) baltojo triuk§mo & savybémis £ & ) =] ir E(g&.,)=0 vj=0.

Atitinkamai corr(X;", X,.1)=

Démesio! MA(1) procesas identifikuojamas pagal tai, kad jo autokoreliacija tik pirma
vélavima nelygi nuliui, o dalinés autokoreliacijos funkcija gesta eksponentiskai. Jei 6<0, tai
daliné autokoreliacija Zenklo nekeicia; kai €>0, - daliné autokoreliacija gesta kaitaliodama
zenklus.

MA(1) proceso autokoreliacijos funkcija (ACF) ir dalinés autokoreliacijos funkcija (PACF),
kai @>0, atitinka Sios korelogramos

5 grafikas MA(1) proceso ACF (6=0.6) 6 grafikas MA(1) proceso PACF (6=0.6)
A 0 0 0 0 a
0.00 T T T T T T T T T \ 0.40 0.26
1l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -0.01
-0.10 0.20 { |_| 0.10 003 001 0,00
020 oo it 8 =
| 2 W 45 67 8 9 w0
-0.30 -0.20 o4s 008 002
-0.40 -0.40
-0.50 1 -0.44 -0.60 4044
K k

UZduotis. Patikrinkite, ar pateiktos korelogramos atitinka MA(1) procesa, kai 6=0.6?
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2.4.2 q-os eilés slenkamyjy vidurkiy procesas

Apibrézimas. Procesas X;, tenkinantis iSraiSkg

(50) Xi=c+ &- 6161~ .- Q646 ~WNO,07),

vadinamas g-os eilés slenkamyjy vidurkiy procesu ir zymimas MA(q). Cia ¢, 6, ..., 6, 0y yra
pastovils parametrai.

Démesio! Kaip ir bet koks kitas baigtinés eilés slenkamyjy vidurkiy procesas, jis yra
stacionarus.

Teiginys. MA(q) momentai:
(51)  pe=c
(52 n= o (146 +..+6])

53) = (—Hk +6,.,,6, +'"+Hq9q—/¢)6§, k<q
0, k> q
Irodymas.

AnalogiSkas MA(1) atvejui, todél palieckamas savarankiSkam darbui.

Remiantis Siais rezultatais ir (19)-u sarySiu gaunamos autokoreliacijos ir dalinés
autokoreliacijos iSraiskos.

Teiginys. MA(q) proceso autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos koeficientai:

-6, +6,,0,+..+6,0,, k<q
54 o= 1467 +..+ 6’ ’ ;
0, k>gq

(55)  px - eksponentiskai mazéjanciy procesy suma.

Irodymas.

(54) - analogiskas MA(1) atvejui, todél palickamas savarankiskam darbui. Bendra (55) iSraiska gana
komplikuota, todél pakanka pasinagrinéti MA(2) atvejj keliems vélavimams, pvz., k=2 ir k=3.

Galima MA(q) proceso dalinés autokoreliacijos proceso iSraiSkos nustatymo idéja gali bati tokia.
Pirmiausiai MA(q) procese kei¢iami &, j=I,....k-1 (bet ne j>k!) rekursiSkai pagal atitinkamg iSraiskg &.; = X;-c
+0,6.1% &0t ...+ 0,6, Tada skaiCiuojant X=X, - EX X oo Xeger)s X, isreiskiamas tik per baltojo
triuk§mo narius, kadangi pirmame zingsnyje jvesti nariai X, ;,..., X,.4 ;) susiprastina. Toliau belieka apskai¢iuoti
konkreéias dalinés autokovariacijos cov(X,",X,,) bei atitinkamas dalinés autokoreliacijos israidkas pasinaudojant
baltojo triuk§mo nekoreliuotumo savybe.

Démesio! MA(q) procesas identifikuojamas pagal tai, kad jo autokoreliacija k<q vélavima
nelygi nuliui, o dalinés autokoreliacijos funkcija greitai (kaip eksponentiskai mazéjanciy
procesy suma) artéja link nulio.
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2.5 Autoregresinis slenkamuyjy vidurkiy procesas ir jo savybés

Auksciau apibrézti autoregresinis bei slenkamyjy vidurkiy procesai gali buti apjungti
i viena, gaunant vadinamajj autoregresinj slenkamyjy vidurkiy procesq (ARMA).

2.5.1 ARMA(1,1) procesas

Apibrézimas. Procesas X, tenkinantis iSraiska

(56) X,=c+ @Xi + & - Ocy, &~WN(0,07),

vadinamas pirmos eilés autoregresiniu ir slenkamyjy vidurkiy procesu bei Zymimas
ARMA(1,1). Cia ¢, ¢, 0,0, yra pastovils parametrai.

Démesio! ARMA(1,1) yra stacionarus, jei | @|<I.

2.5.2 ARMA(p,q) procesas

Apibrézimas. Procesas X;, tenkinantis iSraiSkg
(57)  DL)X,=c+ OL)g, &~WN(0,05),
kur @(L)=I-¢,L-...-p,L*,
OL)=I-G/L-...-6,L"
vadinamas p,q-eiliy autoregresiniu ir slenkamyjy vidurkiy procesu bei Zymimas ARMA(p,q).
Ciac, O 0,01, ..., 0, ng yra pastovis parametrai.

Démesio! ARMA(p,q) yra stacionarus, kai atvirkstinio charakteringojo polinomo (1- ¢z -
... @p2")=0 Sakny z;, i=, ...,p moduliai |z]|>1.

2.6  Kiti ARMA iSplétimai

2.6.1 Sezoninis ARMAg procesas

Daugeliui procesy, kuriy steb¢jimai yra didesnio daznumo nei metiniai, gali bati
bitingas sezoniSkumas. ] ARMA modelius sezoniskumg jprasta jkomponuoti multiplikatyviu
poZiiriu, t.y. kaip pagrindinés (nesezoninés) ir sezoninés proceso daliy sandauga.

Apibrézimas. S periodiskumo procesas X,, tenkinantis iSraiska

(58)  (I-@iL-...-@ P )(1-D,L5- .- DpL"™) (X 1) (1- O L- ... O, L) (1-O)L - ...-OpLY ) &, &
~WN(0, 55),

vadinamas p,q-eiliy autoregresiniu ir slenkamyjy vidurkiy procesu su P,Q sezoninémis
eilémis. Toks procesas zZymimas ARMAs(p,q)(P,Q). Cia He @1, ... O,
D,,...,Dp0,,...,0,0, .., 0, o’ yra pastovils parametrai.

Démesio! ARMAs(p,q)(P,Q) yra stacionarus, jei atvirkstiniy charakteringyjy polinomy (1 -
@iz - - @2)=0 it (1-DZ - .- ®pZ")=0 Sakny z;, i=1,...,p ir Z;, j=I,...,P moduliai |z;|>1 ir
|Z;|>1. Jei |z;|>1, o F tokia, kad |Z;|=/, tai procesas vadinamas sezoniskai nestacionariu (dar
kitaip - integruoto sezoniskumo procesu).

2.6.2 ARMAX procesas

Ekonomikoje daznai norima panaudoti ne tik konkretaus kintamojo istorija, bet ir
papildomus kitus veiksnius. Jei pastarieji yra stacionaris, jie tiesiogiai gali buti jtraukti j
ARMA i8raiska, prieSingu atveju, pirmiausiai papildomus aiSkinanciuosius veiksnius reikéty
stacionarizuoti.
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Apibrézimas. Procesas Y;, tenkinantis iSraiSka
(39)  PL)Y,=c+ OL)s+pX, &~WN(0,07.),
kur @(L)=I-p,L-...-p,L7,
OL)=1-6/L-...-6,L",
X~I(0) — stacionarus (gali buiti vektorinis) vienalaikiy papildomy aiskinanciyjy
kintamyjy procesas,

vadinamas p,q-eiliy autoregresiniu ir slenkamyjy vidurkiy procesu su aiskinanciaisiais
kintamaisiais bei zymimas ARMAX(p,q). Cia ¢, @, ..., 0,0, ..., o ir vektoriy A sudarantys
parametrai yra pastovis.

Démesio! Kai X~I(0), ARMAX(p,q) stacionarus, jei atvirksStinio charakteringojo polinomo
(1- @iz - ...- ¢,2")=0 8akny z;, i=[,...,p moduliai |z,|> 1.

2.6.3 ARIMA procesas

Bendru atveju nagrinéjamas procesas X, gali biiti nestacionariu. Ar Siuo atveju
ARMA modeliai gali biiti naudingi? Taip, - skirtuminiu biidu pirmiausiai nestacionarus d eile
integruotas X, t.y. X,~I(d), transformuotinas j atitinkama stacionary kintamajj A’X,, o § jau
galima apraSyti ARMA modeliu.

Apibrézimas. Procesas X, tenkinantis iSraiSka
(60)  HL)(I-L)X,=c+ OL)s, &~WN(0.07),
kur @(L)=I-p,L-...-p,L7,
OL)=I-6/L-...-6,L",
vadinamas p,q-eiliy autoregresiniu ir slenkamyjy vidurkiy procesu integruotu d eile bei
zymimas ARIMA(p.d,q). Cia ¢, ¢y, ..., 0, 0,,....6, o parametrai yra pastovis.

SavarankiSkam darbui palickamas paprasto ARIMA modelio i$plétimas j sezoninj.

2.7 ARIMA proceso lygties interpretacija ir procesu savybiy susisteminimas

Derinant tarpusavyje apibréztus procesy tipus biity galima gauti jvairias ARIMA
atmainas. Bene bendriausias tokiu biidu gautas procesas yra ARIMAXs(p,q)(P,Q). Jo
uzraSymas bei atitinkami paaiSkinimai pateikti Zemiau.

(1L L) (1 D)L= B ) 1-L) (1L Ko p) (1- OO L), (1-OLL .. OoL) 54 B,
N v ) ) / A v J

Nesezoniné AR(p) dalis”” Sezoniné AR(P) dalis Nesezoniné MA(q) dalis  Sezoniné MA(Q) dalis

Sezoninis D karty skirtuminis transformavimas
Nesezoninis d karty skirtuminis transformavimas Papildomi aiskinantieji kintamieji

Kadangi jvairiems ARIMA procesams blidingos skirtingos autokoreliacijos ir dalinés

autokoreliacijos funkcijos, tai leidzia empirines korelogramas naudoti atpazjstant procesus. 2
lenteléje susisteminamas pagrindiniy auksciau apibuidinty procesy korelogramy elgesys.
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ARMA procesy ACF ir PACF elgesys 2 lentelé
Procesas ACF PACF
AR(1) Eksponentiskai mazéja; o,>0, kai ¢>0, | Kai k>1, /z*k:O. Kai k=1, p'>0, jei
pr keicia zenklus, kai ¢<0. ¢>0, p ; neigiamas, jei ¢<0.
Eksponentiskai ar silpstancia sinusoide Po p lagy lygi nuliui; nenuliniy
AR(p) mazéja; konkreti forma priklauso nuo |  p’,...,0", pavidalas priklauso nuo
¢, ..., 9, Zenkly. &, ..., ¢, Zenkly.
MA(1) Po 1 lago lygi nuliui; p>0, kai 6<0, EksponentiSkai maz¢ja; p,<0, kai
P neigiamas, kai 6>0. G>0, p, keicia zenklus, kai 6>0.
Po p lagy lygi nuliui; nenuliniy e ..
MA(q) p*l,...,p*q pavidalas priklauso nuo Eksponentiskai ar silpstancia

. sinusoide mazéja
6, ...,6, Zzenkly. L

Kai k>, ARMA(p,q) ACF Kai k>, ARMA(pq) PACF
ARMA(p,q) | lemiama tik AR(p) dalies; kai k<g — | lemiama tik MA(q) dalies kai k<p —

visas ARMA(p,q) procesas. visas ARMA(p,q) procesas.
Analogiskai kaip atitinkamiems AR, Analogiskai kaip atitinkamiems AR,
ARs(p) MA ir ARMA, tik ACF nenuliné yra | MA ir ARMA, tik PACF nenuliné yra
MAs(q) tik is,i=1,2, ... vélavimams, kur s yra tik is,i=1,2, ... vélavimams, kur s yra
ARMAg(q) sezono periodiSkumas; pvz., sezono periodiSkumas; pvz.,

ketvirtinio periodiskumo atvejy, s=4. | ketvirtinio periodiskumo atvejy, s=4.

Analogiskai kaip atitinkamiems AR,
MA ir ARMA, tik ACF nenulin¢ yra
I(1) tik is,i=1,2, ... vélavimams, kur s yra p*,:], p*k =0, k>1.
sezono periodiskumas; pvz.,
ketvirtinio periodisSkumo atvejy, s=4.

2.8 Box-Jenkins modeliavimo procediira

Auksciau apibudintas autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos elgesys yra budingas
procesams. Taciau praktikoje turimos tik tam tikros procesy realizacijos (duomenys), kuriy pagrindu
stengiamasi nustatyti, koks procesas generavo duomenis? Box-Jenkins modeliavimo procedira
pateikia sisteminga pozitrj, kaip identifikuoti galima duomenis generuojanti procesg - parinkti
stebimiems duomenims adekvaty model;.

Box-Jenkins procediiros etapai:
1. Stacionarumo uztikrinimas (integruotumo eilés d identifikavimas)
ARMA(p,q) identifikavimas
Parametry jvertinimas.
Modelio adekvatumo tikrinimas.
Modelio panaudojimas

U

Atkreiptinas démesys | tai, kad iki Siol 2 skyriuje visur buvo nagrinéjami teoriniai
procesy dydziai X;. Nuo $iol laikysime, kad dirbama su duomenimis x,, =/, ..., T, t.y. tam tikra
proceso realizacija.

2.8.1 Stacionarumo uZtikrinimas
Pirmas zingsnis formuojant ARIMA modelj yra identifikuoti nagrin¢jamojo
kintamojo x, integruotumo eil¢ d modelyje ARIMA(e,d,e). Vélesniuose skyriuose bus
nagrinéjami specialiis tam skirti testai, taCiau neretai galima pasinaudoti tokiomis
orientacinémis taisyklémis:
a) nenuline eile integruoto kintamojo, t.y. x~I(d), d>0, autokoreliacija labai létai
artéja prie nulio — létai “gesta”;
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b) jei x~I(d), tai, dazniausiai, x, kintamojo d+k eilés skirtuminés transformacijos
dispersija (Var(Ad+kx,)) yra maziausia, kai k=0 - vadinamasis minimalios
dispersijos testas.

Kai integruotumo eilé d yra nustatyta, toliau jau dirbama su kintamojo x, d eilés
skirtumine transformacija Adx,.

2.8.2 ARMA identifikavimas

Norint identifikuoti proceso ARIMA(p,e,q) eiles p ir g, naudojamos pagal A’x,
jvertintos autokoreliacijos ir dalinés autokoreliacijos funkcijos. Toliau pateikiamy iSraisky
paprastumo délei pazyméjus z,=A%x, autokoreliacijos pr ir dalinés autokoreliacijos p 'y
jver&iai ry ir 7 yra gaunami tokiu badu:

T
z (Zr _E)(Zt—k _E) 1 T
(61) o= , kurE:—Zz, ,
Z(Zt _2)2 d =
t=1
(62) r =B kur

B, yra k-asis (paskutinysis) regresijos z, =@+ fz,_, +...+ f,z,_, +9, koeficientas.

Iverciai yra atsitiktiniai dydziai, todél apie jy artuma nuliui galima spresti tik
tikimybiskai (su tam tikra klaidos tikimybe). Siuo tikslu yra tikrinamos nulin¢ ir alternatyvi
hipotezés

H, :r,=0
(63)

H :r,#0
ir

H,:r, =0
(64) .

H :r,#0

atitinkamai hipotezei apie k-ojo vélavimo autokoreliacijos koeficiento lygybe nuliui ir k-ojo
vélavimo dalinés autokoreliacijos koeficiento lygybe nuliui.

Esant teisingoms atitinkamoms nulinéms  hipotezéms JT n~N(,1) ir

JT) r, ~N(0,1), kur 2 reiskia pasiskirstes asimptotiskai (teoriskai - stebéjimams be galo
augant, praktiskai - didelése imtyse). Todél, jei |rx|>2T"7, |r's|>2T"?, darytina i$vada, kad
0.05 reiksmingumo lygmenyje’ atitinkama F, atmestina ir atitinkamas koreliacijos
koeficientas statistiSkai reik§mingai skiriasi nuo nulio. Grafinis tokiy hipoteziy tikrinimas
atliekamas tikrinant, ar (dalinés) koreliacijos koeficiento jver¢iai neuzeina uz pasikliautino
intervalo riby (Zr. 7 grafika). Jei uZeina — tai H, atmetama, ir laikoma, kad (daliné)
autokoreliacija yra reikSminga; jei koeficientas patenka tarp pasikliovimo intervaly - Hj
atmestina ir laikoma, kad atitinkamas koeficientas nereik§mingai skiriasi nuo nulio.

" Normaliojo standartinio skirstinio kritiné reikimé 2 $iuo atveju naudojama vietoje 1.96 norint atsizvelgti j
asimptotinj statistikos pasiskirstymo pobudj
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7 grafikas Empirinés korelogramos ir 7, =0 pasikliovimo intervalai

Pateiktame autokoreliacijos grafike reik§mingai nuo nulio skiriasi koeficientai r;, 72, 73, 0
hipotez¢ apie kity dalinés autokoreliacijos koeficienty lygybe nuliui negali buiti atmesta.
Aptartos (63) ir (64) hipotezés praktikoje dazniausiai tikrinamos vélavimams k=12, ..., T"”.

Démesio! Pasirinkdami potencialy modelj pagal korelogramas atkreipkite démesj ne tik | tai,
kiek yra reikSmingai nuo nulio besiskirian¢iy koreliacijos koeficienty, bet ir jy kitimo tipa
(“gesimo” pavidalg).

Démesio! Kadangi dirbama su realizacijomis, parinkinédami potencialius modelius
neapsiribokite kuriuo vienu, o susidarykite “modeliy krepselj”.

2.8.3 Parametry jvertinimas

Kai turimas AR procesas, paprasto maziausiy kvadraty metodo (MKM, angl. OLS —
ordinary least squares) jveriai yra paslinkti (E[@,]# ¢, - baigtiniy im¢iy savybé), taciau
lim P ﬂ@, — @

T—0

suderinti ( < 5} =1 asimptotiné savybé), todél MKM yra placiai naudojamas
autoregresiniams procesamas jvertinti.

Kai turimas MA ar ARMA procesas, MKM tikslo funkcija yra netiesiné ir jverciy rasti
paprastu MKM negalime. Cia tenka naudoti netiesinius parametry jvertinimo metodus apie kuriuos

daug suzinosite kurse Ekonometriné analizé.

2.8.4 Modelio adekvatumo tikrinimas

Turint jvertinta potencialy modelj reikia patikrinti jo adekvatuma, t.y. ar prielaidos
apie modeling dalj ir liekanas yra tenkinamos? Modelinés dalies adekvatumas Box-Jenkins
procediiroje tikrinamas nagrinéjant ARMA modelio koeficienty reikSmingumus.

Démesio! Jei modeliné¢ dalis parinkta korektiSkai, visi koeficientai turi biiti statistiskai
reikSmingi.

ISvengti pertekliniy parametry modelinéje dalyje padeda informaciniy kriterijy,
pavyzdziui Akaike (AIC) ar Schwarz (BIC), naudojimas.

L, 2
AIC(p,q)=In6; +5(pra)

(65)

., InT
BIC(p,q)=1n0§+7(p+q)

(66)
Kadangi augant parametry skai¢iui modelio paklaida (&) nemaZéja, tai pirmoji
kriterijy dalis mazés, didinant parametry skaiciy p ar/ir q. Taciau antroji $iy kriterijy dalis
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baudzia uz papildomg modelio parametrizavimg. Tada geriausias potencialus modelis (bei
parametry skaicius) bus tie, kuriy kriterijy reik§més bus maziausios, t.y.

p,q =argmin AIC(p,q)
P9

(67) . )
D,q =argmin BIC(p,q)
P9

Démesio! Modelio parametrizavimas remiantis AIC ir BIC nebitinai sutampa. BIC duoda
suderintus p ir q jver¢ius, todél teoriniu pozitriu jis geresnis. Remiantis AIC | modelj
paprastai jtraukiama bent jau ne maziau parametry nei sitilyty BIC.

Visuose anksCiau apibréztuose modelivose liekanos turi buti baltasis triuksmas,
priesingas rezultatas liudyty apie neteisinga modelio specifikacija — nepakankamai i§plésta
modeling dalj. Liekany dalies adekvatumas tikrinamas analizuojant, ar lickanos néra
autokoreliuotos. Nors ta galima atlikti kiekvienam atskiram vélavimui & tikrinant hipotezg
(63), taciau paprasciau yra pradéti nuo jungtinés nulinés hipotezés, jog iki tam tikro vélavimo
(pavyzdziui, m=T""?) visi autokoreliacijos koeficientai yra lygiis nuliui:

H :n=- )
(68)
H :3kr+#0
Tokig hipoteze¢ galima patikrinti naudojant Box-Pierce ar Ljung-Box statistikas
(69) OBPy =T 5i"ri ~ 7 ir
(70) O = T(T+2) Se"(T-)" 1 ~ 7.

Kai QBP,, ar O, yra didesnés uz kriting skirstinio y° reikime y,’, tai su «a
reikSmingumo lygmeniu nuliné hipotezé atmestina, t.y. bent vienas iS tirty m autokoreliacijos
koeficienty yra reikSmingas ir laikytinas nelygiu nuliui. Tada konkretaus vélavimo k
identifikavimui jau reikéty tikrinti (63) tipo hipotezes.

Démesio! Jei nulinés hipotezés (68) negalima atmesti, tada laikytina, kad modelio liekany
dalis yra specifikuota korektiskai. Taciau sakyti, kad ir modeliné dalis yra specifikuota
korektiskai dar negalima, - tam reikia patikrinti, ar néra nereik§mingy parametry, ar prielaida
apie tiesing funkcing formga yra korektiska ir pan.

2.8.5 Prognozavimas ARMA modeliu

Pagrindinis ARMA modeliy panaudojimas — gauti trumpalaikes modeliuojamo
kintamojo prognozes, todél tikslinga iSsiaiSkinti, kaip prognozés skai¢iuojamos, bei nustatyti
kai kurias jy savybes.

Tegu turimi kintamojo x stebé&jimai x, ¢=I,...,7, ty. xr yra paskutinis turimas
stebéjimas. Kintamojo x laikotarpiu 7+4, h>0 reikSmiy x7, prognozé xr.; yra salyginé xr,
matematiné viltis, remiantis turimais stebéjimai x,, t=/,...,T:

(71) Xren =E(Xren|xs, X1, X722, ...).

Prognozés paklaida yra skirtumas tarp faktinés ir prognozuojamosios reikSmiy.

(72) erth =X7+h- XT4h

Démesio! Prognozés paklaida gali susidaryti dél keliy priezasciy:
- neteisingai parinktas modelis
- netiksliai jvertinti parametrai
- d¢l nezinomy ateities paklaidy €7+, (baltojo triuk§mo) reikSmiy
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Tolimesnéje analizéje laikoma, kad modelis yra teisingai specifikuotas ir parametry
ivertinimo paklaidos néra, todél paklaida atsiranda tik dél atsitiktinés nezinomy ateities
paklaidy reikSmiy &7, dalies.

Pavyzdys. Turimas VAR(2) yra
X, =-0.5x.,+ 0.2x.,+ &, t=1,...,T.
Kintamojo ateities reik§més laikotarpiais 7+ ir T+2 yra:
Xre1 =-0.5%7% 0.2x7.4+ 44,
X7i2 =-0.5x7: 1+ 0.2x7+ eriy= -0.5(-0.5x7+ 0.2x7.1+ &)+ 0.2x7+ eriy= 0.45x7-0.1x7.;+r:2-0.561+,
Prognozuojamos reikSmeés:
Xre1 =E(xXreq| X7, %7.) = E(-0.5x7+ 0.2x7.;+ &r41 | X1, X7.1) =-0.5x7+ 0.2x7.;.
X2 =E(xris| x7 x7.)=E(0.45x7-0. Ix1. 1+ 142 -0. 5671 | X7 X7.1) = 0.45%7-0. Ix7.).
Jeixy=0.1, 0 x7.;=0.5, tai Xpy; = 0.05 ir X7, =-0.005.
Modelio prognozés paklaidos:
ers; =Xri;—Xrep =-0.5x7% 0.2x7. %+ &r4p - (0.5x7+ 0.2x7.)) = €144
€142 = Xr42— X142 =-0.5(Xps; = X101) + 0.2(x1- X7) +&ps2 =-0.5€7:; T 8147 =-0.58r:; +&r+2
Prognozes paklaidy dispersijos:
Var(er:)= E(ers /))=0,*
Var(er.2)= E(ers;))= E[(-0.5¢7+, +£r.2)°) = B[0.25 7./ +£142))] = 1.250
kur pasinaudota baltojo triuksmo & savybémis.
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3 Daugialypiai stacionariy laiko eiluciy tiesiniai modeliai

Sio skyriaus uzdaviniai:

1) susipazinti su vektorinés autoregresijos (VAR) modeliu;

2) parodyti modelio privalumus ir trikumus lyginant su struktiiriniais modeliais;

3) detalizuoti VAR modelio sudarymo etapus;

4) supazindinti su VAR modelio taikymo galimybémis (prognozavimui,
priezastingumo analizei, imitaciniam modeliavimui, skirtingy impulsy svarbos
palyginimui);

3.1 Bendri pastebéjimai apie daugialypius laiko eilu¢iy modelius

Daznai ekonomistus domina ne atskiro kintamojo kitimas, o keliy jy dinamika, t.y. ne
tik BVP, bet ir infliacijos, nedarbo lygio, paliikany normy ir t.t. Nors naudojant vienalypes
laiko eilutes galima atskirai prognozuoti kiekvieno $iy kintamyjy reikSmes (kaip matéme
nagrinédami (20)-(22) lygtimis apibrézta struktiirinj modelj, redukuojant jj galima gauti (23)-
ia lygtimi apibréziamg BVP kintamojo AR(2) modelj, kurj panaudojant nesunkiai gaunami ir
kity kintamyjy vienalypiai ARMA modeliai), taciau efektyviau yra i§ karto naudoti sgrySius
tarp skirtingy kintamyjy, nes sumazinamas prielaidy skaiCius, o prognozuojant galima
panaudoti gausesng¢ informacija.

Vektorinio modelio pavyzdziu gali bati i$ (24)-(26) lygtimis apibiuidinto struktiirinio
modelio gaunama sistema (tam reikia panaudoti (24)-3 lygtj (25)-oje ir jas abi - (26)-oje
lygtyje):

(73) Ci=aYu+s

(74)  Li=apY.;- BCi+ v, vi=Petn,

(75)  Yi=o(1+PB)Ye;- BCritw, wi=vite,

Primintina, kad C ¢ia zymi privataus vartojimo i$laidas, / — bendrasias investicijas, o Y -BVP
apimtis; o ir £ yra teigiami parametrai, o & ir 7, yra vienodai ir nepriklausomai
pasiskirsciusios nekoreliuotos paklaidos.

Pastebétina, kad vektoriniai laiko eilu¢iy modeliai paprastai yra redukuoti bent tiek,
kad vienalaikiy rySiy juose nebuity; vienalaikiai rySiai galimi tik strukttirinivose laiko eiludiy
modeliuose. Tiesinio laiko eilu¢iy modelio — kaip redukuoto modelio — paklaidos (&, v; ir w;
(73)-(75) lygtimis apibréztame modelyje) yra tiesinés struktirinio modelio paklaidy
kombinacijos (& ir 7, Zr. (24)-(26) lygtimis apibiidintg struktiirinj modelj).

Apibrézimas. Jei i§ redukuoto modelio paklaidy ir parametry galima vienareik§Smiskai
atstatyti struktiirinio modelio paklaidas ir parametrus, tai redukuotas laiko eilu¢iy modelis yra
vadinamas tiksliai identifikuotu.

Bendrai modelis gali buti neidentifikuotas, tiksliai identifikuotas ar peridentifikuotas (zr.,
pavyzdziui, Johnston ir DiNardo, ??? ar Judge et al., ???), taCiau laiko eilu¢iy analizéje
paprastai aktualus tik tikslus identifikuojamumas.

Identifikuojamumo savybé vektorinéms laiko eilutéms aktuali tada, jei modelj norima
panaudoti reakcijos j impulsus ir Soky svarbos, formuojant priklausomy kintamyjy reik§mes,
analizei. Pavyzdziui, (73)-(75) lygtimis apibréztame modelyje norint suzinoti, kiek dél
vartojimo i$laidoms atéjusio Soko (&), kurj, pavyzdziui, galéty sukelti mokes¢iy mazinimas,
pasikeis investicijos bei BVP, reikéty zinoti (74) ir (75) lygtyse pateiktas v; ir w;, iSraiskas.
Matyti, jog investicijos dél vartojimo iSlaidas jtakojusio Soko dar tg patj laikotarpj paaugty
dydziu fg, o BVP — (I1+p)&. Akivaizdu, kad norint atlikti tokia analize, reikia gebéti
identifikuoti redukuota modelj, t.y. negalima redukuoto modelio paklaidy v, ir w; interpretuoti
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kaip impulsy investicijoms ir BVP, — tai impulsy vartojimui ir investicijoms deriniai!
Atkreipkite démes;j | tai, jog tiesiné skirtingy paklaidy priklausomybé nusako, jog redukuoto
modelio vienalaikés paklaidos yra koreliuotos. Jei visos vienalaikés paklaidos bty
tarpusavyje nekoreliuotos, tai reiksty, kad paklaidas tiesiogiai galima interpretuoti kaip
impulsus biitent jy priklausomiems ﬂ(intamiesiems\. Nagrinéto redukuoto modelio atveju, jei

&, v¢ ir w; bty nekoreliuotos, tai per Sias paklaidas ateinantys impulsai tiesiogiai galéty buti
priskiriami atitinkamai vartojimo iSlaidoms, investicijoms ir BVP (pagalvokite, kada taip
galéty (ir ar galéty) buti?).

Prie§ pereinant prie tolimesnés vektoriniy laiko eilu¢iy modeliy analizés apsibrézkime
pirmiausiai Zyméjimus bei bendroje daugialypiy tiesiniy modeliy aibéje pozicionuokime
vektorinés autoregresijos (VAR) modelj, kuriam skirsime daugiausiai démesio nagrinédami
stacionariy daugialypiy laiko eilu¢iy modelius.

3.2 Zyméjimai ir kai kurios vektoriniy modeliy bei modeliavimo alternatyvos
3.2.1 Zyméjimai
Kadangi nagrinéjame daugialypius procesus, tai dabar stochastinis kintamasis Y, ar
atitinkama jo realizacija y, bei paklaida & ir konstanty vektorius ¢ bus vektoriniai ir susidés i§

1 nariy:
n] (ynw {a[] (q]
Lol yvul _ &l |

R B S VS
Pavyzdziui, jei nagrinéjami keturi kintamieji (n=¢) — BVP, infliacija, nedarbo lygis ir darbo
uzmokestis, — tai analizuojamas stochastinis kintamasis laiko momentu ¢ atitinkamai bty

[ BVP
Infliacija

=~
1]

Nedarbo lygis

| Darbo uzmokestis

3.2.2 Stacionariy dinaminiy modeliy alternatyvos

Bene bendriausias stacionariy kintamyjy dinaminis stochastinis modelis yra dinaminis
sqlyginis struktirinis modelis:

(76) AYi = c+AiYe +..+ ApYip+ BoXo+ BiXes +...+ BilXoy + & & ~WN(0,2y),
kur stacionarts Y; ir & yra vektoriniai » dimensijos auks¢iau pateiktus uzrasus tenkinantys
procesai; A4;, i=l,...,p, yra kvadratinés nxn dimensijos, B, j=I,...k yra nxs dimensijos
matricos (Cia s yra egzogeniniy kintamyjy skaiCius); stacionarus X, yra i§ s egzogeniniy
aiSkinanciyjy kintamyjy sudarytas vektorius; 2, yra nxn dimensijos paklaidy & vienalaikiy
kovariacijy matrica (X,=E(5&), kuri tokiame modelyje paprastai laikoma diagonalia. Sis
modelis yra struktirinis, kadangi apraso vienalaikius rySius (juos nusako matrica Ay); jis yra
sqlyginis, kadangi dalis kintamyjy yra egzogeniniai (EjzokBjX,,j); modelis yra dinaminis,
kadangi jtraukti autoregresiniai endogeniniy kintamyjy nariai (%_/"4;Y,;).

Dauginant i3 kairés (76) lygtj i§ atvirkstinés 4, matricos (4,”) bity gauta redukuota
dinaminio sqlyginio struktirinio modelio forma, vadinama dinaminiu sqlyginiu modeliu:

(77) Y= c+ S5 A+ 54BXy + v, kur A=Ay 4, B=A4,'B, vi=4," &
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Kaip nesunku matyti, Siame modelyje liekanos bus autokoreliuotos, nebent struktiriniame
modelyje, kurio liekanos yra nekoreliuotos, galioja salyga I-diag(A4,)=0, t.y. Ay yra diagonali
ir vienalaikiy rysiy (76) modelyje néra.

Jei (76) lygtyje nebiity egzogeniniy aiskinanciyjy kintamuyjy X, (¥ B;=0), biity gautas
struktiirinis vektorinés autoregresijos (SVAR) modelis:

(78) AgY, = c+ 5 LAY + & &~WN(,2y).

Jei pastarasis modelis dar biity i§ kairés padaugintas i§ atvirkstinés A, matricos, tai
galiausiai biity gaunamas vektorinés autoregresijos (VAR) modelis:

(79) Y, = ¢+ 5 A + v, kur Ai=Ag'4; vi=A4¢" &
Sie palyginimai leidzia matyti, kad VAR modelis yra dinaminis, taiau jisai néra nei
salyginis (visi VAR kintamieji yra endogeniniai) nei struktiirinis (VAR neturi vienalaikiy
sary$iy). Tai dvi savybés, dél kuriy C.A. Sims labai propaguoja §] modelj (zr. tolesnj
skirsnj).

Pateikta modeliy klasifikacija apibendrinta 3-ioje lenteléje.

Pagrindinés stacionariy dinaminiy modeliy alternatyvos 3 lentelé
Modeliy tipai Salyginiai Nesalyginiai
Struktiriniai | AyY, = ¢ + 5/ AV + 50 BX, + 5 | AY, = c+ 5. AV + &,
Redukuoti Y, = c+ 5. AYu+ 54BX,; +, Y, =c+ 5 A+ v

3.2.3 Metodologinés ekonometrinio modeliavimo alternatyvos

Iki aStuntojo deSimtmecio buvo vieningai sutariama, jog makroekonometrinis
modeliavimas turi remtis struktiirinio modelio, kurio struktiirg nusako ekonomikos teorija,
formulavimu. Redukuota modelio forma buvo naudojama tik nagrinéjant struktiirinio
modelio identifikavimo problema bei kaip galima parametry jvertinimo priemoné. Antras
i8skirtinis tokios tradicinés makroekonometrinio modeliavimo metodologijos bruozas yra tai,
kad ekonomikos teorijos nusakoma struktiira laikoma teisinga, net jei jvertinus modelio
parametrus iSaiskéja, jog modelis empiriSkai neadekvatus: rekomenduojama modelyje palikti
statistiSkai nereikSmingus veiksnius (Salinami tik tada, jei netenkinami parametry zenkly
apribojimai), o nustacius, kad tam tikros statistinés prielaidos negalioja, taikomi kiti lygc¢iy ir
ju sistemy jvertinimo metodai, kurie uztikrina tam tikras pageidaujamas baigtinés imties ar
asimptotines parametry jveréiy savybes (nepaslinktumg, suderinamumg ir pan.). Si teoriné
konstrukcija taikant praktiskai beveik visad buvo kei¢iama. Pirmiausia, praktikoje derinamos
kelios teorijos i§ karto (o ne analizuojant jas po vieng iSrenkama labiausiai adekvati), be to,
nagrinéjamas kintamyjy sgrasas dazniausiai yra ilgesnis nei sufleruoty konkretus ekonomikos
teorijos modelis. Tokia praktika stiprinama argumentu, kad dél jvairiy priezas¢iy gali atsirasti

atotrukis tarp ekonomikos teorijoje naudojamy rodikliy ir empiri§kai stebimy kintamuyjy, -
tuo atveju visi turimi kintamieji yra tik apytikslés teoriniy rodikliy reprezentacijos ir todél is
anksto nebttinai aiSku, kuris i§ rodikliy naudotinas empiriniame modelyje. Neretai
tinkamiausias kintamasis parenkamas atsizvelgiant j statistinj reikSminguma.

Taciau baigiantis astuntajam deSimtmeciui vis labiau aiskéjo pagal Siuos principus
sudaryty modeliy empirinio adekvatumo stoka®. Reaguojant | tai, o taip pat | naujy
ekonometriniy metody, skirty integruoty laiko eiluciy analizei, kristalizavimasi, pradétos
kurti naujos makroekonometrinio modeliavimo metodologijos.

Londono ekonomikos mokykloje buvo i$vystyta vadinamoji ,,nuo bendro — prie
dalinio” (angl. general to specific) metodologija, daznai dar vadinama aktyviausiai jg

¥ Nemaza dalimi ta galéjo salygoti ir aStuntajame dedimtmetyje labiau pasireiske pasiiilos pusés Sokai (naftos
kainy Suoliai deSimtmecio viduryje bei pabaigoje), kurie dar labiau atkreipé démesj j racionaliy lukes¢iy
aktualuma, ypa¢ makroekonomingje kainodaroje.
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plétojancio Jungtinés Karalystés mokslininko D.F. Hendry vardu (toliau tekste vartojama
Hendry metodologija), kuri akcentuoja tai, kad bet kuris stochastinis empirinis modelis yra
tik duomeny realizacijos pagrindu sudarytas modelis (zr. D.F. Hendry ir J.-F. Richard, 1983).
Pastarasis privalo tenkinti visas statistinio modeliavimo prielaidas, tik tada galima manyti,
kad tikétinai Zinoma, koks stochastinis procesas generuoja duomenis. Vertinant strukttrinio
ir redukuoto modelio formy santykio aspektu, Sioje metodologijoje pirmiausiai yra
surandamas adekvatus — statistines prielaidas tenkinantis - redukuotas dinaminis modelis.
Pasirinkimas grindZiamas tuo, jog redukuotas modelis atitinka daugelj struktiiriniy modelio
pavidaly. Jei net redukuotas dinaminis modelis netenkina modeliuojant daromy statistiniy
prielaidy, tai joks ji atitinkantis identifikuojamas strukttirinis modelis taip pat netenkins $iy
prielaidy. Tik po Sio pirmo svarbaus adekvataus redukuoto modelio suformavimo Zzingsnio,
papildomai darant tam tikras identifikuojamumo prielaidas, redukuotas modelis gali buti
performuluotas j atitinkama struktiirinj modelj. Kadangi ekonominiai modeliai paprastai yra
peridentifikuoti, tai jie atitinkamai apriboja redukuoto modelio pavidala, taiau $io
apribojimo empirinj adekvatuma jau galima statistiSkai patikrinti. Ekonomikos teorijos
paskirtis Sioje metodologingje struktiiroje yra tik nusakyti potencialius identifikavimo
apribojimy h‘inkinius‘.

Lyginant tradicing Cowles komisijos metodologija su Hendry metodologija matyti,
jog antrojoje svarbiausias reikalavimas yra statistiniy prielaidy ir ekonomikos teorijos
pagrindu nusakomy apribojimy adekvatumas empiriniams duomenims. Jei Cowles komisijos
poziliryje pirmiausia tikima ekonomikos teorijos modeliu, o tada pastarasis yra jvertinamas
(kai reikia, parenkant tokj parametry jvertinimo buda, kuris leisty gauti pageidaujamy
savybiy jvercius), tai Hendry metodologijoje ekonomikos teorija yra tik galimus apribojimus
nusakantis Saltinis (E.S. Janson, 2002).

Vertinant Hendry metodologijos realy taikyma galima pastebéti, kad praktikoje
visada daroma prielaida, jog daugialypis stochastinis pastoviy parametry procesas generuoja
nepriklausomas vienodai ir normaliai pasiskirs¢iusias realizacijas. Si prielaida yra Hendry
metodologijos aksioma, nuo kurios priklauso visy tolesniy ivady galiojimas. Taciau bet koks
ekonominei analizei aktualiy rodikliy rinkinys nebiitinai turi tenkinti Sig prielaidg. Kadangi
ekonomikos teorijos nusakomas modelis néra modeliavimo pagrindas Hendry
metodologijoje, tai struktiirinis modelis nevaidina pagrindinio vaidmens. Vis délto, Sioje
metodologijoje iSlieka pozitris, kad teorijos nusakomi apribojimai gali biiti naudingi
formuojant ekonomikos struktiirg atitinkantj struktirinj modelj.

Trecioji devinto deSimtmecio pradzioje atsiradusi vadinama Sims metodologija
apskritai neigia struktiriniy modeliy naudg makroekonometrinio modeliavimo praktikai.
1980 m. JAV ekonomistas C. A. Sims akcentavo, jog ekonomikos teorijos nusakomi
struktiiriniai modeliai yra pernelyg paprasti ir realioms ekonomikos sistemoms visiskai
neadekvatlis. Be to, realioje ekonomikoje viskas yra vienaip ar kitaip susije, todél kintamyjy
skirstymas ] egzogeninius ir endogeninius yra nepagristas - visi modelio kintamieji turi biti
endogeniniai. Laikydamasis $iy principy Sims pasitlé ekonomika modeliuoti taikant
neapribotos vektorinés autoregresijos modelj (VAR). Sis modelis visidkai atitinka Sims
metodologijos principus, kadangi visi VAR modelio kintamieji priklauso nuo savo paties ir
visy kity kintamyjy vélavimy - jie visi yra endogeniniai; tarp kintamyjy néra vienalaikiy
rySiy ir néra taikomi jokie parametry apribojimai - VAR yra neapribotas redukuotas
dinaminis modelis.

Nors Sims metodologijoje ekonomikos teorijos svarba makroekonometrinio modelio
sudarymui neigiama, taCiau iSties jos i§vengti nepavyksta. Pirmiausia, norint sudaryti VAR,
reikia atsakyti j klausima, kokius kintamuosius jtraukti j modelj. Akivaizdu, kad modelyje
privalo buti modeliavimui aktualtis kintamieji, kuriuos nusako modeliavimo tikslas, bet $iy
kintamyjy dazniausiai nepakanka sudaryti empiriskai adekvaty modelj. Per didelio kintamyjy
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skaiCiaus | VAR jtraukti taip pat nepavyksta, kadangi parametrams jvertinti biitiny stebé&jimy
skaiCius auga ypac greitai . Ekonomikos teorija tampa dar aktualesné sprendziant, kokia
tvarka isdéstyti kintamuosius VAR modelyje'®. Tai lemia VAR modelio reakcijos j impulsus
funkcijy elgesi — modelio ekonomin;j elgesj. Jei kintamyjy sarasa dar gali padéti formuoti
modeliavimo tikslas, tai kintamyjy iSdéstyma salygoja tik ekonominiai samprotavimai apie
kintamyjy egzogeniSkuma. Kaip pazymi A. Pagan (1994), neatrodo, jog VAR metodologija
pasiiilyty ka nors nauja sprendziant empirinio modeliavimo problemas. Grei¢iau ji tik
uzmaskuoja teoring ekonominés modelio struktiiros problemg, perkeldama jg i§ akivaizdzios
kintamyjy egzogeniSkumo problemos struktiiringje formoje j redukuoto modelio liekanose
pasléptus komplikuotus rysius.

Nepaisant $iy kritiniy pastaby, VAR yra vienas placiausiai Siuo metu praktikoje taikomy
stacionariy vektoriniy laiko eilu¢iy modeliy (jei ne kaip galutinis, tai bent kaip pradinis
modeliavimo etapas ar kaip pagalbinis modelis). Dél to toliau didelis démesys skiriamas
klausimams, kaip sudaryti, jvertinti bei praktiSkai panaudoti VAR model;.

Pastebétina, kad VAR yra tiesiog AR modelio principy taikymas kintamyjy vektoriui.
Analogiskai buty galima iSplésti ir MA bei ARMA modelius iki VMA ar VARMA modeliy,
taCiau dél jy parametry jvertinimo ir kity keblumy (zr. Lutkepohl, 1993, p. ???) praktikoje
tokie modeliai naudojami retai. Siame kurse taip pat apsiribojama beveik vien VAR tipo
modeliy aptarimu.

3.3 Vektoriné autoregresija (VAR) ir jos tipai

3.3.1 Vektoriné autoregresija

Apibrézimas. Procesas Y, tenkinantis iSraiskg

80) Y, =c+ LAY+ v, vi~WN(O,2,), p>0,

vadinamas p-eilés vektorine autoregresija ir zymimas VAR(p). Cia Y,, ¢ ir v, yra atitinkamai
n dimensijos endogeniniy kintamyjy, konstanty ir baltojo triuk§mo paklaidy vektoriai; %, ir
A;, i=l,...,p, yra kvadratinés nxn dimensijy paklaidy vienalaikiy kovariacijy ir parametry
matricos; p — autoregresijos eilé.

Vektorinéje autoregresijoje visi kintamieji yra apraSomi vien tik kaip jy paciy ir kity sistemos
kintamyjy vélavimy tiesinés regresinés funkcijos.

Démesio! Vektoriné autoregresija yra stacionari tada, kai determinanto lygties |I-3-/4:z' |=0
Saknys moduliu yra didesnés uz vieneta, t.y. |z;|>1, i=I, ...,p.

Pavyzdys. Tegu stochastinj kintamajj Y,, kurj sudaro du nariai, t.y. Y, = (Y}, Y>)', nusako tokia VAR(1)
Y, =c+ AY,; + v, v, ~ WN(0,2,), kurig galima detalizuoti:

|:er}={cli|+|:all a12j||:er—1:|+{vlr}’{vlr:|NWN |:V“:| |:C)']2 O'i| .

Y, (&) ay  ay || Y, Vs Vo Yy Lo 0'22

Kad galioty stacionarumo sglyga reikia, jog

|I-4z| =det[[1 O}_{all alz}z] :det[{l_a”z iz D =1 - (ay+ an)z + (ayas-a;a:,)7° = 0 Sakny

0 1] |a, ay —a,z l-ay,z

(atkreipkite démesj j tai, kad » dimensijos kintamyjy vektorius implikuoja n-ojo laipsnio polinoma su n Sakny)

? Turint n kintamyjy ir p vélavimy eilés VAR(p) sistemg ir norint jvertinti atskirg jos lygtj, vien tik parametry
jvertinimui butina turéti np+1 stebéjima.

' Idealu biity VAR sistemoje kintamuosius isdéstyti tokia tvarka, kad pirmuoju eity nuo kity kintamujy
nepriklausantis, antruoju — priklausantis tik nuo pirmojo ir taip toliau, t.y. modelis biity rekursinis ir tenkinty
Wold priezastinguma (zr. e.g. H. Lutkepohl, 1993, p.52).
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z;, 2y = M, kur a=___ %114 ir b= 1 , moduliai biity didesni uz vieneta. Tegu
2 ay10yy — Ay, Q) y — Ay,

a;=0.7, ay=0.6, a;;=0.9, a;=0.4, tada a~-1.34 bx1.22 ir z,z,~0.67% 0.88J=1, o jy abiejy modulis

|z/|=lz21~/(-0.67)°+( £ 0.88)%) ~1.22, t.y. didesnis uZ vieneta, tad §is VAR procesas yra stacionarus.

Démesio! VAR visy nagring¢jamy kintamyjy reikSmés yra determinuojamos sistemoje, todél
visi kintamieji yra endogeniniai.

3.3.2 Vektorinés autoregresijos tipai
Galima isskirti tris (nestruktiirinés) vektorinés autoregresijos tipus:
a) stacionari — nestacionari;
b) baigtiné — begaling;
¢) apribota — neapribota.

Kaip matyti i§ auk$¢iau pateikto apibrézimo, VAR stacionarumas priklauso nuo
determinanto |I-%j_/AzZ'| $akny moduliy |z|. Kadangi Siame skyriuje nagringjami tik
stacionarils procesai, tai toliau apsiribojama tik stacionaria VAR, t.y. laikoma, kad |z;|>1.

Jei eilé p yra baigting, tokiu atveju VAR yra baigtiné ir Zzymima VAR(p), prieSingu
atveju - VAR yra begaliné. Begalinés eilés VAR pavyzdziu gali buti apgreziamas VARMA
procesas, iSreikstas tik per VAR dalj (Zr. po VARMA apibrézimu pateikta pavyzdj).

Apibrézimas. Procesas Y,, tenkinantis iSraiska

B AL)(Yi-w)=OL)v, v, ~WN(0,%,),

kur A(L)=1-2-fAiY.i, O (L)=1-2_"Op,,

vadinamas vektoriniu p-eilés autoregresijos ir q-eilés slenkamyjy vidurkiu procesu, Zymimas
VARMA(p,q). Cia Y, u ir v, yra atitinkamai n dimensijos endogeniniy kintamujy,
matematiniy vil¢iy ir baltojo triuk§mo paklaidy vektoriai; 2, ir 4;, i=,...,p, yra kvadratinés
nxn dimensijy paklaidy vienalaikiy kovariacijy ir parametry matricos; p — autoregresijos eilé.

Démesio! VARMA yra apgre¢ziamas, jei determinanto lygties |I—2,~:1"@jzi |=0 Saknys moduliu
yra didesnés uz vieneta, t.y. |z;|>1, j=1, ...,q.

Pavyzdys. Tegu turimas stacionarus ir apgreziamas VARMA(1,1) procesas

(I-AL)Y, = (I-BL)v, v, ~WN(0, ,).
Aprezus VARMA j VAR ir pasinaudojant tuo, kad (I-GL)”" = (I+ OL+ & L*+...), nesunku matyti, jog gaunamas
begalinés eilés VAR procesas

(I+OL+ &L +.. )(I-AL)Y, =v,.

Kadangi pakankamai ilgu p galima norimu tikslumu aproksimuoti ir apgreziamus VARMA'!,
o VAR jvertinimas yra Zymiai paprastesnis, tai praktikoje labai daznai apsiribojama tik VAR
analize. Tas pats toliau daroma ir Siose paskaitose.

Kai reikalaujama, jog dalis parametry jgyty tam tikras reikSmes (dazniausiai nulj —
vadinamieji nuliniai apribojimai, pasalinantys aiSkinanciojo kintamojo ar jo vélavimo
poveikj), tokia VAR(p) vadinama apribota. Jei jokie iSankstiniai parametry apribojimai
(paprastai nuliniai) néra uzdedami VAR sistemai, tai ji yra vadinama neapribota.

Pavyzdys. Jei 3.3 poskyrio pradzioje nagrinétame pavyzdyje biity i§ anksto nusakoma, kad parametrai ¢;=0 ir
a,;=0, turétume tokia apribotag VAR:

" Neapgreziama MA dalis rodyty, kad kintamasis per daug karty skirtuminiy biidy transformuotas arba, kad
korektiskas modelis yra kointegruota VAR, o ne stacionari VAR
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le = 0 + a,  ap le—l + Vie s Vit ~WN Vi O'lz [en .
v, G 0 a, | Y, Varl Vs vwl'lo o}

Tegu a;;=0.7, a;;=0.9, a;,=0.4, ar ji stacionari?

ISankstinis parametry apribojimas turi trikumy ir privalumy. Kadangi nuliniai apribojimai
mazina vertintiny parametry skai¢iy, tai apribota VAR turéty biti efektyvesné. Taciau VAR
yra redukuotas modelis, todél visiskai neaiSku, kokiu pagrindu turéty bati remiamasi
uzdedant Siuos (nulinius) apribojimus? Tai, kad jvercio reikSmeé yra artima nuliui (statistiSkai
nereik§minga) dar néra pakankamas pagrindas, nes redukuotame modelyje parametrai yra
komplikuotos struktiiriniy modeliy tiesinés kombinacijos (svoriai ¢ia gaunami apvertus
vienalaikius rysius apibiidinan¢ig matricg), ir néra pagrindo manyti, kad jie biitinai turi bati
statistiSkai reikSmingi. Todél VAR, kitaip nei SVAR, modelyje taikyti nulinius apribojimus
néra pagrindo.

Dél visy aukséiau aptarty priezas¢iy toliau yra apsiribojama stacionaria baigtinés p
eilés neapribota VAR(p).

3.3.3 VAR nuokrypiy nuo vidurkio formoje

3.3.4 Lydincioji VAR forma

Daznai esminiy analizés rezultaty nekeicia tai, ar analizuojama VAR(1) ar bendresné
VAR(p). Tai néra atsitiktinai — kiekviena VAR(p) modelj galima perraSyti | VAR(1)
pavidala, naudojant tam tikra kintamyjy perzymeéjima.

Apibrézimas. VAR(1) pavidalas, kuriuo isreiskiamas VAR(p) procesas naudojant kintamyjy
perZyméjima, vadinamas VAR(p) hydincigja forma.

Lydincioji forma yra patogi tuo, jog uZuot analizavus komplikuotas VAR(p) iSraiSkas, be
esminio turinio praradimo galima naudoti Zymiai paprastesnj VAR(1) modelj. O apie kokj
perzyméjimag kalbama?

Tegu turima VAR(p)

Y, = ¢+ S AV + v, vi~WN(0,5,).
Nesunku jsitikinti, kad ja lengva perrasyti j lydincigjq formg
Y, =&+ AV, + ¥, v ~WN(,%,), kur

Y, c, A4 A4, - v, 2, 0
. Y, . lo| . (I O - o] 0 0
e e i P el (PRt PR
Y, 0] 0 - 0| 0] 0 0

Sioje formoje pirmoji vektoriy bei matricy eiluté kaip tik ir duos VAR(p), o likusieji nariai
tiesiog uztikrina kairés ir desinés lydinciosios formos lygybés adekvatumg.

3.4 VAR modelio sudarymas

3.4.1 Modelio formavimo etapai

Norint VAR modeliu aprasyti empirinius duomenis, panaSiai kaip ir Box-Jenkins
procediiroje taikomi tokie modelio sudarymo etapai (pastebétina, kad 3, 4 ir 5-as VAR
formavimo etapai yra labai susije ir beveik vienalaikiai):
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1) kintamyjy (vektoriaus ¥, komponenty) parinkimas bei duomeny surinkimas
2) kintamyjy stacionarumo uztikrinimas

3) parametry jvertinimas

4) VAR vélavimy eilés p parinkimas

5) modelio adekvatumo analizé

Kintamyjy vektoriy paprastai sufleruoja nagrinéjamas konkretus uzdavinys ir
ekonomikos teorija bei bendri ekonominiai samprotavimai. Atkreiptinas démesys | tai, kad
galimybe jtraukti daug kintamyjy j VAR sistemg labai riboja turimy duomeny kiekis, — VAR
modelio parametry skai¢ius labai greitai auga.

Démesio! Turint # kintamyjy ir p vélavimy eilés VAR(p) sistema ir norint jvertinti atskira jos
lygti, vien tik parametry jvertinimui biitina turéti np+/ steb&jima. Taciau norint gauti tam
tikras “geras” jverCiy savybes dar biitina, jog stebéjimy skaiCius gerokai virSyty vertintiny
parametry skaiciy.

Todél praktikoje | VAR dazniausiai jtraukiami tik patys svarbiausi rodikliai. Norint
modeliuoti daugiau kintamyjy, jie skaidomi (naudojant ekonominius samprotavimus ir pan.) j
posistemes, kurioms jau sudaromi VAR modeliai.

Nors VAR kintamieji gali biiti ir nestacionariis (Zr. integruoty kintamyjy analizés
skyrius), taCiau Siame skyriuje apsiribojama tik stacionariy kintamyjy VAR. Todél, jei
minimalios dispersijos ar Kkiti testai rodo, kad kintamieji yra nestacionaris, juos skirtuminiu
budu reikéty transformuoti j stacionarius, kaip buvo aprasyta 2.8 poskyryje.

Kaip i§ ankstesniy ekonometrijos kursy Jis gerai zinote, atskiros autoregresinés
lygties MKM jverciai yra visada paslinkti — pageidaujama baigtiniy imciy savybé néra
tenkinama. Taciau asimptotiné (dideliy im¢iy) suderinamumo savybé plim( 9-69:1 sakanti,
kad augant stebéjimy skai€iui jvertis vis maZziau ir maziau skirsi nuo parametro reik§meés su
kiek norimai vienetui artima tikimybe, yra tenkinama, jei autoregresijos paklaidos néra
autokoreliuotos (kaip matyti i§ VAR apibrézimo, taip ir yra, nes lickanos yra baltasis
triuksmas). Atkreipkite démesj ir j jau 3.2.2 skirsnyje minétg VAR savybe, — VAR neturi
vienalaikiy rys$iy, todél kiekviena jos lygtis gali biiti nagrinéjama atskirai. Kaip prisimenate i§
ankstesniy ekonometrijos kursy, vienalaikiSkumas lemty, kad parametry jverciai nebity
suderinti nepriklausomai nuo paklaidy savybiy (suderintiems jverCiams gauti esant
vienalaikiskumo problemai naudojamas instrumentiniy kintamyjy metodas). Sios dvi savybés
leidzia MKM gauti suderintus VAR lygCiy parametry jvercius.

Démesio! VAR néra vienalaikiSkumo problemos, kuri sglygoja parametry jveréiy
nesuderinamuma vertinant parametrus MKM. Todél kiekvieng VAR lygtj galima jvertinti
atskirai nuo likusiy sistemos lyg€iy taikant MKM ir, kadangi VAR liekanos yra baltasis
triukSmas, taip gauti suderintus parametry jvercius.

Turint kintamuosius ir tinkamg parametry jvertinimo metoda bei parinkus tinkamg
VAR modelio vélavimy eile p, jau gaunamas praktinis jvertintas VAR modelis. Taciau
modelio gerumas bei visos juo grindziamos tolimesnés i§vados priklauso nuo tinkamai
parinkto vélavimo. Jei p per mazas, tai dalis rySiy “nusés” paklaidose ir ne tik pats modelis
nebus korektiskas, bet ir jo parametry jverciai bent jau dél paklaidy autokoreliuotumo bus
nesuderinti, nekalbant apie praleisty kintamyjy poveikj. Jei p per didelis, tai (nemaza) dalis
vertinamy parametry VAR modelyje yra lygiis nuliui, o tai blogina jverciy efektyvuma, nes
papildomy parametry jvertinimas mazina laisvés laipsniy skai¢iy. Dél §iy priezas¢iy biitina
parinkti tinkama p.

Parinkti tinkamg p palengvina modelio adekvatumo analizé, kuri susideda bent i§
dviejy daliy. Pirma, VAR apibrézimui adekvataus modelio paklaidos yra baltasis triuksmas.
Tada minimalus reikalavimas, kurj formuojamo VAR modelio lickanos turéty tenkinti, yra jy
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neautoreliuotumas. Antra, adekvataus modelio paskutiniojo vélavimo p parametry matrica 4,
turi baiti nenuliné. Matyti, kad adekvatumo tikrinimas ir vélavimo eilés parinkimas yra
glaudziai susij¢, o nekorektiskas modelio suformavimas atitinkamai jtakoja ir parametry
iveréiy savybes. Todél formuojant VAR visa tai reikia suvokti kaip vienalyti procesa.

3.4.2 VAR vélavimy eilés p parinkimas

Du pagrindiniai biidai, naudojami parenkant VAR(p) eile, remiasi: a) nuoseklaus
hipotezés apie paskutinio vélavimo parametry matricos nereik§minguma tikrinimu; b)
informaciniais kriterijais. Toliau Sie poziiiriai detalizuojami.

3.4.2.1 Nuoseklus hipoteziy apie paskutinio vélavimo parametry matricos
nereik§mingumg tikrinimas
Sio metodo idéja yra tokia. Jei tikroji nezinoma VAR(p) turi p vélavimy, tai sudarius
VAR(m) modelj, kur m>p turétume

Y, =c+ 2 AY + St AiY iy + v, Vi A=0.

Tada parinkus m pakankamai didelj (daznai m=int/T"”], kur T yra stebéjimy skaicius, o
operatorius int/e] iSskiria sveikaja skaiCiaus dalj) yra tikrinama tokia hipoteziy apie
parametry matricas 4, 4.y, ...seka:

HO(])-' Ap=0 H](l).. A0

Ho?: Ay =0 Hi": Ayy#0 | Ay=0

H()(i).' Am_,-+1:0 Hj(i).' Am-i+1¢0 | Am = ... Am.j+2 =0

H™:A4;=0 H/™: 4,20 |Ap=..4,=0
Jei i-ajame Zingsnyje atmetama H,”, tai vélavimy skaiGiaus p jvertis p= m-i+1. Jei jau
pirmame Zingsnyje Hy”: A,=0 atmetama, tada tikslinga patikrinti Hy®: A,.,=0, ty.
hipoteze, ar didesnés eilés vélavimo (m+1) parametry matrica yra nuliné. Jei taip, tai p=m,
jei ne, tikrinimas tgsiamas didinant vélavimy eilg tol, kol H()(i) s Am+i=0,0tada p=m+i-1.

Darant prielaida apie gausiska VAR(m) paklaidy vektoriy, i-aja hipoteze H,"” galima
tikrinti Sia tikétinumo santykio statistika

82)  Aua(i)= T[S, (mei)|- In| 5, moi+ D] ~ ),

kur 7 yra steb&jimy skaidius; >, (e) — atitinkamos VAR(e) MTM (ar MKM, kai paklaidos
gausiskos) liekany pagrindu jvertinta paklaidy vienalaikiy kovariacijy matrica; n — vektorinio
kintamojo ¥; dimensija (atkreipkite démesj j tai, kad ¥/ 4; yra kvadratiné ir turi n° elementy).
Kaip matyti, §i statistika prie nulinés hipotezés yra pasiskirs&iusi pagal 4 skirstinj su n’
laisvés laipsniy skai¢iumi.

Kai Azg(i)> y. (n°), kur a yra pasirinktas reik§mingumo lygmuo, tai nuliné hipotez¢
yra atmetama. Pastebétina, jog iSskyrus pirmaja hipoteze, tolesnés remiasi prielaida, kad
pries ja patikrintose hipotezése padaryta teisinga i§vada. Dél Sios priezasties, norint padaryti
korektiska iSvada apie salygines hipotezes o nominalaus reikSmingumo lygmenyje,
pavyzdziui, a=0.05, reikSmingumo lygmenj r(c), kuris naudojamas salyginei hipotezei
tikrinti reikia keisti tokiu biidu (placiau Zr., pavyzdziui, Lutkepohl, 1993, p.126)

a, =1

®3) ri(e) = {1-(1-05)[1- r ()], i=2.3,...
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kur i yra zingsnio numeris auk$ciau apibréztoje procediiroje.

Démesio! Kadangi, i$skyrus pirmaja hipoteze, toliau tikrinamos salyginés hipotezés, tai
korektiskas reikSmingumo lygmuo, tikrinant kiekvieng vélesng hipoteze auga ir yra didesnis
nei nominalusis reik§mingumo lygmuo c.

Pavyzdys. Tegu uzsibréztas nominalus reik§mingumo lygmuo yra 0.05. Tada korektiskos i§vados apie nulines
hipotezes auks$¢iau apibiidintoje nuoseklaus hipoteziy tikrinimo procediiroje biity gaunamos naudojant tokius
reik§mingumo lygmenis atitinkamame Zingsnyje, t.y. tikrinant i-gja hipoteze:

i=l, r(a) = 0.05;

i=2, r(a) =1-(1-0.05)(1-0.05) =0.0975;

i=3, r(a) =1-(1-0.05)(1- 0.0975) =0.142625;

ir t.t.

Kadangi iSvados apie sglyging nuling hipoteze reikSmingumo lygmuo auga, tai, esant
pakankamai dideliam m, visada atsiras toks zingsnis i, kai nuliné hipotezé bus atmesta. Tai
rodo, kaip svarbu tinkamai parinkti maksimalig nagrinéjama vélavimy eil¢ m. Su nominalaus
reikSmingumo lygmeniu susijusio probleminio aspekto neturi toliau aptariamas vélavimy
parinkimo buidas, taciau jis yra ir kiek maZiau grieZtas.

3.4.2.2 Vélavimy eilés parinkimas pagal informacinius Kriterijus

Toliau aptariami informacijos kriterijai skirti jvertinti, ar tikslinga modelj papildomai
parametrizuoti padidinant vélavimy eile p? Siy informaciniy kriterijy idéja apibadinta 2.8
poskyryje. Vektoriniai AIC (Akaike informacinis kriterijus), BIC/SC (Schwarz informacinis
kriterijus ar kitaip Bajeso informacinis kriterijus) ir HQ (Hannan-Quin informacijos
kriterijus) informaciniy kriterijy analogai yra tokie:

84)  |AIC() = ln‘iv(l’)‘ +%in2

(85) SC(i)=In

& | InT
ZV(Z)‘ +Tm
o 2InlnT
S i
T
Primintina, kad kiekvieno kriterijaus (KR) atveju parenkamas toks p , jog
(87)  p(KR)=argmin(KR())), i=,...,m,

(86) HO(»)=In

kur paprastai m= int/T"?] mazose ir m= int/T"”] didelése imtyse, nors teoriskai tam tikras
optimalumo savybes geriau tenkina Schwert sitiloma taisyklé m=int/12/T/100] I 4].

Pavyzdys. 7??

Démesio! Primintina, kad SC kaip ir HQ duoda suderinta, o AIC — nesuderintg vélavimy
jverti p. Taliau imitaciné analizé rodo, kad maZose imtyse AIC neretai duoda geresnius
rezultatus vidutinés kvadratinés paklaidos prasme.

Tarp skirtingais kriterijai jvertintos vélavimy eilés galioja tokie sarysiai:
P (SC) < p (AIC), T>8
p(SC) < p(HQ), VT
p (HQ) < p (AIC), T=16
Taigi didesnése imtyse AIC parinkty didZiausig, o SC — maziausig vélavimy eilg.
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3.43 Modelio adekvatumo tikrinimas

VAR modelio sudarymui labai svarbus vélavimo eilés parinkimas, taciau adekvataus
modelio, kaip nusako VAR apibrézimas, paklaidos yra baltasis triukSmas. Tam biitina
salyga, — kad paklaidos neautokoreliuoty. Pastarojo reikalavimo tenkinimas savo ruoztu yra
butinas suderintiems parametry jveréiams gauti. Visa tai rodo, jog be VAR vélavimy eilés p
parinkimo butina atsizvelgti ir | paklaidy savybes.

Sakykime, kad turimas (88) lygtimi nusakomas jvertintas VAR(p) modelis

(88)  y, =+ Ay, +7,,

kur y; yra atitinkama vektorinio kintamojo Y; realizacija (stebimi duomenys), o kepurélés
zymi atitinkamus jvercius. Tokio modelio liekany i-ojo vélavimo (auto)kovariacijy bei
(auto)koreliacijy matricy C; ir R; jverciai yra

TP \lcll,() —‘

C=T'35.,/"%9  R=D'CD'< ' .t Ji=l.,hkaeD=| i - i |

Cuai

OTpi= fF——.
N CieoCin0

Cia mazosios raidés zymi atitinkamy matricy atskirus elementus ir primintina, kad rx; = p 4.

Modelio paklaidy autokoreliuotumg galima tikrinti tiriant atskirus liekany
autokoreliacijos koeficientus ar jungting nuling hipotezg, kad visos tiriamos paklaidy
autokoreliacijos lygios nuliui. Adekvatumo tikrinimo procediiros realizavimo paprastumo
pozitiriu tikslinga pradéti nuo antrosios hipotezés, o ja atmetus (tai reiksty, kad egzistuoja
bent viena reik§minga autokoreliacija), pereiti prie ta lémusiy konkreciy ry; identifikavimo.

Jungtiné hipotezé, kad visi elementai py; visose iki 4 vélavimy (praktikoje daznai
taikoma h=T"") autokoreliacijos koeficienty matricose yra lygais nuliui pries alternatyva, kad
egzistuoja bent vienas nenulinis elementas, kurios formalizuojamos taip
(89) Hy: Vk,lpkzj,' :0, iZI,...,h H;: Prli #0,

tikrinama vektoriniais Box-Pierce ar Ljung-Box statistiky analogais
BP(h) =TZ /" tr(RiRy'RRs") ~ ¥ [(h-p)n’], h>p;

LB(h) =TS (T) tr(Ry R RiRs™) ~ [ (h-p)n], h>p.

Jei BP(h) >y [(h-p)n’] ar LB(h) >y, [(h-p)n’], tai nuliné hipotezé atmetama ir tenka
aiskintis, kuris konkretus (ar konkretiis) vélavimas 1émé tokj rezultata.

Hipotezé apie atskiro koreliacijos matricos elemento py;; nereikSmingumg pries jo
reik§mingumo alternatyva

(90)  Ho: pui=0  Hi:pui#0
tikrinama pasinaudojant tuo, kad, esant gausiSkoms paklaidoms, koreliacijos yra

asimptotiskai pasiskirs&iusios pagal normalyjj skirstinj, tiksliau 7"%r;; ~ N(0,1). Todél (90)
apibrézta nuling hipotezé yra atmetama a=0.05 reikimingumo lygmenyje, jei |ry,| > 27"~

Pavyzdys. [vertinus trijy kintamyjy VAR(1) modelj gautos tokios koreliacijy matricos
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-0.197 0.103 0.128 -0.045 0.067 0.097
R;=| 0.190 020 0.228 [, R,=| 0.119 0.079 0.009 |.
-0.047 0.150 -0.089 0.225 -0.355 0.179

Kai T = 100, tai 27" = 0.2, todél penkiy procenty reikimingumo lygmenyje statistidkais reik§mingais
laikytume 023 7, P31,2, it P32,2 koreliacijas, kadangi |23 ;[=0.228>0.2, |r3;2/=0.225>0.2, ir |r'325|=0.355>0.2.
Todél darytume iSvada kad sudarytasis modelis néra adekvatus teorinei VAR(1), kadangi teorinio modelio
paklaidos turéty biti neautokoreliuotos. Todél duomeny pagrindu sudarytas modelis neadekvatus teoriniam, o jo
parametry jverciai yra nesuderinti dél lickany autokoreliuotumo.

3.5 VAR modelio taikymai

Sudarius adekvaty VAR modelj belieka jj panaudoti. Placiausiai VAR modeliai
taikomi skaiciuojant prognozes bei vadinamajai Granger priezastingumo analizei, kurioje
tikrinama, ar vieno kintamojo reik§més naudingos prognozuojant kito kintamojo ateit;.
Tafiau VAR modelj taip pat galima taikyti ir imitaciniam modeliavimui — reakcijos j
impulsus tyrimui, kuriame nagrinéjama, kaip VAR sistemos kintamyjy reik§més kinta po to,
kai i sistema ateina tam tikri impulsai. Be to, VAR galima panaudoti ir identifikuojant, kurio
kintamojo(-yjy) Sokai labiausiai jtakoja visy VAR sistemos kintamyjy reikSmes (turi
didziausig jtaka jy formavimuisi). Tokia analiz¢ vadinama prognozés paklaidy dispersine
analize. Pastebétina, kad iSraiSky parastumo vardan toliau dirbama su VAR(1), taciau
primintina, jog VAR(p) visada gali buti iSreiksta kaip VAR(1) panaudojant jos lydincigjg
formg (zr. 3.3.4 skirsnj).

3.5.1 Prognozavimas VAR modeliu

Kaip ir analizuojant prognoziy savybes ARMA modeliais, toliau laikoma, kad
prognozés paklaida atsiranda tik dél nezinomy paklaidy reik§miy ateityje, t.y. vip, #>0, 0 ne
dél nekorektiskai sudaryto modelio ar parametry jver¢iy paklaidy, t.y. prognozuojama
adekvaciu VAR modeliu. Taigi tegul stebimas toks VAR(p) modelis

O y,=c+Ay; +v, t=1l,...T.

Tada ateities reikSmés yr.;, iSreikstos pasinaudojant VAR modeliu per paskutinj stebéjima yr
ir ateities paklaidas, yra

Yr+1 =¢C + AyT+ Vr+1, kai h=I
Yri2=c + Ayri = cHA(cHAyrHvr ) ¥vra = ¢ + Ac + Ayr+ Avrey + vrio, kai h=2
Vr+3 = (I+A+A2)C + Aij+ A2V7+1 + AVT+2 + vres kai h=3

(92) y'm = (I+A+ A%+ . +A")e + A"yr+ A(L)vrig, ¥ h>0,

kur A(L)=(I+AL+ A’L*+...+4"L"),
o ateities reikSmiy y7.,, h>0 taskinés prognozés yri; nusakomos lygtimi
93)  Fro=EQralypyrs,...) = (+A+47+..+4")e + A'vr, ¥ h>0.
Atitinkamai, jei (91) paklaidos v, yra gausiskos, prognozés paklaidos e
(94)  ereh =yren - Pren = i A'L'vrspi ~ N0, 2,1,
kur X, , yra prognozés paklaidy kovariacijy matrica apibréziama lygtimi

Zen =E{AL)vr[A(L)v1] | =AL) 2, A(L) "
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Tada pasinaudojant (94) rezultatu, taskinés prognozés vektoriaus yr.; atskiro k-ojo elemento
(Pr.r+1) pasikliovimo intervalai bty gaunami i$

Yirsn . ~N@©,1),

kur oy, yra prognozés paklaidy kovariacijy 2X,, matricos atitinkamo k-ojo diagonalés
elemento kvadratiné Saknis, pagal

Yk T+h £ Za/200% s
kur z,, yra atitinkama normaliojo skirstinio procentilé, uzduodanti norima reik§mingumo
lygmen;] a.

Praktikoje, nezinomi kovariacijy matricy dydziai kei¢iami | jy atitinkamus jvercius,
dél to keiciant normaliojo skirstinio procentiles | atitinkamas Studento skirstinio procentiles.

Pavyzdys. ???

3.5.2 Granger priezastingumo tikrinimas

Vektoriné autoregresija yra patogus instrumentas tikrinti 1.6 poskyryje apibrézta
Granger priezastingumg. Tegu tiriamas kintamyjy y; ir y» tarpusavio Granger
priezastingumas. Tam pirmiausiai reikia sudaryti VAR, kuri apimty Siuos kintamuosius, t.y.
vektorius y, = (¥1,y2, ...) - Priklausomai nuo to, kokia informacijos aibé /; nagrin¢jama, ] VAR
sistemg gali buti jtraukti ir kiti kintamieji (tai toliau aptariamos analizés principo nekeicia),
taciau pateikimo paprastumo délei, tegu /, sudaro tik tie kintamieji, kuriy priezastingumas
tiriamas, t.y. I, =(V1e-1,V162, - Y21,V 2r-2 ---). Sakykime, kad yra suformuotas adekvatus aktualiy
kintamyjy VAR(p) modelis, kuris i§pléstiniame pavidale atrodyty taip

95) |:y1z:|:|:c|:|+|:an,1 alz,l:||:yn|:|+m+ iy Qap || Vi-p +|:V1z:|.
Yo, ¢ Ayp Aoy || Vo Ay op || Vaup Vy,

Jei y, néra y; Granger priezastimi, tada, y, praeitis turi biti nenaudinga
prognozuojant y,, ir pastarasis turi priklausyti tik nuo savo praeities. Kadangi sudarytas
adekvatus VAR(p) modelis, jis leidzia §ig sglygg uzraSyti taip

EGull)=cit amniyier + ... % aip Yiep.

Tai, kad y, néra y;, Granger priezastimi (95) lygtimi nusakytai VAR(p) sistemai uzdeda
apribojimg a;2,;=0, i=I,...,p. Jei y»+>y, tada y,, praeitis yra “naudinga” prognozuojant y;,,
vadinasi bent vienas su yj.;, i>0 poveikiu kintamajam y;, susijes koeficientas turéty buti
statistiSkai reikSmingas.

Nuliné Granger nepriezastingumo hipotezé, kad y,, néra y;, Granger priezastimi, (95)
lygtimi nusakytoje VAR(p) sistemoje formuluojama taip

(96) Hy: 6112,]:...:(1]2,1,:0 H1.'5’ia12,1»;-"0.
Darant prielaidg apie gausiSkas VAR(p) paklaidas, statistiSkai §ig jungting nuling
hipoteze¢ galima patikrinti taikant standartinj /" testa. Prie nulinés hipotezés jo statistika

(RSS, —RSS,)/ p
F = ~F(p,T-2p-1
RSS, (T—2p—1) @20

yra asimptotiskai pasiskirsciusi pagal F skirstinj (¢ia RSSg ir RSSy atitinkamai zymi apriboto
ir neapriboto modelio lickany kvadraty sumas). Jei F'> F,(p, T-2p-1), tai nuliné hipotez¢, jog
v néra y;, Granger priezastimi atmetama alternatyvos y— y;, naudai.
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Pavyzdys. ??7?
Nors Granger priezastingumo tikrinimas VAR sistemoje yra labai paprastas, taciau
svarbu atkreipti démes; | tokius jo trikumus:

e Tai statistinis informatyvumas, o ne loginis priezastingumas, galintis atsirasti,
pavyzdziui, dél treciosios priezasties. Todél ekonominéms i§vadoms pagristi
Granger priezastingumas naudotinas labai atsargiai;

e ISvados apie Granger priezastingumgq jautrios informacijos aibés strukturai,
t.y. kity kintamyjy jtraukimui | VAR modelj;

o ISvados apie Granger priezastingumg taip pat jautrios duomeny daznumui ir
sezoniniam jy iSlyginimui, t.y. naudojant metinius duomenis gali buti gauti
vieni rezultatai, o ketvirtinius — kiti; be to, naudojant ketvirtinius i§vados
galéty skirtis priklausomai nuo to, ar naudoti pirminiai duomenys, ar
sezoniskai iSlyginti duomenys;

e V¢lavimo eilés parinkimas taip pat jtakoja iSvadas apie Granger
priezastingumg, tam bitina i§ anksto suformuoti korektiskag VAR(p) model;.

3.5.3 Reakcijos j impulsus analizé

Be auksciau apibudinty taikymy, VAR daznai naudojama reakcijos j impulsus
analizéje. Pastarosios tikslas — nusakyti, kaip kis VAR sistemg sudaranciy kintamyjy
reik§més po to, kai sistemg paveiks tam tikri Sokai (impulsai). Tai pasiekiama tarpusavyje
lyginant kiekvieno kintamojo reik§mes situacijose su impulsu ir be impulso, — konkretaus
kintamojo reakcija j impulsq tada nustatoma kaip skirtumas tarp jo reikSmiy, kai sistema
veikia impulsai ir be impulsy.

Gebant tiksliai priskirti impulsus konkretiems kintamiesiems ir turint adekvaty VAR
modelj, tokia analiz¢ atlikti nesudétinga. Sakykime sudarytas adekvatus VAR modelis (ar jo
lydincioji forma) yra
O w=c+Ay., +v,t=l, ... T

Tegu S Zymi laiko momenta, po kurio  sistemg ateina impulsai, y;,, — kintamyjy

reikSmes su impulsais, ys; — kintamyjy reikSmés be impulsy, abi matuojamos nuo laiko
momento S, kai 2>0.

Kintamyjy reikSmes be impulso nusako tokia (97) lygties pagrindu gauta funkcija,
kurioje laiko indeksas ¢ pakeistas | S+#, t.y. laikas matuojamas nuo Soky atéjimo momento,

(98) Vs+h = €+ Aysing T Vsin, h>0.
Kintamyjy reik§mes su impulsais nusako tokia funkcija

99) y;+h =ctAysipr VS+h+V;+h’ h>0,
gauta (98) lygtj papildant impulsy funkcija vy, ,

ve h=1..k
100) v, =4 S e
( ) S+h { 0, h>k

Tada kintamyjy atsakas (rs+5) 1 impulsus yra skirtumas tarp y, reik§miy su impulsais ir be jy,
ty.

(101) rs+h= y;h = VS+h :A(L) v;‘+h'

42



Taikomoji laiko eilu¢iy ekonometrija. Kvedaras, 2005 (vkved@takas.lt)

Desinioji lygybés pusé nesunkiai gaunama prisiminus 3.5.1 gautg prognozuojamy reikSmiy
israiska (92), kuriai analogiski ys. ir y,, isskaidymai yra

(102) ygip = (I+A+A+ .. +A4")c + A'ys+ A(L)vsy ir
(103) i, = (I+A+A7+..+4" e + A'ys+ A(L)vsn+ A(L) vy,
kur A(L)=I+AL+ A’L*+..+A"L".

Vektoriné funkcija rg4, ir yra reakcijos j impulsus funkcija, parodanti, kaip pasikeicia
kintamyjy reik§més dél sistema veikianéiy impulsy vg,,, lyginant jas su jprastinémis
kintamyjy reik§mémis be Soky.

Pavyzdys. Tegu turimas dviejy kintamyjy VAR(1) modelis
y=ctAy +v,
kurio i$pléstinis uzrasas yra toks

Y :0.5 + 0.6 -04 RATENE o .
v 102] [0 03 ||y |v

Tegu tik laikotarpj S+/ ateina vienetinis impulsas kintamajam y,,, t.y. v; W= {1:| h=1: |:0:| 1 >1- Tada reakcijos
=L

i impulsus funkcijos reiksmés bus:
T+ ={Y1*5+1 = Visn } = V;+1 _ {1}
Vasa = Vasu 0
rfﬂz{y;ﬂ‘ymz}: Vg, tA VG, = m +{0.6 —0.4} ﬂ - [0.6}
Yasia = Vasia o] [-01 03][o] [-01

Fors= |:y;5+3—yls+3:|: Ve HA VL, HAT VL, = H +m ﬂo.a —0.4}{0.6 —0.4} H - { 04 }
Vi = Vases 0] (0] |-01 03][-01 03 ][0] |-0.09

ir t.t.

Daznai reakcijos | impulsus funkcijos pateikiamos grafiniu pavidalu, pavaizduojant
kintamyjy vektoriaus ();) k-ojo elemento (yx) reakcijos | j-3ji impulsg (7;s+4) kitima, bégant
laikui po impulso (%). Toks vizualus instrumentas yra patogus palyginant vienetinio dydzio
(daznai ne absoliucia, o vienetinés standartinés paklaidos prasme) impulsy svarba VAR
sistemos kintamiesiems. 8 grafike pateikiamas kintamyjy y,, ir y, reakcijos | vienetinius
(absoliutiniu dydziu) impulsus funkcijy reik§miy kitimas iki 5-ojo laikotarpio po impulso.
Sios reakcijos j impulsus funkcijos sudarytos modeliui, generuotam pagal auki&iau
pavyzdyje pateikta VAR(1) modelj laikant, kad nekoreliuotos liekanos yra pasiskirsciusios
pagal normalyji skirstinj.

8 grafikas Reakcijos j vienetinius impulsus funkcijos

P to One Unit

Response of Y1 to Y1 Response of Y1 1o Y2
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VirSutin¢ kairioji diagrama vaizduoja kintamojo y;, reakcija po [-3jj laikotarpj
atéjusio vienetinio impulso jam paciam. Apatiné kairioji diagrama vaizduojam, kaip deél to
paties Soko pasikeicia y,, reikSmés. DeSinioji virSutiné diagrama atitinkamai rodo, y;, reakcijg
1 1-3ji laikotarpj atéjusj vienetinj impulsg kintamajam y,, o apatiné y,, — reakcijg | ji patj
paveikusj impulsa.

Pateiktos reakcijy j impulsus funkcijy diagramos leidzia matyti, kad | sistemg atéje
impulsai keturis laikotarpius nemenkai (bent jau autoregresinis poveikis yra nemazas) jtakoja
atitinkamy kintamyjy reikSmes, taciau véliau jy poveikis nuslopsta. Kokybinis aspektas: y,
didinantys impulsai taip pat nuo kito laikotarpio padidina ir y,, reikSmes, taciau y,, didinantys
impulsai y,, reik§mes, lyginant su tomis, kurios biity be impulso, maZina.

Liekany vienalaikio koreliuotumo problema ir paklaidy ortogonalizavimo procediira

Nors auksciau iSdéstyta reakcijos | impulsus procediira yra labai paprasta, taciau
norint jg panaudoti praktiS$kai daznai susiduriama su papildoma problema. Jei pradiniame
(97) modelyje paklaidos v, yra vienalaikiai koreliuotos tarpusavyje (neortogonalios), t.y. jy
vienalaikiy kovariacijy matrica néra diagonali, ar galima neatsizvelgti j tokj koreliuotuma ir

tiesiogiai priskirti tik vienam kintamajam impulsa v, ,? Jei pradiniame modelyje paklaidos v,

komponentai koreliuoja tarpusavyje, tai reiskia, jog impulsai kartu ateina i§ karto j keletg (ar
net visus) sistemos kintamuosius, — tai priklauso nuo koreliuotumo strukttros. Pavyzdziui,
zinant, kad modelyje valdzios iSlaidy ir BVP lygciy paklaidos yra, tarkim, neigiamai
koreliuotos, bity nekorektiSka analizuoti valdZios iSlaidy didinimo poveikj modeliuojamai
ekonomikos sistemai laikant, kad padidinus iSlaidas Sokas ateina tik valdZios iSlaidoms, — juk
i8laidy finansavimo poreikis kartu iSstumia privaty sektoriy.

Démesio! VAR paklaidy koreliuotumo struktiiros ignoravimas, skaiCiuojant reakcijos j
impulsus funkcijas, duoda nekorektiskus rezultatus.

Auksciau apraSyta reakcijos ] impulsus analizé bus visiskai korektiska, jei paklaidos
VAR modelyje nekoreliuos. PrieSingu atveju tenka galvoti, kaip atskirti ar priskirti tam tikrus
Sokus konkretiems kintamiesiems. Yra jvairiy keliy, taiau VAR analizéje placiai naudojama
paklaidy ortogonalizavimo (paklaidy matricos diagonalizavimo) procediira, kuri remiasi
toliau aptariamu paklaidy kovariacijy matricos Cholesky dekomponavimu.

Tegu turima VAR regresija

(104) y; =c+Ai1yer+ ...t Apyp v, E(v) =2,
Padauginus i§ W' (104) lygt] i§ kairés, gaunama
(105) let =Wlc+ WIAIy,,I + ...+ W’Apy,,p +uy, u =Wy,

kur W=PD yra kvadratin¢ atitinkamos dimensijos apatiné frikampé matrica (vir$ diagonalés
esantys elementai lyglis nuliui), kurios diagonaléje yra vienetai. D yra diagonali matrica,
kurios diagonalés elementai yra tokie patys kaip ir matricos P, o matrica P yra gaunama i v,
vienalaikiy kovariacijy matricos 2, Cholesky dekomponavimo budu X, = PP’ Toks teigiamai
apibréztos matricos 2, visada galimas.

Apibrézimas. Teigiamai apibrézta kvadratiné nxn matrica A yra tokia matrica, kuri, esant
bet kokiam nenuliniui n dimensijos vektoriui d, tenkina salyga d’4d>0.

Kadangi 2, = PP’= WDD'W’ = WAW’, kur A= DD’, nesunku matyti, E(uu,) =E[W
Syoow) = wisw)' = A, jog pastaroji transformacija uztikrina transformuoty
vienalaikiy paklaidy vektoriaus u, komponenty nekoreliuotuma (vietoje W' (105) lygtyje
tiesiogiai naudojant P biity pasiektas toks pats paklaidy ortogonalumo rezultatas, tagiau tai
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uzdéty papildoma apribojima paklaidoms, — visy jy dispersija biity vieneting, nes P Z,(P)”
= I). Dél nekoreliuotumo transformuotas paklaidas jau galima laikyti struktiirinémis, t.y.
galima tiesiogiai priskirti kaip impulsus tam tikriems kintamiesiems, ir atitinkamai lygtj
(105) naudoti reakcijoms j impulsus skai¢iuoti.

Kad buty geriau suvokta, kg tokia transformacija padaro, tikslinga (105) lygtj kiek
pertvarkytj prie abiejy pusiy pridedant narj y; ir atimant W'y,

(106) y, =T+ W'e+ S W' Ay + w, T=I-W7).
Kadangi matrica W yra apatiné trikampé, jos atvirkstiné matrica taip pat turés tokj pavidala.
Kadangi W diagonaléje yra vienetai, tai /=I-W' bus apatiné¢ trikampé matrica, kurios
diagonal¢je yra nuliai. Tada (106) iSpléstinéje formoje atrodys taip

Ve 0 o Y

y:Z[ _ 7:21 : y21—|+ WIC_’_Z}:];J WIA,-yH-ﬂLut.

yntJ }/nl o OJ ynlJ

Bet juk tai rekursiné sistema su papildomais dinaminiais nariais!

Apibrézimas. Vienalaikiy tiesiniy lygciy sistema, kurios priklausomy kintamyjy vektoriy
galima iSdéstyti tokiu biidy, kad pirmas kintamasis nepriklausyty nuo likusiy vienalaikiy
kintamyjy, antrasis priklausyty nuo pirmojo, bet ne nuo likusiyjy ir t.t., vadinama rekursine
vienalaikiy tiesiniy lygciy sistema.

Taigi praktiskai, taikant Cholesky dekomponavimu pagrista paklaidy ortogonalizavimo
procediirg pradiné VAR lygtis yra transformuojama j struktiiring lygtj su griezta rekursine
struktlira, kur pirmasis kintamasis yra laikomas egzogeniniu likusiyjy kintamyjy atzvilgiu,
antrasis — egzogeniniu visy, i§skyrus pirmajj kintamajj, ir t.t. Taip pertvarkytos VAR lygties
kintamyjy priezastingumas turi ir savo specialy pavadinima — Wold o prieZastingumas.

Apibrézimas. Rekursine sistema nusakomas pertvarkytos VAR lygties kintamyjy
priezastingumas vadinamas Wold prieZastingumu.

Gautas rezultatas turi labai svarbiy implikacijy praktiniams tyrimams. Kadangi
Cholesky dekomponavimu  pagrijstas paklaidy ortogonalizavimas automatiskai sudaro
rekursing lyg€iy sistemg, kurioje virSutinis narys yra praktiskai laikomas egzogeniniu, tai,
formuojant VAR, vadovaujantis ekonominiais samprotavimais kintamuosius reikéty isdéstyti
pagal numanomg priezastingumg atitinkama tvarka.

Démesio! Sudarant VAR modelj, kurj véliau numatoma panaudoti ne tik prognozéms
skaiciuoti, bet ir struktiirinei analizei (reakcijoms j impulsus modeliuoti, kintamyjy svarbos
analizei taikant prognozés paklaidos dispersijos iSskaidymg ir pan.) tikslinga kintamuosius
i8déstyti jy egzogeniSkumo mazéjimo tvarka.

3.5.4 Prognozés paklaidy dispersijos iSskaidymas

Reakcijos j impulsus analizé leidZia matyti, kaip jvairis Sokai “nuvilnija” per sistema.
Prognozeés paklaidy dispersijos isskaidymas yra kitokio pobaidzio. Si analizé leidzia nustatyti,
kokia rezultatinio kintamojo dispersijos dalj paaiskina skirtingus kintamuosius veikiantys
impulsai.
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IS pirmo Zvilgsnio gali pasirodyti keista, kodél tokios analizés, kuri skirta jvertinti
skirtingy Soky svarba formuojant konkretaus kintamojo reiksmes, vadinama prognozés
paklaidy dispersijos iSskaidymu (ar prognozés paklaidy dispersine analize). Taciau
primintina, kad ¢ia nagrinéjama stacionariy kintamyjy VAR. Kaip matéme 2.8 poskyryje,
stacionaraus atskiro kintamojo AR proceso prognozés paklaida asimptotiskai artéja prie to
kintamojo dispersijos! Nesunku parodyti, kad tas pats galioja ir vektorinés autoregresijos
prognozés paklaidai (pabandykite savarankiskai). Sia savybe ir pasinaudojama analizuojant
Soky svarbg skirtingy kintamyjy reikSmiy formavimui, kadangi prognozés paklaidy
dispersijos analitinés iSraiSkos, kurios toliau pateikiamos, yra paprastesnés. Taigi kaip
nustatyti, kiek svarbiis skirtingi impulsai formuojant kintamuyjy reikSmes?

Tegu turima tokia VAR (Cia paprastumo délei konstanta praleista, bet tai aptariamy
rezultaty nejtakoja, uztenka (107) suvokti kaip VAR nuokrypiy nuo vidurkio formoje)

(107)  A(L)y, =v, kur EGvw,)=5, A(L)=1- AL - AL’ -...- A,L”.

Jei VAR stacionari, tai ji turi VMA iSraiska

(108) y, = HL)v, kur (L) =A(L)".

Tada (108) galima perrasyti

(109) y, = HL)PP'v, = OL)u,, OL) = VL)P, u, =P v,

kur P yra apatiné trikampé matrica i§ Cholesky dekomponavimo, t.y. 2, = PP".

Kaip nesunku matyti, E(uu,) = E[P’Iv, \Z ’(P’])] =Pz, (PQ’] = [, pastaroji
transformacija uztikrina, kad vienalaikés liekanos yra nekoreliuotos, todél jas galima laikyti
struktiirinémis, t.y. galima tiesiogiai priskirti kaip impulsus tam tikriems kintamiesiems. Tada
(109) lygtyje nuo laiko momento 7 skleidziant begalinés eilés polinomg &(L) gaunama

(110)  yren = OL)ursn = Opursnt+ Opurip +...+ Oy jurs;+ Opur +...,
(111)  Praw =E@ralyryrs,...) = Owr + Oy jur +...,

ir atitinkamai prognozés paklaida

(112)  eren =yren Pren = Opuirn+Opurspi+ ...+ Oy jurs ).

I§ isskleistos (112) formos

—| Uy, —l Ui —I

=8 ., - : +...+| 6,

0,/1 [ .
J un,T+/1J un,THJ

nesunku matyti, kad atskiro prognozés paklaidy vektoriaus ery; j-ojo komponento
atitinkamas i§skaidymas yra

ej,T+h

(113)  ejren =yiren-Viren = Zi=i" (Opjittirsnt ...+ Opp jithirs1).

Pasinaudojant u; nekoreliuotumu ir neautokorelivotumu nesunku matyti, kad e;r+ dispersija,
kuri h—oo lygi kintamojo y;r+ dispersijai, yra

(114)  Var(ejre) =E(eirer’) = Ziet" (O tizen’ + ... O i ir=1).

Tada tai, kokig procenting dalj kintamojo y;r+, dispersijos (o tiksliau, jo prognozés
paklaidos dispersijos) paaiskina i-ojo kintamojo $okai, gaunama nagrinéjant santykj

(115)  FEVS;=(6y;i wirei’ + ...+ Oh.1 i wire 1)/ Var(ejrip).
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Nors prognozés paklaidy dispersijos iSskaidyma galima pateikti grafiSkai, taciau
kitaip nei reakcijos | impulsus analizéje, jos dazniau pateikiamos (informatyvesnés) skaitine
iSraiska (zr. 4 lentele, kurioje pateiktas prognozés paklaidy iSskaidymas anksciau pavyzdyje
nagrinétam modeliui).

Prognozés paklaidos dispersijos isskaidymas 4 lentelé

Variance Decomposition of Y1:  [Var(e;r+4)]"? FEVS;;  FEVS;,
Period S.E. Y1 Y2

1 1.341748 100.0000 0.000000

2 1.366697 99.72945 0.270551

3 1.367828 99.67490 0.325104

4 1.367895 99.66857 0.331428

5 1.367899 99.66799 0.332012

Variance Decomposition of Y2 [Var(e;ri4)]"?  FEVS:,  FEVSs;
Period S.E. Y1 Y2

1.031200 0.631011 99.36899
1.065923 0.679880 99.32012
1.068222 0.686183 99.31382
1.068375 0.686791 99.31321
1.068385 0.686842 99.31316

AR wWN =

Cholesky Ordering: Y1 Y2

Siuo konkregiu atveju matome, kad beveik visus §imta procenty kiekvienam kintamajam
lemia Sokai jam paciam, o ne kitiems VAR sistemos kintamiesiems.

Pagrindinis tokios analizés trilkumas, lygiai kaip ir reakcijos j impulsus analizés, yra
iSvady jautrumas paklaidy ortogonalizavimo procedurai — sukeit¢ kintamuosius y;, ir yy
vietomis gautume kitoki Cholesky dekomponavimo rezultata (matrica P) ir, galbut, iSvadas
apie impulsy svarba.

A.C. Sims 8ia problema siiillo spresti sudarant visy galimy kintamyjy deriniy
kombinacijas atitinkan¢ius VAR ir nagrinéjant iSvady jautrumg Siems pakeitimams. Tai
nebity sunku esant tik keletui kintamyjy, taciau jy skaiCiui augant tokia procediira greitai
tampa beveik nejmanoma. Taciau yra ir kitas kelias tokio kintamyjy iSdéstymo
nevienareik§miskumui apeiti. Sis kelias remiasi ekonomikos teorijos nusakomais
apribojimais VAR sistemai — tai struktiiriné vektoriné autoregresija (SVAR).

3.6 Struktiiriné vektoriné autoregresija
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4 Nestacionariy laiko eilu¢iy tiesiniai modeliai

Sio skyriaus uzdaviniai:

1) apibudinti nestacionarumo tipus ir palyginti pagrindines stacionariy bei
nestacionariy kintamyjy savybes

2) susipazinti su baziniais vienalypiy nestacionariy kintamyjy modeliais;

3) iSmokti naudoti kelis kintamyjy integruotumo eilés tikrinimo testus;

4) supazindinti su pagrindiniais kointegruotumo tikrinimo atskirose lygtyse bei
lygéiy sistemose testais;

5) nusakyti integruoty (galimai kointegruoty) kintamyjy modeliavimo alternatyvas ir
jy privalumus bei trakumus.

4.1 Nestacionarumo tipai bei jy implikacijos praktiniam modeliavimui

Kaip matéme 2 skyriuje, ARMA modeliu galima aprasyti bet kokj silpnai stacionary
procesa: Wold teoremos déka zinome, jog bet kokj silpnai stacionary procesg galima iSreiksti
per begalinj tiesin] baltojo triuk§mo filtrg, t.y. begalinio MA pavidalu; jei pastarasis yra
apgreziamas, tai procesg galima isreiksti AR pavidalu; bendriau — ARMA pavidalu. O kokios
yra nestacionariy kintamyjy iSraiskos alternatyvos?

Galima i8skirti du pagrindinius nestacionariy kintamyjy tipus (toliau laikoma, kad
komponentas u, yra stacionarus, u, ~ (0), ir jo matemating viltis lygi nuliui, E(u,) =0):

1) nestacionariis, bet deterministinio trendo atzvilgiu stacionariis procesai, kuriy
pavidalas yra X; = 14+u,, 14 — deterministiné laiko funkcija, pavyzdziui, u = a+pft;

2) nestacionariis integruoti (stochastinj trendq turintys) procesai, kuriy pavidalas yra
(1 -L)dX,:,u+ut, pavyzdziui, X, = ptx,.;+u,.

Pastaruosius apjungus nesunkiai gaunami komplikuotesni nestacionariis modeliai,
turintys pavidala (1-L)°X, = g4 + w,, pavyzdziui, X; = u+pt+X,.;+u, Tagiau kuo praktiniam
modeliavimui aktualus bitent Siy tipy i$skyrimas? Atsakymas — visiskai keiCiasi
modeliavimo procediiros ir standartiniy testy statistiky [skirstiniai].

Jei atskiras kintamasis yra stacionarus deterministinio trendo atzvilgiu, tai tinkama jo
modeliavimo procediira — jtraukti | modelj atitinkama deterministinj trenda, o liekanas
aprasSyti ARMA modeliu. Auksciau pateikto pavyzdzio X; = a+ft+u, atveju, atémus i§ X,
atitinkamg trenda

X}—a’—ﬂt =U;
gaunamas stacionarus kintamasis u;, kurio modeliavimo procediiros jau Zinomos.
Jei atskiras kintamasis biity integruotas, atémus trenda jis iSlikty integruotu. Ta

lengva matyti pasitelkus antraji pavydj X; = u+X,.;+u,. lki 0-inio laikotarpio rekursiskai
iSreiskiant X; vélavimus gaunama

X, = utX, g = potprt X obu rug = xo+ e+ X, kur X, = 5wy,

I§ X, atimant “tinkama” trenda x,+u bity gautas kitas integruotas procesas X,. Jei pats X;
neturéty jokio trendo, t.y. konstanta u=0, tada bet kokio nenuliniy koeficienty trendo
atémimas i§ proceso X, tiesiog duoty dar labiau komplikuotg miSry procesa.

Kitaip nei trendo atzvilgiu stacionarus procesas, integruotas procesas
stacionarizuojamas taikant skirtumines transformacijas. Pavyzdziui, procesui X; = u+X, ;tu,
pakanka vienos skirtuminés transformacijos (bendresniu d-eile integruoto proceso atveju
skirtuming transformacija reikéty taikyti d karty), ir jis tampa stacionariu
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AX; = ptuy.

Tokj stacionary kintamajj galima modeliuoti kaip ARMA procesa.

Tada kyla klausimas, gal visada taikyti skirtuming transformacija, nesukant galvos
apie nestacionarumo tipg? Jei skirtuminé transformacija biity pritaikyta deterministinio
trendo atzvilgiu stacionariam procesui, tai sukurty neapgreziama MA dalj, komplikuojancia
modeliavima (ypac vektoriniuose procesuose). Ta vélgi lengva matyti paémus ankstesniojo
deterministinio trendo atzvilgiu stacionaraus proceso X; = a+ ft+u, skirtuma

AX, = at ft+uro-f(t-1)+u, 1= frusu, ;.

Démesio! Nestacionarus, taCiau deterministinio trendo atzvilgiu stacionarus procesas
stacionarizuojamas atimant atitinkamg trendg; integruotas nestacionarus procesas
stacionarizuojamas taikant skirtumines transformacijas. Netinkamai pritaikius metoda arba
nestacionarumas nepasalinamas (i§ integruoto proceso atémus trenda), arba gaunama
modeliavimo procediras komplikuojanti neapgreZziama MA dalis (pritaikius skirtuming
transformacijg deterministinio trendo atZvilgiu stacionariam procesui).

Modeliuojant keliy kintamyjy tarpusavio rysSius velgi labai svarbu nustatyti, kokio
pobuidzio yra nestacionaris kintamieji. Jei nagrinéjamieji kintamieji yra nestacionaris tik dél
deterministinio trendo, tada tiriant jy tarpusavio regresinj rySj pakanka j modelj papildomai
itraukti trendo kintamajj ir visos kitos procediiros bei statistikos licka korektiSkomis. Jei
nagrinéjamieji kintamieji nestacionartis dél stochastinio trendo, tada tiriant jy tarpusavio ir
naudojant standartines statistikas bei skirstinius gaunamas klaidingas rySys. Tik kai
integruoti kintamieji kointegruoja tokio klaidingo rySio i§vengiama.

Démesio! Tiriant, dél deterministinio trendo nestacionariy kintamyjy regresinj rysj
korektiskos iSvados gaunamos jtraukus trenda j regresijos funkcija. Jei taikant standartines
statistikas ir skirstinius nagrinéjamas integruoty kintamuyjy regresinis rysys, tai tik integruoty
kintamyjy kointegruotumo atveju iSvengiama klaidingos regresijos.

Démesio! Kintamuyjy pora, kurioje vienas kintamasis yra integruotas, o kitas — nestacionarus
dél trendo, kointegruoti negali.

AukscCiau aptarta, kaip nestacionariy kintamyjy prigimtis jtakoja modeliavimg. Gali
atrodyti, kad atskiro kintamojo modeliavimui maziausiai Zalinga yra strategija, kai visi
kintamieji yra transformuojami skirtuminiu biidu: atsiranda neapgr¢ziama MA dalis, bet tai
tik kiek komplikuoja modeliavimg ir viskas!? Taciau pagrindinis atskiro kintamojo laiko
eiluéiy modeliy tikslas yra gauti $iy kintamyjy reikSmiy prognozes. Kiek pagalvojus nesunku
matyti, kad klaidingo trendo tipo parinkimas (deterministinio vietoje stochastinio ir
atvirk$ciai) iSkreipia prognozes (parodykite, kaip neteisingas pasirinkimas kiekvienu atveju
itakoja prognozes).

4.2 Baziniai vienalypiai nestacionariy kintamujuy modeliai

Nestacionariy  kintamyjy baziniais procesais (panaSiai kaip stacionariems
kintamiesiems yra AR ir MA) yra tiesinio trendo, atsitiktinio klaidziojimo (RW, nuo angl.
Random Walk) ir klaidziojimo su poslinkiu (RWD, nuo angl. Random Walk with Drift)
procesai. Toliau nusakysime pagrindines jy savybes.

4.2.1 Stochastinis tiesinio trendo procesas

Apibrézimas. Procesas X, tenkinantis iSraiska
(116) X,=a+ Bt + & &~WN(0,67),
vadinamas stochastiniu tiesinio trendo procesu. Cia o, 8,0, yra pastoviis parametrai.
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Sio proceso nesalyginius momentus toliau nusako pateikiamas teiginys.

Teiginys. Stochastinio tiesinio trendo momentai:
17 w=a+ pt

(118) =0

(119) n=px =0, Vk

Démesio! Stochastinis tiesinio trendo procesas yra nestacionarus tik dél pirmojo momento, —
jo matemating viltis priklauso nuo laiko. Kiti momentai nuo laiko nepriklauso.

[rodymas.

Tegu turimas stochastinis tiesinis trendas:

(Matematiné viltis) imant (116) lygties nesalyging matemating viltj gaunama
w=E(X)= a+fi,
kur pasinaudota tuo, kad baltojo triuk§mo matematiné viltis lygi nuliui, t.y. E(g)=0.

(Dispersija):
WEX-p)’ =E [(a+fr+e - a-pt)’] =E (5°) =,
kur pasinaudota E(s,%)= o’.

(Kovariacijos):

WEL Xt Kei-100] = E(6: 64 =0, k0,
kur pasinaudota baltojo triuk§mo neautokoreliuotumo savybe.
Kadangi V k=0 3. =0, 0 pp = . /7 , tai it p, =0, k=0.

Kadangi stochastinio tiesinio trendo nestacionarumg salygoja tik pirmasis momentas,
kuris nusakomas deterministine tiesinio trendo funkcija, tai akivaizdu, kodél norint
stacionarizuoti §j nestacionary procesa pakanka i$ jo pasalinti trenda.

4.2.2 Atsitiktinio klaidZiojimo procesas

Apibrézimas. Procesas X, tenkinantis iSraiska
(120) X,=X.; + & &~WN(0,0;),
vadinamas atsitiktinio klaidiojimo procesu. Cia vienintelis parametras o’ yra pastovus.

Nesalyginius atsitiktinio  klaidZiojimo proceso momentus apibiidina toliau
pateikiamas teiginys.

Teiginys. Jei pradiné proceso reik§mé nuliniu laiko momentu yra x,, tai atsitiktinio
klaidziojimo proceso momentai yra:

(121) e =xp
(122) w =toy
(123) w=(t-k)os,

o autokoreliacijos koeficientas

(124) po=\1—k/t.

Démesio! Atsitiktinio klaidZiojimo procesas nestacionarus tik dél antryjy momenty, — jo
dispersija ir kovariacijos priklauso nuo laiko.

Démesio! Esant k<<z, koreliacijos koeficientas yra labai arti vieneto, o koreliacija, augant
vélavimui k, gesta labai 1étai.

Irodymas.

Tegu turimas atsitiktinio klaidziojimo procesas, kaip nusakyta (120) lygtyje. Tada rekursiskai X, gali buti
iSreikstas kaip
(125)  Xi=xp+ 3¢
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(Matematiné viltis) imant (125) lygties nesalygine matemating viltj gaunama
ux=E(X)=x,,

(Dispersija):
WX 1) =E[(54'6.)] =107,

(Kovariacijos):
WE X ) Ko pi)] =E[(Zi'611) (5 61)] <(-k) o7,

kur visur pasinaudota baltojo triuk§mo savybémis.

Dabar nesunkiai galima matyti, kodél atémus trenda i§ atsitiktinio klaidziojimo
proceso jo nestacionarumas nepasalinamas: nestacionarumg salygoja laike nepastovi
dispersija, 0 ne matematiné viltis.

4.2.3 Atsitiktinio klaidZiojimo su poslinkiu procesas

ApibréZimas. Procesas X;, tenkinantis iSraiska

(126) X,=c +X.; + & &~WN(0,5;),

vadinamas atsitiktinio klaidZiojimo su poslinkiu procesu. Cia parametrai ¢ ir o, yra pastovils
dydziai.

Nesalyginius atsitiktinio klaidziojimo su poslinkiu proceso momentus apibudina
toliau pateikiamas teiginys.

Teiginys. Jei pradiné proceso reikSmé nuliniu laiko momentu yra xy, tai atsitiktinio
klaidziojimo su poslinkiu proceso momentai yra :

(127) e =x9 + ct

(128) y =10/

(129) n=(-ko;,

o autokoreliacijos koeficientas

(130) pe=~1—-k/t.

Démesio! Atsitiktinio klaidziojimo su poslinkiu procesas nestacionarus dél pirmojo ir antryjy
momenty, — jo matematingé viltis, dispersija ir kovariacijos priklauso nuo laiko.

Démesio! Kaip ir atsitiktinio klaidZiojimo procesui, atsitiktinio klaidZiojimo su poslinkiu
procesui budinga tai, kad esant k<<t koreliacijos koeficientas yra labai arti vieneto, o
koreliacija, augant vélavimui &, gesta labai 1étai.

Irodymas.

AnalogiSkas atsitiktinio klaidZiojimo procesui, todél palickamas savarankiSkam darbui.

Pateikti rezultatai parodo, kodeél i$ atsitiktinio klaidziojimo su poslinkiu proceso
atémus matemating viltj jis néra stacionarizuojamas: nors atémus trenda pirmojo momento
nestacionarumas panaikinamas, nestacionariais islieka antrieji momentai.

4.3 Stacionariy ir nestacionariy kintamyju kai kuriy savybiu palyginimas

Nustatytosios baziniy nestacionariy procesy savybés leidzia palyginti jas su stacionariy
modeliy savybémis (zr. 5 lentele).

Kai kuriy savybiy palyginimas 5 lentelé

Stacionariis proc. Stac. trendo atzvilgiu Integruoti
Soky pasireiskimo efektas Nykstantis Nykstantis trendo Liekamasis
(& jtaka) atzvilgiu (kaupiamasis: kiekvienas naujas

Sokas prisideda prie X))
Autokoreliacijy elgesys Labai greitai artéja prie Labai greitai artéja prie Labai létai artéja prie nulio (kai
nulio nulio lagas k << T, tai P, —1)

Nesqlyginé dispersija Baigtin¢ Baigtiné trendo atzvilgiu Neapribota
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Laukiamas  laikas  kisti Baigtinis Baigtinis Neribotas
nesqlygine matemating viltj

Ekonominio kintamyjy elgesio pozitriu bene jdomiausia yra pirmoji — Soky
pasireiskimo efekto pobiidzio — savybé. Stacionariuose procesuose per paklaidas

pasireiskiantys nauji impulsai laikui bégant vis maziau ir maZiau jtakoja esamg kintamojo
reik§me, — kintamojo reikSmes formuojantys Sokai proceso “atmintyje” nyksta ir galiausiai
neislieka; atitinkamai proceso reik§més po pirminio nuokrypio nuo matematinés vilties, kuris
atsirado dél tam tikro impulso, laikui bégant grjzta link matematinés vilties reikSmés.
Deterministinio trendo atzvilgiu stacionariuose procesuose viskas vyksta visiskai analogiskai,
tik dél to, kad proceso matematiné viltis yra tam tikras trendas, proceso reikSmés yra
linkusios grjzti prie to trendo nusakomy reik§miy. Integruotuose procesuose yra Kkitaip.
Kadangi kintamojo reikSmés yra tiesiog Soky suma, tai kiekvienas impulsas turi lickamajj
poveikj, — integruotas kintamasis kaupia ir “nepamirsta” Soky poveikio.

Greta toliau aptariamy integruotumo tikrinimo statistiniy testy $i stacionariy,
nestacionariy dél trendo ir integruoty kintamyjy savybé ypac pravercia galvojant apie
ekonominio kintamojo nestacionarumo tipg, t.y. grindziant vieng ar kita tipo pasirinkimg
bendrais samprotavimais. Jei galima manyti, kad impulsai, jtakojantys tam tikrus
ekonominius rodiklius, kaupiasi, tada tai turéty biiti integruotas procesas (pagalvokite, ar
pagrijsta buty rodiklj technologijos lygis laikyti tokj kriterijy tenkinancio rodiklio
pavyzdziu?). Jei mazai tikétina, kad impulsy efektas turi kaupiamaji pobtidj, tada tai greic¢iau
bus stacionarus ar trendo atZvilgiu stacionarus procesas.

Démesio! Nepamirskite, kad ekonometrika, lygiai kaip ir jvairlis Cia aptariami statistiniai
testai, yra gristi tikimybe. Jei rezultatai prieStarauja akivaizdziai logikai, dar kartg
pagalvokite, ar galite jais tikéti? Gal ka nors padaréte ne taip, gal kg nors reikéty pakeisti?

4.4 Integruotumo eilés tikrinimo testai ir procediiros

Konkretus nestacionarumo tipas lemia korektiSkag modeliavimo pobtdj bei rezultaty
patikimuma, todél kyla natiiralus poreikis nustatyti, ar kintamasis yra integruotas ir, jei taip,
kokia eile jis yra integruotas? Zemiau aptariami trys pladiai praktikoje taikomi testai ir
susijusios procediiros. Pirmasis yra Dickey—Fuller (DF) testas, skirtas nustatyti RW ar RWD
savybes tenkinancio kintamojo integruotumo eile. Kai DF regresijos liekanos néra baltasis
triuksmas dél nagrinéjamo proceso paklaidy autokoreliuotumo, tai DF regresijos parametry
jverciai, naudojami skaiciuojant DF testo statistika, yra ne tik neefektyvis, bet ir nesuderinti
(dél autoregresinio testo lygties pobiidzio). Siai problemai spresti skirtas ADF testas —
iSpléstas DF testas (angl. Augmented Dickey Fuller). Taciau ir Siam testui konstruoti skirtos
regresijos jverciai yra neefektyviis, kai tiriamo potencialiai integruoto kintamojo paklaidos
yra heteroskedastiskos. Siuo atveju taikytina Phillips-Perron (PP) testo statistika, pagrjsta
neparametrine jprastinés DF testo statistikos korekcija.

4.4.1 Integruotumo eilés tikrinimas Dickey—Fuller (DF) testu

DF idéja, kaip patikrinti kintamojo integruotumo eilg, yra labai paprasta. Jei
kintamasis yra integruotas, tai jis turi bent vieng charakteringojo polinomo vieneting $aknj.
Atitinkamai DF ir sitilo patikrinti, ar kintamasis turi vieneting $aknj regresijoje
(131) x=px.; + &
kur x, yra kintamojo x stebéjimai laiko momentais ¢=1,...,T; & laikoma baltojo triuksmo
savybes tenkinancia regresijos paklaida; p — aktualusis parametras: jei p=/, tai x, turi
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vieneting Saknj, jei |p|<I, — neturi (kai |p|>/ procesas diverguoja). Patogumo délei (131)
daznai perraSoma j pavidala

(132) AX,:é‘xH + &,S:p-l,

kuriame prie nulinés hipotezés (kintamasis yra integruotas bent pirma eile) aktualaus vertinti
parametro reikSmé yra lygi nuliui. Tada hipotezés (nuliné ir jos vienpusé alternatyva)
supaprastéja j

(133) Hy:6=0  H;: 5<0.

Jei nulinés hipotezés atmesti negalima, tai, i§ JO=p-/, implikuoja p=I, todél tiriamas
kintamasis laikomas integruotu.

(133) pateikta nuliné hipotezé tikrinama jvertinus (132) lygti MKM ir naudojant
jprastg ¢ statistikg parametro o. reik§Smingumui patikrinti. Taciau $ios statistikos skirstinys
prie nulinés hipotezés néra Student’o t skirstinys, tai vadinamasis Dickey-Fuller skirstinys,
kuris yra asimetrinis. Tikimyb¢, kad pagal jvertintg (132) lygtj apskaiciuotoji ¢4 statistika bus
mazesné uz kritines Student’o skirstinio reikSmes yra zymiai didesné, nei taikomas
nominalus reik§mingumo lygmuo; o tai reiSkia, kad taikant jprastinj Student’o skirstinj
vietoje (korektisko) Dickey-Fuller skirstinio, nuliné hipotezé apie kintamojo integruotuma
bty per daznai atmetama, t.y. kintamajj per daznai laikytume stacionariu.

Démesio! Jei kintamasis yra integruotas, DF regresijoje taikant Student’o skirstinj vietoje
korektisko Dickey-Fuller skirstinio kintamajj per daznai laikytume stacionariu.

Kaip Studento taip ir Dickey-Fuller skirstinio kritinés reikSmés be paties
reikSmingumo lygmens dar priklauso nuo stebéjimy skaiCiaus. Pavyzdziui, esant 50
steb¢jimy, 5% nominalaus reik§mingumo lygmens atitinkamos lentelinés h(ritinés reikSmeés
yra to(50) =-1.68 ir 7,(50) =-1.95 (rraidé daznai naudojama bitent DF skirstinio kritinéms
reikSméms pazZymeéti). lJei, esant steb¢jimy skaiCiui 7, #5<7,(7T), tai nuliné hipotezé apie

kintamojo integruotumg yra atmetama. PrieSingu atveju laikoma, kad kintamasis x, yra
integruotas bent pirma eile.

Pavyzdys. Kintamajam x, tikrinama (133) apibrézta nuliné hipotezé prie§ atitinkamg alternatyva. Pagal 50
stebéjimy duomenis jvertintus (132) lygti MKM gauti tokie rezultatai
Ax;=-0.26 x,.; + €, kur skliaustuose po koeficientu pateikta jver¢io standartiné paklaida.
(0.14)
Kaip matyti, ty = O /s.e.(0) ~-1.86. Kadangi t5s> 7)5(50)=1.95, tai nulinés hipotezés, kad x, turi
vieneting Saknj ir yra integruotas atmesti negalima. Jei (klaidingai) blity pritaikyta standartinis Studento t

skirstinys, tai to paties reikSmingumo lygmenyje biity padaryta nekorektiska iSvada, jog kintamasis néra
integruotas.

Apibudinant integruotumo tikrinimo DF procediirg auks¢iau buvo laikoma, kad
kintamajj x, galima iSreiksti (131) lygtimi (nesvarbu, kokia biity p). Taciau tai yra labai
atskiras 4 skyriaus pradzioje aptarto bendresnio (potencialiai integruoto) modelio x; =
Mt pt+px, tu, atvejis, kai c=f=0 ir u=g, t.y. baltasis triuksmas, o ne bendresnis I(0)
procesas. IS anksto zinoti, kuri bendros iSraiSkos forma yra teisinga zinoti negalima
(ekonomikos teorija labai retai (jei i§ viso) gali kg nors pasufleruoti Siuo klausimu). Dél Sios
priezasties (paklaidas ir toliau laikant baltuoju triuksmu — §ios prielaidos atsisakoma
vélesniuose skirsniuose) i§skiriami trys skirtingi DF testo taikymo variantai:

a) kai Xt = PX-g +Mt,

b) kaix, =c+px.;tu,
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C) kai Xt :C+ﬂt+px,_1+u;.

Kiekvienu atveju hipotezé apie integruotuma formuluojama kaip ir (133). Tikrinimo
principas taip pat iSlieka analogiskas, tik, (132) lygtis gaunama i§ atitinkamo varianto, t.y. a),
b) ar c), pradinés lygties. Svarbiausias skirtumas yra tai, kad DF skirstinys ir, atitinkamai,
susijusios kritinés reik§més skiriasi kiekvienam i§ §iy atvejy (zr. G.S. Maddala ir In-Moo
Kim, 1998, p.64). Kad biity aisku, koks variantas turimas galvoje, prie kritiniy reik§miy
daznai raSomas atitinkamas indeksas, t.y. 7, %, ir 7. (kartais jos dar atitinkamai zymimos z,
Ty 1T T).

Démesio! Skirtingy DF testo lygéiy varianty ¢, statistiky skirstiniai skiriasi, todél naudotinos
atitinkamos kritinés reikSmés.

Kadangi c¢) variantas yra bendriausias, praktikoje patartina pradéti biitent nuo jo.
Ivertinus c) tipo regresija, reikéty standartiskai patikrinti parametro /3 statistinj reik§minguma
naudojant ¢ statistika pagal Stjudento skirstinj. Jei pastarasis parametras reikSmingas, tai
taikyti kitg formg nekorektiska. Jei S nereikSmingas, tikslinga jvertinti b) forma ir, vélgi
standartiSkai, patikrinti, ar konstanta statistiSkai nereikSminga. Jei ir pastaroji aiSkiai
nereik§minga, integruotumo tikrinimui taikytina a) varianto lygtis. Cia i¥déstyta procedira
yra supaprastintas Dolado, Jenkinson, Sosvilla ir Rivero (1990) procediiros variantas.

4.4.2 Integruotumo eilés tikrinimas iSpléstu Dickey—Fuller (ADF) testu

Kai atsisakoma prielaidos apie baltojo triuksmo savybes tenkinancias paklaidas (131)
bei, atitinkamai, (132) lygtyse, auksciau pateiktos DF testo regresijos nebetinka. Kai baltojo
triuksmo prielaida pazeidziama dél paklaidy autokoreliuotumo, taikytinas iSpléstas DF testas
— ADF testas.

Démesio! Jei nepaisant autokoreliuoty paklaidy biity taikoma paprasta DF testo lygtis, tai
iSvados buty klaidingos, kadangi parametry jverc¢iai dél autoregresinio DF testui konstruoti
naudojamos regresijos pobiidZio nebiity netgi suderinti.

Siekiant i§vengti neigiamy pasekmiy, paklaidy autokoreliuotuma i§ standartinés DF
lygties siekiama pasalinti taikant tam tikra parametring korekcija — i$pleciant paprasta DF
lygti kintamojo pokyCiy autoregresiniais nariais. Vietoje (132) lygties atitinkamai bty
taikoma tokia iSplésta DF regresija

(134) Ax;=0x., + Z}ZIk 1Y) +&is

kur & dazniausiai parenkamas pagal kokj nors informacinj kriterijy, pavyzdziui Schwarz
(SC). Visos kitos proceduros iSvadai apie integruotumg gauti lieka visisSkai analogiskos
anksciau aptartosioms (taip pat ir trys galimos lyg€iy iSraiSkos).

Kaip parodo Said ir Dickey (1984), nepaisant to, kad $i parametriné korekcija jtraukia
tik autoregresinius narius, net kai (134) liekanos turi ir MA dalj, Sis testas iSlieka suderintu.

4.4.3 Integruotumo eilés tikrinimas Phillips—Perron (PP) testu

ADF testas naudotinas, kai paklaidos autokoreliuotos, taciau homoskedastiskos. Jei
paklaidos dar yra heteroskedastiskos, tada ADF pagrindu gaunamos iSvados bus
neefektyviomis. Abiem Siems pazeidimams nejautraus testo statistikg pasitlé Phillips ir
Perron (PP). Kitaip nei ADF, PP koreguoja ne DF regresija, o taiko neparametring korekcija
paciam pagal (131) lygtj gautam parametro p jverciui (yra ir alternatyvi PP testo statistika,
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kuri koreguoja ne jvertj, o pagal jj paskaiCiuotg ¢ statistika, placiau zr. Banerjee ir kt., 1990,
ar Maddala ir Kim, 1999)

(135) Z(p) =T( p-D-1/2(Sei- SHIT 5z (e - x1)],

kur
x.; =(T-1)" 5—""x, — matematinés vilties jvertis nenaudojant paskutiniojo stebéjimo;
S =T"5." & — paklaidy dispersijos jvertis;

STIZ =7 P é‘f +271! 4‘?,:1ka)j 27,,7-+1T & &, — Newey-West modifikuotas ilgalaikés
paklaidy dispersijos jvertis, kur @ = [1-j(1+1)"], o atkirtos parametras (daZnai) /=

int[4(T/100)*°].

Jei paklaidos & yra baltasis triuk§mas, tada paklaidy dispersija ir ilgalaiké paklaidy
dispersija sutaps, todél S, -Sz” bus artimas nuliui ir korekcijos narys (135) lygtyje (deSinés
pusés antrasis narys) jtakos neturés. Jei paklaidos bus autokoreliuotos ar heteroskedastiskos —
pradés veikti neparametriné korekcija.

Nors PP pasitilyta korekcija leidzia apsidrausti ir nuo autokoreliuoty, ir nuo
heteroskedastisky paklaidy, taciau, kad neparametriné korekcija biity veiksminga, reikia
zymiai daugiau steb&jimy nei esant parametriniams pataisymams. Be to, §is testas duoda
prastus rezultatus, kai testo regresijos paklaida turi MA dalj su neigiama parametro reikSme.

Démesio! Néra vieno geriausio testo. Tiriant turimus duomenis reikia bandyti nustatyti jy
savybes, o pagal jas jau parinkti adekvaty testa.

Pavyzdys. 77?7

4.4.4 d>1 integruotumo eilés tikrinimas

Ekonominiai kintamieji (ypa¢ srauty rodikliai, pavyzdziui, BVP, investicijos,
eksportas ir pan.) retai kada blina integruoti aukstesne nei pirma eile. Jei srauty rodikliai yra
integruoti pirma eile, tada atsargy rodikliai (kapitalo kiekis, prekiy atsargos, tiesioginés
uZzsienio investicijos ir pan.), kurie pagal apibrézima yra srauty rodikliy suma, gali biiti
integruoti antra eile. Empiriniais tyrimais neretai nustatoma, kad ir jvairiis kaininiai rodikliai
ar jy logaritmai integruoti antra eile.

Jei auksciau aprasSytasis tyrimas rodo, kad kintamasis yra integruotas ir turi bent vieng
vieneting Saknj, hipotezé apie tai, kad kintamasis turi antrg vieneting Saknj yra tikrinama
visiSkai analogiskas, tik (133) hipotez¢é tikrinama ne kintamojo lygiy (x;), o jo pirmy skirtumy
sudarytos regresijos pagrindu. Pavyzdziui, hipotezei apie antrg vieneting Saknj patikrinti
vietoje (132) DF lygties biity naudojama tokia

(136) A*x,=dAx.; + &

Jei nebity atmesta hipotez¢ ir apie antrajg vieneting Saknj, reikéty tikrinti toliau.
Bendrai, nuliné hipotezé apie tai, kad kintamasis x, yra integruotas bent d eile, pries
alternatyva, kad x~I(d-1), biity tikrinama remiantis regresijos iSraiska:

(137) A%, =A%, +s,.

4.4.5 Integruotumo tikrinimo procediiros apibendrinimas
Apibendrinant 4.4 poskyryje iSdéstyta medziaga apie integruotumo tikrinima biity
sitilytina tokia integruotumo eilés tikrinimo schema (ypac turint nedaug stebéjimy).
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Pirmiausia apmastyti, ar ekonomikos teorija kg nors nusako apie galimg kintamojo
integruotumo eile bei konkretesnj pavidala, t.y. su konstanta, su konstanta ir trendu, ar tik
autoregresinis narys?

Statistinis tikrinimas pradedamas nuo nulinés hipotezés, kad kintamasis turi viena
vieneting Saknj (d=/), tam jvertinant ADF testo regresija

(138) A% =c+pt+0A x1+ 5 A% +u,,

kur k parenkamas pagal SC ar kita informacijos kriterijy. Remiantis ekonominiais
samprotavimais bei paeiliui patikrinant statistinj f ir ¢ reik§minguma, parinkti tinkamga testo
forma, t.y. iSspresti konstantos ir/ar trendo jtraukimo problema.

Parinkus geriausia ADF forma patikrinti, ar (138) lygties paklaidos yra
homoskedastiskos. Jei hipotezés atmesti negalima, iSvados toliau daromos remiantis ADF
regresija, jei ne — pereinama prie PP korekcijos.

Pasirinkus geriausig testa, pagal atitinkamas kritines reikSmes patikrinti nuling
hipotezg Hy: &= 0 pries alternatyva H;: < 0. Jei nuliné hipotezé neatmetama laikoma, kad
kintamasis yra integruotas bent pirma eile. Jei atmetama, procediira sustoja — kintamasis
laikoma integruotu pirma eile x~I(1).

Jei pirmame Zzingsnyje nuliné hipotezé neatmetama, tada procedira tgsiama su
d=2,..., kol nuliné hipotez¢é atmetama. Atmetus nuling hipotez¢ laikoma, kad kintamasis
x~I(d-1). Nors tokia situacija maZai tikétina, bet prie§ pereinant prie d=3 ir pan. reikéty gerai
pagalvoti.

Nuo ADF, o ne nuo kity alternatyvy tikslinga pradéti nes: a) jei paklaidos yra
neautokoreliuotos, informacijos kritetijai turéty parinkti k=0, t.y. gautume paprastg DF
regresija; b) parinkus geriausia ADF regresija, galima patikrinti statisting hipoteze apie
paklaidy homoskedastiskuma; jei pastaroji neatmetama, pasilieckama prie ADF regresijos,
zinant, jog taip iSvengiama galimy problemy dél neparametrinei korekcijai butino didelio
steb¢jimy skaiCiaus; ta patj ADF varianta tikslinga pasirinkti ir tuo atvejy, kai ADF regresijos
liekanos turi neigaimy parametry MA dali, pavyzdziui, (138) lygtyje liekana u, turéty
pavidalg u,=g-0s, ;.

Nors pats integruotumo tikrinimas yra gana gerai apibréztas ir labai iSplétotas (Zr.
gausybe alternatyviy testy, pateikty apzvalginéje Maddala ir Kim, 1999, knygoje), taciau
daugeliui ekonominiy kintamyjy budingas labai didelis autokoreliuotumas. Kai
autokoreliacijos koeficientas p yra vos mazesnis uz vienetg, atskirti, ar kintamasis yra
integruotas ar ne, darosi labai keblu, — tokiu atveju visy vienetinés Saknies testy galia
baigtinése imtyse yra nedidelé. Tai dar kartg parodo, kaip be statistiniy procediiry svarbu
taikyti ir ekonomines Zinias parenkant modeliuojamy kintamyjy integruotumo eile.

4.5 Kintamyjy kointegruotumo tikrinimas

Ekonomingje analizéje labai daznai susiduriama su nestacionariomis integruotomis
laiko eilutémis, kuriy tarpusavio rySiy tyrimas taikant regresing analiz¢ gali salygoti
klaidingas iSvadas: jei integruoti kintamieji néra kointegruoti, standartinés testy statistikos (¢
ir F) diverguoja, determinacijos koeficiento reikSmé yra artima vienetui, ir atrodo, kad tarp
kintamyjy yra statistiSkai reik§mingas rySys net tada, kai jie yra visiSkai tarpusavyje
nepriklausomi. Tokius rezultatus duodanti regresija, kaip apibrézéme 1 skyriuje, yra
vadinamas klaidinga regresija. DéEl Sios priezasties kointegruotumo tyrimas uzima centring
vieta integruoty laiko eiluciy analizéje.
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Tegu y, Zymi n dimensijos vektorinj stochastinj procesa, integruotg pirma eile (y~I(1)).
Jei egzistuoja tiesiné §io proceso transformacija f%;, kuri yra stacionari (8%~I(0)), tada
kintamieji vadinami kointegruotais. Bendresniu y~I(d), d>0, atveju, kintamieji yra
kointegruoti tada, kai B%~I(d-b), b>0. Cia B, kuris vadinamas kointegravimo parametry
vektoriumi, yra n dimensijos koeficienty vektorius f=(f,,...,3,) . Uzrasant kointegruotumo
savybe per atskirus vektoriaus y, komponentus y;,, Var. .., Yu BV =Byt fovat ...t Loy

Démesio! Kointegravimo vektorius néra vienintelis: padauginus ji i§ bet kokio nenulinio
skaiCiaus biity gautas naujas kointegravimo vektorius.

Jei vektoriy y, sudaro daugiau nei du kintamieji, kointegruoty y; deriniy gali biti daugiau nei
vienas.

Démesio! Kai n>2, gali buti /<r<n kointegravimo deriniy.

Kointegruotuma tikrinti galima nagrinéjant vieno kintamojo poZiliriu normalizuotg
kointegravimo vektoriy (pavyzdziui, pimojo kintamojo atzvilgiu normalizuotg kointegravimo
derinj y;+6y+...+Gyu, kur Vi>1 6=£/f,) atskiroje lygtyje, ar visoje kintamyjy vektoriaus
y: lyg€iy sistemoje. Toliau apibiidinamos praktikoje placiai kointegruotumo tikrinimui
naudojamos procediiros: viena, skirta kointegruotuma tikrinti atskiroje lygtyje (Engle-
Granger dviejy zingsniy procediira), kita — lygéiy sistemoje (Johansen procediira). Maddala
ir Kim (1999) apzvalgoje galima pasiskaityti apie kitas kointegruotumo tikrinimo
alternatyvas (kaip integruotumo, taip ir kointegruotumo testy yra daug).

Kadangi ekonomikoje integruotumas pirma eile yra budingiausia, tolesniame
nagrinéjime dazniausiai laikoma, kad kintamieji yra integruoti ne aukstesne kaip pirma eile
(apie antra eile integruoty kintamyjy kointegruotumo analizés ypatumus Zr., pavyzdziui,
Johansen, [1995).

[Komentaras [VK6]: Nuoroda j straipsnj ]

4.5.1 Kointegruotumo tikrinimas atskiroje lygtyje

Kadangi pirma eile integruoty kintamyjy kointegruotumas reiskia tai, kad jy tiesiné
kombinacija yra stacionari, tai natliralus kelias patikrinti, ar kointegruotumo savybeé galioja,
yra: a) apskaiciuoti tiesing kintamyjy kombinacijg ir b) patikrinti jos stacionarumg. Tokj btuida
Engle-Granger (1987) ir sitlo, atkreipdami démesj, jog procediira kiek skiriasi priklausomai
nuo to, ar kointegravimo parametrai yra zinomi (pavyzdziui, juos gali nusakyti ekonominé
teorija ar ankstesnés studijos), ar juos reikia jvertinti.

Bet kuriuo atveju pradinis kointegruotumo tikrinimo etapas yra jsitikinti, kad bent du
i§ tiriamyjy kintamyjy yra integruoti maksimalia (d2>7) eile — jei yra tik vienas maksimalia
integruotumo eil¢ turintis kintamasis ar visi nagriné¢jami kintamieji yra stacionaris, tai
tolesnis kointegruotumo tikrinimas neturi prasmés: pirmu atveju kintamieji negali biti
kointegruoti, antru — kintamieji (jei jy skaicius baigtinis, t.y. n<co) bus kointegruoti paémus
bet kokj kointegravimo vektoriy.

4.5.1.1 Engle-Granger procediira, kai kointegravimo parametry vektorius
Zinomas
Isitikinus, kad tarp tiriamy kintamyjy yra reikiamg integruotumo eil¢ tenkinanciy arba
visi kintamieji tenkina vienodos integruotumo eilés reikalavima (toliau laikoma, kad
maksimali nagrinéjamy kintamyjy integuotumo eilé yra d>0), pirmame Engle-Granger
procediiros zingsnyje naudojant Zinomus kointegravimo vektoriaus (£,,...,3,) ' parametrus yra
apskaiciuojama liekana

(139) w, =Byutfoyat ...t By
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o antrame zingsnyje, taikant standartinius ankstesniame 4.4 poskyryje aptartus integruotumo
tikrinimo testus, analizuojama, kuria eilé integruota liekana u,. Jei u, integruota zemesne nei d
eile, t.y. u, ~ I(d-b), b>0, tai kintamieji laikomi kointegruotais.

Kai d=1, tai kintamieji yra kointegruoti, jei liekana (139) yra stacionari, t.y. u~I(0).

4.5.1.2 Engle-Granger procediira, kai kointegravimo parametry vektorius
jvertinamas

Nors ekonomikos teorija kartais nusako potencialius kointegravimo vektorius
(daZniausiai sutinkamas kointegravimo vektorius yra (1,-1), pavyzdZiui, pagalvokite apie
perkamosios galios pariteta, ilgalaikj vartojimo iSlaidy ir pajamy rySius ir pan.), taciau
dazniausiai kointegravimo parametry vektorius néra zinomas — jj tenka jvertinti. Regresinés
analizés pozilriu biitent §is atvejis ir yra aktualiausias bei sietinas su klaidingos regresijos
problema.

Engle-Granger procediiros pirmas zingsnis Siuo atveju yra MKM jvertinti vieno
kintamojo atzvilgiu normalizuotg regresija

(140) y1 = Oyat ...+ OYu,t us.

Atkreiptinas démesys | tai, kad (140) regresija yra tik atskiras atvejis bendresnio
kointegravimo rysio, kuris apimty ir konstantg bei deterministinj trenda (pavyzdziui dél to,
kad kuris nors i§ kintamyjy yra RWD, o kiti — RW). Dazniausiai (140) lygtis iSpleCiama
tiesiniu trendu, pirmame zingsnyje vertinant tokia regresija
(141) yy =ct+Ot+ Oyxt...+Oyut us

Ivertintus potencialaus kointegravimo rySio parametrus, antrame zingsyje tikrinama
lickany integruotumo eilé. Jei kintamieji integruoti pirma eile (y~I(1)), tai liekany
integruotumas (u~/(1)) rodo, jog kintamieji nekointegruoti. Jei liekanos stacionarios
(u~I1(0)), tai kintamieji kointegruoja.

Démesio! Jei integruoty kintamyjy regresijos liekana yra stacionari, tai kintamieji yra
kointegruoti.

Liekany stacionarumas apie kintamyjy kointegruotumg liudija ir tada, kai kintamieji
yra integruoti aukStesne nei pirma eile (y~I(d), d>1), pavyzdziui antra. Taciau liekany
nestacionarumas Siuo atveju nieko nesako apie kointegravimo savybe: liekanos gali biti
integruotos zemesne nei d eile (u~I(d-b), b>0), taCiau apie tai spresti nieko negalima,
kadangi (141) regresijos liekanai esant integruotai bet kuria nenuline eile (u~I(h), h=0),
susiduriama su klaidingos regresijos fenomenu.

Norint patikrinti, ar, pavyzdziui, antra eile integruoti kintamieji kointegruoja j pirma
eile integruota liekang, reikéty papildomai jvertinti skirtuminiu badu transformuoty
kintamyjy regresija

(142) Ayy =6)+ GAyy+...+0,Av+ vy,

ir tirti jos liekany integruotuma (pastebétina, kad §i regresija paprastai jau nagrinéjama be
trendo komponento). Jei v~I(0), tai darytina iSvada, kad y, yra kointegruoti, bet kointegruoja
ne i stacionarig liekana, o i /(1) liekana, t.y. viena eile Zemesng, nei yra integruoti patys
kintamieji.

Ivertintos liekanos stacionarumo analizei (panaSiai kaip ir kointegruotumo tikrinimo
atveju, kai kointegravimo parametrai zinomi) galima pasitelkti 4.4 poskyryje aptartus DF,
ADF ir pan. testus. Taciau kitaip nei tikrinant kointegruotumg pagal Zinomus parametrus, $iy
testy statistiky skirstiniai (atitinkamai ir kritinés reik§meés) néra tokios pat kaip standartiniy
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integruotumui tikrinti taikomy testy, todél reikia naudoti specialiai kointegruotumui tikrinti
skirtus skirstinius bei atitinkamas kritines reikSmes (zr., Banerjee ir kt., 1993, ar Maddala ir
Kim, 1999).

Démesio! Kai kointegravimo parametrai yra jvertinami, liekany integruotumo hipotezéms
tikrinti naudojami specialils, o ne standartiniai DF, ADF, PP ir pan. statistiky skirstiniai.

4.5.2 Kointegruotumo tikrinimas lygciy sistemoje

4.5.2.1 Kointegruotumo apribojimai lygciy sistemai

Tegu turime kointegruoty nestacionariy pirma eile integruoty kintamyjy vektoriy
yr~I(1). Granger kointegruoty kintamyjy reprezentacijos teorema tada teigia, kad pastarieji
turi lygiy VAR bei VECM israiskas. Tegu y; turi VAR(p) iSraiska

(143) yi=Ayeit..+ Aypta,

kur Vi A; yra nxn dimensijos matricos, o &~i.i.d.(0,2,), kur X, zZymi paklaidy vektoriaus
vienalaikiy kovariacijy matrica.

VAR lygtj (143) nesunku pertvarkyti j vektorinio paklaidy korekcijos modelio
(VECM, angl. — Vector Error Correction Model) pavidala

(144) Ayt:@rfﬁz}':z"']I}Aytﬁ&, H:aﬂ/:zizprﬁI, E:'z}zi+/‘p14i-

Démesio! Kointegruoto y, atveju matricos /7 rangas (rank(I1)=r) yra nelygus nuliui, taciau
bitinai redukuotas, t.y. 0<r<n.

Jei r=0, tai y, néra kointegruoti ir dél iSsigimusio /7 (144) lygtis redukuojasi j pirmy
skirtumy VAR. Jei r=n, tada y, negali buti /(1): tokiu atveju /7 turi atvirksting matricg ir i§
(144) galima iSreiksti
(145)  yer =11 Ay, -5 IT' G Ay + 1T,

Jei y, buty I(1), tada deSinéje lygties puséje visi esantys nariai turéty buti /(0), taCiau pirma
eile integruotas procesas negali biiti lygus stacionariam procesui - gaunama priestara.

Taigi bendru atveju, t.y. i$ anksto nereikalaujant y, kointegruotumo, (145) lygtis apima
tris galimus atvejus:

- jei r=0, tai y,néra kointegruoti;

- jel r=n, tai prielaida y~I(1) yra neteisinga, — y~I(0);

- jeir<n, tai y, yra kointegruoti.

Jei kintamieji yra kointegruoti, tada nxn dimensijos matrica /7 galima iSreiksti kaip
dviejy nxr dimensijos matricy « ir £ tam sandaugg /7/=af3’. Matricos I7 rangas tada parodo
tiesiskai nepriklausomy kointegravimo vektoriy skai¢iy sistemoje, o ¢ ir £ atitinkamai turi
paklaidy korekcijos daugikliy bei kointegravimo vektoriy interpretacijg.

4.5.2.2 Johansen kointegruotumo tikrinimo procediira

Norint praktisSkai patikrinti matricos /7rangg yra taikoma tokia procediira:

e jsitikinama, kad tiriami kintamieji yra integruoti ne aukstesne nei pirma eile;

e parenkant tinkamg vélavimy eil¢ p sudaromas adekvatus kintamyjy lygiy, t.y. y,
VAR(p) modelis (143); jsitikinama, kad liekanos yra gausiskos

e jis perrasomas ] VECM pavidalg (144)

o taikant toliau aptariamas Maksimalios tikrinés reiksmés arba Matricos pédsako
statistikas yra nustatomas matricos /7rangas r
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e jei 0<r<n, tai laikoma, kad kintamyjy vektorius y;, kointegruotas, ir egzistuoja »
tiesiSkai nepriklausomy stacionariy y, kombinacijy, — jas nusako nxr dimensijos
kointegravimo parametry matricos f stulpeliai.

Démesio! Kad Johansen testas buty naudingas, pirmiausiai biitina sudaryti korektiska
kintamyjy lygiy VAR, kurios lieknos yra gausiskos.

4.5.2.3 Statistiniai Johansen procediiros aspektai

Naudojant savybe, kad nelygiy nuliui matricos tikriniy reikSmiy skaiéius yra lygus
matricos rangui ir darant prielaidg apie normaly vektorinio proceso bendra pasiskirstyma,
Johansen kointegruotumo tikrinimo procediira statistiskai jvertina matricos /7rangg.

Toliau iSraisky supaprastinimo tikslu naudojami tokie zyméjimai: zp,=Ay,, z;/=y;.;, 0
matricas z it ¥ yra sudéti vektoriai Ay,.j,...,Ay.,+; bei juos atitinkancios parametry matricos
Liy,..., T, Tada (145) gali biiti perrasyta |
(146)  zor = affzy + ¥exteé.

Tegu kiekvienam i=0,1,2 ir ¢t=1,...,T turimi z; stebéjimai ir tenkinama &~i.i.d.N(0,
). Tada logaritmuota tikétinumo funkcija (atmetus konstantg) yra
(147)  logL(P.a,p.5,) = -T/210g|Z|-1/25- (zor o 21~ ¥o2) ' Z5 (zor oS 21 ¥22).

Taciau nagrinéti visg (147) néra reikalo, kadangi galutinis tikslas yra jvertinti tik
matricos //=af3’ rangg. Tuo tikslu z, jtaka yra eliminuojama nagrinéjant zy, ir z;, regresijy
nuo z,, lickanas

Roy =20-MpsM>5 " 25,

Ryt =z1-M Moy 'z,
kur

My =T'5" ziz; i,j=0,1,2.

Tada (146) redukuojasi j redukuoto rango regresija (zr. Anderson, 1951)

(148)  Ro = aff Ryt
su atitinkama koncetruota tikétinumo funkcija
(149)  logL(a,B\Z,) = -T/2log|Z,)-1/25—" (Ro-aBR},) '25‘1‘(130[-(437%1,).

[ Komentaras [VK7]: ? ;" ne ta pati? }

Akivaizdu, kad (148) yra netiesiné regresija, todél naudojamas iteracinis
optimizavimas.

I§ redukuoto rango regresijos (148) « ir X, jverciai gali buti gaunami fiksuojant f.
Tada

a(B) =Sup(BSi"' B ir

2, (B =Sw-a(BBSIBap),
kur ¢ ir ﬁg zymi atitinkamy parametry jvercius.

Sy =T"'%5." Rk’ ij=0,1.

Koncentruota tikétinumo funkcija (atmetus nuo parametry nepriklausantj daugiklj)
atitinkamai supaprastéja j

LaBBEB)=1Z.B ",
ir jos maksimizavimas yra ekvivalentus determinanto

| 2B | = Soo- S BBS1 BB S101=1S00l | BLS 11~ S10So0"So1) B\BS 11|
minimizavimui pagal f, kur paskutiné lygybé gauta pasinaudojant atvirkstinés padalintos
matricos savybe.

Panaudojant rySius tarp simetriniy teigiamai apibrézty kvadratiniy matricy
determinanty funkcijos maksimizavimo sprendinio ir tikriniy reikSmiy bei tam tikru biidu
normalizuojant ﬁ’ galima parodyti(zr. Johansen, 1995, Lemma A.8 ir p.92), kad
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(150)  Lunax 2= |Sool| B (S11- S10S00™"'So1) BV B S11 B | = |Sol 17i:1r(1-/7;),
kur /{], ﬂ:r yra mazéjimo tvarka iSdéstytos tikriniy reikSmiy uzdavinio
(151) |81~ S10S5"Sor| =0
tikrinés reikSmés.
Tada pagal (151) determinanto pagrindu nustatytas atitinkamas tikrines reikSmes
kointegravimo vektoriy jverciai gaunami kaip tikriniai vektoriai i§
(152) (4,811~ S10800"S01) =0
Sie kointegravimo parametry jver&iai yra suderinti (zr. Johansen, 1988 ir 1995).
Paklaidy korekcijos parametry matricos « jvertis nustatomas i$

(153) & =Su 3.

Panaudojant (150) nesunku matyti, kad hipotez¢, jog kointegravimo vektoriy skaicius,
t.y. matricos /7rangas, yra lygus 7, pries alternatyva, jog kointegravimo vektoriy skai€ius yra
r+1, gali biiti patikrinta naudojant tikétinumo santykiu pagrijsta statistika
(154) /’Lmzlx = 'Tlog(l' /1r+1)-
Si testo statistika yra vadinama Maksimalios tikrinés reik§més'* statistika. Jei nagrinéjamoje
sistemoje yra tik 7 kointegravimo vektoriy, tada A+ ;=0 ir Ayqx =0.

Tikrinant jungting nuling hipotez¢, kad nagrinéjamoje n kintamyjy sistemoje yra
0<r<n kointegravimo vektoriy bei atitinkamai n-r vienetiniy Sakny, taikoma tiesiogiai i§
(150) gaunama Matricos pédsako” statistika
(155)  Aprace = -TZi=ps1"log(1- ), r=0,1,...,n-1.
Pradedama nuo nulinés hipotezés, kad sistemoje néra nei vieno kointegavimo vektoriaus
(r=0) ir visos tikrinés reik§més lygios nuliui. Jei §i atmetama, pereinama prie hipotezés, kad
sistemoje yra ne daugiau vieno kointegravimo vektoriaus, tikrinant, ar likusios tikrinés
reik§més reik§mingai skiriasi nuo nulio. Taip tikrinama tol, kol nulinés hipotezés atmesti
negalima.

Démesio! Johansen procediiroje hipotezés apie kointegruotuma pradedamos tikrinti nuo
hipotezés, kad kintamieji nekointegruoti, jei pastaroji atmetama, tada tikrinama sekanti
hipotezé, kad kintamieji kointegruoti ir turi tik vieng kointegravimo vektoriy ir t.t..

Panasiai kaip tikrinant kintamyjy integruotumag DF bei ADF testais, Maksimalios
tikrinés reiksmés ir Matricos pédsako statistiky asimptotinés kritinés reikSmés priklauso nuo
prielaidy apie konstantos ir trendo jtraukimg j vektoring autoregresija ar/ir kointegravimo
regresija. Sios reikmés yra pateiktos Johansen ir Juselius (1990) bei Ostward-Lenum (1992)
straipsniuose.

453 Kai kurie kointegruotumo tikrinimo atskiroje lygtyje ir lygciu sistemoje
privalumai ir trakumai

Pagrindiniai lygciy sistema pagrjsty metody privalumai yra tokie:

- iSvados apie kointegruotuma nepriklauso nuo normalizavimo: norint
kointegruotuma patikrinti atskiroje lygtyje, kointegravimo vektorius yra
normalizuojamas; taciau statistiné iSvada apie tai, ar kintamieji yra kointegruoti,
gali priklausyti nuo pasirinktojo kintamojo. Sios problemos néra, kai
kointegruotumas tikrinamas lygciy sistemoje;

'2 Angl. Maximum Eigenvalue
% Angl. Trace
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- igalina nustatyti, kiek kointegravimo vektoriy yra tarp nagrinéjamy kintamyjy.
Atskiroje lygtyje to padaryti i§ karto nejmanoma, taCiau galima (nors labai
neefektyvi ir, augant kintamyjy skaiciui, tampanti labai koplikuota) alternatyva —
perrinkti visy nagrinéjamy kintamyjy derinius atskirose lygtyse;

- Johansen procediira nereikalauja, kad kintamieji biity integruoti — tas nustatoma
tikrinant kointegruotuma.

Pagrindiniai lygciy sistema pagrjsto Johansen metodo tritkumai:

- modeliavimas tampa zymiai keblesniu, kai kintamieji yra integruoti aukstesne nei
pirma eile;

- kadangi remiasi VAR, reikalingas didelis stebéjimy skaicius;

- bitina liekany gausiSkumo prielaida, kadangi Johansen testas pagristas
maksimalaus tikétinumo metodo jverciais.

Beveik veidrodinis §iy savybiy apvertimas nusako kointegruotumo tikrinimo atskiroje
lygtyje trikumus ir privalumus.

4.6 Integruoty kintamyjy modeliavimo alternatyvos

Ankstesniuose poskyriuose apibiidinti testai ir procediiros leidzia jvertinti
nagrinéjamy kintamyjy integruotumo eil¢ bei tai, ar jie yra integruoti. Jei jau nustatyta, kad
kintamieji yra integruoti bei iStirtas kointegruotumas, kokius modelius reikéty taikyti
modeliuojant kintamuosius, kurie yra integruoti, bet nekointegruoti; kokius naudoti, kai
kintamieji kointegruoja? Toliau pateikiama 3 schema apibiidina bendrg veiksmy seka
pasirenkant tinkama modelj.

Daugialypiy laiko eiluciy modeliavimo alternatyvos 3 schema

Modelio parinkimo
procediira analogiska
yel(1)? » kaip ir y~I(1), ty.

Ne Ne tikrinama, ar y~I(d)
kointegruoti. Taciau
$iuo atveju tikrinimo
Taip Taip procedriios
komplikuotesnés (Zr.,

ye1(0)?

Y

pavyzdziui, Johansen,

Taikyti strandartines
modeliavimo procediiras
ir modelius, pavyzdziui,
klasiking regresija, VAR
ir pan.

- Transformuoti
Y1 Ay, Ne

Taip

a) geriausia taikyti ECM:
- apjungia trumpalaike ir ilgalaike saveikas
- i8skyrus paklaidy korekcijos narj, kitus komponentus apibuidinanciy jprastiniy
statistiky skirstiniai yra standartiniai;
b) neklaidinga nagrinéti lygiy (y,) vienalaike regresija, taciau:
- mazesnis nei ECM efektyvumas: atsizvelgia tik j ilgalaikius rySius
- standartiniai skirstiniai tinka, kai lickana yra baltasis triuksmas; kitaip daugelio
iprasty statistiky skirstiniai priklauso nuo maisanciyjy parametry;
c) galima nagrinéti poky¢iy (Ay,) regresija, taciau:
- mazesnis nei ECM efektyvumas: atsizveliga tik j trumpalaike saveika.

1995, 9 sk.).

Taciau atmintina, jog:
- tik kai y, ~CI(0)
iSvegniama klaidingos
regresijos;
-kaid>1,y,
integruotumo eilé gali
skirtis; taciau, kad y,
kointegruoty, biitina,
kad bent pora
kintamyjy buty
integruoti maksimalia
eile, t.y. d.
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