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Rezultatai

Pagrindiniai habilitacinio darbo rezultatai yra šie:

(1) Nelygybės P 6= NP ∩ co–NP iιrodymas skaičiavimo medžiams.
(2) Nelygybės P 6= NP ∩ co–NP iιrodymas read-once programoms.
(3) Eksponentiniai apatiniai iιverčiai ribotoms binarinėms programoms:

read-k programom, (1, +k)-programoms ir semantiniams tuι programuι

variantams. Šitie rezultatai tiems skaičiavimo modeliams lieka iki
šiol1 geriausi.

(4) Naujas, informacijos teorija paremtas apatiniuι sudėtingumo iιverčiuι

gavimo metodas neribotom binarinėm programom.
(5) Monotoniniuι schemuι sudėtingumo kriterijus. Tuo pačiu išspreιsta

A. Razborov’o 1986 metais Matematikuι Kongrese (Berkeley) iškelta
problema.

(6) Naujas, baigtinės ribos saιvoka paremtas apatiniuι sudėtingumo iιverčiuι

gavimo metodas riboto gylio schemoms.
(7) Eksponentinai apatiniai iιverčiai schemoms su slenkstiniais elemen-

tais.
(8) Naujas, optimaliuι schemuι nestabilumu paremtas apatiniuι iιverčiuι

metodas.
(9) Pirmi eksponentiniai iιverčiai semantinės rezoliucijos iιrodymuι ilgiui.

(10) Pirmi aukšti (tiesiniai) apatiniai komunikacinio sudėtingumo iιverčiai
didesnio kaip logaritminio žaidėjuι skaičiaus atveju.

12006 m. balandis
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Publikacijos ir kiti fomalumai

Habilitacinis darbas parašytas algoritmuι sudėtingumo teorijos srityje. Jis
paremtas 1984-1999 metais autoriaus (po kandidatinės disertacijos gynimo
1980 metais) toje srityje2 publikuotais 27 autoriaus moksliniais straipsniais.
Iš juι

11 straipsniuι žurnaluose, iιtrauktuose iι Mokslinės informacijos insti-
tuto (ISI) duomenuι bazeι:

- Combinatorica (Springer-Verlag) [31]
- Computational Complexity (Birkhäuser-Verlag) [5, 9, 32]
- Discrete Applied Mathematics (North-Holland) [33]
- Doklady Akademii Nauk (Nauka) [17]
- Information Processing Letters (North-Holland) [25, 30]
- Theoretical Computer Science (North-Holland), [16, 34]
- Theoretical Informatics and Applications (RAIRO) [23]

9 straipsniuι referuojamuose periodiniuose leidiniuose:
- Colloquia Mathematica Societatis János Bolyai [10, 11]
- DIMACS Series in Discrete Math. and Theoretical Comput.

Sci. (American Math. Society) [29]
- Diskretnaja Matematika (Nauka) [21]
- Lecture Notes in Computer Science (Springer-Verlag) [13, 15,

18, 19, 22]

Dalis habilitaciniame darbe pateiktuι rezultatuι yra iιtraukti iι monografijaι

S. Jukna, Extremal Combinatorics: With Applications in Computer

Science, Springer-Verlag, 2001, xvii + 375, ISBN 3-540-66313-4.

Monografijos rankraštis buvo iιteiktas leidyklai 1998 m. vasario 12 dienaι,
bet pati monografija nebuvo teikiamos gynimui disertacijos dalis.

Teιsiant habilitaciniame darbe pradėtus tyrimus, po jo gynimo 2000-2006
metais paskelbti dar 6 straipsniai (ISI duomenuι bazėje esančiuose) žurna-
luose:

- Combinatorics, Probability & Computing (Cambridge Univer-
sity Press), 2 straipsniai

- Information and Computation (Springer-Verlag), 1 straipsnis
- Information Processing Letters (North-Holland), 2 straipsniai
- SIAM Journal on Computing (SIAM), 1 straipsnis

Habilitacijos komisijaι sudarė 13 nariuι (habilituotuι daktaruι). Komisijos
paskirti oponentai: Prof. Dr. D. Baum, Prof. Dr. Ch. Meinel, Prof. Dr.
I. Wegener. Visos trys recenzijos buvo teigiamos. Disertacijos gynimo data:
1999 m. liepos 7 d. Slapto balsavimo rezultatas: 13:0.

2Publikacijos iki 1984 metuι – kaip ir pati kandidatinė disertacija – buvo iš kitu sričiuι,
neliečiamuι habilitaciniame darbe: matematinės logikos taikymai ir loginiuι schemuι patiki-
mumo teorija.
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1. Iιvadas

Habiltaciniame darbe nagrinejama centrinė algoritmuι sudėtingumo teori-
jos problema – taip vadinama apatiniuι iιverčiuι problema. Jos esmė yra
iιrodyti, kad duota diskreti funkcija (paprastai, Bulio funkcija) reikalauja
tam tikro kiekio elementariuι operacijuι. (Piešinyje 1 pateiktas vienos papras-
tos loginės schemos pavyzdys.) Iιrodyti, kad duotaι funkcijaι galima efektyviai
realizuoti, yra dažniausiai paprasta: tam užtenka pateikti vienaι konkretuι

algoritmaι. Tačiau norint iιrodyti, kad šis algoritmas yra optimalus, reikia
iιrodyti, kad joks šiaι funkcijaι realizuojantis algoritmas (jau egzistuojantis ar
gal būt sukurtas kada nors ateityje) gali buti efektyvesnis.

Tarkim, kiek loginiuι operacijuι (konjuncija ∧, dizjunkcija ∨, neigimas ¬)
reikia norint gauti dviejuι skaičiuι x, y ≤ 2n sandaugos z = x · y ar sumos
z = x + y dvejetainiι kodaι? Elementarus mokyklinis daugybos algoritmas
rodo, kad sandaugai n2 operacijuι pakanka. Kita vertus, sumai užtenka
O(n), t.y. tiesinio skaičiaus operacijuι. Ar iš tikruιjuι sandaugai reikia daugiau
operacijuι nei sumai? Šis fundamentalus klausimas iki šiol lieka neatsakytas.
Naudojant Fourier transfromacijaι, pavyko iιrodyti, kad sandaugai pakanka
O(n log n log log n) operacijuι. Tačiau niekam iki šiol nepavyko iιrodyti, kad
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Piešinys 1. Loginė schema realizuojanti dvi Bulio funkcijas
s = x + y (mod 2) ir u = x ∧ y. Ši schema naudojama
dvejetainiu skaičiu sumai realizuoti; jei i-tieji tu skaičiu bitai
yra x ir y, tai s yra ju suma ir u yra kėlinio bitas.

bet kuris daugybos algoritmas privalo naudoti, tarkim, mažiausiai 10n ope-
racijuι!

Pagrindinis habilitaciniame darbe nagrinėjamos apatiniuι iιverčiuι gavimo
problemos sunkumas glūdi žodžiuose “bet kuris algoritmas.” Tad apatiniuι

iιverčiuι problema – tai efektyviuι algoritmuι konkrečioms funkcijoms neegzis-

tavimo iιrodymo problema. Garsi “P = NP?” problema yra tik specialus
šios (bendresnės) problemos atvejas. Grubiai tariant, klasė NP susideda iš
visuι funkcijuι f(x, y) su x, y ≤ 2n ir reikšmėm 0 (“taip”) ir 1 (“ne”) tokiuι,
kad gavus skaičius x ir y, yra lengva3 patikrinti ar f(x, y) = 1. Pvz., lengva
patikrinti ar duotas skaičius y dalina duotaι skaičiuι x. Tuo tarpu klase
P susideda iš visuι funkcijuι f(x, y) tokiuι, kad gavus skaičiuι x, yra lengva
patikrinti ar f(x, y) = 1 bent vienam skaičiui y. Aišku, kad pastarasis už-
davinys nėra lengvesnis už pirmaιjiι, bet (bent iš prinzipo) gali būti sunkesnis.
Tarkim, yra “aišku”, kad padalinti du skaičius x, y neturėtuι būti vienodai
sunku, kaip nuspreιsti ar duotas skaičius x yra pirminis. Lygybė P = NP

reikštuι, kad abu šie uždaviniai yra vienodai sunkūs.

Norint iιrodyti, kad P 6= NP, pakanktuι surasti bent vienaι funkcijaι

f ∈ NP, kurios negalima realizuoti polinominio dydžio logine schema; tada
f 6∈ P. Taigi, ši problema tikrai yra apatiniuι iιverčiuι problemos atskiras
atvejas. Be grynai matematinės šios problemos svarbos, ji yra svarbi ir prak-
tikoje. Tarkim, žinoma kriptografinė sistema RSA yra pagriιsta prielaida,
kad joks algoritmas yra pajėgus faktorizuoti duota skaičiuι polinominiame
laike. Tačiau tai yra tik prielaida – kol nėra eksponentinio šios problemos

3“Lengva” čia reiškia polynominiame nuo kintamuιjuι skaičiaus n laike, ar naudojant
polinominiι skaičiuι loginiuι elementuι.
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skaičiavimo sudėtingumo apatinio iιverčio matematinio iιrodymo, ši (plačiai
praktikoje paplitusi) kriptografinė sistema lieka nesaugi. Pavyzdžiui, ilgaι

laikaι buvo manoma, kad joks efektyvus algoritmas negali nustatyti ar duo-
tas skaičius yra pirminis, t.y. kad problema primes reikalauja daugiau nei
polinominio skaičiaus elementariuι operacijuι, t.y. kad primes 6∈ P. Bet visai
nesenai buvo iιrodyta,4 kad tai netiesa!

Tokie pavyzdžiai rodo, kad ši – informatikoje gimusi, bet matematikoje
užaugusi – algoritmuι sudėtingumo apatiniuι iιverčiuι problema iš tikruιjuι yra
gana sunki matematinė problema.5 Ji buvo pradėta aktyviai tirti prieš maž-
daug 50 metuι. Aišku, kad kiekvienai Bulio funkcijai f : {0, 1}n → {0, 1}
užtenka O(2n) elementuι – tai trivialus viršutinis iιvertis visoms funkcijoms.
Vėliau Lupanov 1960 iιrodė, kad užtenka net O(2n/n) elementuι. Kita vertus,
naudojant tikimybiniι argumentaι nesunku iιrodyti, kad beveik kiekvienos Bu-
lio funkcijos realizacijai reikia mažiausiai Ω(2n/n) elementuι. Kitaip sakant,
Bulio funkcijuι, realizuojamuι polinominio dydžio schemom, dalis visuι Bulio
funkcijuι klasėje yra nykstamai maža. Tai iιrodė Shannon dar 1949 metais.

Tačiau iki šiol niekam nepavyko iιrodyti, kad kuri nors konkreti (tarkim,
priklausanti klasei NP) funkcija reikalauja daug elementuι: nepaisant dauge-
lio matematikuι pastanguι, aukščiausiu lieka apatinis iιvertis6 3n−o(1) pasiek-
tas Paul (1977), Schnorr (1980) ir Blum (1984).

Aukštesnius (kvadratinius) iιverčius pavyko gauti tik ribotom schemom:
kontaktinėm schemom (Nechiporuk 1966) ir Bulio formulėm (Khrapchenko
1971). Po šiuι rezultatuι iιvairios ribotuι loginiuι schemuι klasės pardėtos tirti
ypač intensyviai. Šia kryptimi buvo gauta visa eilė svariuι rezultatuι: ribojant
schemuι strukturaι pavyko iιrodyti net eksponentinius apatinius iιverčius to-
kiuose modeliuose, kaip kontaktinės schemos be nuliniuι keliuι, “vienaskaitinės”
(read-once) binarinės programos, monotoninės schemos, riboto gylio schemos
ir kt. Žymiai svarbiau nei patys iιverčiai yra juι gavimui sukurti nauji apa-
tiniuι iιverčiuι iιrodymo metodai, tokie kaip:

(1) “bottlenecks counting” argumentas rezoliucijai ir monotoninėms sche-
moms,

(2) skaičiavimuι “maišymo” metodas (the fusion method) monotoninėms
schemoms ir algebrinėms programoms,

(3) atsitiktiniuι projekcijuι metodas riboto gylio schemom,
(4) aproksimavimo metodas monotoninėm schemom,
(5) “skaldyk ir valdyk” principo variantai iιvairiems binariniuι programuι

modeliams,

4M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena, primes is in P, Annals of Mathematics 160, No. 2,
781-793 (2004).

5Clay Mathematics Institute (Cambridge, Massachusetts) išrinko “P = NP?” prob-
lemaι kaip vienaι iš septyniuι svarbiausiuι praeito amžiaus matematiniuι problemuι (žr.
http://www.claymath.org/millennium/).

62001 metais keturiems matematikams K. Iwama, O. Lachish, H. Morizumi ir R. Raz
pavyko iιrodyti šiek tiek didesniι iιvertiι 5n − o(1).
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(6) entropinis metodas neribotom binarinėms programoms,
(7) “baigtiniuι ribuι” metodas riboto gylio ir monotoninėm schemom.

Habilitaciniame darbe pateikiamas autoriaus 15 metuι (tarp 1984 ir 1999)
indėlis vystant pirmus keturius metodus (1)-(4); paskutiniai trys metodai
(5)-(7) buvo pasiūlyti paties autoriaus. Indėlis pateikiamas gana konkrečiai
– demonstruojama kaip siūlomi metodai dirba konkrečiuose algoritmuι mo-
deliuose. Todėl pats darbas yra suskaidytas iι atskiras dalis, atitinkančias
tuos metodus demonstruojančius algoritmuι modelius:

(1) binariniai medžiai (decision trees);
(2) ribotos binarinės programos (branching programs);
(3) gylio-3 schemos (depth-3 ciruits);
(4) monotoninės schemos (monotone circuits);
(5) rezoliucija;
(6) komunikaciniai protokolai.

Toliau mes trumpai aprašysime tose dalyse pateikiamus rezultatus. Ka-
dangi šis rašinys yra tik santrauka, mes apsiribosime tik pačiais tipiškiausiais
rezultatais. Be to mes dažnai formuluosime rezultatus ne bendru pavidalu
(kaip jie yra pateikiami atitinkamose publikacijose), o imsime tik juι atskiraι,
bet palygint lengvai suprantamaι ir kituι sričiuι matematikams, atvejaι.

2. Skaičiavimo medžiai

Pirmose disertacijos dalyse nagrinejamas klasikinis Bulio funkcijuι skaiči-
avimo modelis – binarinės programos (branching programs) ir juι specialus
atvejas – skaičiavimo medžiai.

Skaičiavimo medis (decision tree) yra baigtinis orentuotas medis T , ku-
rio kiekviena vidinė viršūnė turi du išeinančius lankus, pažymėtus 0 ir 1.
Kiekvienai vidinei viršūnei (t.y. ne lapui) priskirtas kuris nors vienas kin-
tamasis xi, 1 ≤ i ≤ n. Lapams priskirtos reikšmės 0 ar 1. Viena vidinė
viršūnė paskelbiama pradine.

Gavus dvejetainiι vektoriuι a = (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n skaičiavimas prasi-
deda pradinėje viršūnėje ir vyksta šitaip: jei skaičiavimas pasiekia viršūneι
pažymetaι kintamuoju xi, tai toliau skaičiavimo kelias eina lanku pažymėtu
ai ∈ {0, 1}. Kadangi medis yra baigtinis, tokiu būdu mes paieksime kuriι nors
lapaι – to lapo žymė (bitas 0 ar 1) ir yra skaičiavimo medžio reikšmė T (a).
Tuo būdu medis skaičiuoja atitinkamaι Bulio funkcija T : {0, 1}n → {0, 1}.
Medžio dydis – tai viršūniuι skaičius joje. Jei medyje yra nepažymėtuι

viršūniuι, tada pasiekus tokiaι viršūneι skaičiavimo keliaι galima prateιsti bet
kuriuo iš išeinančiuι lankuι. Tokiu atveju skaičiavimo medis yra nedeter-

minuotas (non-deterministic) ir T (a) = 1 tada ir tik tada, kai bent vienas
skaičiavimas veda iι lapaι su žyme 1

Tegu dt(f) žymi mažiausiaι Bulio funkcijaι f realizuojančio (determin-
uoto) medžio viršūniuι skaičiuι.
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Piešinys 2. Skaičiavimo medis; iιvedus vektoriuι (0, 1, 0) jis
duoda atsakymaι 1.

Darbe (Jukna et al. 1997) mes nagrinėjame tokiι problemos
“P = NP ∩ co–NP?” variantaι skaičiavimo medžiams:

Problema 1. Tarkim, Bulio funkcija f ir jos neigimaι ¬f galima realizuoti
nedeterministiniais skaičiavimo medžiais su N viršūniuι. Ar tada galioja
dt(f) ≤ N c kuriai nors konstantai c > 0?

Ši problema buvo atvira daugeliι metuι. Pakartotinai tos problemos svarbaι

taip vadinamoje “besimokančiuι algoritmuι” teorijoje (algorithmic learning
theory) pabrėžė Ehrenfeucht and Haussler (1989). Tame darbe jie iιrodė
viršutiniι iιvertiι dt(f) ≤ nO(log2 N).

Naudojant algebriniι (spektraliniι) argumentaι darbe Jukna et al. (1997)
mes iιrodom apatiniι iιvertiι dt(f) ≥ 2Ω(log2 N). Tuo pačiu mes iιrodėme, kad
skaičiavimo medžiuι modelyje sudėtingumo klases P ir NP∩co–NP skiriasi,
t.y. čia galioja P 6= NP ∩ co–NP ir tuo pačiu P 6= NP.

Iιrodymas naudoja funkcijuι Fourier transformacijaι. Tam tikslui mes vie-
toj kubo {0, 1}n imame kubaι {−1, +1}n ir vietoj funkcijuι f : {0, 1}n →
{0, 1} nagrinejame funkcijas f : {−1, +1}n → {−1, +1}. Tokiuι funkcijuι

aibė duoda mums dimensijos 2n tiesineι erdveι su skalarine vektoriuι daugyba
〈f, g〉 = 2−n ∑

x f(x)g(x). Monomai XS =
∏

i∈S xi duoda mums to erdvės
ortonoraliaι bazeι. Taigi, kiekvienaι funkcija f : {−1, +1}n → {−1, +1} gali-
ma vienareiksmiškai išreiksti kaip sumaι f =

∑

S f̂(S)XS ; čia

f̂(S) = 〈f, XS〉 = 2−n
∑

x∈{−1,+1}n

f(x)XS(x)

yra taip vadinamas S-tasis funkcjos f Fourier koeficientas. Taι vienareikš-
miškaι funkcijos f išraiškaι kaip monomuι suma galima gauti iš bet kokio
funkcijaι f išreiškiančio realaus polinomo naudojant tapatybes x2

i = 1.

Musuι pagrindinis techninis rezultatas yra teorema, duodanti funkcijaι f
realizuojančio skaičiavimo medžio dydžio dt(f) apatiniι iιvertiι tos funkcijos
Fourier koeficientuι terminais.
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Teorema 2 (Jukna et al. 1997). Kiekvienai Bulio funkcijai f(x1, . . . , xn) ir

kiekvienam poaibiui S ⊆ {1, . . . , n} galioja:

dt(f) ≥ 2|S| ·
∑

T ⊇S

|f̂(T )|.

Naudojant šiaι teoremaι mums pavyko iιrodyti, kad deterministiniai skai-
čiavimo medžiai kai kurioms (konkrečioms) Bulio funkcijos f reikalauja
NΩ(log N) viršūniuι, tuo tarpu kai f ir jos neigimaι ¬f galima realizuoti nede-
terminuotais dyžio N skaičiavimo medžiais. Tuo pačiu Problema 1 buvo
išspreιsta. Be to, pagal aukščiau minėtaι Ehrenfeucht and Haussler (1989)
rezultataι, šis mūsuι nustatytas skirtumas yra beveik maksimalus.

Iιdomu pažymėti, kad šis mūsuι rezultatas kontrastuoja su kitu žinomu
rezultatu, liečiančiu problemaι “P = NP∩ co–NP?” skaičiavimo medžiams.
Mes matuojame tokiuι medžiuι sudėtingumaι juose esančiuι viršūniu skaičiumi.
Kitas natūralus medžiuι matas yra ju gylis, t.y. lankuι skaičius ilgiausiame
kelyje iš pradinės viršūnes iki kurio nors lapo. Net trys matematikuι grupes
nepriklausomai ir beveik vienu metu (apie 1990 metus) iιrodė, kad tokiu
atveju galioja lygybė P = NP ∩ co–NP. Tad buvo tikimasi, kad ši lygybė
turėtuι galioti ir imant viršūniuι skaičiuι kaip sudėtingumo mataι. Todėl mūsuι

rezultatas buvo gana netikėtas.

3. Read-once programos

Binarinė programa (branching program) – toliau paprasčiausiai programa

– yra skaičiavimo medžio apibendrinimas. Vienintelis skirtumas yra tas, kad
dabar vietoj medžio leidžiama imti bet kokiι orentuotaι grafaι be cikluι.

Pastebėkime, kad skaičiavimo medyje nėra jokios prasmės kuriame nors
kelyje iš pradinės viršūnės iki lapo vienaι ir taι patiι kintamajiι xi testuoti
daugiau nei vienaι karta. Kitaip yra binarinėse programose: čia leidžiant
taι patiι kintamajiι testuoti keletaι kartuι galima žymiai (net eksponentiškai)
sumažinti bendraι programos viršūniuι skaičiuι. Kadangi bendroms (neri-
botoms) programoms aukščiausiu lieka dar 1966 metais Nechiporuk gau-
tas iιvertis Ω(n2/ log2 n), buvo pradėta tirti tuι kintamuιjuι pakartotiniuι tes-
tavimuι iιtakaι programos dydžiui.

Binarinė programa P (x1, . . . , xn) yra read-once programa, jei bet kuri-
ame kelyje iš pradinės viršūnės iki lapo kiekvienas kintamasis xi sutinkamas
daugiausiai vienaι kartaι. Pastebėkime, kad tokios programos – tai skaiči-
avimo medžiai, kuriuι izomorfiški pomedžiai yra “sulipdyti”. Tad read-once
programos yra pirmas natūralus skaičiavimo medžiuι apibendrinimas.

Kita vertus, read-once programos gali būti žymiai ekonomiškesnės už
skaičiavimo medžius. Imkim pavyzdžiui tokiaι Bulio funkcijaι:

f(x1, . . . , xn) = x1 + x2 + · · · + xn (mod 2).
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Piešinys 3. Read-once programa funkcijai x1 + x2 + · · · + xn (mod 2)

Triviali šios funkcijos read-once programa turi tik 2n + 1 viršūniuι (žr.
Piešiniι 3), tuo tarpu kai bet kuris binarinis medis šiai funkcijai privalo turėti
net 2Ω(n) viršūniuι (kadangi pakeitus bet kuriι vienaι vektoriaus koordinateι
keičiasi ir funkcijos reikšmė). Tad nenuostabu, kad dideliuι (eksponentiniuι)
apatiniuι iιverčiuι read-once programoms iιrodymas yra sunkesnis uždavinys
nei binariniams medžiams.

Dabe (Jukna 1986) be kituι rezultatuι buvo iιrodytas toks bendras apatinis
iιvertis read-once programom. Bulio funkcija f(x1, . . . , xn) yra vadinama m-
sumaišyta (m-mixed), jei paėmus bet kuriuos m kintamujuι ir iιstačius juι

vietoj konstantas 0 ar 1 bet kuriais dviem skirtingais būdais gauname dvi
skirtingas Bulio funkcijas (nuo likusiuι nefiksuotuι kintamuιjuι).

Teorema 3 (Jukna 1986). Jei Bulio funkcija f yra m-sumaišyta, tai kiekviena

jaι skaičiuojanti read-once programa privalo tureti mažiausiai 2m−1 viršūniuι.

Daugelis iki šiol žinomuι (ir kituι autoriuι iιrodytuι) apatiniuι iιverčiuι kon-
krečioms Bulio funkcijom buvo gauti naudojant šiι kriterijuι. Vėliau Simon
ir Szegedy (1993) apibendrino šiι rezultataι.

Darbe (Jukna et al. 1997) mes nagrinėjome Problemos 1 analogaι read-
once programoms ir iιrodėme, kad čia vėlgi galioja nelygybė
P 6= NP∩co–NP. Šio rezultato iιrodymui pagrindinė problema buvo sukon-
struoti tinkamaι Bulio funkcijaι. Mes jaι sukonstravom naudodami projek-
tyvines plokštumas (projective planes).

Kaip žinoma, projektyvinėje plokštumoje PG(2, q), kur q yra pirminis
skaičius ar tokio skaičiaus laipsnis, mes turime n = q2 + q + 1 “taškuι”
V = {1, . . . , n} ir n tuι taškuι poaibiuι L1, . . . , Ln; šie poaibiai vadinami
“tiesiemis”. Kiekviena tiesė susideda iš lygiai q + 1 taškuι, bet kurios dvi
tieses kertasi lygiai viename taške ir per kiekviena taškaι eina lygiai q + 1
tiesiuι (žr. piešiniι 4).

Aibė taškuι S ⊆ V vadinama blokuojančia aibe, jei ji kerta kiekvienaι tieseι.
Taigi, tiesės yra mažiausios blokuojančios aibės. Nagrinėkime Bulio funkcijaι

f : {0, 1}n → {0, 1} tokiaι, kad f(a1, . . . , an) = 1 tada ir tik tada kai aibė
vektoriaus a nenuliniuι koordinačiuι S = {i ∈ V : ai = 1} turi ne daugiau
kaip q +

√
q elementuι ir yra blokuojanti.

Teorema 4 (Jukna et al. 1997). Funkcijaι f ir jos neigimaι ¬f galima reali-

zuoti nedeterminuotomis dydžio O(n5/2) read-once programomis, tačiau bet
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Piešinys 4. Fano plokštuma PG(2, 2) su septyniom tiesėm
ir trim taškais kiekvienoje tiesėje.

kuri determinuota read-once programa šiai funkcijai privalo turėti mažiau-

siai 2Ω(
√

n) viršūniuι.

Apatinis iιvertis čia vėlgi gautas naudojant Teoremaι 3.

Be kita ko, Teorema 4 rodo, kad ir read-once programuι atveju nede-
terministinės programos gali būti net eksponentiškai ekonomiškesnės negu
deterministinės. Nepaisant to, darbe (Jukna 1986) buvo iιrodytas bendras
apatinis iιvertis ir nedetereminuotom read-once programoms. Jis naudoja
tokiι Bulio funkcijuι f mataι. Tegu Tr(f) yra mažiausias skaičius t, kuriam
egzistuoja ilgio r monomai K1, . . . , Kt tokie, kad f ≤ K1 ∨ . . . ∨ Kt. Taip
pat, tegu d(f) žymi minimaluι Hamming atstumaι tarp bet kuriuι dviejuι vek-
toriuι aibėje f−1(1), t.y. d(f) yra minimalus skaičius d toks, kad bet kurie
du vektoriai a 6= b ∈ f−1(1) skiriasi maziausiai d koordinatėse.

Teorema 5 (Jukna 1986). Kiekviena Bulio funkcijaι f realizuojanti nedeter-

ministinė read-once programa privalo turėti mažiausiai Td(f)−1(f) viršūniuι.

Šios teoremos pagalba darbuose (Jukna 1986,1988a,1988b) buvo gauti
pirmi eksponentiniai apatiniai iιverčiai nedeterminuotoms read-once progra-
moms. Veliau darbe (Jukna–Razborov 1998) ši teorema buvo išplėsta taip
vadinamom “semantinėm” programom. Be to, naudojant tikimybiniι argu-
mentaι buvo iιrodyta, kad ši teorema duota eksponentinius apatinius iιverčius
visai eilei Bulio funkcijuι f(x1, . . . , xn): tam pakanka, kad m(f) � n/d(f),
kur parametras m(f) apibrėžiamas kaip mažiausias skaičius funkcijos f kin-
tamuιjuι, kuriuos užfiksavus funkcija virsta trivialia funkcija lygia konstan-
tai 0.

Lema 6 (Jukna–Razborov 1998). Tegu d(f) = d ir m(f) = m. Tada

Td(f) = 2Ω(md/n).

4. Read-k programos

Binarinė programa P (x1, . . . , xn) yra read-k programa, jei bet kuriame
kelyje iš pradinės viršūnės iki lapo kiekvienas kintamasis xi sutinkamas
daugiausiai k kartuι. Tokios programos yra natūralus read-once programuι

apibendrinimas (kur k = 1).
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Darbe (Jukna 1995) pateikiamas bendras apatiniuι iιverčiuι gavimo meto-
das nedeterminuotoms read-k programoms. Mes čia šio kriterijaus nekar-
tosime. Vietoj to pateiksime viena konkretuι jo taikymaι rodantiι, kad tam
tikruι tiesiniuι “save taisančiuι” (self-correcting) koduι charakteristiniuι Bulio
funkcijuι negalima realizuoti polinominio dydžio read-k programomis.

Su kiekviena m × n matrica A = {aij}, kur ai,j ∈ {0, 1}, galima susieti
Bulio funkcijaι

fA(x1, . . . , xn) =
m
∧

i=1

(

1 ⊕
( n

⊕

j=1

aijxj

))

.

Tai yra, fA(x1, . . . , xn) = 1 tada ir tik tada kai vektorius (x1, . . . , xn) yra
ortogonalus (kūne GF(2)) visoms matricos A eilutėms.

Imkim dabar gerai žinomaι tiesiniι BCH-kodaι C ⊆ GF (2)n, kuriame bet
kurie du vektoriai skiriasi maziausiai d = Θ(

√
n/kk) bituι. Tegu A yra to

kodo “parity-check” matrica. Tada fA yra kodo C charakteristinė funkcija:
x ∈ C ⇐⇒ fA(x) = 1. Šiai funkcijai galioja šitokia

Teorema 7 (Jukna 1995). Jei k = o(log n/ log log n), tai kiekviena nedeter-

minuota read-k programa funkcijai fA privalo turėti 2Ω(
√

n) viršūniuι.

Iki šiol7 niekam nepavyko gauti eksponentinion apatinio iιverčio tokiom
programom kai k ≥ log n.

5. (1, +s)-programos

Read-k programose yra reikalaujama, kad kiekviename kelyje iš pradinės
viršūnės iki lapo kiekvienas kintamasis xi gali būti testuojamas daugiau-
siai k kartuι. Dabar nagrinėkime kiek kitokiι apribojimaι: reikalaukime,
kad kiekviename skaičiavimo kelyje8 iki s kintamuιjuι gali būti testuojami
kiek norima kartuι; kiekvienaι iš likusiuι n − s kintamuιjuι galima testuoti
daugiausiai vienaι kartaι. Tokios programos literatūroje vadinamos (1, +s)-
programomis.

Pastebėkima, kad bet kuri programa su n kintamuιjuι yra (1, +s)-programa
su s ≤ n. Taigi, apatiniai iιverčiai (1, +s)-programoms yra tuo stipresni kuo
s yra didesnis.

Darbe (Jukna–Razborov 1998) buvo iιrodytas toks bendras apatiniuι iιverčiuι

(1, +s)-programoms kriterijus.

72006 m. balandis.
8Ne kiekvienas kelias programos grafe atitinka skaičiavimo keliaι: tokie yra, pavyzdžiui,

keliai, kuriuose sutinkami lankai atitinkantys testus xi = 0 ir xi = 1; tokie keliai nėra re-
alizuojami, nes tas pats bitas xi negali tuo pačiu metu būti lygus 0 ir 1. Tačiau, kaip
parodyta darbe (Jukna 1989), tokiuι “nereikalinguι” keliuι buvimas gali net eksponentiškai
padidinti programos galiaι. Pastebėkime, kad (1, +s)-programose jokiuι apribojimuι tok-
iems “nereikalingiems” keliams nėra.
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Teorema 8 (Jukna–Razborov 1998). Tegu d(f) = d ir m(f) = m. Tada bet

kuri Bulio funkcijaι f realizuojanti (1, +s)-programa privalo turėti

2(min{d, m/(s+1)}−1)/2

viršūniuι.

Naudojant šiι kriterijuι tame pačiame darbe buvo iιrodyta, kad kai kuriuι

Bulio funkcijuι f(x1, . . . , xn), būtent – charakteristiniuι tam tikruι tiesiniuι

koduι funkcijuι – negalima realizuoti polinominio dydžio (1, +s)-programo-
mis, jeigu9 s = o(n/ log n).

6. Entropinis metodas

Darbe (Jukna–Žák 1998) mes pasiūlėme tokiι apatiniuι sudėtingumo iιverčiuι

neribotom binarinėm programom gavimo metodaι. Šis metodas paremtas in-
formacijos tekėjimo programoje analize. Pagrindinė idėja yra matuoti pro-
gramos “netikrumo kiekiι” apie funkcijos reikšmeι f(a) tos reokšmės skaiči-
avimo metu. Gavusi vektoriuι a = (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n, programa pradeda
skaičiavimaι pradinėje viršūnėje. Tuo metu ji dar nieko apie vektoriuι a
nežino. Kiekviename tolesniame žingsnyje programa tikrina tam tikruι ko-
ordinačiuι ai reikšmes. Paklaususi ar ai = 0 (ir gavusi atsakymaι) programa
gauna vienaι papildomaι informacijos bitaι apie visaι vektoriuι a. Tačiau ši
informacija gali vėliau būti prarasta kurioje nors viršūnėje v, jei egzistuoja
kitas vektorius b toks, kad bi 6= ai, skaičiavimo kelias comp(b) pasiekia taι

pačiaι viršūneι v ir arba i-toji koordinatė xi vėl testuojama viršūnėje v arba po
šios viršūnės abu skaičiavimai seka vienaι ir taι patiι keliaι iki kurio nors lapo.
Abiem atvejais programa yra vėl “netikra” apie koordinateι ai viršūnėje v:
pirmu atveju ji testuoja i-tajaι koordinateι dar kartaι, o antruoju jos ansktesnė
informacija apie tos koordinatės reikšmeι tampa nebereikalinga.

Tam, kad matematiškai išreikšti taι programos “netikrumo” kiekiι, darbe
(Jukna–Žák 1998) mes iιvedėme skaičiavimuι “entropijos” saιvokaι. Jos idėja
yra tokia.

Tegu P = (V, E) yra kokia nors programa, skaičiuojanti duotaι Bulio
funkcijaι f : {0, 1}n → {0, 1}. Naudojant funkcijos saιvybes parenkame
atitinkamaι vektoriuι iš {0, 1}n paskirstymaι (distribution) ϕ : {0, 1}n → V
tarp programos viršūniuι. Tai yra pagrindinis “kūrybinis aktas” – jis prik-
lauso nuo to, kokiaι Bulio funkcijaι mes nagrinėjame. Tokiι paskirstymaι ϕ
galima apibrėžti davus taisykleι, pagal kuriaι skaičiavimai comp(a) turi būti
sustabdomi tam tikrose programos viršūnėse.

Kiekvienas paskirstymas ϕ : {0, 1}n → V duoda mums viso kubo {0, 1}n

suskaidymaι iι nesikertančius blokus Fv = ϕ−1(v), v ∈ V ; kai kurie iš tuι blokuι

gali žinoma būti tušti. Vieno bloko Fv entropijaι apibzėžiame kaip vidutiniι
tos vektoriuι aibės išskaidančio medžio gyliι; toks medis yra paprasčiausiai

9Visai nesenai man pavyko pagerinti šiι rezultataι iki s = Ω(n): S. Jukna, Expanders
and time restricted branching programs, Thereoretical Computer Science (iιteikta 2005).
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skaičiavimo medis toks, kad kiekvienaι jo lapaι gali pasiekti tik vienas aibės
Fv vektorius. Galuι gale mes apibrėžiame paskirstymo ϕ entorpijaι H(ϕ) kaip
vidutineι visuι blokuι Fv = ϕ−1(v) su v ∈ V entropijaι. Tada gllioja tokia

Teorema 9 (Jukna–Žák 1998). Tegu P = (V, E) yra bet kokia binarinė pro-

grama. Tada kiekvienam paskirstymui ϕ : {0, 1}n → V galioja

|V | ≥ 2n−H(ϕ).

Pagal šiaι teoremaι, tam kad gauti geraι apatiniι viršūniuι skaičiaus |V |
iιverti, pakankaι gauti gera viršutiniι entropijos H(ϕ) iιvertiι. Pačios teoremos
iιrodyme mes naudojame tokiaι, gerai Informacijos Teorijoje žinomaι Kraft-
McMillan nelygybeι: jei p1, . . . , pk yra kurio nors binarinio medžio keliuι nuo
pradinės viršūnės iki jo lapuι ilgiai, tai galioja

∑k
i=1 2−pi ≤ 1.

Darbe (Jukna–Žák 1998) mes demonstruojame šiι metodaι taip vadinamuι

“balancuotuι” programuι klasėje. Tos programuι klasės mes čia formaliai ne-
apibrėžinėšime, tik pažymėsime, kad šios programos yra galingesnės už visus

anksteniuose skyriuose nagriėtus modelius. Pavyzdžiui, mes jau minėjome,
kad tam tikruι tiesiniuι koduι charakteristiniuι funkcijuι negalima realizuoti
polinominio dyžio read-k programomis bei (1, +s)-programomis. Kita ver-
tus, visas tokias funkcijas galima realizuoti balancuotomis programins nau-
dojant tik kvadratiniι viršūniuι skaičiuι.

Tad aišku, kad balancuotoms programoms iki šiol žinomi metodai negali
duoti aukštuι apatiniuι iιverčiuι. Naudojant Teoremaι 9 mums visgi pavyko
tokius iιverčius gauti. Tam tikslui mes imame gerai žinomaι Bulio funkcijaι

Cliquen(X). Ši funkcija yra svarbi problemos “P = NP?” kontekste: jei
Cliquen ∈ P tai P = NP. Ši funkcija atpažiιsta ar duotas grafas G su n
viršūniuι turi tam tikro dydžio klikaι (pilnaι pografiι). Tai yra, aibė X susideda
iš

(n
2

)

kintamuιjuι xi,j tokiuι, kad xi,j = 1 ⇐⇒ duotame grafe G yra lankas,
jugiantis viršūnes i ir j. Funkcija Cliquen akzeptuoja dutaι grafaι tada ir
tik tada, kai šis grafas turi pilnaι pografiι su

√
n viršūniuι.

Teorema 10 (Jukna–Žák 1998). Bet kuri balancuota programa funkcijai

Cliquen privalo turėti 2Ω(
√

n) viršūniuι.

7. Kontaktinės schemos be nuliniuι keliuι

Darbuose (Jukna 1986, 1988a, 1988b, 1989) nagrinėjamas kontaktiniuι

schemuι modelis. Istoriškai šis modelis buvo pradėtas tirti žymiai anksčiau
nei binarinės programos (jau 1949 metais Shannon gavo pirmus rezultatus
tokioms schemoms). Šis modelis yra bendresnis už nedeterminuotas bina-
rines programas ir yra šiuolaikiniuι elektroniniuι schemuι prototipas.

Kontaktinė schema yra neorentuotas grafas G = (V, E) kurio kiekvienam
lankui e ∈ E priskirtas kuris nors kintamasis xi ar jo neigimas ¬xi. Kurios
nors dvi viršūnės s ir t yra paskelbiamos pradine ir galine (source and target).
Kiekvienas dvejetainis vektorius a = (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n duoda mums
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grafo G pografiι Ga = (V, Ea) su Ea ⊆ E, turintiι tik tuos grafo G lankus,
kuriuι žymės yra suderintos su vektoriaus a reikšmėmis. Tai yra, jei lanko
žymė yra xi (atitinkamai, ¬xi), tai šis lankas lieka pografyje Ga tada ir tik
tada, kai ai = 1 (atitinkamai, kai ai = 0). Tokia schema skaičiuoja Bulio
funkcijaι fG : {0, 1}n → {0, 1} natūraliu būdu: fG(a) = 1 ⇐⇒ pografyje
Ga yra bent vienas kelias iš pradinės viršūnės s iι galineι viršūneι t.

Tokia schema vadinama “kontaktine”, kadangi ji dirba kaip iιprastos kon-
taktinės elektroninės schemos. Lankuι žymes galima interpretuoti kaip “kon-
taktus”. Gavus vektoriuι a, kontaktas yi ∈ {xi, ¬xi} yra “pralaidus”, jei
yi(a) = 1, t.y. jei yi = xi ir ai = 1 arba yi = ¬xi ir ai = 0. Viršūnes s ir t
galima interpretuoti kaip teigiamaι poliuι ir neigiamaι poliuι. Tada fG(a) = 1,
jei tarp poliuι srovė teka, ir fG(a) = 0, jei srovė neteka.

Nulinis kelias schemoje G yra s-t kelias, kuriame sutinkamas koks nors
kintamasis xi ir jo neigimas ¬xi. Aišku, kad tokie keliai yra nepralaidūs – jie
nepraleidžia nei vieno vektoriaus a. Tad iš pirmo žvilgsnio tokie keliai turėtuι

būti nereikalingi – funkcijos fG(x) reikšmei jie neturi jokios iιtakos. Tačiau
– kaip iιrodyta darbe (Jukna 1989) – tokie keliai gali būti labai naudingi
norint sumažinti schemos dydiι, t.y. bendraι kontaktuι (lankuι) skaičiuι. Taι

faktaι mes nustatėme naudodami tokiι bendraι apatiniι iιvertiι schemoms be
nuliniuι keliuι.

Aibės A ⊆ {0, 1}n k-tasis laipsnis degk(A) yra maksimalus skaičius jos
vektoriuι, visi iš kuriuι turi vienetus kuriose nors k koordinatėse. Tai yra,
degk(A) yra maksimalus skaičius t, kuriam egzistuoja B ⊆ A, |B| = t ir
S ⊆ {1, . . . , n}, |S| = k tokie, kad ai = 1 visiems a ∈ B ir visiems i ∈ S.
Vektoriaus a ∈ {0, 1}n svoris yra jo nenuliniuι koordinačiuι skaičius |a|, t.y.
|a| = |{i : ai = 1}| Aibė A ⊆ {0, 1}n yra k-homogeninė, jei |a| = k visiems
a ∈ A.

Teorema 11 (Jukna 1989). Tegu A ⊆ {0, 1}n yra k-homogeninė aibė. Tada

kiekviena kontaktinė schema be nuliniuι keliuι skaičiuojanti aibės A charak-

teristineι funkcijaι privalo turėti mažiausiai

max
s:s≤k

|A|
degs(A) · degk−s(A)

kontaktuι.

Darbe (Jukna 1989) ši teorema iliustruojama tokiai konkrečiai Bulio
funkcijai EPMn(X), kuri vėliau tapo žinoma kaip “exact perfect match-
ing” funkcija. Jos kintamieji sudaro m × m matricaι X = {xij} su m =

√
n.

Tada EPMn(X) = 1 ⇐⇒ kiekvienoje matricos X eilutėje ir kiekviename
jos stulpelyje yra lygiai vienas nenulinis elementas. Aibė A = EPM−1

n (1)
yra m-homogeninė ir turi lygiai n! elementuι. Be to nesunku matyti, kad
degs(A) = (m−s)! visiems 0 ≤ s ≤ m. Imant s = m/2, Theorema 11 duoda
mums tokiι apatiniι iιvertiι.
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Teorema 12 (Jukna 1989). Kiekviena kontaktinė schema be nuliniuι keliuι

skaičiuojanti EPMn privalo turėti mažiausiai 2Ω(
√

n) kontaktuι.

8. Read-once kontaktinės schemos

Kontaktinė schema vadinama read-once, jeigu kiekviename pralaidžiame
jos kelyje (t.y. kelyje neturininčiame kintamojo kartu su jo neigimu) kiekvienas
kintamasis sutinkamas daugiausiai vienaι kartaι. Taigi, read-once kontak-
tinės schemos yra nedeterminuotuι read-once programu praplėtimas. Kad
šitas praplėtimas yra iš tikruιjuι esminis buvo parodyta darbe (Jukna 1992)
tokiu rezultatu.

Mes jau žinome, kad praeitame skyriuje apibrėžta Bulio funkcija EPMn

(exact perfect matching) reikalauja eksponentinio dydžio nedeterminuotuι

read-once programu bei kontaktiniuι schemuι be nuliniuι keliuι. Kita vertus
galia tokia

Teorema 13 (Jukna 1992). Funkcijaι EPMn galima realizuoti read-once kon-

taktine schema su O(n3) kontaktuι.

Šis rezultatas nustebino daugeliι specialistuι, nes iki tol buvo manoma, kad
kontaktinės schemos negali būti žymiai galingesnės už binarines programas.

Kita vertus, pati teoremos iιrodymo idėja yra gana paprasta. Būtent, mes
konstruojame reikalaujamaι read-once kontaktineι schemaι funkcijai EPMn

pagal formuleι P = P1 ∧ P2. kur

P1(X) =
m
∧

i=1

m
∨

j=1

xij,

P2(X) =
m
∧

j=1

m
∨

k=1

n
∧

i=1

i6=k

¬xij

Pastebėkime, kad P1(X) = 1 ⇐⇒ kiekviena matricos X eilutė turi bent
vienaι vienetaι, ir P2(X) = 1 ⇐⇒ kiekvienas matricos X stulpelis turi bent
n − 1 nuliι. Taigi, P (X) = 1 ⇐⇒ EPMn(X) = 1.

Teorema 13 rodo, kad read-once kontaktinės schemos turi nelauktai dideleι
galiaι. Ir iš tikro niekam iki šiol10 dar nepavyko iιrodyti eksponentinio iιverčio
tokioms schemoms. Taigi, šitas skaičiavimo modelis yra pats “silpniausias”
nedeterministinis modelis, kuriam nepavyksta gauti aukštuι apatiniuι iιverčiuι.

102006 m. balandis
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9. Semantinės programos

Tam, kad geriau suprasti kaι tik minėtuι read-once kontaktiniuι schemuι

(bei kituι aukšciau minėtuι ribotuι programuι) funkcionavimaι, darbe (Jukna–
Razborov 1998) mes iιvedėme naujaι programuι modeliι – taip vadinamas “se-
mantines” programas. Tokiuι programuι modeliι užduoda pasirinktas skaiči-
avimo kelius ribojantis “kvotos predikatas” Q (quote predicate). Tokiuι

predikatuι pavyzdžiai yra:

• Kiekvienas kintamasis gali būti testuojamas daugiausiai k kartuι.
• Daugiausiai s kintamuιjuι gali būti testuojami daugiau nei vienaι kartaι.

Tam, kad apibrėžti, kada programa P akceptuoja duotaι vektoriuι a ∈
{0, 1}n, mes nagrinėjame tokiι dviejuι personuι – Skaičiuotojo ir Trukdytojo
– žaidimaι. Tarkim programos P skaičiavimo kelias paiekė kokiaι nors jos
višūneι v, kurioje testuojamas kuris nors kintamasis xi. Jeigu to testo atžvil-
giu duota kvota Q dar neviršyta, tai Skaičiuotojas prateιsia skaičiavimo keliaι

iš viršūnės v išeinančiu lanku, pažymėtu skaičium ai (kaip ir iιprastose pro-
gramose). Bet jeigu kvota jau viršyta, tai Trukdytojas gali prateιsti skaiči-
avima bet kuriuo iš dviejuι viršūneι v paliekančiuι lankuι. Skaičiuotojo tikslas
yra pasiekti kuriι nors lapaι, pažymėtaι skaičiumi 1 (tada jis “laimi”). Trukdy-
tojo (corrupter) tikslas yra “trukdyti”, tai yra, stengtis nuvesti Skaičiuotojaι

kuriuo nors klaidingu keliu. Tada laikome, kad

• P (a) = 1, jeigu Skaičiuotojas gali laimėti nepriklausomai nuo to, kaι

daro Trukdytojas.
• P (a) = 0, jei Skaičiuotojas negali laimėti net tuo atveju kai Trukdy-

tojas yra “kooperatyvus” ir visada renkasi Skaičiuotojui labiausiai
tinkamaι keliaι.

Pastebėkim, kad iι prastos, ankstesniuose skyriuose nagrinėtos nedeter-
minuotos read-k programos ir (1, +s)-programos yra specialus semantiniuι

programuι atvejas (su atitinkamais kvotos predikatais): tuo atveju Trukdy-
tojas paprasčiausiai neturi galimybės trukdyti, nes kvota niekada nėra virši-
jama. Taigi, mūsuι iιvestos semantinės programos apibendrina visus iki šiol
nagrinėtus ribotuι programuι modelius ir duoda visaι eileι naujuι modeliuι –
viskas priklauso nuo pasirinkto kvotos predikato.

Be kituι rezultatuι, darbe (Jukna–Razborov 1992) mes išplėtėme mūsuι

iιverčius (Teorema 5 bei Teorema 8) ir semantiniams tokiuι programu mod-
eliams. Šitie rezultatai iki šiol lieka geriausi ir tuo pačiu nubrėžė mūsuι

dabartiniuι galimybiuι ribaι – niekam iki šiol11 nepavyko juι pagerinti.

10. Mažo gylio schemos

Darbe (Håstad, Jukna, Pudlák 1993) nagrinėjamas gylio-3 schemuι sudė-
tingumas. Šios schemos yra dviejuι tipuι. Taip vadinamos Σ3-schemos yra

112006 m. balandis
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pavidalo
s

∨

i=1

r
∧

j=1

∨

k∈Sij

yk;

čia yk yra kintamasis xi arba jo neigimas ¬xi. Dualios Σ3-schemoms yra
taip vadinamos Π3-schemos:

s
∧

i=1

r
∨

j=1

∧

k∈Sij

yk.

Tokiuι schemuι sudėtingumu laikomas jose naudojamuι loginiuι elementu ∧ ir
∨ skaičius s · t.

Gylio-3 schemos yra svarbus modelis, nes gavus aukštaι (eksponentiniι)
apatiniι iιvertiι tokioms schemoms mes galėtume tuo pačiu išpreιsti vienaι iš
pagrindiniuι (ir intensyviai tiriamuι) sudėtingumo teorijos problemuι – iιrodyti,
kad konkreti Bulio funkcija su n kintamuιjuι negali būti realizuota logarit-
minio gylio loginėm schemom. Tam tikslui reikia iιrodyti pavidalo 2Ω(n)

apatiniι iιvertiι gylio-3 schemoms. Deja, iki šiol žinomais metodais pavyksta
gauti tik apatinius iιverčius ne aukštesnius kaip 2Ω(

√
n).

Tam, kad geriau suprasti, kokias Bulio funkcijas sunku realizuoti gylio-3
schemomis (ir kodėl), darbe (Håstad, Jukna, Pudlák 1993) mes pateikiam
naujaι tokiuι schemuι dydžio vertinimo metodaι, paremtaι taip vadinamos
“baigtinės ribos” saιvoka. Tarp kituι rezultatuι šiame darbe iιrodyta, kad
skirtumas tarp Σ3 ir Π3 schemuι sudėtingumo gali būti net eksponentinis.
Būtent, Bulio funkcija

f(x, y) =

√
n/2

∨

i=1

√
n/2

∧

j=1

(¬xij ∨ ¬yij)

su n kintamuιjuι akivaizdžiai realizuojama Σ3 schema su O(n) elementuι, Kita
vertus, galioja tokia

Teorema 14 (Håstad–Jukna–Pudlák 1993). Bet kuri Π3-schema realizuojanti

funkcijaι f privalo turėti mažiausiai 2Ω(
√

n) elementuι.

Kaip minėjome, darbe siūlomame metode mes naudojame vienaι naujaι–
taip vadinamuι “baigtiniuι ribuι” – saιvokaι. Būtent, vektorius b 6∈ A yra
laikomas vektoriuι aibes A ⊆ {0, 1}n k-riba, jeigu bet kurioms k koordinačiuι

šis vektorius b sutampa visose šiose koordinatėse su bent vienu aibes A
vektorium, t.y. vektorius b yra vektoriuι aibės A k-riba, jei

∀S ⊆ {1, . . . , n} |S| = k =⇒ ∃a ∈ A ∀i ∈ S : ai = bi.

Pagrindinė baigtiniuι ribuι taikymo idėja yra tokia. Tegu C(x) yra kokia nors
k-CNF (conjunctive normal form)

C(x) = (
∨

i∈S1

xi) ∧ (
∨

i∈S2

xi) ∧ · · · ∧ (
∨

i∈Sr

xi)
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ir A = {a ∈ {0, 1}n : C(a) = 1}. Tarkim, b ∈ {0, 1}n yra aibes A k-riba.
Tada C(b) = 1. Kodėl? Pagal k-ribos apibrėžimaι, visose koordinatese i ∈ S1

vektorius b turi tas pačias reikšmes kaip ir kuris nors vektorius a1 ∈ A; taigi,
bi = 1 kuriam nors i ∈ S1. Argumentuojant tuo būdu toliau gauname, kad
kievienoje aibėje Sj yra koordinatė i ∈ Sj kuriai bj = 1. Taigi, C(b) = 1.

Pagrindineι idejaι, kaip baigtinės ribos naudojamos apatiniuι iιverčiuι gavi-
mui, iliustruoja tokia “ribinė lema” (limit lema). Kaip ir anksčiau, |a| žymi
vektoriaus a svoriι, t.y. |a| = |{i : ai = 1}|.
Lema 15 (Håstad–Jukna–Pudlák 1993). Tegu A ⊆ {0, 1}n ir |a| = s visiems

a ∈ A. Jeigu |A| ≥ ks + 1, tai bent vienas vektorius b 6∈ A yra aibės A
k-riba.

Taigi, bet kuri k-CNF C(x), akzeptuojanti tik svorio s vektorius, ne-
gali akzeptuoti daugiau nei ks tokiuι vektoriuι, nes priešingu atveju ji būtuι

priversta “daryti klaidaι” (akzeptuoti vektoriuι, kurio svoris yra mažesnis nei
s).

Ši (k-ribos) saιvoka vėliau pasirodė naudinga sprendžiant apatiniuι su-
dėtingumo iιverčiuι gavimo problemaι ir kitiems schemuι modeliams. Iιdomu
pažymėti, kad naudojant baigtines ribas galima lengvai gauti tokius pačius
(ir net kiek aukštesnius) apatinius iιverčius gylio-3 schemom, kaip ir iιverčiai
gaunami taip vadinamu “atsitiktiniuι projekcijuι” metodu, taikomu visuose
kituose riboto gylio schemuι sudėtingumaι tiriančiuose darbuose.

11. Schemos su slenkstiniais elementais

Darbe (Jukna 1995a) nagrinėjamos gylio-3 schemos, kuriose vietoj kon-
junkcijos (∧) ir disjunkcijos (∨) operacijuι leidžiama naudoti bendresnes op-
eracijas, būtent bet kokias “slenkstines” funkcijas (threshold functions).

Slenksčio-r funkcija yra Bulio funkcija T m
r tokia, kad

T m
r (x1. . . . , xm) = 1 ⇐⇒ x1 + · · · + xm ≥ r.

Schemos su tokiais elementais buvo (ir yra) plačiai tiriamos, kadangi juι

pagalba galima modeliuoti neuroninius tinklus. Be to, tokios schemos yra
daug galingesnės, nei {∧, ∨}-schemos: jau net gylio-3 schemomis galima
ekonomiškai realizuoti daugeliι pagrindiniuι operacijuι, kaip dviejuι skaičiuι

dalyba ir pan. Todėl nenuostabu, kad apatiniuι iιverčiuι gavimo problema
tokioms (net gylio-3) schemoms yra sunkesnė. Pastebekime, kad šios funkci-
jos (dizjunkcija ∨ ir konjunkcija ∧) yra tik labai specialus slenkstiniuι funkcijuι

atvejas:
m
∨

i=1

xi = T m
1 (x1. . . . , xm) ir

m
∧

i=1

xi = T m
m (x1. . . . , xm).

Iki šiol pavyko iιrodyti tik kelis eksponentinius iιverčius slenkstinėms gylio-3
schemoms su papildomais apribojomais funkcijoms, naudojamoms pirmame
(artimiausiam kintamiesiems) lygyje:
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(1) Jei pirmam lygyje naudojamos funkcijos priklauso tik nuo c log n
(c < 1) kintamuιjuι, tai bet kuri gylio-3 slenkstinė schema funkcijai

fn(x) =
n

⊕

i=1

log n
∧

j=1

xij

privalo turėti mažiausiai exp (Ω (nε)) elementuι (Babai–Nissan–Szegedy
1992; Håstad–Goldmann 1990).

(2) Jei pirmam lygyje naudojamos funkcijos yra ∧-funkcijos arba bet
kokios Bulio funkcijos, priklausančios tik nuo n1−ε kintamuιjuι, tai
bet kuri gylio-3 slenkstinė schema funkcijai

gn(x) =
n

⊕

i=1

log n
∧

j=1

n
⊕

l=1

xijl

privalo turėti mažiausiai nΩ(log n) elementuι (Razborov–Wigderson,
1993).

Šituι rezultatuι iιrodymui naudojamos funkcijos fn(x) ir gn(x) yra parink-
tos taip, kad jos naudoja operacijaι – sumavimaι modulo 2 – kuri tam tikra
prasme yra “priešiška” monotoninei slenkstiniuι funkcijuι prigimčiai:

T m
r (x) =

∨

S⊆[m]:|S|=r

∧

i∈S

xi.

Ilgai nebuvo jokio eksponentinio iιverčio funkcijai, kuri būtuι monotoninė.

Darbe (Jukna 1995a) mes iιrodome tokiι iιvertiι. Būtent, mes nagrinėjame
slenkstinės funkcijos T n

r realizavimo gylio-3 schemomis, kuriuι elementai yra
slenkstinės funkcijos T n

s ir T n
n−s su s ≤ r. Tokias schemas vadinsime s-

schemomis.

Funkcijaι T n
r galima realizuoti trivialia gylio-2 1-schema – būtent, mono-

tonine DNF – susidedančia iš
(n

r

)

+1 ≤ er(1+ln(n/r)) elementuι. Khasin (1969)
iιrodė, kad šiaι funkcijaι galima realizuoti daug mažesne schema, jeigu vietoj
gylio-2 leisime naudoti gylio-3 schemas. Būtent, jis iιrodė, kad T n

r galima re-
alizuoti gylio-3 1-schema turinčia tik ern ln n elementuι, net jeigu kiekvienas
elementas pirmame (arčiausiame prie iιejimuι) schemos lygyje skaičiuoja funk-
cijaι priklausani̧aι nuo n/r kintamuιjuι. Norimaι schemaι Khasin gavo imdamas
dizjunkzijaι susdedančiaι iš er atsitiktiniuι tokiuι gylio-2 schemuι kopijuι

(

∨

i∈S1

xi

)

∧
(

∨

i∈S2

xi

)

∧ · · · ∧
(

∨

i∈Sr

xi

)

kur S1, . . . , Sr yra atsitiktinis aibės {1, . . . , n} suskaidymas iι r dydžio n/r
daliuι. Kai r yra palygint mažas, būten kai r ≤ ln n, Radhakrishnan (1994)
pagerino šiι viršutiniι iιvertiι iki e

√
r ln rn ln n.

Teorema 16 (Jukna 1995a). Tegu s = o(rε/2) kuriai nors konstantai ε >
0. Jei pirmam lygyje naudojamos funkcijos yra ∧-funkcijos arba bet kokios
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Bulio funkcijos, priklausančios tik nuo n1−ε kintamuιjuι, tai bet kuri gylio-3

slenkstinė s-schema funkcijai T n
r privalo turėti mažiausiai nΩ(r/s) elementuι.

Be kita ko ši teorema rodo, kad (parametrams r > ln n) Khashin’o kon-
strukcija yra iš esmės optimali. Teoremos iιrodyme mes vėlgi naudojame
baigtinės ribos saιvokaι, būtent – Lemaι 15.

12. Monotoninės schemos

Jei Bulio funkcija f yra monotonine – t.y. jei pakeitus bet kuriaι vienaι

vectoriaus koodinateι iš 0 iι 1 funkcijos reikšmė negali pasikeisti priešinga
kryptimi (iš 1 iι 0) – tai tokiaι funkcijaι galima realizuoti monotonine shema,
t.y. shema nenaudojančia neigimo operacijos (¬). Bet netgi šitame ribotame
modelyje aukščiausias apatinis iιvertis ilgaι laika (iki 1985) buvo tik 4n.

Esminiι šuoliι šioje kryptyje padarė rusuι matematikas A. Razborovas 1985
metais: jis iιrodė, kad Bulio funkcija Clique, atpažiιstanti ar duotas grafas
turi klikaι (pilnaι pografiι) su

√
n viršūniuι, reikalauja nc log n monotoniniuι op-

eracijuι. Už šiι rezultataι jam 1990 metais buvo skirta Nevanlinna premija.
Vis dėlto, pati problema tuom dar nebuvo pilnai išspreιsta: liko neaišku
kaip gauti aukštus iιverčius kitoms funkcijoms (Razborovo iιrodymas buvo
paremtas labai specifinėm pačios funkcijos Clique savybėmis). Todėl pats
Razborovas 1986 metuι Matematikuι Kongrese (Berkley) iškėlė tokiaι prob-
lemaι:

Ar egzistuoja bendra ir lengvai patikrinama Bulio funkcijuι

kombinatorinė savybė, daranti šias funkcijas sunkiai realizuo-
jamom nenaudojant neigimo operacijos?

Ši problema buvo išspreιsta darbuose (Jukna 1997,1999): jeigu duotos Bu-
lio funkcijos f negalima aproksimuoti polinominio dydžio konjunktyvinėm
ir dizjunktyvinėm formom, tai šios funkcijos negalima realizuoti polinominio
dydžio monotonine shema. Iιdomu (ir gana netikėta), kad šis kriterijus
galioja ir daug platesneje loginiuι shemomuι klaseje, kur kartu su mono-
toninėm dvejetainėm operacijom x ∨ y ir x ∧ y galima naudoti bet kurias
monotonines realias operacijas g(x, y).

Tam, kad suformuluoti mūsuι kriterijuι, priminkime, kad ilgio ` k-DNF
(disjunctive normal form) yra Bulio funkcija g(x) su kintamaisiais x =
(x1, . . . , xn) kuriaι galima išreikšti pavidalu

C(x) =
∨̀

i=1

∧

j∈Si

xj

kur |Si| = k visiems i = 1, . . . , `. Ilgio ` k-CNF (conjunctive normal form)
yra apibrežta dualiai:

D(x) =
∧̀

i=1

∨

j∈Si

xj .
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Toliau (kaip iιprasta) rašome f ≤ g, jei f(a) ≤ g(a) visiems a ∈ {0, 1}n.

Tegu f : {0, 1}n → {0, 1} yra monotoninė Bulio funkcija. Sakykime, kad
f yra t-paprasta, jei visiems skaičiams 2 ≤ s, r ≤ n egzistuoja ilgio trs s-
CNF C ir ilgio tsr r-DNF D bei aibė I ⊆ {1, . . . , n} su |I| ≤ s − 1 elementuι

tokie, kad galioja bent viena iš šiuι dvieju nelygybiuι:

C ≤ f arba f ≤ D ∨
(

∨

i∈I

xi

)

.

Funkcija yra t-sudėtinga, jei ji nėra t-paprasta.

Darbe (Jukna 1999) iιrodytas toks bendras apatiniuι iιverčiuι monotoninėms
schemoms gavimo kriterijus, išsprendeιs anksčiau minėtaι Razborov’o prob-
lemaι.

Teorema 17 (Jukna 1999). Kiekviena monotoninė schema, skaičiuojanti t-
sudėtingaι monotonineι funkcija, privalo turėti mažiausiai t elementuι.

Šio kriterijaus iιrodyme mes vėl naudojame jau minėtaι “baigtinės ribos”
saιvokaι. Naudojant šiι kriterijuι, darbe (Jukna 1999) buvo iιrodyti eksponenti-
nai apatiniai iιverčiai tokiom Bulio funkcijom, kurioms originalus Razborov’o
metodas nedirbo.

13. Optimaliuι schemuι nestabilumas ir jo taikymai

Tegu S yra kokia nors loginė schema (kurioje nors bazėje), realizuojanti
kuriaι nors Bulio funcijaι fS : {0, 1}n → {0, 1}, ir tegu |S| yra toje schemoje
naudojamuι loginiuι elementuι skaičius. Schema S yra optimali, jei funkcijos
fS negalima realizuoti naudojant mažiau negu |S| elementuι. Taigi, opti-
malios schemos yra “nestabilios” elementuι pašalinimo atžvilgiu: išmetus iš
S bet kuriι vienaι elementaι, gauta schema privalo “daryti klaidaι”, t.y. real-
izuoti kokiaι nors Bulio funkcijaι g 6= fS.

Darbe (Jukna 1991) pastebėta, kad optimalio schemos yra nestabilios
ne tik elementuι pašalinimo atžvilgiu. Pasirodo, kad tokia schema privalo
daryti klaidaι, t.y. realizuoti kokiaι Bulio funkcijaι g 6= fS , ne tik tada, kai
pašalinsime kuriι nors jos elementaι – ji privalo daryti klaidaι net tada, kai koks
nors jos elementas pakeičiamas kitu elementu; bendras elementuι skaičius
tokiu atveju lieka tas pats!

Kiekvienas schemos elementas yra kokia nors Bulio funkcija e(x, y) su
dviem kintamaisiais, tarkim dizjunkcija e(x, y) = x∨y ar konjunkcija e(x, y) =
x∧y. Darbe (Jukna 1991) su kiekvienu tokiu elementu e susiejama atitinkama
elementu aibė H(e). Pavydžiui, H(∨) susideda iš visuι funkcijuι h(x, y),
išskyrus h(x, y) = x ∨ y ir h(x, y) = x ⊕ y; taigi |H(∨)| = 14.

Teorema 18 (Jukna 1991). Tegu S yra optimali loginė schema ir e kuris

nors jos elementas. Tegu S[e → h] yra schema gauta pakeitus schemoje S
elementaι e kuriuo nors elementu h ∈ H(e). Tada fS[e→h] 6= fS.
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Darbe (Jukna 1991) šios teoremos pagrindu gautas optimaliuι schemuι

nestabilumu paremtas apatiniuι iιverčiuι metodas. Čia mes tik trumpai pateik-
sime pagrindineι jo idejaι. Pagal Teoremaι 18, kiekvieno optimalios schemos
S elemento e “būtinumaι” turi “paliūdyti” bent vienas vektorius a toks, kad
fS[e→h](a) 6= fS(a). Naudojant tuos “liūdininkus” a, bandoma gauti pa-
pildomos informacijos apie schemos S struktūraι. Pagaliau, naudojant šiaι

papildomaι informacijaι, bandoma iιrodyti, kad schema S turi turėti daug
elementuι.

Tame pačiame darbe šis metodas yra demonstruojamas keletu naujuι ap-
atiniuι iιverčiuι loginėms schemoms be taip vadinamuι “nuliniuι šakuι”.

14. Loginės iιrodymos sistemos: rezoliuzija

Rezoliucija yra viena iš plačiausiai naudojamuι loginiuι iιrodymuι sistemuι.
Ši sistema plačiai naudojama ir praktikoje: loginis programavimas, duomenuι

bazės ir pan.

Pačiaι rezoliucijaι pasiūlė Blake dar 1937 metais, bet ji ilgaι laikaι nebuvo
naudojama kol Davis–Putnam (1960) ir Robinson (1965) išpopuliarino jaι

kaip teiginiuι logikos teoremuι iιrodymo sistemaι.

Tegu x1, . . . , xn būna Bulio kintamieji. Priminkime, kad literalas yra
kintamasis xi arba jo neigimas ¬xi. Monomas yra kokiuι nors literaluι kon-
junkcija, o klausas (clause) yra kokiuι nors literaluι disjunkcija. Paprastai
rezoliucijos sistema dirba su klausais. Patogumo dėlei mes naudosime ekvi-
valentuι apibrėžimaι, naudojantiι monomus vietoje klausuι.

Tegu F = {M1, M2, . . . , Mt} būna kokia nors DNF (t.y. monomuι aibė).
Tokia DNF vadinama tautologija, jei kiekvienam vektoriui a ∈ {0, 1}n egzis-
tuoja i toks, kad Mi(a) = 1. Rezoliucijos tikslas yra, gavus bet kokiaι tau-
tologijaι, iιrodyti, kad ji iš tikro yra tautologija. Taι ji daro grynai mechaniškai
pradėdama darba su visa monomuι aibe F = {M1, M2, . . . , Mt} ir bandy-
dama “pagimdyti” (sukurti) vis naujus monomus pagal tokiaι taisykleι

(19)
M ∧ xi N ∧ x̄i

M ∧ N

vadinamaι rezoliucijos taisykle, kurios prasmė yra tokia: Turint monomus
M ∧ xi ir N ∧ x̄i galima pagimdyti naujaι monomaι M ∧ N . Tikslas yra pag-
imdyti “tušciaι” monoma Λ = ∅, kuris interpretuojamas kaip visur teisingas
monomas, t.y. Λ(a) = 1 visiems a ∈ {0, 1}n. Tas “gimdymo” procesas vadi-
namas tautologijos F (rezoliuciniu) iιrodymu. Nesunku iιsitikinti, kad DNF
F yra tautologija tada ir tik tada, kai taikant rezoliucijos taisykleι iš aibes
F galima pagimdyti tuščiaι monomaι. Pastebėkime, kad viena ir ta pati tau-
tologija gali turėti daug skirtinguι iιrodymuι – viskas priklauso nuo to, kokia
eile resoliucijos taisykle yra taikoma.

Tautologijos F išvedimo sudėtingumas RES(F ) yra minimalus jos iιro-
dymui naudojamas resoliucijos taisyklės (19) taikymuι skaičius. Tikslas yra
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iιrodyti, kad kuri nors konkreti tautologija F reikalauja eksponentinio skai-
ciaus 2Ω(|F |) resoliucijos taisyklės taikymuι. Plačiausiai tiriama buvo tau-
tologija formalizuojanti gerai žinomaι Dirichlet prinzipaι:

Dirichlet prinzipas: Jei m ≥ n + 1 balandžiuι bando sutūpti iι n
narveliuι ir kiekviename nervelyje telpa tik vienas balandis, tai bent
vienas balandis turi likti be savo narvelio.

Tam kad apibrėžti šiι principaι atitinkačiaι tautologijaι, imame nm Bulio kin-
tamuιjuι xi,j tokiuι, kad

xi,j = 1 ⇐⇒ i-tasis balandis tupi j-tajam narvelyje.

Atitinkama tautologija PHP m
n (m ≥ n + 1) susideda iš m monomuι

¬xi,1 ∧ ¬xi,2 ∧ · · · ∧ ¬xi,n, i = 1, . . . , m

sakančiuι, kad i-tasis balandis neturi narvelio, ir iš n
(m

2

)

monomuι

xi,k ∧ xj,k 1 ≤ i < j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n

sakančiuι, kad du balandžiai i ir j sėdi narvelyje k.

Pirmaι fundamentaluι rezultataι apie rezoliucijos sudėtingumaι iιrodė Haken
1985 metais:

Teorema 20 (Haken 1985). RES(PHP n+1
n ) = 2Ω(n).

Po to buvo bandoma išplėsti šiι rezultataι dviem kryptim:

(i) Leisti daugiau balandžiuι, t.y. nagrinėti atvejaι, kai turime m > n+1
alandžiuι – tuo atveju pats principas darosi vis “teisingesnis” ir, tuo
pačiu, jo iιrodymas gali (bent jau potencialiai) būti daug trumpesnis.

(ii) Leisti iιrodyme naudoti bendresnes taisykles nei (19).

Darbe (Jukna 1998a) mes gavome rezultatus abiem šiom kryptim. Mes
nagrinėjame taip vadinamaι semantineι rezoliucijaι. Skirtumas nuo klasikinės
rezoliucijos yra tas, kad dabar vietoj taisyklės (19) naujuι monomuι gimdymui
mes leidžiame naudoti bet kokias taisykles pavidalo

(21)
M1, M2, . . . , Md

M
.

Vienintelė saιlyga monomans M, M1, . . . , Md yra, kad M ≤ M1 ∨ M2 ∨ · · · ∨
Md, t.y. jei kuris nors vektorius a ∈ {0, 1}n išpildo monomaι M (M(a) = 1),
tai jis turi išpildyti bent vienaι iš monomuι M1, . . . , Md. Pastebėkime, kad
klasikinė resoliucijos taisykle (19) yra tik specialus šios bendros taisyklės
atvejas kai d = 2.

Atitinkamam sudėtingumo matui RESd(F ) šioje žymiai platesnėje lo-
ginėje sistemoje mes iιrodėme toki rezultataι:

Teorema 22 (Jukna 1998a). RESd(PHP m
n ) = 2Ω(n2/md).



28

Panašūs eksponentiniai iιverčiai gauti ir visai eilei kituι tautologijuι. Visi
šie rezultatai tiesiogiai seka iš vieno bendro, darbe (Jukna 1998a) iιrodyto
apatinio iιverčio matui RESd(F ), galiojančio visoms tautologijoms, parem-
toms taip vadinamu “blokuojančiuι aibiuι prinzipu”. Dirichlet principas yra
tik atskiras to bendresnio principo atvejas. Šios (bendros) theoremos for-
mulavimui reikėtuι visos eilės baigtiniuι aibiuι kombinatorikos saιvokuι, tad čia
mes jos neformuluosime.

15. Kommunikacinis sudėtingumas

Komunikaciniai protokolai yra vienas iš fundamentaliuι skaičiavimo mode-
liuι.

12 Be akivaizdžiuι taikymuι kasdieniniame gyvenime, jie yra svarbūs ir al-
goritmuι sudėtingumo teorijoje: jie leidžia modeliuoti informacijos tekėjimaι

tarp skirtinguι algoritmo daliuι.

Komunikacinis sudėtingumas yra svarbus informacijos kiekio funkcijoje
matas. Šio mato esmeι galima apibūdinti tarkim tokiu pavyzdžiu. Turime
du žaidėjus, kurie gyvena skirtinguose miestuose. Vienas žaidėjas gauna
pirmini skaičiuι x, antras gauna sudėtini skaičiuι y; čia x, y ≤ 2n. Žaidėjuι

tikslas yra surasti pirminiι skaičiuι p < 2n tokiι, kad x 6≡ y (mod p). (Toks
skaičius p visada egzistuoja.) Klausimas yra, kiek informacijos bituι žaidejai
turi siūsti pirmyn ir atgal blogiausiu atveju (t.y. kuriai nors skaičiuι porai
x, y) kol jie tokiι skaičiuι p suras? Šis maksimalus siūstuι bituι skaičius t(n)
ir yra duotos problemos komunikacinis sudėtingumas. Aišku, kad t(n) ≤
n + log n: naudodamas n bitu pirmas žaidejas persiunčia antram visaι savo
skaičiuι x ir antras žaidejas (turėdamas abu skaičius x ir y) suranda reikiama
pirmini skaičiuι p ir persiunčia pirmam žaidėjui skaičiaus p (log n ilgio) kodaι.
Tačiau iki šiol nėra žinoma koks yra tikras šios problemos komunikacinis
sudėtingumas: žinoma tik, kad žaidėjai privalo siūsti mažiausiai c log n bituι

15.1. Dviejuι žaidėjuι komunikacija. Dviejuι žaidėjuι komunikacijos modeliι
pasiūlė Abelson (1978) ir Yao (1979). Turime Bulio funkcijaι f(X) su n
kintamuιjuι X = {x1, . . . , xn} ir aibės X suskaidymaι π = (Y, Z) iι dvi lygias
dalis. Du žaidėjai – paprastai vadinami Alice ir Bob – nori (kooperatyviai)
skaičiuoti funkcijaι f(X). Tačiau Alice mato tik kintamuιjuι Y reikšmes,
o Bob tik kintamuιjuι Z reikšmes. (Pati funkcija f yra žinoma abiems
žaidėjams.) Turėdami šitaι dalineι informacijaι apie visuι kintamuιjuι reikšmes,
žaidėjai bando nustatyti funkcijos reikšme komunikuodami (pagal išanksto
susitartaι protokolaι) vienas kitam tam tikraι informacijιa. Komunikacinis
funkcijos f(X) sudėtingumas c(f, π) kintamuιjuι X suskaidymo π atžvilgiu
yra apibrėžiamas kaip maksimalus komunikuotuι bituι skaičius imant geri-
ausiaι komunikavimo protokolaι. (Absoliutus) komunikacinis funkcijos f(X)
sudėtingumas c(f) yra skaičiaus c(f, π) minimumas pagal visus galimus kin-
tamuιjuι X suskaidymus π. T.y. kiekvienai funkcijai f leidžiama pasirinkti

12Daugiau informacijos apie šiι iιdomuι modeliι galima rasti knygoje: E. Kushilevitz,
N. Nisan, Communication Complexity, Cambridge University Press, Cambridge, 1997.
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geriausiaι (labiausiai tai funkcijai tinkamaι) kintamuιjuι suskaidymaι. Na-
grinėjami ir nedeterministiniai komunikacijos protokolai (kur žaidėjams lei-
džiama “spėlioti ir tikrinti”); atitinkamas sudėtingumo matas tuo atveju
žymimas nc(f). Pastebėkime, kad nc(f) kaip ir c(f) niekada neviršija kin-
tamuιjuι skaičiaus n.

Pirmaι iιvertiι nc(f) = Ω(n) iιrodė Yao 1981 metais vienai specialiai funkci-
jai f , koduojančiai grafuι izomorfizmo problema. Tame pačiame darbe jis
iškėlė problemaι gauti tokius iιverčius kitoms funkcijoms pažymėdamas, kad
“matomai tai yra sunki problema”. Sunkumas čia glūdi tame, kad suskaidy-
mas π nėra fiksuotas – jei π fiksuotas, tai apatiniuι iιverčiuι problema ma-
tui nc(f, π) yra žymiai lengvesnė. Ir iš tikruιjuι, Yao “pranašavimas” buvo
teisingas: per ilgaι pavyko gauti tik keletaι naujuι iverčiuι funkcijoms, koduo-
jančioms tam tikras grafuι saιvybes: Ja’Ja’ (1984), Papadimitriou ir Sipser
(1984), Hajnal, Maass ir Turán (1988), Meinel and Waack (1992) ir keletas
kituι autoriuι. Visi šie iιrodymai buvo paremti paprasta idėja: transformuoti
problemaι iι fiksuoto suskaidymo π atvejiι, kur apatiniai iιverčiai lengvai gau-
nami. Deja, už taι “paprastumaι” reikia mokėti: pačioje transfomacijoje
autoriai buvo priversti naudoti gilius kombinatorikos rezultatus, tokius kaip
Ramsėjaus tipo rezultatai, Szemerédi Regularumo Lemaι grafams ir kt.

Nepriklausomai nuo tuι rezultatuι (bei juι nežinant) ir su kitu tikslu (būtent,
gauti apatinius iιverčius alternuojančiom kontaktinėm schemom) darbe (Jukna
1987) buvo pasiūlytas visiškai kitas ir daug paprastesnis apatiniuι iιverčiuι

matui nc(f) gavimo metodas. Deja, vakaruose šis metodas ilgaι laikaι buvo
nežinomas.

Kiekvienas kintamuιjuι aibės X suskaidymas π = (Y, Z) duoda mums
0-1 matricaι (taip vadinamaι funkcijos f “komunikacineι matricaι) Af,π =

{f(u, v)} su u ∈ {0, 1}Y ir v ∈ {0, 1}Z . Mus domina tokie 0-1 matricuι A
kombinatoriniai parametrai:

• tr(A) = maksimalus skaičius t toks, kad A turi t nenuliniuι elementuι,
jokie du iš kuriuι guli toj pačioj matricos A “linijoje” (eilutėje ar
stulpelyje);

• w(A) = maksimalus vienetuι skaičius kurioj nors matricos A linijoje;
• cl(A) = maksimalus skaičius k toks, kad matrica A turi bent vienaι

k × k minoraι, susidedanti vien iš vienetuι.

Tada apibrėžiame tokiι Bulio funkcijuι f mataι

D(f) = min
π

|Af,π|
w(Af,π) · cl(Af,π)

.

Teorema 23 (Jukna 1987). Kiekvienai Bulio funkcijai f galioja

nc(f) ≥ log2 D(f).

Teoremos iιrodyme mes naudojame klasikiniι König-Egervary rezultataι,
tr(A) sutampa su mažiausiu visus matricos A nenulinius elementus paden-
giančiuι linijuι skaičiumi. Kadangi mataι D(f) daugeliu atveju yra nesunku
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iιverinti, ši teorema leidžia iιrodyti aukštus komunikacinio sudėtingumo iιverčius
visai eilei Bulio funkcijuι.

15.2. k žaidėjuι komunikacija. Taikymuose dažnai tenka turėti reikalo su
daugiau nei dviem žaidėjais. Todėl buvo pasiūlyti iιvairūs komunikaciniuι

protokoluι praplėtimai ir šiai (sunkesnei) situacijai.

Ypač iιdomus (ir svarbus taikymuose) yra taip vadinamas “skaičiuι ant
kaktos” (numbers on the forehead) komunikacinis modelis. Čia mes turime
k ≥ 2 žaidėjuι, kuriuι tikslas yra skaičiuoti duotaι funkcijaι f(x1, . . . , xk);
pati funkcija yra žinoma visiems žaidėjams. Vienintelis apribojimas yra
tas, kad i-tasis žaidejas negali matyti i-tojo argumento xi – visi kiti ar-
gumentai jam yra matomi. T.y. i-tasis žaidejas mato tik daliniι vektoriuι

(x1, . . . , xi−1, ∗, xi+1 . . . , xk). Galima iιsivaizduoti, kad žaidejai sėdi prie ap-
valaus stalo ir i-tasis argumentas xi yra “užrašytas” i-tajam žaidejui ant
kaktos.

Gaveι vektoriuι x = (x1, . . . , xk) žaidėjai stengiasi (kooperatyviai) nus-
tatyti funkcijos reikšmeι f(x). Tam tikslui jiems leidžiama tarp saveιs komu-
nikuoti, t.y. kuris nors žaidėjas užrašo ant lapo kokiaι nors informacija apie
jam matoma vektoriaus x daliι, po to kuris nors kitas žaidejas, matydamas
taι informacijaι užrašo ant to paties lapo kokiaι nors informacija apie jam
matoma vektoriaus x daliι, ir tt. Komunikacinis funkcijos f(x) sudėtingumas

Ck(f) yra mažiausias funkcijos f(x) visoms reikšmėms nustatyti reikalingo
lapo dydis. (Lapas yra “nutrinamas”, taip kad taι patiι lapa galima naudoti
skirtingiems vektoriams x.)

Jei visi skaiciai xi yra ne didesni nei N = 2n, tai Ck(f) ≤ n: pirmas
žaidėjas užrašo ant lapo visaι skaičiuι x1; po to antras žaidėjas žino visaι

vektoriuι x ir gali pranešti funkcijos reikšmeι. Tačiau kai kurioms funkci-
jom užtenka žymiai mažesnio komunikavimo. Imkim, pavyzdžiui, funkcijaι

f(x1, x2, x3) = 1 ⇐⇒ x1 + x2 + x3 = N . Naudodami kai kuriuos
netrivialius Ramsėjaus-tipo kombinatorinius rezultatus apie aritmetines pro-
gresijas, Chandra, Furst and Lipton (1983) iιrodė, kad šiuo atveju galioja
C3(f) = O(

√
n). Taigi, komunikaciniai protokolai gali naudoti netrivial-

ius matematinius rezultatus ir todėl yra nenuostabu, kad apatiniuι iιverčiuι

iιrodymas tokiems protokolams yra netrivialus dalykas. Pagrindinis sunku-
mas čia glūdi tame, kad žaidėjuι matoma informacija “kertasi” ir (bent iš
principo) jie gali taι bendraι informacijaι naudoti nerašydami nieko ant lapo.

Geriausias iki šiol pasiektas rezultatas buvo apatinis iιvertis Ck(f) =
Ω(n/2k). Jiι iιrodė Babai, Nisan ir Szegedy 1992 metais. Tačiau šio rezul-
tato silpnumas glūdi tame, kad jis darosi trivialus, kai žaidėjuι skaičius
k yra didesnis nei log n. Kita vertus, mums reikia apatiniuι iιverčiuι pro-
tokolams su k > log n žaidėjuι, nes (kaip pastebėjo Hastad ir Goldmann
1991), tai leistuι kaip išvadaι gauti eksponentinius iιverčius algebrinėms kon-
tantinio gylio schemoms – ši pastaroji problema yra tarp aktualiausiuι atviruι
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sudėtingumo teorijos problemuι. Iιdomu, kad tai išvadai gauti pakaktuι pager-
inti Babai, Nisan ir Szegedy apatineι ribaι Ω(n/2k) bent ribotiems, taip
vadinamiems vienakrypčiams (one-way) protokolams: pirma šneka pirmas
žaidėjas, po to antras ir taip toliau; paskutinis žaidėjas praneša rezultataι.
Tačiau net tokiems ribotiems protokolams niekam iki šiol nepavyko gauti
geresnio nei Ω(n/2k) iιverčio.

Tam, kad geriau suprasti žaidėjuι skaičiaus iιtakaι komunikaciniam su-
dėtingumui, darbuose (Damm, Jukna 1995) ir (Damm, Jukna, Sgal 1996)
mes nagrinėjame taip vadinamus “konservatyvius” komunikacijos protoko-
lus. Tai yra vienakrypčiai protokolai su tokiu apribojimu: vietoj dalinio
vektoriaus (a1, . . . , ai−1, ∗, ai+1 . . . , ak) i-tasis žaidejas mato (ai+1, . . . , ak) ir
žino funkcijaι f(a1, . . . , ai−1, xi, . . . , xk). Tai yra, jis nemato pačiuι skaičuι

a1, . . . , ai−1, o tik žino kokiaι tie skaičiai iιtakaι turi funkcijos f reikšmei.

Konkreti darbe tiriama funkcija yra gerai žinoma “pointer jumping” funk-
cija Jumpn,k. Ši funkcija yra svarbi, nes ji modeliuoja daugeliι iιvairiuose
taikymuose iškylančiuι funkcijuι, kaip permutacija, adresavimo funkcija, kon-
voliucija, dvejetainiuι skaičiuι daugyba ir kt.

A
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f f f f
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432
1
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Piešinys 5. Funkcija Jump su m = 4 ir k = 4. Uždengta
dalis reiškia, kad trečias žaidejas jos nemato. Visa kita jam
matoma.
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Piešinys 6. Konservatyvus protokolas

Pati ši funkcija Jumpn,k(x1, . . . , xk) apibrėžiama šitaip. Kiekvienas ar-
gumentas xi interpretuojamas kaip funkcija 13 xi : [m] → [m]. Tada

Jumpn,k(x1, . . . , xk) = xk(xk−1(. . . x2(x2(1)) . . .)))

13Kur kaip iιprasta [m] = {1, . . . , m}.
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Tai yra, pradedant nuo taško 1 ∈ [m] mes iš eilės taikom funkcijas x1, . . . , xk

(funkcijuι superpozicija) kol gaunam kažkokiι taška y ∈ [m]; šis taškas ir
yra funkcijos reikšmė. Pastebėkime, kad kiekvieno xi dvejetainis ilgis yra
n = log mm = m log m (mes turime mm funkcijuι iš [m] iι [m]). Jei funkci-
jas xi : [m] → [m] mes interpretuosime kaip dvidalius grafus, tai funkcijaι

Jumpn,k galima pailiustruoti kaip pavaizduota piešinyje 5. Apribojimas
“konservatyvus” iliustruojamas piešinyje 6.

Mūsuι pagrindiniai rezultatai konservativiems vienpusiams funkcijos Jumpn,k

komunikaciniams protokolams su k žaidėjuι yra tokie: 14

(1) Apatinis iιvertis Ω(n/k2) kai k = O(n1/3−ε).
(2) Beveik tikslus iιvertis Θ(n logk−1 n) kai k ≤ log∗ n.

Šis rezltatas žymiai pagerino Babai, Nisan ir Szegedy apatineι ribaι Ω(n/2k)
ir iki šiol15 lieka vieninteliu rezultatu k-žaidėjuι komunikacinio sudėtingumo
srityje, galiojančiu k � log n žaidėjams. Iιdomi atvira problema yra išplėsti
mūsuι rezultataι nekonservatyviems protokolams.
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