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REZULTATAI

Pagrindiniai habilitacinio darbo rezultatai yra sie:

(1) Nelygybés P # NP N co-NP jrodymas skai¢iavimo medziams.

(2) Nelygybés P # NP N co-INP jrodymas read-once programoms.

(3) Eksponentiniai apatiniai jverciai ribotoms binarinéms programoms:
read-k programom, (1, +k)-programoms ir semantiniams ty programuy
variantams. Sitie rezultatai tiems skai¢iavimo modeliams lieka iki
Siol' geriausi.

(4) Naujas, informacijos teorija paremtas apatiniy sudétingumo jveréiy
gavimo metodas neribotom binariném programom.

(5) Monotoniniy schemy sudétingumo kriterijus. Tuo paciu iSspresta
A. Razborov’o 1986 metais Matematiky Kongrese (Berkeley) iskelta
problema.

(6) Naujas, baigtinés ribos sgvoka paremtas apatiniy sudétingumo jveréiy
gavimo metodas riboto gylio schemoms.

(7) Eksponentinai apatiniai jverciai schemoms su slenkstiniais elemen-
tais.

(8) Naujas, optimaliy schemy nestabilumu paremtas apatiniy jverciy
metodas.

(9) Pirmi eksponentiniai jverciai semantinés rezoliucijos jrodymy ilgiui.

(10) Pirmi auksti (tiesiniai) apatiniai komunikacinio sudétingumo jverciai
didesnio kaip logaritminio zaidéju skaic¢iaus atveju.
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PUBLIKACIJOS IR KITI FOMALUMAI

Habilitacinis darbas parasytas algoritmy sudétingumo teorijos srityje. Jis
paremtas 1984-1999 metais autoriaus (po kandidatinés disertacijos gynimo
1980 metais) toje srityje? publikuotais 27 autoriaus moksliniais straipsniais.
IS ju

11 straipsniy zurnaluose, itrauktuose j Mokslinés informacijos insti-
tuto (ISI) duomeny baze:
- Combinatorica (Springer-Verlag) [31]
Computational Complexity (Birkh&user-Verlag) [5, 9, 32]
Discrete Applied Mathematics (North-Holland) [33]
- Doklady Akademii Nauk (Nauka) [17]
Information Processing Letters (North-Holland) [25, 30]
- Theoretical Computer Science (North-Holland), [16, 34]
- Theoretical Informatics and Applications (RAIRO) [23]
9 straipsniy referuojamuose periodiniuose leidiniuose:
- Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai [10, 11]
- DIMACS Series in Discrete Math. and Theoretical Comput.
Sci. (American Math. Society) [29]
- Diskretnaja Matematika (Nauka) [21]
- Lecture Notes in Computer Science (Springer-Verlag) [13, 15,
18, 19, 22]

Dalis habilitaciniame darbe pateikty rezultaty yra jtraukti i monografija,

S. Jukna, Extremal Combinatorics: With Applications in Computer
Science, Springer-Verlag, 2001, xvii 4+ 375, ISBN 3-540-66313-4.

Monografijos rankrastis buvo jteiktas leidyklai 1998 m. vasario 12 diena,
bet pati monografija nebuvo teikiamos gynimui disertacijos dalis.

Tesiant habilitaciniame darbe pradétus tyrimus, po jo gynimo 2000-2006
metais paskelbti dar 6 straipsniai (ISI duomeny bazéje esanéiuose) zurna-
luose:

Combinatorics, Probability & Computing (Cambridge Univer-
sity Press), 2 straipsniai

Information and Computation (Springer-Verlag), 1 straipsnis
Information Processing Letters (North-Holland), 2 straipsniai
- SIAM Journal on Computing (STAM), 1 straipsnis

Habilitacijos komisijg sudaré 13 nariy (habilituoty daktary). Komisijos
paskirti oponentai: Prof. Dr. D. Baum, Prof. Dr. Ch. Meinel, Prof. Dr.
I. Wegener. Visos trys recenzijos buvo teigiamos. Disertacijos gynimo data:
1999 m. liepos 7 d. Slapto balsavimo rezultatas: 13:0.

2Publikacijos iki 1984 mety — kaip ir pati kandidatiné disertacija — buvo i$ kitu sriciu,
nelieCiamy habilitaciniame darbe: matematinés logikos taikymai ir loginiy schemuy, patiki-
mumo teorija.
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1. IvADAS

Habiltaciniame darbe nagrinejama centriné algoritmy sudétingumo teori-
jos problema — taip vadinama apatiniy jverciy problema. Jos esmé yra
jrodyti, kad duota diskreti funkcija (paprastai, Bulio funkcija) reikalauja
tam tikro kiekio elementariy operacijy. (Piesinyje 1 pateiktas vienos papras-
tos loginés schemos pavyzdys.) Irodyti, kad duotg funkcija, galima efektyviai
realizuoti, yra dazniausiai paprasta: tam uztenka pateikti vieng konkrety
algoritmg. Taciau norint jrodyti, kad Sis algoritmas yra optimalus, reikia
jrodyti, kad joks Sig funkcijg realizuojantis algoritmas (jau egzistuojantis ar
gal but sukurtas kada nors ateityje) gali buti efektyvesnis.

Tarkim, kiek loginiy operacijy (konjuncija A, dizjunkcija V, neigimas —)
reikia norint gauti dviejy skai¢iy x,y < 2" sandaugos z = x - y ar sumos
z = x 4+ y dvejetainj koda? Elementarus mokyklinis daugybos algoritmas
rodo, kad sandaugai n? operacijuy pakanka. Kita vertus, sumai uztenka
O(n), t.y. tiesinio skaiciaus operacijy. Ar i$ tikryjuy sandaugai reikia daugiau
operacijy nei sumai? Sis fundamentalus klausimas iki §iol licka neatsakytas.
Naudojant Fourier transfromacija, pavyko jrodyti, kad sandaugai pakanka
O(nlognloglogn) operacijy. Taciau niekam iki $iol nepavyko jrodyti, kad
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PIESINYS 1. Loginé schema realizuojanti dvi Bulio funkcijas
s = x+y (mod 2) ir u = z Ay. Si schema naudojama
dvejetainiu skaic¢iu sumai realizuoti; jei i-tieji tu skaiciu bitai
yra x ir y, tai s yra ju suma ir u yra kélinio bitas.

bet kuris daugybos algoritmas privalo naudoti, tarkim, maziausiai 10n ope-
raciju!

Pagrindinis habilitaciniame darbe nagrinéjamos apatiniy jveréiy gavimo
problemos sunkumas gludi Zodziuose “bet kuris algoritmas.” Tad apatiniy
jverciy problema — tai efektyviy algoritmy konkrec¢ioms funkcijoms neegzis-
tavimo jrodymo problema. Garsi “P = NP?” problema yra tik specialus
sios (bendresnés) problemos atvejas. Grubiai tariant, klase NP susideda is
visy funkcijy f(z,y) su x,y < 2" ir reikSmém 0 (“taip”) ir 1 (“ne”) tokiy,
kad gavus skaiGius x ir y, yra lengva® patikrinti ar f(z,y) = 1. Pvz., lengva
patikrinti ar duotas skaidius y dalina duotg skaic¢iy z. Tuo tarpu klase
P susideda i$ visy funkcijy f(z,y) tokiy, kad gavus skai¢iy x, yra lengva
patikrinti ar f(z,y) = 1 bent vienam skai¢iui y. Aisku, kad pastarasis uz-
davinys néra lengvesnis uz pirmaji, bet (bent i$ prinzipo) gali buti sunkesnis.
Tarkim, yra “aiSku”, kad padalinti du skaié¢ius z,y neturéty buti vienodai
sunku, kaip nuspresti ar duotas skaicius = yra pirminis. Lygybé P = NP
reiksty, kad abu Sie uzdaviniai yra vienodai sunkds.

Norint jrodyti, kad P # NP, pakankty surasti bent vieng funkcijg
f € NP, kurios negalima realizuoti polinominio dydzio logine schema; tada
f ¢ P. Taigi, si problema tikrai yra apatiniy jverciy problemos atskiras
atvejas. Be grynai matematinés Sios problemos svarbos, ji yra svarbi ir prak-
tikoje. Tarkim, zinoma kriptografiné sistema RSA yra pagrista prielaida,
kad joks algoritmas yra pajégus faktorizuoti duota skaiciy polinominiame
laike. Taciau tai yra tik prielaida — kol néra eksponentinio sios problemos

3“Lengva” ¢ia reiskia polynominiame nuo kintamuyju skaiciaus n laike, ar naudojant
polinominj skai¢iy loginiy elementuy,.
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skai¢iavimo sudétingumo apatinio jvercio matematinio jrodymo, $i (placiai
praktikoje paplitusi) kriptografiné sistema lieka nesaugi. Pavyzdziui, ilgg
laika buvo manoma, kad joks efektyvus algoritmas negali nustatyti ar duo-
tas skaiCius yra pirminis, t.y. kad problema PRIMES reikalauja daugiau nei
polinominio skai¢iaus elementariy operaciju, t.y. kad PRIMES ¢ P. Bet visai
nesenai buvo jrodyta,* kad tai netiesa!

Tokie pavyzdziai rodo, kad si — informatikoje gimusi, bet matematikoje
uzaugusi — algoritmy sudétingumo apatiniy jverc¢iy problema is tikryjy yra
gana sunki matematiné problema.® Ji buvo pradéta aktyviai tirti prieS maz-
daug 50 mety. Aisku, kad kiekvienai Bulio funkcijai f : {0,1}" — {0,1}
uztenka O(2") elementy — tai trivialus virsutinis jvertis visoms funkcijoms.
Véliau Lupanov 1960 jrodé, kad uztenka net O(2"/n) elementy. Kita vertus,
naudojant tikimybinj argumenta nesunku jrodyti, kad beveik kiekvienos Bu-
lio funkcijos realizacijai reikia maziausiai (2" /n) elementy. Kitaip sakant,
Bulio funkcijy, realizuojamy polinominio dydzio schemom, dalis visy Bulio
funkecijy klaséje yra nykstamai maza. Tai jrodé Shannon dar 1949 metais.

Taciau iki siol niekam nepavyko jrodyti, kad kuri nors konkreti (tarkim,
priklausanti klasei NP) funkcija reikalauja daug elementy: nepaisant dauge-
lio matematiky pastangy, auksciausiu lieka apatinis jvertis® 3n—o(1) pasiek-
tas Paul (1977), Schnorr (1980) ir Blum (1984).

Aukstesnius (kvadratinius) jver¢ius pavyko gauti tik ribotom schemom:
kontaktiném schemom (Nechiporuk 1966) ir Bulio formulém (Khrapchenko
1971). Po 8iy rezultaty jvairios riboty loginiy schemy klasés pardétos tirti
ypaé intensyviai. Sia kryptimi buvo gauta visa eilé svariy rezultaty: ribojant
schemy struktura, pavyko irodyti net eksponentinius apatinius jvercius to-
kiuose modeliuose, kaip kontaktinés schemos be nuliniu keliy, “vienaskaitinés”
(read-once) binarinés programos, monotoninés schemos, riboto gylio schemos
ir kt. Zymiai svarbiau nei patys jverdiai yra juy gavimui sukurti nauji apa-
tiniy jverciy jrodymo metodai, tokie kaip:

(1) “bottlenecks counting” argumentas rezoliucijai ir monotoninéms sche-
moms,

(2) skaic¢iavimy “maiSymo” metodas (the fusion method) monotoninéms
schemoms ir algebrinéms programoms,

(3) atsitiktiniy projekcijy metodas riboto gylio schemom,

(4) aproksimavimo metodas monotoniném schemom,

(5) “skaldyk ir valdyk” principo variantai jvairiems binariniy programuy
modeliams,

AN Agrawal, N. Kayal, N. Saxena, PRIMES is in P, Annals of Mathematics 160, No. 2,
781-793 (2004).

5Clay Mathematics Institute (Cambridge, Massachusetts) isrinko “P = NP?” prob-
lemg kaip vieng i$ septyniy svarbiausiy praeito amziaus matematiniy problemy (Zr.
http://www.claymath.org/millennium/).

62001 metais keturiems matematikams K. Iwama, O. Lachish, H. Morizumi ir R. Raz
pavyko jrodyti siek tiek didesnj jvertj 5n — o(1).
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(6) entropinis metodas neribotom binarinéms programoms,
(7) “baigtiniy riby” metodas riboto gylio ir monotoniném schemom.

Habilitaciniame darbe pateikiamas autoriaus 15 mety (tarp 1984 ir 1999)
indélis vystant pirmus keturius metodus (1)-(4); paskutiniai trys metodai
(5)-(7) buvo pasiulyti paties autoriaus. Indélis pateikiamas gana konkreciai
— demonstruojama kaip sitlomi metodai dirba konkreciuose algoritmy mo-
deliuose. Todél pats darbas yra suskaidytas i atskiras dalis, atitinkancias
tuos metodus demonstruojancius algoritmy modelius:

(1) binariniai medziai (decision trees);

(2) ribotos binarinés programos (branching programs);
(3) gylio-3 schemos (depth-3 ciruits);

(4) monotoninés schemos (monotone circuits);

(5) rezoliucija;

(6) komunikaciniai protokolai.

Toliau mes trumpai aprasSysime tose dalyse pateikiamus rezultatus. Ka-
dangi Sis rasinys yra tik santrauka, mes apsiribosime tik paciais tipiskiausiais
rezultatais. Be to mes daznai formuluosime rezultatus ne bendru pavidalu
(kaip jie yra pateikiami atitinkamose publikacijose), o imsime tik jy atskirg,
bet palygint lengvai suprantams, ir kity sri¢iy matematikams, atveja.

2. SKAICIAVIMO MEDZIAI

Pirmose disertacijos dalyse nagrinejamas klasikinis Bulio funkcijuy skaici-
avimo modelis — binarinés programos (branching programs) ir juy specialus
atvejas — skaic¢iavimo medziai.

Skaiciavimo medis (decision tree) yra baigtinis orentuotas medis 7', ku-
rio kiekviena vidiné virsuné turi du iSeinanc¢ius lankus, pazymeétus 0 ir 1.
Kiekvienai vidinei virsunei (t.y. ne lapui) priskirtas kuris nors vienas kin-
tamasis x;, 1 < ¢ < n. Lapams priskirtos reikSmeés 0 ar 1. Viena vidiné
virsuneé paskelbiama pradine.

Gavus dvejetainj vektoriy a = (aq,...,a,) € {0,1}" skaic¢iavimas prasi-
deda pradinéje virsuneéje ir vyksta Sitaip: jei skaiciavimas pasiekia virsune
pazymeta kintamuoju x;, tai toliau skai¢iavimo kelias eina lanku pazymétu
a; € {0,1}. Kadangi medis yra baigtinis, tokiu budu mes paieksime kurj nors
lapg — to lapo zymé (bitas 0 ar 1) ir yra skai¢iavimo medzio reiksmeé T'(a).
Tuo budu medis skai¢iuoja atitinkama Bulio funkcija 7" : {0,1}™ — {0,1}.
Medzio dydis — tai virsuniy skaic¢ius joje. Jei medyje yra nepazyméty
virsuniy, tada pasiekus tokig virsune skaic¢iavimo kelia, galima pratesti bet
kuriuo i$ iSeinanciy lanky. Tokiu atveju skaiCiavimo medis yra nedeter-
minuotas (non-deterministic) ir 7'(a) = 1 tada ir tik tada, kai bent vienas
skaiciavimas veda j lapa, su zyme 1

Tegu dt(f) zZymi maziausig Bulio funkcijg f realizuojancio (determin-
uoto) medzio virsuniy skaiciy.
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PIESINYS 2. Skai¢iavimo medis; jvedus vektoriy (0,1,0) jis
duoda atsakyma 1.

Darbe (Jukna et al. 1997) mes nagrin¢gjame tokj problemos
“P = NP Nco—-NP?” variantg skai¢iavimo medziams:

Problema 1. Tarkim, Bulio funkcija f ¢r jos neigima —f galima realizuoti
nedeterministiniais skai¢iavimo medziais su N virsuniy. Ar tada galioja
dt(f) < N€ kuriai nors konstantai ¢ > 07

Si problema buvo atvira daugelj mety. Pakartotinai tos problemos svarba,
taip vadinamoje “besimokanciy algoritmy” teorijoje (algorithmic learning
theory) pabrézé Ehrenfeucht and Haussler (1989). Tame darbe jie jrodé
virsuting ivertj dt(f) < nOog” N)

Naudojant algebrinj (spektralinj) arguments darbe Jukna et al. (1997)
mes jrodom apating jvertj dt(f) > 9% log? N) - Ty paciu mes jrodéme, kad
skaic¢iavimo medziy modelyje sudétingumo klases P ir NP Nco-INP skiriasi,
t.y. cia galioja P £ NP N co—NP ir tuo paciu P # NP.

Irodymas naudoja funkcijy Fourier transformacijg. Tam tikslui mes vie-
toj kubo {0,1}" imame kubg {—1,+1}" ir vietoj funkcijy f : {0,1}" —
{0,1} nagrinejame funkcijas f : {—1,4+1}" — {—1,41}. Tokiy funkcijy
aibé duoda mums dimensijos 2" tiesing erdve su skalarine vektoriy daugyba
(f,g9) =27">, f(z)g(x). Monomai Xg = [[;cgx; duoda mums to erdvés
ortonoralig baze. Taigi, kiekvieng funkcija f : {—1,+1}" — {—1,+1} gali-
ma vienareiksmiskai isreiksti kaip sumg f = >"¢ f (S)Xg; cia

f8)=(f.Xs)=2" 3 f(a)Xs(=)

ze{—1,+1}"

yra taip vadinamas S-tasis funkcjos f Fourier koeficientas. Tg vienareiks-
misks funkcijos f israisks kaip monomuy suma galima gauti iS bet kokio
funkcija f isreiskiancio realaus polinomo naudojant tapatybes 22 = 1.

Musuy pagrindinis techninis rezultatas yra teorema, duodanti funkcijg f
realizuojancio skai¢iavimo medzio dydzio dt(f) apatinj jvertj tos funkcijos
Fourier koeficienty terminais.
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Teorema 2 (Jukna et al. 1997). Kiekvienai Bulio funkcijai f(xi,...,zy) ir

kiekvienam poaibiui S C {1,...,n} galioja:
dt(f) > 2150 3| f(1).
TS

Naudojant Sig teorema mums pavyko jrodyti, kad deterministiniai skai-
¢iavimo medziai kai kurioms (konkrec¢ioms) Bulio funkcijos f reikalauja
NogN) virgiiniy, tuo tarpu kai f ir jos neigima —f galima realizuoti nede-
terminuotais dyzio N skai¢iavimo medziais. Tuo paciu Problema 1 buvo
iSspresta. Be to, pagal auksc¢iau minéta Ehrenfeucht and Haussler (1989)
rezultatg, Sis musy nustatytas skirtumas yra beveik maksimalus.

Idomu pazyméti, kad Sis miusy rezultatas kontrastuoja su kitu zinomu
rezultatu, lie¢ian¢iu problema “P = NP Nco-NP?” skaiciavimo medziams.
Mes matuojame tokiy medziy sudétinguma, juose esanciy virsuniu skaic¢iumi.
Kitas naturalus medziy matas yra ju gylis, t.y. lanky skaicius ilgiausiame
kelyje is pradinés virsunes iki kurio nors lapo. Net trys matematiky grupes
nepriklausomai ir beveik vienu metu (apie 1990 metus) jrodé, kad tokiu
atveju galioja lygybé P = NP N co-INP. Tad buvo tikimasi, kad 8i lygybé
turéty galioti ir imant virstuniy skaicéiy kaip sudétingumo mata. Todél musy
rezultatas buvo gana netikétas.

3. READ-ONCE PROGRAMOS

Binariné programa (branching program) — toliau papraséiausiai programa
— yra skaié¢iavimo medzio apibendrinimas. Vienintelis skirtumas yra tas, kad
dabar vietoj medzio leidziama imti bet kokj orentuota grafg be cikly.

Pastebékime, kad skaiciavimo medyje néra jokios prasmés kuriame nors
kelyje i$ pradinés virsunés iki lapo vieng ir ta patj kintamajj x; testuoti
daugiau nei viena, karta. Kitaip yra binarinése programose: c¢ia leidziant
tg patj kintamajj testuoti keleta, karty galima zymiai (net eksponentiskai)
sumazinti bendrg programos virsuniy skai¢iy. Kadangi bendroms (neri-
botoms) programoms auksciausiu lieka dar 1966 metais Nechiporuk gau-
tas jvertis Q(n?/log?n), buvo pradéta tirti tuy kintamujy pakartotiniy tes-
tavimy jtaka, programos dydziui.

Binariné programa P(z1,...,z,) yra read-once programa, jei bet kuri-
ame kelyje is pradinés virsunes iki lapo kiekvienas kintamasis z; sutinkamas
daugiausiai vieng karta. Pastebékime, kad tokios programos — tai skaici-
avimo medziai, kuriy izomorfiski pomedziai yra “sulipdyti”. Tad read-once
programos yra pirmas naturalus skaic¢iavimo medziy apibendrinimas.

Kita vertus, read-once programos gali buti Zymiai ekonomiskesnés uz
skaiciavimo medzius. Imkim pavyzdziui tokig Bulio funkcija:

flxy,...,xn) =21 + 29+ -+ + 2, (mod 2).
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PIESINYS 3. Read-once programa funkcijai 1 + 22 + -+ + 2, (mod 2)

Triviali sios funkcijos read-once programa turi tik 2n + 1 virSuniy (zr.
Piesinj 3), tuo tarpu kai bet kuris binarinis medis Siai funkcijai privalo turéti
net 222(" virguniy (kadangi pakeitus bet kurj vieng vektoriaus koordinate
keic¢iasi ir funkcijos reiksmeé). Tad nenuostabu, kad dideliy (eksponentiniy)
apatiniy jverciy read-once programoms jrodymas yra sunkesnis uzdavinys
nei binariniams medziams.

Dabe (Jukna 1986) be kity rezultaty buvo jrodytas toks bendras apatinis
jvertis read-once programom. Bulio funkcija f(x1,...,x,) yra vadinama m-
sumaisyta (m-mixed), jei paémus bet kuriuos m kintamujy ir jstacius jy
vietoj konstantas 0 ar 1 bet kuriais dviem skirtingais budais gauname dvi
skirtingas Bulio funkcijas (nuo likusiy nefiksuoty kintamyjy).

Teorema 3 (Jukna 1986). Jei Bulio funkcija f yra m-sumaisyta, tai kiekviena
ja skaiciuojanti read-once programa privalo turett maZiausiai 2™ —1 virsuniy.

Daugelis iki Siol zinomy (ir kity autoriy jrodyty) apatiniy jveré¢iy kon-
krec¢ioms Bulio funkcijom buvo gauti naudojant sj kriterijy. Véliau Simon
ir Szegedy (1993) apibendrino $j rezultata,.

Darbe (Jukna et al. 1997) mes nagrinéjome Problemos 1 analogg read-
once programoms ir jrodéme, kad cia vélgi galioja nelygybé
P £ NPNco-NP. Sio rezultato jrodymui pagrindiné problema buvo sukon-
struoti tinkama Bulio funkcija. Mes jg sukonstravom naudodami projek-
tyvines plokStumas (projective planes).

Kaip zinoma, projektyvinéje plokstumoje PG(2,q), kur ¢ yra pirminis
skaic¢ius ar tokio skaifiaus laipsnis, mes turime n = ¢> + ¢ + 1 “tasky”
V = {1,...,n} ir n ty tasky poaibiy Li,...,L,; Sie poaibiai vadinami
“tiesiemis”. Kiekviena tiesé¢ susideda is lygiai ¢ + 1 tasky, bet kurios dvi
tieses kertasi lygiai viename taske ir per kiekviena tasks eina lygiai ¢ + 1
tiesiy (zr. pieSinj 4).

Aibé tagky S C V vadinama blokuojancia aibe, jei ji kerta kiekvieng, tiese.
Taigi, tiesés yra maziausios blokuojancios aibés. Nagrinékime Bulio funkcijg,
f:{0,1}" — {0,1} tokia, kad f(ai,...,a,) = 1 tada ir tik tada kai aibé
vektoriaus a nenuliniy koordinaciy S = {i € V' : a; = 1} turi ne daugiau
kaip ¢ + ,/q elementy ir yra blokuojanti.

Teorema 4 (Jukna et al. 1997). Funkcijq f ir jos neigimg —f galima reali-
zuoti nedeterminuotomis dydzio O(n5/2) read-once programomis, taciau bet
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PIESINYS 4. Fano plok$tuma PG(2,2) su septyniom tiesém
ir trim taskais kiekvienoje tieséje.

kuri determinuota read-once programa Siai funkcijai privalo turéti maZiau-
siai 22" yirsuniy.

Apatinis jvertis ¢ia vélgi gautas naudojant Teorems 3.

Be kita ko, Teorema 4 rodo, kad ir read-once programuy atveju nede-
terministinés programos gali buti net eksponentiskai ekonomiskesnés negu
deterministinés. Nepaisant to, darbe (Jukna 1986) buvo jrodytas bendras
apatinis jvertis ir nedetereminuotom read-once programoms. Jis naudoja
tokj Bulio funkcijy f mata. Tegu T,.(f) yra maziausias skaicius ¢, kuriam
egzistuoja ilgio » monomai Kj,..., K; tokie, kad f < K; V...V K;. Taip
pat, tegu d(f) zymi minimaly Hamming atstumg tarp bet kuriy dviejy vek-
toriy aibéje f~1(1), t.y. d(f) yra minimalus skaicius d toks, kad bet kurie
du vektoriai a # b € f~1(1) skiriasi maziausiai d koordinatése.

Teorema 5 (Jukna 1986). Kickviena Bulio funkcijq [ realizuojanti nedeter-
ministiné read-once programa privalo turéti maziausiai Ty f)—1( f) virsuniy.

Sios teoremos pagalba darbuose (Jukna 1986,1988a,1988b) buvo gauti
pirmi eksponentiniai apatiniai jveréiai nedeterminuotoms read-once progra-
moms. Veliau darbe (Jukna—Razborov 1998) §i teorema buvo iSplésta taip
vadinamom “semantiném” programom. Be to, naudojant tikimybinj argu-
menta buvo jrodyta, kad si teorema duota eksponentinius apatinius jvercéius
visai eilei Bulio funkcijy f(z1,...,2,): tam pakanka, kad m(f) > n/d(f),
kur parametras m(f) apibréziamas kaip maziausias skai¢ius funkcijos f kin-
tamuju, kuriuos uzfiksavus funkcija virsta trivialia funkcija lygia konstan-
tai 0.

Lema 6 (Jukna-Razborov 1998). Tegu d(f) = d ir m(f) =m. Tada
Ta(f) = 22,

4. READ-k PROGRAMOS

Binariné programa P(z1,...,z,) yra read-k programa, jei bet kuriame
kelyje is pradinés virsunés iki lapo kiekvienas kintamasis x; sutinkamas
daugiausiai k karty. Tokios programos yra naturalus read-once programuy
apibendrinimas (kur k£ = 1).



15

Darbe (Jukna 1995) pateikiamas bendras apatiniy jverciy gavimo meto-
das nedeterminuotoms read-k programoms. Mes ¢ia Sio kriterijaus nekar-
tosime. Vietoj to pateiksime viena konkrety jo taikymg rodantj, kad tam
tikry tiesiniy “save taisanciy” (self-correcting) kody charakteristiniy Bulio
funkcijuy negalima realizuoti polinominio dydzio read-k programomis.

Su kiekviena m x n matrica A = {a;;}, kur a;; € {0,1}, galima susieti
Bulio funkcijg,

fa(zy, ... 2p) = 7\ <1EB (éaijmj)>.
j=

=1

Tai yra, fa(z1,...,2,) = 1 tada ir tik tada kai vektorius (x1,...,z,) yra
ortogonalus (kiine GF(2)) visoms matricos A eilutéms.

Imkim dabar gerai zinoma, tiesinj BCH-kodg C' C GF'(2)", kuriame bet
kurie du vektoriai skiriasi maziausiai d = ©(y/n/k*) bity. Tegu A yra to
kodo “parity-check” matrica. Tada f4 yra kodo C charakteristiné funkcija:
r€C <= fa(x)=1. Siai funkcijai galioja Sitokia

Teorema 7 (Jukna 1995). Jei k = o(logn/loglogn), tai kiekviena nedeter-
minuota read-k programa funkcijai fa privalo turéti 22V yirsuniy.

Tki iol” niekam nepavyko gauti eksponentinion apatinio jvercio tokiom
programom kai k£ > logn.

5. (1,+5)-PROGRAMOS

Read-k programose yra reikalaujama, kad kiekviename kelyje is pradinés
virsuneés iki lapo kiekvienas kintamasis x; gali buti testuojamas daugiau-
siai k karty. Dabar nagrinékime kiek kitokj apribojimag: reikalaukime,
kad kiekviename skaic¢iavimo kelyje® iki s kintamujy gali buti testuojami
kiek norima kartu; kiekviena i$ likusiy n — s kintamuju galima testuoti
daugiausiai vieng, karts. Tokios programos literaturoje vadinamos (1, +s)-
Programomsis.

Pastebékima, kad bet kuri programa su n kintamujy yra (1, +s)-programa
su s < n. Taigi, apatiniai jveréiai (1, +s)-programoms yra tuo stipresni kuo
s yra didesnis.

Darbe (Jukna—Razborov 1998) buvo jrodytas toks bendras apatiniy jveré¢iy
(1, +s)-programoms kriterijus.

72006 m. balandis.

8Ne kiekvienas kelias programos grafe atitinka skaic¢iavimo kelig;: tokie yra, pavyzdziui,
keliai, kuriuose sutinkami lankai atitinkantys testus x; = 0 ir x; = 1; tokie keliai néra re-
alizuojami, nes tas pats bitas x; negali tuo paciu metu buti lygus 0 ir 1. Taciau, kaip
parodyta darbe (Jukna 1989), tokiy “nereikalingy” keliy buvimas gali net eksponentiskai
padidinti programos galig. Pastebékime, kad (1, +s)-programose jokiy apribojimy tok-
iems “nereikalingiems” keliams néra.



16

Teorema 8 (Jukna-Razborov 1998). Tegu d(f) = d ir m(f) = m. Tada bet
kuri Bulio funkcijg f realizuojanti (1,+s)-programa privalo turéti

2(min{d7 m/(s+1)}—1)/2
VIrsuniy,.
Naudojant §j kriterijy tame paciame darbe buvo jrodyta, kad kai kuriy
Bulio funkcijy f(z1,...,x,), butent — charakteristiniy tam tikry tiesiniy

kody funkeijy — negalima realizuoti polinominio dydzio (1,+s)-programo-
mis, jeigu® s = o(n/logn).

6. ENTROPINIS METODAS

Darbe (Jukna-Zak 1998) mes pasiiiléme tokj apatiniy sudétingumo jverciy
neribotom binariném programom gavimo metods. Sis metodas paremtas in-
formacijos tekéjimo programoje analize. Pagrindiné idéja yra matuoti pro-
gramos “netikrumo kiekj” apie funkcijos reiksme f(a) tos reoksmeés skaici-
avimo metu. Gavusi vektoriy a = (ay,...,a,) € {0,1}", programa pradeda
skaiciavimg pradinéje virsunéje. Tuo metu ji dar nieko apie vektoriy a
nezino. Kiekviename tolesniame zingsnyje programa tikrina tam tikry ko-
ordinaciy a; reikSmes. Paklaususi ar a; = 0 (ir gavusi atsakyma) programa
gauna viena, papildoma, informacijos bita apie visa vektoriy a. Taciau si
informacija gali véliau buti prarasta kurioje nors virsunéje v, jei egzistuoja
kitas vektorius b toks, kad b; # a;, skai¢iavimo kelias comp(b) pasiekia ta,
pacia virsune v ir arba i-toji koordinaté x; vél testuojama virsunéje v arba po
Sios virsunés abu skaic¢iavimai seka vieng ir ta, patj kelig iki kurio nors lapo.
Abiem atvejais programa yra vél “netikra” apie koordinate a; virsunéje v:
pirmu atveju ji testuoja i-tajg koordinate dar karta, o antruoju jos ansktesné
informacija apie tos koordinatés reikSme tampa nebereikalinga.

Tam, kad matematiskai iSreiksti tg programos “netikrumo” kieki, darbe
(Jukna-Zak 1998) mes jvedéme skaid¢iavimy “entropijos” savoka. Jos idéja
yra tokia.

Tegu P = (V,E) yra kokia nors programa, skaic¢iuojanti duots Bulio
funkcijg f : {0,1}" — {0,1}. Naudojant funkcijos sgvybes parenkame
atitinkama, vektoriy i$ {0,1}" paskirstyma (distribution) ¢ : {0,1}" — V
tarp programos virsuniy. Tai yra pagrindinis “kurybinis aktas” — jis prik-
lauso nuo to, kokig Bulio funkcijg mes nagrinéjame. Tokj paskirstyma ¢
galima apibrézti davus taisykle, pagal kurig skaic¢iavimai comp(a) turi buti
sustabdomi tam tikrose programos virsunése.

Kiekvienas paskirstymas ¢ : {0,1}" — V duoda mums viso kubo {0, 1}"
suskaidymg, i nesikertanéius blokus F, = ¢~ !(v), v € V; kai kurie i$ ty bloky
gali zinoma biti tusti. Vieno bloko F), entropija apibzéziame kaip vidutinj
tos vektoriy aibés isskaidancio medZio gyli; toks medis yra papraséiausiai

9Visai nesenai man pavyko pagerinti §j rezultatg iki s = Q(n): S. Jukna, Expanders
and time restricted branching programs, Thereoretical Computer Science (jteikta 2005).
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skaiciavimo medis toks, kad kiekvieng jo lapa gali pasiekti tik vienas aibés
F, vektorius. Galy gale mes apibréziame paskirstymo ¢ entorpijg H(p) kaip
vidutine visy bloky F, = ¢~ (v) su v € V entropija. Tada gllioja tokia

Teorema 9 (Jukna-Zak 1998). Tegu P = (V, E) yra bet kokia binariné pro-
grama. Tada kiekvienam paskirstymui ¢ : {0,1}" — V galioja

V| > 2n—He),

Pagal Sig teorema, tam kad gauti gera apatinj virSuniy skaiciaus |V|
jverti, pakankg gauti gera virSutinj entropijos H () jvertj. Pacios teoremos
jrodyme mes naudojame tokia, gerai Informacijos Teorijoje zinoma Kraft-
McMillan nelygybe: jei py,...,pr yra kurio nors binarinio medzio keliy nuo
pradines virsunes iki jo lapy ilgiai, tai galioja Zle 27Pi < 1.

Darbe (Jukna-Zak 1998) mes demonstruojame $j metoda taip vadinamy
“balancuoty” programy klaséje. Tos programuy klasés mes ¢ia formaliai ne-
apibrézinésime, tik pazymésime, kad Sios programos yra galingesnés uz visus
anksteniuose skyriuose nagriétus modelius. Pavyzdziui, mes jau minéjome,
kad tam tikry tiesiniy koduy charakteristiniy funkcijy negalima realizuoti
polinominio dyZzio read-k programomis bei (1, +s)-programomis. Kita ver-
tus, visas tokias funkcijas galima realizuoti balancuotomis programins nau-
dojant tik kvadratinj virsuniy skaiciy.

Tad aisku, kad balancuotoms programoms iki siol Zinomi metodai negali
duoti auksty apatiniy jverc¢iy. Naudojant Teoremg 9 mums visgi pavyko
tokius jvercius gauti. Tam tikslui mes imame gerai zinoms Bulio funkcijg
CLIQUE, (X). Si funkcija yra svarbi problemos “P = NP?” kontekste: jei
CLIQUE,, € P tai P = NP. Si funkcija atpaZjsta ar duotas grafas G su n
vir§uniy turi tam tikro dydzio klikg (pilng pografi). Tai yra, aibé X susideda
is (g) kintamuju x; ; tokiy, kad z; ; =1 <= duotame grafe G yra lankas,
jugiantis virsunes ¢ ir j. Funkcija CLIQUE,, akzeptuoja dutg grafg tada ir
tik tada, kai Sis grafas turi pilng pografi su y/n virSuniy.

Teorema 10 (Jukna-Zak 1998). Bet kuri balancuota programa funkcijai
CLIQUE,, privalo turéti 22V™ virsuniy.

7. KONTAKTINES SCHEMOS BE NULINIU KELIU

Darbuose (Jukna 1986, 1988a, 1988b, 1989) nagrin¢jamas kontaktiniy
schemuy modelis. Istoriskai sis modelis buvo pradétas tirti zymiai anksciau
nei binarinés programos (jau 1949 metais Shannon gavo pirmus rezultatus
tokioms schemoms). Sis modelis yra bendresnis uz nedeterminuotas bina-
rines programas ir yra siuolaikiniy elektroniniu schemuy prototipas.

Kontaktiné schema yra neorentuotas grafas G = (V, E') kurio kiekvienam
lankui e € E priskirtas kuris nors kintamasis x; ar jo neigimas —x;. Kurios
nors dvi virsuneés s ir ¢ yra paskelbiamos pradine ir galine (source and target).
Kiekvienas dvejetainis vektorius a = (aq,...,a,) € {0,1}" duoda mums
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grafo G pografi G, = (V, E,) su E, C E, turintj tik tuos grafo G lankus,
kuriy zymés yra suderintos su vektoriaus a reikSmémis. Tai yra, jei lanko
zyme yra z; (atitinkamai, —x;), tai Sis lankas lieka pografyje G, tada ir tik
tada, kai a; = 1 (atitinkamai, kai a; = 0). Tokia schema skai¢iuoja Bulio
funkcijg fo : {0,1}™ — {0,1} naturaliu budu: fg(a) =1 <= pografyje
(G, yra bent vienas kelias is pradinés virsunés s i galine virsune ¢.

Tokia schema vadinama “kontaktine”, kadangi ji dirba kaip jprastos kon-
taktinés elektroninés schemos. Lanky zZymes galima interpretuoti kaip “kon-
taktus”. Gavus vektoriy a, kontaktas y; € {x;,—x;} yra “pralaidus”, jei
yila) = 1, t.y. jei y; = x; ir a; = 1 arba y; = —x; ir a; = 0. VirSunes s ir ¢
galima interpretuoti kaip teigiama, poliy ir neigiamg poliy. Tada fg(a) = 1,
jei tarp poliy srové teka, ir fg(a) = 0, jei srové neteka.

Nulinis kelias schemoje G yra s-t kelias, kuriame sutinkamas koks nors
kintamasis z; ir jo neigimas —x;. Aisku, kad tokie keliai yra nepralaidus — jie
nepraleidzia nei vieno vektoriaus a. Tad i$ pirmo zvilgsnio tokie keliai turéty
buti nereikalingi — funkcijos fg(x) reikSmei jie neturi jokios jtakos. Taciau
— kaip jrodyta darbe (Jukna 1989) — tokie keliai gali buti labai naudingi
norint sumazinti schemos dydj, t.y. bendra kontakty (lanky) skaic¢iy. Ty
fakta mes nustatéme naudodami tokj bendra apatinj jvertj schemoms be
nuliniy keliy.

Aibés A C {0,1}" k-tasis laipsnis degy(A) yra maksimalus skai¢ius jos
vektoriy, visi i§ kuriy turi vienetus kuriose nors k koordinatése. Tai yra,
deg(A) yra maksimalus skaicius ¢, kuriam egzistuoja B C A, |B| =t ir
S C{1,...,n}|S| = k tokie, kad a; = 1 visiems a € B ir visiems i € S.
Vektoriaus a € {0,1}" svoris yra jo nenuliniy koordinaciy skaicius |al, t.y.
la| = [{i : a; = 1}| Aibé A C {0,1}"™ yra k-homogeniné, jei |a| = k visiems
a € A

Teorema 11 (Jukna 1989). Tegu A C {0,1}" yra k-homogeniné aibé. Tada
kiekviena kontaktiné schema be nuliniy keliy skaiciuojanti aibés A charak-
teristine funkcijg privalo turéti maziausiai

Al
max
sis<k degg(A) - degy_4(A)

kontakty,.

Darbe (Jukna 1989) §i teorema iliustruojama tokiai konkreciai Bulio
funkcijai EPM,(X), kuri véliau tapo zinoma kaip “exact perfect match-
ing” funkcija. Jos kintamieji sudaro m x m matricg X = {x;;} su m = \/n.
Tada EPM,(X) =1 <= kiekvienoje matricos X eilutéje ir kiekviename
jos stulpelyje yra lygiai vienas nenulinis elementas. Aibé A = EPM, (1)
yra m-homogeniné ir turi lygiai n! elementy. Be to nesunku matyti, kad
deg,(A) = (m—s)! visiems 0 < s < m. Imant s = m/2, Theorema 11 duoda
mums tokj apatinj jvert].
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Teorema 12 (Jukna 1989). Kiekviena kontaktiné schema be nuliniy keliy
skaiciuojanti EP M, privalo turéti maZiausiai 22°V™ kontakty.

8. READ-ONCE KONTAKTINES SCHEMOS

Kontaktiné schema vadinama read-once, jeigu kiekviename pralaidziame
jos kelyje (t.y. kelyje neturinin¢iame kintamojo kartu su jo neigimu) kiekvienas
kintamasis sutinkamas daugiausiai vieng karta. Taigi, read-once kontak-
tinés schemos yra nedeterminuoty read-once programu praplétimas. Kad
Sitas praplétimas yra i$ tikryjy esminis buvo parodyta darbe (Jukna 1992)
tokiu rezultatu.

Mes jau zinome, kad praeitame skyriuje apibrézta Bulio funkcija EPM,,
(exact perfect matching) reikalauja eksponentinio dydzio nedeterminuoty
read-once programu bei kontaktiniy schemu be nuliniy keliy. Kita vertus
galia tokia

Teorema 13 (Jukna 1992). Funkcijgq EP M, galima realizuoti read-once kon-
taktine schema su O(n3) kontakty.

Sis rezultatas nustebino daugelj specialisty, nes iki tol buvo manoma, kad
kontaktinés schemos negali buti Zymiai galingesnés uz binarines programas.

Kita vertus, pati teoremos jrodymo idéja yra gana paprasta. Butent, mes
konstruojame reikalaujamg read-once kontaktine schema funkcijai £ P M,
pagal formule P = P; A P». kur

=3
<3
8

P(X) =
i=1j=1
PX) = AV Az

<

Il
-
bl

Il
-
.

!
S

Pastebékime, kad P;(X) =1 <= kiekviena matricos X eiluté turi bent
vieng, vienety, ir Po(X) =1 <= kiekvienas matricos X stulpelis turi bent
n — 1 nulj. Taigi, P(X) =1 <= EPM,(X)=1.

Teorema 13 rodo, kad read-once kontaktinés schemos turi nelauktai didele
galig. Ir i$ tikro niekam iki $iol'? dar nepavyko jrodyti eksponentinio jveré¢io
tokioms schemoms. Taigi, Sitas skaiciavimo modelis yra pats “silpniausias”
nedeterministinis modelis, kuriam nepavyksta gauti auksty apatiniy jverciy.

109006 m. balandis
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9. SEMANTINES PROGRAMOS

Tam, kad geriau suprasti kg tik minéty read-once kontaktiniy schemy
(bei kity auksciau minéty riboty programy) funkcionavima, darbe (Jukna—
Razborov 1998) mes jvedéme naujg programy modelj — taip vadinamas “se-
mantines” programas. Tokiy programy modelj uzduoda pasirinktas skaici-
avimo kelius ribojantis “kvotos predikatas” @ (quote predicate). Tokiy
predikaty pavyzdziai yra:

e Kiekvienas kintamasis gali buti testuojamas daugiausiai k karty.
e Daugiausiai s kintamujuy gali buti testuojami daugiau nei vieng karta,.

Tam, kad apibreézti, kada programa P akceptuoja duotg vektoriy a €
{0,1}", mes nagrinéjame tokj dviejy persony — Skai¢iuotojo ir Trukdytojo
— zaidimg. Tarkim programos P skaiciavimo kelias paieké kokig nors jos
vistne v, kurioje testuojamas kuris nors kintamasis x;. Jeigu to testo atzvil-
giu duota kvota @) dar nevirsyta, tai Skaic¢iuotojas pratesia skaiciavimo kelig
iS virsunés v iSeinanciu lanku, pazymeétu skai¢ium a; (kaip ir jprastose pro-
gramose). Bet jeigu kvota jau virSyta, tai Trukdytojas gali pratesti skaici-
avima bet kuriuo i$ dviejy virsune v paliekanciy lanky. Skaiciuotojo tikslas
yra pasiekti kurj nors lapg, pazymeétg skai¢iumi 1 (tada jis “laimi”). Trukdy-
tojo (corrupter) tikslas yra “trukdyti”, tai yra, stengtis nuvesti Skai¢iuotoja,
kuriuo nors klaidingu keliu. Tada laikome, kad

e P(a) =1, jeigu Skaiciuotojas gali laiméti nepriklausomai nuo to, kg
daro Trukdytojas.

e P(a) =0, jei Skai¢iuotojas negali laiméti net tuo atveju kai Trukdy-
tojas yra “kooperatyvus” ir visada renkasi SkaiCiuotojui labiausiai
tinkama, kelig,.

Pastebékim, kad j prastos, ankstesniuose skyriuose nagrinétos nedeter-
minuotos read-k programos ir (1,4s)-programos yra specialus semantiniy
programy atvejas (su atitinkamais kvotos predikatais): tuo atveju Trukdy-
tojas paprasciausiai neturi galimybés trukdyti, nes kvota niekada néra virsi-
jama. Taigi, musy jvestos semantinés programos apibendrina visus iki siol
nagrinétus riboty programy modelius ir duoda visa eile naujuy modeliy —
viskas priklauso nuo pasirinkto kvotos predikato.

Be kity rezultaty, darbe (Jukna-Razborov 1992) mes iSplétéme musy
jverc¢ius (Teorema 5 bei Teorema 8) ir semantiniams tokiy programu mod-
eliams. Sitie rezultatai iki §iol lieka geriausi ir tuo paciu nubrézé miisy
dabartiniy galimybiy ribg, — niekam iki siol'! nepavyko ju pagerinti.

10. MAZO GYLIO SCHEMOS

Darbe (Hastad, Jukna, Pudldk 1993) nagrinéjamas gylio-3 schemy sudé-
tingumas. Sios schemos yra dviejy tipy. Taip vadinamos X3-schemos yra

19006 m. balandis
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pavidalo

S T

VAV w

i=1j=1keS;;
¢ia gy yra kintamasis x; arba jo neigimas —x;. Dualios Y3-schemoms yra
taip vadinamos II3-schemos:

T

AV N v

i=1j=1keS;;
Tokiy schemy sudétingumu laikomas jose naudojamy loginiy elementu A ir
V skaicius s - t.

Gylio-3 schemos yra svarbus modelis, nes gavus auksts (eksponentinj)
apatinj jvertj tokioms schemoms mes galétume tuo paciu iSpresti vieng is
pagrindiniy (ir intensyviai tiriamy) sudétingumo teorijos problemy — jrodyti,
kad konkreti Bulio funkcija su n kintamujuy negali buti realizuota logarit-
minio gylio loginém schemom. Tam tikslui reikia jrodyti pavidalo 2(%)
apatinj jverti gylio-3 schemoms. Deja, iki Siol zinomais metodais pavyksta
gauti tik apatinius jvercius ne aukstesnius kaip 2°4v7™).

Tam, kad geriau suprasti, kokias Bulio funkcijas sunku realizuoti gylio-3
schemomis (ir kodél), darbe (Hastad, Jukna, Pudldk 1993) mes pateikiam
nauja tokiy schemy dydzio vertinimo metoda, paremts taip vadinamos
“baigtinés ribos” savoka. Tarp kity rezultaty siame darbe jrodyta, kad
skirtumas tarp X3 ir II3 schemy sudétingumo gali buti net eksponentinis.
Butent, Bulio funkcija

\/n/2+/n/2
flay)= "\ N\ (i v -wyg)
i=1 j=1
su n kintamujy akivaizdziai realizuojama 33 schema su O(n) elementy, Kita
vertus, galioja tokia

Teorema 14 (Hastad—Jukna—Pudldk 1993). Bet kuriIl3-schema realizuojanti
funkeijg f privalo turéti maZiausiai 22V elementy.

Kaip minéjome, darbe sitilomame metode mes naudojame vieng naujg—
taip vadinamy “baigtiniy riby” — savoka. Butent, vektorius b ¢ A yra
laikomas vektoriy aibes A C {0,1}" k-riba, jeigu bet kurioms k koordinaéiy
Sis vektorius b sutampa visose Siose koordinatése su bent vienu aibes A
vektorium, t.y. vektorius b yra vektoriy aibés A k-riba, jei

VSCA{l,....,n} |S|=k = FJacAVieS: a;=0b.
Pagrindiné baigtiniy riby taikymo idéja yra tokia. Tegu C'(x) yra kokia nors
k-CNF (conjunctive normal form)

IS i€S2 1ESy
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ir A={a € {0,1}" : C(a) = 1}. Tarkim, b € {0,1}" yra aibes A k-riba.
Tada C(b) = 1. Kodél? Pagal k-ribos apibrézims, visose koordinatese i € S}
vektorius b turi tas pacias reikSmes kaip ir kuris nors vektorius a1 € A; taigi,
b; = 1 kuriam nors i € S7. Argumentuojant tuo budu toliau gauname, kad
kievienoje aibéje S; yra koordinaté i € S; kuriai b; = 1. Taigi, C(b) = 1.

Pagrindine idejg, kaip baigtinés ribos naudojamos apatiniy jvercéiy gavi-
mui, iliustruoja tokia “ribiné lema” (limit lema). Kaip ir anksciau, |a| zymi
vektoriaus a svori, t.y. |a| = |{i : a; = 1}|.

Lema 15 (Hastad-Jukna-Pudlédk 1993). Tegu A C {0,1}" ir |a| = s visiems
a € A. Jeigu |A] > k* + 1, tai bent vienas vektorius b ¢ A yra aibés A
k-riba.

Taigi, bet kuri k-CNF C(z), akzeptuojanti tik svorio s vektorius, ne-
gali akzeptuoti daugiau nei k° tokiy vektoriuy, nes priesingu atveju ji buty
priversta “daryti klaida” (akzeptuoti vektoriy, kurio svoris yra mazesnis nei
s).

Si (k-ribos) savoka véliau pasirodé naudinga sprendziant apatiniy su-
détingumo jverciy gavimo problems, ir kitiems schemuy modeliams. [domu
pazyméti, kad naudojant baigtines ribas galima lengvai gauti tokius pacius
(ir net kiek aukstesnius) apatinius jvercius gylio-3 schemom, kaip ir jverciai
gaunami taip vadinamu “atsitiktiniy projekciju” metodu, taikomu visuose
kituose riboto gylio schemuy sudétinguma, tirianciuose darbuose.

11. SCHEMOS SU SLENKSTINIAIS ELEMENTAIS

Darbe (Jukna 1995a) nagrinéjamos gylio-3 schemos, kuriose vietoj kon-
junkcijos (A) ir disjunkcijos (V) operacijy leidziama naudoti bendresnes op-
eracijas, butent bet kokias “slenkstines” funkcijas (threshold functions).

Slenkscio-r funkcija yra Bulio funkcija T;" tokia, kad

T(xy....,xm) =1 <= 21+ -+ oy >T.

Schemos su tokiais elementais buvo (ir yra) placiai tiriamos, kadangi jy
pagalba galima modeliuoti neuroninius tinklus. Be to, tokios schemos yra
daug galingesnés, nei {A,V}-schemos: jau net gylio-3 schemomis galima
ekonomiskai realizuoti daugelj pagrindiniy operaciju, kaip dviejy skaiéiy
dalyba ir pan. Todél nenuostabu, kad apatiniy jverciy gavimo problema
tokioms (net gylio-3) schemoms yra sunkesné. Pastebekime, kad Sios funkci-
jos (dizjunkcija V ir konjunkcija A) yra tik labai specialus slenkstiniy funkeijy
atvejas:

m m

\/ x; =T (x1....,2p) ir /\ xp =T (x1. ..., Tm).

i=1 i=1
Iki Siol pavyko jrodyti tik kelis eksponentinius jvercius slenkstinéms gylio-3
schemoms su papildomais apribojomais funkcijoms, naudojamoms pirmame
(artimiausiam kintamiesiems) lygyje:
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(1) Jei pirmam lygyje naudojamos funkcijos priklauso tik nuo clogn
(c < 1) kintamujuy, tai bet kuri gylio-3 slenkstiné schema funkcijai

n logn
fa(@) =€ N oy
=1 j=1

privalo turéti maziausiai exp (€2 (n€)) elementy (Babai—Nissan—Szegedy
1992; Hastad—Goldmann 1990).

(2) Jei pirmam lygyje naudojamos funkcijos yra A-funkcijos arba bet
kokios Bulio funkcijos, priklausancios tik nuo n'~¢ kintamujy, tai
bet kuri gylio-3 slenkstiné schema funkcijai

n logn n
gn(x) =P N\ Dain
i=1 j=1 I=1

privalo turéti maziausiai n

1993).

Q(logn) elementy (Razborov-Wigderson,

Sity rezultaty jrodymui naudojamos funkcijos f,(x) ir g,(z) yra parink-
tos taip, kad jos naudoja operacijg — sumavimg, modulo 2 — kuri tam tikra
prasme yra “priesiska” monotoninei slenkstiniy funkcijy prigimciai:

T,f”(x) = \/ /\ €Z;.

SC[m]:|S|=ri€S
Ilgai nebuvo jokio eksponentinio jvercio funkcijai, kuri buty monotoniné.

Darbe (Jukna 1995a) mes jrodome tokj jvertj. Butent, mes nagrinéjame
slenkstinés funkcijos 7" realizavimo gylio-3 schemomis, kuriy elementai yra
slenkstinés funkcijos T,' ir T7* _ su s < r. Tokias schemas vadinsime s-
schemomis.

Funkcijg 77" galima realizuoti trivialia gylio-2 1-schema — butent, mono-
tonine DNF - susidedanéia i§ (") +1 < e"1#1n(*/") elementy. Khasin (1969)
jrodé, kad 8ig funkcijg galima realizuoti daug mazesne schema, jeigu vietoj
gylio-2 leisime naudoti gylio-3 schemas. Butent, jis jrodé, kad 77 galima re-
alizuoti gylio-3 1-schema turincia tik e"nlnn elementy, net jeigu kiekvienas
elementas pirmame (ar¢iausiame prie jejimy) schemos lygyje skaic¢iuoja funk-
cijg priklausanjg nuo n/r kintamyjy. Norimg schemg Khasin gavo imdamas
dizjunkzija susdedancia is e” atsitiktiniy tokiy gylio-2 schemuy kopiju

(V) Va)rn(Va)

kur Si,...,S, yra atsitiktinis aibés {1,...,n} suskaidymas j r dydzio n/r
daliy. Kai r yra palygint mazas, buten kai r < Inn, Radhakrishnan (1994)
pagerino §j virsutinj jverti iki eVrinTy Inn.

Teorema 16 (Jukna 1995a). Tegu s = o(r*/?) kuriai nors konstantai e >
0. Jei pirmam lygyje naudojamos funkcijos yra N-funkcijos arba bet kokios
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Bulio funkcijos, priklausancios tik nuo n'=¢ kintamuyjy, tai bet kuri gylio-3
slenkstiné s-schema funkcijai T privalo turéti maZiausiai nf2/s) elementy.

Be kita ko $i teorema rodo, kad (parametrams r > Inn) Khashin’o kon-
strukcija yra iS esmés optimali. Teoremos jrodyme mes vélgi naudojame
baigtinés ribos sgvoka, butent — Lema 15.

12. MONOTONINES SCHEMOS

Jei Bulio funkcija f yra monotonine — t.y. jei pakeitus bet kurig vieng,
vectoriaus koodinate i 0 j 1 funkcijos reikSmé negali pasikeisti priesinga
kryptimi (iS 1 j 0) — tai tokig funkcijg galima realizuoti monotonine shema,
t.y. shema nenaudojancia neigimo operacijos (—). Bet netgi Sitame ribotame
modelyje aukséiausias apatinis jvertis ilgg laika (iki 1985) buvo tik 4n.

Esminj suolj sioje kryptyje padaré rusy matematikas A. Razborovas 1985
metais: jis jrodé, kad Bulio funkcija CLIQUE, atpazjstanti ar duotas grafas
turi klika, (pilna, pografi) su \/n virsiniy, reikalauja n¢1°¢™ monotoniniy op-
eracijy. Uz §j rezultata jam 1990 metais buvo skirta Nevanlinna premija.
Vis délto, pati problema tuom dar nebuvo pilnai iSspresta: liko neaisku
kaip gauti aukstus jvercius kitoms funkcijoms (Razborovo jrodymas buvo
paremtas labai specifiném pacios funkcijos CLIQUE savybémis). Todél pats
Razborovas 1986 mety Matematiky Kongrese (Berkley) iskélé tokia prob-
lema;:

Ar egzistuoja bendra ir lengvai patikrinama Bulio funkcijy
kombinatoriné savybé, daranti sias funkcijas sunkiai realizuo-
jamom nenaudojant neigimo operacijos?

Si problema buvo i$spresta darbuose (Jukna 1997,1999): jeigu duotos Bu-
lio funkcijos f negalima aproksimuoti polinominio dydzio konjunktyviném
ir dizjunktyviném formom, tai Sios funkcijos negalima realizuoti polinominio
dydzio monotonine shema. Idomu (ir gana netikéta), kad Sis kriterijus
galioja ir daug platesneje loginiy shemomy klaseje, kur kartu su mono-
toniném dvejetainém operacijom x V y ir x A y galima naudoti bet kurias
monotonines realias operacijas g(x,y).

Tam, kad suformuluoti musy kriterijuy, priminkime, kad ilgio ¢ k-DNF
(disjunctive normal form) yra Bulio funkcija g(z) su kintamaisiais = =

(z1,...,2y) kurig galima iSreiksti pavidalu
)4
C(x) = \/ /\ xj
i=1j€S;
kur |S;| = k visiems ¢ = 1,...,¢. Ilgio £ k-CNF (conjunctive normal form)

yra apibrezta dualiai:

4
D(l‘) = /\ \/ Zj.

i=1j€S5;
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Toliau (kaip jprasta) rasome f < g, jei f(a) < g(a) visiems a € {0, 1}".

Tegu f:{0,1}" — {0,1} yra monotoniné Bulio funkcija. Sakykime, kad
f yra t-paprasta, jei visiems skai¢iams 2 < s,7 < n egzistuoja ilgio tr® s-
CNF C ir ilgio ts" r-DNF D bei aibé I C{1,...,n} su |[I| < s—1 elementy
tokie, kad galioja bent viena is siy dvieju nelygybiy:

C<f atba f<DV (\/x)
i€l
Funkcija yra t-sudétinga, jei ji néra t-paprasta.
Darbe (Jukna 1999) jrodytas toks bendras apatiniy jverciy monotoninéms
schemoms gavimo kriterijus, iSsprendes anksc¢iau minéta Razborov’o prob-
lema,.

Teorema 17 (Jukna 1999). Kiekviena monotoniné schema, skaiciuojanti t-
sudétingg monotonine funkcija, privalo turéti maziausiai t elementy,.

Sio kriterijaus jrodyme mes vél naudojame jau minéta “baigtinés ribos”
sgvoks. Naudojant §j kriterijy, darbe (Jukna 1999) buvo jrodyti eksponenti-
nai apatiniai jverciai tokiom Bulio funkcijom, kurioms originalus Razborov’o
metodas nedirbo.

13. OPTIMALIU SCHEMU NESTABILUMAS IR JO TAIKYMAI

Tegu S yra kokia nors loginé schema (kurioje nors bazéje), realizuojanti
kurig nors Bulio funcijg fs : {0,1}" — {0,1}, ir tegu |S| yra toje schemoje
naudojamy loginiy elementy skaicius. Schema S yra optimali, jei funkcijos
fs negalima realizuoti naudojant maziau negu |S| elementy. Taigi, opti-
malios schemos yra “nestabilios” elementy pasalinimo atzvilgiu: iSmetus i$
S bet kurj vieng elementa, gauta schema privalo “daryti klaida”, t.y. real-
izuoti kokia nors Bulio funkcija, g # fs.

Darbe (Jukna 1991) pastebéta, kad optimalio schemos yra nestabilios
ne tik elementy pasalinimo atzvilgiu. Pasirodo, kad tokia schema privalo
daryti klaida, t.y. realizuoti kokia Bulio funkcija g # fg, ne tik tada, kai
pasalinsime kurj nors jos elementg — ji privalo daryti klaidg net tada, kai koks
nors jos elementas pakei¢iamas kitu elementu; bendras elementy skaicius
tokiu atveju lieka tas pats!

Kiekvienas schemos elementas yra kokia nors Bulio funkcija e(x,y) su
dviem kintamaisiais, tarkim dizjunkcija e(x, y) = xVy ar konjunkcija e(x, y) =
xAy. Darbe (Jukna 1991) su kiekvienu tokiu elementu e susiejama atitinkama
elementu aibé H(e). Pavydziui, H(V) susideda i§ visy funkcijy h(z,y),
isskyrus h(z,y) =z Vyir h(z,y) = = @ y; taigi |H(V)| = 14.

Teorema 18 (Jukna 1991). Tegu S yra optimali loginé schema ir e kuris
nors jos elementas. Tegu S[e — h| yra schema gauta pakeitus schemoje S
elementq e kuriuo nors elementu h € H(e). Tada fse—p # fs-
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Darbe (Jukna 1991) Sios teoremos pagrindu gautas optimaliy schemy
nestabilumu paremtas apatiniy jver¢iy metodas. Cia mes tik trumpai pateik-
sime pagrindine jo idejg. Pagal Teorema 18, kiekvieno optimalios schemos
S elemento e “butinumg” turi “paliudyti” bent vienas vektorius a toks, kad
fsje—n)(a) # fs(a). Naudojant tuos “liidininkus” a, bandoma gauti pa-
pildomos informacijos apie schemos S strukturg. Pagaliau, naudojant Sig
papildomsg, informacija, bandoma jrodyti, kad schema S turi turéti daug
elementy.

Tame paciame darbe Sis metodas yra demonstruojamas keletu naujy ap-
atiniy jverciy loginéms schemoms be taip vadinamy “nuliniy Saky”.

14. LOGINES JRODYMOS SISTEMOS: REZOLIUZIJA

Rezoliucija yra viena i$ plac¢iausiai naudojamy loginiy jrodymuy sistemy.
Si sistema pla¢iai naudojama ir praktikoje: loginis programavimas, duomeny
bazés ir pan.

Pacia rezoliucijag pasitulé Blake dar 1937 metais, bet ji ilga laikg nebuvo
naudojama kol Davis-Putnam (1960) ir Robinson (1965) iSpopuliarino ja
kaip teiginiy logikos teoremy jrodymo sistems.

Tegu x1,...,x, buna Bulio kintamieji. Priminkime, kad literalas yra
kintamasis x; arba jo neigimas —z;. Monomas yra kokiy nors literaly kon-
junkcija, o klausas (clause) yra kokiy nors literaly disjunkcija. Paprastai
rezoliucijos sistema dirba su klausais. Patogumo délei mes naudosime ekvi-
valenty apibrézima, naudojantj monomus vietoje klausy.

Tegu F' = {Mj, My, ..., M} buna kokia nors DNF (t.y. monomy aibé¢).
Tokia DNF vadinama tautologija, jei kiekvienam vektoriui a € {0,1}" egzis-
tuoja ¢ toks, kad M;(a) = 1. Rezoliucijos tikslas yra, gavus bet kokig tau-
tologija, irodyti, kad ji i$ tikro yra tautologija. Ta, ji daro grynai mechaniskai
pradédama darba su visa monomy aibe F' = {Mj, Mo, ..., M;} ir bandy-
dama “pagimdyti” (sukurti) vis naujus monomus pagal tokig taisykle

MANx; NAx;
M AN

vadinama, rezoliucijos taisykle, kurios prasme yra tokia: Turint monomus
M A zx; ir N A Z; galima pagimdyti naujg monomg M A N. Tikslas yra pag-
imdyti “tuscia” monoma A = (3, kuris interpretuojamas kaip visur teisingas
monomas, t.y. A(a) =1 visiems a € {0,1}". Tas “gimdymo” procesas vadi-
namas tautologijos F' (rezoliuciniu) jrodymu. Nesunku jsitikinti, kad DNF
F yra tautologija tada ir tik tada, kai taikant rezoliucijos taisykle is aibes
F galima pagimdyti tus¢iag monoma,. Pastebékime, kad viena ir ta pati tau-
tologija gali turéti daug skirtingy jrodymu — viskas priklauso nuo to, kokia
eile resoliucijos taisykle yra taikoma.

(19)

Tautologijos F' isvedimo sudétingumas RES(F') yra minimalus jos jro-
dymui naudojamas resoliucijos taisyklés (19) taikymy skai¢ius. Tikslas yra
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irodyti, kad kuri nors konkreti tautologija F' reikalauja eksponentinio skai-
ciaus 2°20FD resoliucijos taisyklés taikymy. Placdiausiai tiriama buvo tau-
tologija formalizuojanti gerai zinomg Dirichlet prinzipa;:
Dirichlet prinzipas: Jei m > n + 1 balandziy bando sutupti j n
narveliy ir kiekviename nervelyje telpa tik vienas balandis, tai bent
vienas balandis turi likti be savo narvelio.

Tam kad apibrézti §j principg atitinkaéia, tautologija, imame nm Bulio kin-
tamujy z; ; tokiy, kad

z;; =1 <= i-tasis balandis tupi j-tajam narvelyje.
Atitinkama tautologija PHP;" (m > n + 1) susideda i§ m monomy

LA AR WA AN TR t=1,...,m

sakan¢iy, kad i-tasis balandis neturi narvelio, ir i$ n (")) monomy

Tik N Tjk 1<i<ji<m,1<k<n

sakanciy, kad du balandziai ¢ ir j seédi narvelyje k.

Pirma fundamentaly rezultata apie rezoliucijos sudétinguma, jrodé Haken
1985 metais:

Teorema 20 (Haken 1985). RES(PH P t1) = 2%,

Po to buvo bandoma iSplésti §j rezultatg dviem kryptim:

(i) Leisti daugiau balandziy, t.y. nagrinéti atveja, kai turime m > n+1
alandziy — tuo atveju pats principas darosi vis “teisingesnis” ir, tuo
paciu, jo jrodymas gali (bent jau potencialiai) buti daug trumpesnis.

(ii) Leisti jrodyme naudoti bendresnes taisykles nei (19).

Darbe (Jukna 1998a) mes gavome rezultatus abiem $iom kryptim. Mes
nagrinéjame taip vadinama, semantine rezoliucijg. Skirtumas nuo klasikinés
rezoliucijos yra tas, kad dabar vietoj taisyklés (19) naujy monomy gimdymui
mes leidziame naudoti bet kokias taisykles pavidalo

M17 M27 IERE Md

7 .
Vienintelé salyga monomans M, My, ..., Mg yra, kad M < M{V My V---V
My, t.y. jei kuris nors vektorius a € {0,1}" iSpildo monomg M (M (a) = 1),
tai jis turi iSpildyti bent vieng i§ monomu Mq,..., My. Pastebékime, kad
klasikiné resoliucijos taisykle (19) yra tik specialus Sios bendros taisykleés
atvejas kai d = 2.

(21)

Atitinkamam sudétingumo matui RESy(F') Sioje zymiai platesnéje lo-
ginéje sistemoje mes jrodéme toki rezultata:

Teorema 22 (Jukna 1998a). RES,(PHP]") = 29(/md),
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Panasus eksponentiniai jverciai gauti ir visai eilei kity tautologijy. Visi
Sie rezultatai tiesiogiai seka i$ vieno bendro, darbe (Jukna 1998a) jrodyto
apatinio jvercio matui RES;(F'), galiojancio visoms tautologijoms, parem-
toms taip vadinamu “blokuojanciy aibiy prinzipu”. Dirichlet principas yra
tik atskiras to bendresnio principo atvejas. Sios (bendros) theoremos for-
mulavimui reikéty visos eilés baigtiniy aibiy kombinatorikos savoku, tad c¢ia
mes jos neformuluosime.

15. KOMMUNIKACINIS SUDETINGUMAS

Komunikaciniai protokolai yra vienas i§ fundamentaliy skaic¢iavimo mode-
liy.'? Be akivaizdziy taikymy kasdieniniame gyvenime, jie yra svarbis ir al-
goritmy sudétingumo teorijoje: jie leidzia modeliuoti informacijos tekéjima,
tarp skirtingy algoritmo daliy.

Komunikacinis sudétingumas yra svarbus informacijos kiekio funkcijoje
matas. Sio mato esme galima apibudinti tarkim tokiu pavyzdziu. Turime
du zaidéjus, kurie gyvena skirtinguose miestuose. Vienas zaidéjas gauna
pirmini skai¢iy z, antras gauna sudétini skai¢iy y; ¢ia z,y < 2". Zaidéjy
tikslas yra surasti pirminj skai¢iy p < 2n toki, kad  #Z y (mod p). (Toks
skaiCius p visada egzistuoja.) Klausimas yra, kiek informacijos bity zaidejai
turi siusti pirmyn ir atgal blogiausiu atveju (t.y. kuriai nors skai¢iy porai
x,y) kol jie tokj skai¢iy p suras? Sis maksimalus sitisty bity skai¢ius t(n)
ir yra duotos problemos komunikacinis sudétingumas. Aisku, kad t(n) <
n + logn: naudodamas n bitu pirmas zaidejas persiuncia antram visg, savo
skaiCiy x ir antras zaidejas (turédamas abu skai¢ius x ir y) suranda reikiama
pirmini skaiciy p ir persiunc¢ia pirmam zaidéjui skai¢iaus p (log n ilgio) kodg.
Taciau iki Siol néra zinoma koks yra tikras Sios problemos komunikacinis
sudétingumas: zinoma tik, kad zaidéjai privalo sitisti maziausiai clogn bity

15.1. Dvieju zaidéjy komunikacija. Dviejuy zaidéjy komunikacijos modelj
pasiulé Abelson (1978) ir Yao (1979). Turime Bulio funkcijg f(X) su n
kintamyjy X = {z1,...,2,} ir aibés X suskaidymg m = (Y, Z) i dvi lygias
dalis. Du zaidéjai — paprastai vadinami Alice ir Bob — nori (kooperatyviai)
skai¢iuoti funkcija f(X). Taciau Alice mato tik kintamujy Y reikSmes,
o Bob tik kintamujy Z reikSmes. (Pati funkcija f yra zinoma abiems
zaidéjams.) Turédami Sitg daline informacijg apie visy kintamyjy reikSmes,
zaidéjai bando nustatyti funkcijos reikSme komunikuodami (pagal isSanksto
susitarta protokola) vienas kitam tam tikra informacija. Komunikacinis
funkcijos f(X) sudétingumas c(f, ) kintamyjy X suskaidymo 7 atzvilgiu
yra apibréziamas kaip maksimalus komunikuoty bity skaicius imant geri-
ausig komunikavimo protokols. (Absoliutus) komunikacinis funkcijos f(X)
sudétingumas c(f) yra skaic¢iaus c(f, 7) minimumas pagal visus galimus kin-
tamuju X suskaidymus 7. T.y. kiekvienai funkcijai f leidziama pasirinkti

12Daugiau informacijos apie §j jdomuy modelj galima rasti knygoje: E. Kushilevitz,
N. Nisan, Communication Complezxity, Cambridge University Press, Cambridge, 1997.
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geriausig (labiausiai tai funkcijai tinkama) kintamuyjy suskaidyma. Na-
grinéjami ir nedeterministiniai komunikacijos protokolai (kur zaidéjams lei-
dziama “spélioti ir tikrinti”); atitinkamas sudétingumo matas tuo atveju
zymimas nc(f). Pastebékime, kad nc(f) kaip ir ¢(f) niekada nevirsija kin-
tamyjy skaiciaus n.

Pirma jverti nc(f) = Q(n) irodé Yao 1981 metais vienai specialiai funkci-
jai f, koduojanciai grafy izomorfizmo problema. Tame paciame darbe jis
iskélé problems, gauti tokius jvercius kitoms funkcijoms pazymédamas, kad
“matomai tai yra sunki problema”. Sunkumas ¢ia gludi tame, kad suskaidy-
mas 7 néra fiksuotas — jei w fiksuotas, tai apatiniy jverciy problema ma-
tui ne(f, ) yra Zymiai lengvesné. Ir is tikryjy, Yao “pranasavimas” buvo
teisingas: per ilgg pavyko gauti tik keleta naujy iverciy funkcijoms, koduo-
jancioms tam tikras grafy savybes: Ja’Ja’ (1984), Papadimitriou ir Sipser
(1984), Hajnal, Maass ir Turdn (1988), Meinel and Waack (1992) ir keletas
kity autoriy. Visi Sie irodymai buvo paremti paprasta idéja: transformuoti
problemg, i fiksuoto suskaidymo 7 atveji, kur apatiniai jverciai lengvai gau-
nami. Deja, uz tg “paprastuma” reikia mokéti: pacioje transfomacijoje
autoriai buvo priversti naudoti gilius kombinatorikos rezultatus, tokius kaip
Ramséjaus tipo rezultatai, Szemerédi Regularumo Lemg grafams ir kt.

Nepriklausomai nuo ty rezultaty (bei ju nezinant) ir su kitu tikslu (butent,
gauti apatinius jverc¢ius alternuojanciom kontaktiném schemom) darbe (Jukna
1987) buvo pasiulytas visiskai kitas ir daug paprastesnis apatiniy jverciy
matui nc(f) gavimo metodas. Deja, vakaruose sis metodas ilga laikg buvo
nezinomas.

Kiekvienas kintamuyju aibés X suskaidymas © = (Y, Z) duoda mums
0-1 matricy (taip vadinama funkcijos f “komunikacine matricg) Af, =
{f(u,v)} suu € {0,1}¥ ir v € {0,1}?. Mus domina tokie 0-1 matricy A
kombinatoriniai parametrai:

e tr(A) = maksimalus skaicius ¢ toks, kad A turi ¢ nenuliniy elementy,
jokie du i$ kuriy guli toj pac¢ioj matricos A “linijoje” (eilutéje ar
stulpelyje);

e w(A) = maksimalus vienety skai¢ius kurioj nors matricos A linijoje;

e cl(A) = maksimalus skai¢ius k toks, kad matrica A turi bent vieng,
k x k minora, susidedanti vien is vienety.

Tada apibréziame tokj Bulio funkciju f mata

. ‘Af 7r|
D(f) = min : .
™ w(Af,,T) . Cl(Aer)
Teorema 23 (Jukna 1987). Kiekvienai Bulio funkcijai f galioja
nc(f) > logy D(f).

Teoremos jrodyme mes naudojame klasikinj Konig-Egervary rezultata,
tr(A) sutampa su maziausiu visus matricos A nenulinius elementus paden-
gianc¢iy linijy skai¢iumi. Kadangi mata D(f) daugeliu atveju yra nesunku
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jverinti, Si teorema leidzia jrodyti aukstus komunikacinio sudétingumo jvercius
visai eilei Bulio funkcijy.

15.2. k zaidéju komunikacija. Taikymuose daznai tenka turéti reikalo su
daugiau nei dviem zaidéjais. Todél buvo pasitlyti jvairts komunikaciniy
protokoly praplétimai ir Siai (sunkesnei) situacijai.

Ypa¢ jdomus (ir svarbus taikymuose) yra taip vadinamas “skai¢iy ant
kaktos” (numbers on the forehead) komunikacinis modelis. Cia mes turime
k > 2 zaidéjy, kuriy tikslas yra skaiciuoti duota funkcija f(z1,...,zk);
pati funkcija yra zinoma visiems zaidéjams. Vienintelis apribojimas yra
tas, kad i-tasis zaidejas negali matyti ¢-tojo argumento x; — visi kiti ar-
gumentai jam yra matomi. T.y. ¢-tasis zaidejas mato tik dalini vektoriy
(1., Ti—1,% Tiy1 ..., 2k). Galima jsivaizduoti, kad zaidejai sédi prie ap-
valaus stalo ir i-tasis argumentas x; yra “uzrasytas” i-tajam zaidejui ant
kaktos.

Gave vektoriy z = (z1,...,z) zaidéjai stengiasi (kooperatyviai) nus-
tatyti funkcijos reikSme f(x). Tam tikslui jiems leidziama tarp saves komu-
nikuoti, t.y. kuris nors zaidéjas uzraso ant lapo kokig nors informacija apie
jam matoma vektoriaus x dalj, po to kuris nors kitas zaidejas, matydamas
tg, informacija, uzraso ant to paties lapo kokia nors informacija apie jam
matoma vektoriaus x dalj, ir tt. Komunikacinis funkcijos f(z) sudétingumas
Ck(f) yra maziausias funkcijos f(x) visoms reikSméms nustatyti reikalingo
lapo dydis. (Lapas yra “nutrinamas”, taip kad ta patj lapa galima naudoti
skirtingiems vektoriams x.)

Jei visi skaiciai x; yra ne didesni nei N = 2", tai Ci(f) < n: pirmas
zaidéjas uzraso ant lapo visg skaidiy x1; po to antras zaidéjas zino visg
vektoriy x ir gali pranesti funkcijos reikSme. Taciau kai kurioms funkci-
jom uztenka zymiai mazesnio komunikavimo. Imkim, pavyzdziui, funkcija,
flx1,29,23) = 1 <= x1 + 29 + 23 = N. Naudodami kai kuriuos
netrivialius Ramséjaus-tipo kombinatorinius rezultatus apie aritmetines pro-
gresijas, Chandra, Furst and Lipton (1983) jrodé, kad Siuo atveju galioja
C3(f) = O(y/n). Taigi, komunikaciniai protokolai gali naudoti netrivial-
ius matematinius rezultatus ir todél yra nenuostabu, kad apatiniy jverciy
jirodymas tokiems protokolams yra netrivialus dalykas. Pagrindinis sunku-
mas ¢ia gludi tame, kad zaidéjy matoma informacija “kertasi” ir (bent is
principo) jie gali tg bendra informacija naudoti nerasydami nieko ant lapo.

Geriausias iki siol pasiektas rezultatas buvo apatinis jvertis Ci(f) =
Q(n/2%). Ji jrodé Babai, Nisan ir Szegedy 1992 metais. Taciau $io rezul-
tato silpnumas gludi tame, kad jis darosi trivialus, kai zaidéjuy skaicius
k yra didesnis nei logn. Kita vertus, mums reikia apatiniy jverciy pro-
tokolams su k£ > logn zaidéju, nes (kaip pastebéjo Hastad ir Goldmann
1991), tai leisty kaip iSvada gauti eksponentinius jvercius algebrinéms kon-
tantinio gylio schemoms — §i pastaroji problema yra tarp aktualiausiy atviry



31

sudétingumo teorijos problemu. Idomu, kad tai iSvadai gauti pakakty pager-
inti Babai, Nisan ir Szegedy apating riba Q(n/2*) bent ribotiems, taip
vadinamiems vienakrypcéiams (one-way) protokolams: pirma sneka pirmas
zaidéjas, po to antras ir taip toliau; paskutinis zaidéjas pranesa rezultats.
Taciau net tokiems ribotiems protokolams niekam iki Siol nepavyko gauti
geresnio nei Q(n/2¥) jverdio.

Tam, kad geriau suprasti zaidéjy skaiciaus jtaks komunikaciniam su-
détingumui, darbuose (Damm, Jukna 1995) ir (Damm, Jukna, Sgal 1996)
mes nagrinéjame taip vadinamus “konservatyvius” komunikacijos protoko-
lus. Tai yra vienakrypciai protokolai su tokiu apribojimu: vietoj dalinio

vektoriaus (aq,...,a;-1,%,ai11 - .., ax) i-tasis zaidejas mato (a;41,...,a) ir
zino funkcijg f(aq,...,a;—1,;,...,x;). Tai yra, jis nemato paciy skaicy
ai,...,a;_1, o tik zino kokia, tie skaiciai jtaks turi funkcijos f reiksmei.

Konkreti darbe tiriama funkcija yra gerai zinoma “pointer jumping” funk-
cija Jump,, ;. Si funkcija yra svarbi, nes ji modeliuoja daugelj jvairiuose
taikymuose iskylanciy funkcijy, kaip permutacija, adresavimo funkcija, kon-
voliucija, dvejetainiy skaic¢iy daugyba ir kt.

PIESINYS 5. Funkcija Jump su m = 4 ir kK = 4. Uzdengta
dalis reiskia, kad trecias zaidejas jos nemato. Visa kita jam

matoma.
" Al A A3 A,
[ J
start
node
PIESINYS 6. Konservatyvus protokolas
Pati §i funkcija Jump,, j(1,...,7) apibréZziama Sitaip. Kiekvienas ar-

gumentas x; interpretuojamas kaip funkcija '3 ; : [m] — [m]. Tada

Jumpn,k(xlv <. 7xk) = $k($k—1(~ .- x2($2(1)) .- )))

IBKur kaip jprasta [m] = {1,...,m}.
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Tai yra, pradedant nuo tasko 1 € [m] mes i$ eilés taikom funkcijas x4, ..., g
(funkcijy superporzicija) kol gaunam kazkokj taska y € [m]; Sis taskas ir
yra funkcijos reikSmé. Pastebékime, kad kiekvieno x; dvejetainis ilgis yra
n = logm™ = mlogm (mes turime m™ funkcijy i§ [m] i [m]). Jei funkci-
jas x; : [m] — [m] mes interpretuosime kaip dvidalius grafus, tai funkcijg,
Jump,, ;, galima pailiustruoti kaip pavaizduota piesinyje 5. Apribojimas
“konservatyvus” iliustruojamas piesinyje 6.

Musy pagrindiniai rezultatai konservativiems vienpusiams funkcijos Jump,, j,

komunikaciniams protokolams su k zaidéjy yra tokie: 14

(1) Apatinis jvertis Q(n/k?) kai k = O(n'/37¢),
(2) Beveik tikslus jvertis ©(nlog"~! n) kai k < log* n.

Sis rezltatas Zymiai pagerino Babai, Nisan ir Szegedy apating riba, Q(n/2¥)
ir iki §iol'® lieka vieninteliu rezultatu k-zaidéjy komunikacinio sudétingumo
srityje, galiojanciu k£ > logn zaidéjams. Jdomi atvira problema yra iSplésti
misy rezultata nekonservatyviems protokolams.
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