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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1963. Том 148, № 1 

КИБЕРНЕТИКА И ТЕОРИЯ РЕГУЛИРОВАНИЯ 

Э. И. НЕЧИПОРУК 

О ВЕНТИЛЬНЫХ СХЕМАХ 

(Представлено академиком М. В. Келдышем 4 VII 1962) 

Рассмотрим реализацию булевских матриц вентильными схемами*. 
Назовем глубиной вентильной схемы наибольшую из длин цепей, соеди­
няющих входные и выходные полюса схемы. Обозначим через Bm(p,q) 
функцию Шеннона для реализаций (р, д)-матриц** схемами глубины не 
более чем т и через B(p,q)— функцию Шеннона для реализаций схе­
мами произвольной глубины. В ( х) получена асимптотическая оценка для 

В (рп, qn) при условии vn = 2 ^п —> 0 (и некоторых других). При этом 

оказывается, что В (рп, qn) ~ В2(рп, qn). Ниже удается получить оценку 
B(Pn, qn) ~ B3(pni qn) при условии, что limv,, существует и принадлежит 
некоторому нигде не плотному множеству точек интервала [0,1] . 

Оценки сложности вентильных схем имеют многочисленные приложе­
ния, например, вентильными схемами почти однозначно описывается 
реализация линейных преобразований. 

1°. Обозначим через %(Щ матрицу, реализуемую схемой 91. Пусть 
31' — (р, г)-схема и 9(" — (г, </)-схема. Обозначим через 91' х 91" (р, ^ -схе ­
му, получающуюся в результате отождествления /-го выходного полюса 
схемы 9Г с /-м входным полюсом схемы 91" (/ = 1, . . . , г). 

Л е м м а . 

x(f х Г ) = х № х х ( П 
(Символ х обозначает также умножение матриц.) 

Обозначим через \\А\\ число единиц в матрице А. Обозначим через 
25 (рп, qn, ос„) класс всех булевских (рП) ^)-матриц А таких, что || А \\ = ctnpnqn 

(условия 0 < ^ а д < ^ 1 и cLnpnqn—натуральное число в дальнейшем подра­
зумеваем, не оговаривая). 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия: 
а) qn<^Pn, 
б) anqn-+oc\ 
в ) I g 2 p n / l g 2 > р , где р — целое число, большее нуля; 

г) рпар

п-*°с-
Тогда для 95 (р я , qn, а л ) 

В2 (Рпу Яп)~—у • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н и ж н я я о ц е н к а получается как в ( г ) . 
В е р х н я я о ц е н к а . Пусть Dn£%>(pn, qn, T«)» Р / г < Г л < а л > где 

p„ — произвольный параметр, удовлетворяющий условиям 

* В настоящей работе используется определение вентильной (р, q)-схемы, введенное 
в (1) 

** (р, ^-матрицей называем матрицу, имеющую р строк и q столбцов. 
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Если п достаточно велико, то в матрице Dn существует (4, р)-подма-
трица, состоящая из одних единиц, при этом / я — ю о . Действительно, 
число всех (1, р)-подматриц матрицы £)„, состоящих из одних единиц, 
не меньше чем рпС[УпЯп] (в силу того, что наименьшее число таких под­
матриц будет в случае равномерного распределения единиц по строкам 
матрицы Dn). Назовем типом (1, р)-подматрицы систему номеров столб­
цов матрицы Д г , в которых расположена эта подматрица. t n различных 
(1, р)-подматриц одного типа образуют (tn, р)-подматрицу. Так как число 
типов равно Cqn, то существует, по крайней мере, один тип, к которому 
принадлежат, по крайней мере, 

(1, р)-подматриц, состоящих из одних единиц. tn ~ рпур

П1 так как ^nqn ос. 
Опишем процесс построения матриц Dn

h\ k = 1, . . . , Nn($n) + 1. Обо­
значим через у л

Л ) число Цй^Ц/pnqn. Положим Dn

x) = Ап. Если рЛ<Гл*)» 
то, по предыдущему, выделим в матрице Dn

k) (tn \ р)-подматрицу, состоя­
щую из одних единиц; обозначим ее через ап

к). Обозначим через Ап

к) 

T-\(k) О 
матрицу, получающуюся из иу заменой всех элементов на нули, кроме 
элементов подматрицы an

k\ и через D r t

f e + 1 ) —матрицу, получающуюся из Dn

k\ 
заменой на нули всех элементов подматрицы ап

к)\ имеем Dn

k) = An

k) V 
Если т л

Л ) < С Р л > то полагаем k = Nn($n)+ I- Таким образом, процесс со­
стоит в последовательном выделении подматриц, заполненных одними 
единицами; образующиеся матрицы становятся все более «жидкими», и 
процесс заканчивается, как только образуется матрица, содержащая 
менее чем $npnqn единиц. 

Обозначим через Нп матрицу D{

n

Nn . Имеем Ап = Ап

х) V • • • 
. . . V 4 " n ( W ) V t f * , min ff'&PnFn, \\Нп\\<$пРпЯп. Представим *=i ип ФП) 

каждую матрицу Af в виде Ап] = Fn

k) X Gn

k\ г д е / 7 ^ — (рп,1)-матрица, 
- ( 1 , ^ - м а т р и ц а || F{

n

k) \\ = t n

k \ \\ Gn

k) \\ Р , и пусть 

Тогда 
n 

An = F n x G n \ y Hns (1) 
l ^ K ^ . flGn||^^, | | Я п | | < З л Р „ ^ . (2) 

Реализуя каждую матрицу Fn, Gn, Hn схемой глубины 1, получаем, 
в силу леммы, схему для Ап. В силу (2) В2 (р я , qn) ^anpnqn/p. Теорема 
доказана. 

З а м е ч а н и е . Если выполнены условия а), б), г) и в условии в) 
Р — нецелое число, то 

.*пРпЯп 
В2 (рп, qn) у [Р] 

Можно показать, что в этом случае тривиальная мощностная нижняя 
оценка неэффективна, т. е. может быть улучшена. 
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2°. Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия: 
а) ЯпКРп\ 
б) qn->oo; 

г) lim ^ ^ = ^ (p^i ) _ j . р > г & е Р — ^бле^ <шсла, большие нуля *. 

7огдо° 

B(pn,qn)~Bs(pn,qn) М п 

lg2(/>Л<7Л) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н и ж н я я о ц е н к а — мощностная. 
В е р х н я я о ц е н к а . Пусть Ап — (рп, <7л)-матрица. Введем параметр ® п 

и разобьем матрицу Ап на Тп — J ^ £ неперемежающихся (/?л, д ^ ^ - п о д -

матриц А{п \ Ап = ( Л ^ , . . . , Л л

7 / г ) ) , так, что ®п, Л = 0 Л при k = 1 , . . . 
. . . , Т л — 1 и '&«,г л <'в , л. Образуем (2 л , л , Фл, ^-матрицу 2 Л > Ь строки 
которой — всевозможные различные векторы, взятые в произвольном 
порядке. Очевидно, существуют такие ( р л , 2 ^-матрицы B{k)(An), имею­
щие ровно по одной единице в каждой строке, что An) = B{k) (Ап) X 

Х 2 » , * , Ы 7 V Введем матрицы В (А п ) = ( В ( 1 ) ( Л л ) , . . . , £ ( Г , г ) ( Л л ) ) , 

Л Л = В ( Л Л ) X 2 Л . 

Обозначим через qn число 2 2 Введем параметр Хп и разобьем 

Р п неперемежающихся (Хп, /, ^ - п о д м а т р и ц 
К 

матрицу В (Ап) на Un •• 

Bi(An), 

I* (An) \ 
В(Ап) = [ : 

\*ип(Ап) J 

так, что Хп, i = Хп при / = 1 , . . . , £ / « — 1 и Х л > # д < Хп. Образуем 

(Хп, I, С х ^ - м а т р и ц у @("' 1 \ столбцы которой — всевозможные различные 
векторы, содержащие ровно по \л + 1 единиц, взятые в произвольном 
порядке (если V / < M ' + 1 » т о полагаем С ^ . = 0). Очевидно, существу­
ют такие ( С Д , ^ - м а т р и ц ы Ct(An) (i = 1 , . Un)9 что Я , ( Л Л ) == @ ( М ) Х 

х С / ( Л л ) У В / ( ^ ) > где | | В ; ( Л л ) | | < ( } х + 1 ) 9 ; , - ^ < II С/ (Л Л ) || < 

Я, т 
< ; * * (произведение (а, 0)-матрицы на (0, 6)-матрицу определяем как 

|Х - j - 1 
5 {ar 6)-матрицу, состоящую из одних нулей). Введем матрицы 

5 ( / г ) = ( ' . , С ( Л Л ) = : , В*(Ап) = \ : 
о • @ < п ^ « > / \ c u n ^ \ \вЬп(Лп) 

* Условие Г) включает важный в приложениях случай, когда р л х < 7 л . 
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Тогда 
В(Ап) = &п) xC(An)\JB*(An). (4 ) 

Обозначим через рп число 2 с(Ап) — (р'п, д„)-матрица; обозна-

чим через ап число \С (Ап)\\/ p'nq'n и через v t t —число l g 2 ^ / l g 2 / ? t t . 
Введем для параметров # л , %п условия: 1) Хп/2&п-> ос ; 2) фг/Ф Д л - > оо # 

Тогда Tn~qnl*n> Чп~Яп?п1Ъп> Un~pn/K, Рп~p„*£/(|i + 1)!, ||С ( Л л ) | | ~ 
— Рл?л/(И + 1) Ал, осл ~ ц,! /2М£, ал^'л - > о о . 

Введем, далее, условия: 3) l g 2 p r t / l g 2 ^ — > р ; 4) р ^ а £ - > о с . 

Введем параметр р л и условия: 5) р „ 2 М , £ - > 0 ; 6) $nqn2*nlftn - > оо; 
7) р Д Ж » о о . 

Применим к С ( Л Л ) конструкцию теоремы 1; в силу (1) , (3) , (4) 
C(An) = FnxGn\/Hn и 

Л л - <S(n) xFnx (Gn х 2 Л ) V ( ® ( п ) хНпУВ*(Ап)) X 2 Л . 

Схему для Ап получаем из схем глубины 1 для Fn, ©(Аг), Gn X 2 Л , 
Нп, В* (Ап), 2 Л (лемма). Имеем |j L {п) || < р Д Й , || 2 Л || ̂  < / л 2Ч |] 5* (Л л ) || < 

^ И П Г ' и ' в С И Л У ( 2) - ""-VO* t 1)рО„, 1 ( ? я х 2 Л | | < * Л | 1 С Л | | < 
u п^п 

Для того чтобы выполнялись соотношения В3 (рп, qn) ~ || F„ || ^ 
^PnqnfigiiPnqn), достаточно, чтобы выполнялись еще условия: 

8) (|i + 1) рф„ ̂  (1 + v„) lg 2 рп, 9) lg 2 р „ / ^ - > 0; 10) 2 е " l g 2 р„/р„ — 0; 

11)2*" \&Рп/ЪпХп-+0; 12) l g 2 Рп/рпК& 0; 13) 3 , 2 * » ^ lg 2 р„ /ф я — 0. 

По условиям теоремы, v„ = ^ ( p _^ i ) + p + ф«, где cp„->;0. 
Положим при достаточно больших п 

М -
. J _ _ r,P•<P-l)+p"И,',. 

. . . . lgalg2P„ 
лл = |.б« + Бя + п ^ г . 

Тогда условия 1 ) — 1 3 ) выполнены. Теорема доказана. 

Ленинградский государственный университет Поступило 
им. А. А. Жданова 3 VII 1962 
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