Atsitiktiniy procesy pratybos

Martingalai
2013/14 m.m. pavasario semestras

. Tegu (Y,,n > 1) yra nepriklausomy atsitiktiniy dydziy tolygiai pasiskirséiusiy intervale [—1, 1]
seka. Tegu Sy =0,5, = Y1 + -+ +Y,,n > 1. Patikrinkite, ar duotos sekos yra martingalai:

(@) Xn =325 Sia Ve Xo=0;

(b) Xn:SZ—%, Xo=0.
. Tegu X1, Xo,--- nepriklausomi atsitiktiniai dydziai su nuliniu vidurkiu ir baigtine dispersija.

Apibrézkime dalines sumas S, = Y .-, X;. Isitikinkite, kad

n 2
T, =52 = <Z Xi>
i=1

yra submartingalas.
. Tarkime, Y, F yra martingalas. Irodykite, kad E(Y;,1m|Fn) = Y, su visais n,m > 0.

. Tarkime, kad X7, Xs,--- tokie atsitikniai dydziai, kad S,, = X7 + --- + X, yra martingalas.
Irodykite, kad E(X;X;) =0, jei ¢ # j.

. Tegu (X,,n > 0) yra atsitiktiniy dydziu su baigtiniais vidurkiais seka, kuriai visiems n > 1
teisinga
E(X7L+1|X07 Xq,- - 7Xn) =aX, +bX,_1,
¢ia 0 < a,b <1, a+b=1. Su kokia parametro « reikSme
Sp=aX,+Xp_1, n>1
yra martingalas sekos (X,,) atzvilgiu?

. Tegu (X,,,n > 1) yra nepriklausomi normalieji atsitiktiniai dydziai su vidurkiu 0 ir dispersija

0% Tegu Yy = 1,
n
Y. ze:cp{aZXk —na2}, n>1.

k=1

Su kokia parametro a reikSme (Y;,) yra martingalas?
. Tegu (X, Fpn),n > 0) ir (Y, Fn),n > 0) kvadratu integruojami martingalai. Irodykite, kad

(a) E(XpmYn|Fm) = XY beveik tikrai visiems m < n;

(b) B(XyYn) — E(XoYo) = >5_y E(Xk — Xi—1) (Vi — Yi-1));

(c) D(Xy) = D(Xo) + 3 4oy D(Xy — Xp—1).

. Tegu U; nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su tikimybémis P(U; = 1) =

p<1lir P(U; = —1) =1—p = q. Irodykite, kad

Sn
Zn(q> , So=0, Sy=Ui+-+U,

yra martingalas.
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Tegu X1, Xo,... a.d. Apibrézkime

n

Zn = (Xi —E(Xi|X1,..., Xi_1)).
i=1

Parodykite, kad jei Vn E|Z,| < oo, tai {Z,,n > 1} yra martingalas.
Tarkime, S, yra draudimo kompanijos kapitalas n-tyjy mety gale. n-tais metais gautas pelnas

yra ¢ > 0 ir iSmokeéta &, ismoky. Tegu &, yra N (i, 0?) ir 4 < c. Kompanija bankrutuoja, kai
jos kapitalas pasidaro mazesnis ar lygus nuliui. [rodykite, kad

P(bankrotas) < exp {W} .
o

Tegu (Y,,,n > 0 nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy seka su tikimybé-
mis P(Yy, =1)=P(Y, =-1)=0,5ir Fo = {0,Q}, F, =o(Y1, -+ ,Y,). Apibrézkime

ir
n
My=0, M,=> sign(Sk_1)Ys, n>1.
k=1

Koks submartingalo (52,7 > 0) kompensatorius? Irodykite, kad (M,,,n > 0) yra martingalas
ir raskite submartingalo (M2, n > 0) kompensatoriy.

Tegu (Ng, t > 0 Puasono procesas (Zr. apbrézima 3.17pvz.). Apibrézkime
Y, = N, — M.
Patikrinkite, ar Y; yra martingalas atzvilgiu {Y;, s < ¢}.

Tarkime, objektas startuoja pozicijoje 0 ir kiekvienu zingsniu pajuda per viena pozicija i
desine su tikimybe p arba per viena pozicija j kaire su tikimybe 1 — p. Tarkime, vienas po kito
einantys zingsniai yra nepriklausomi. Jei p > %7 raskite vidutinj zingsniy skaiciy, reikalinga
pasiekti pozicijai ¢, ¢ > 0.

Zaidéjai X,Y ir Z pradzioje zaidimo turi atitinkamai z,y ir z monety. Kiekviename etape
atsitiktinai vienas po kito parenkami du Zaidéjai (visi galimi pasirinkimai vienodai tikétini
ir nepriklauso nuo ankstesniy zingsniy). Pirmasis i$ ju duoda viena moneta antrajam. Taip
tesiama, kol vienas iS trijy zaidéjy nebeturi monety. Tada Sis zaidéjas palieka zaidima ir ji
tesia like du zaidéjai, kol visos monetos atsiduria pas viena is$ zaidéjy. Kiek vidutiniskai reikés
zaidimo etapy, kad visos monetos atsidurty pas vieng zaidéja?

X1, Xo,... nepriklausomi a.d. ir

1,  su tikimybe (2n)71,
X,=< 0, sutikimybe 1 —n~1,
—1, su tikimybe (2n)~1.

Tegu Y7 = X5 ir
VY — Xn, Jel Y1 = 0,
" nYn71|Xn|7 .]el Ynfl 7é 07

kai n > 2. Ar Y,, yra martingalas o—algebry sekos F,, = o(Y1,Ys,...,Y,,) atzvilgiu?

Tegu, (X,,n > 0) yra atsitiktiniy dydziu, jgyjanciy reikSmes intervale [0, 1], seka ir F,, =
o(Xo, ..., Xn). Tarkime, kad Xg =a € [0,1] ir

14+ X,
2

Xn
P(Xm1:2|EO::1—A%, P(Xm1: |E0::XW

Ar (X,,,n > 0) yra martingalas (F,,n > 0) atzvilgiu?



17. Tegu {Z;} modifikuoti nepriklausomi Bernulio a.d., jgyjantys reikSéme 1 su tikimybe p ir —1
su tikimybe q. Apibrézkime procesa

Yo=Y Zi—nlp—q), n>1
=1

Ar (Y,,) yra martingalas (Z,) atzvilgiu?

18. Tegu {Z;} nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d. su nuliniu vidurkiu ir dispersija 0%. Api-

brézkime procesa
" 2
Y, = <ZZZ> —na%, n>1.
i=1

Ar (Y,,) yra martingalas (Z,,) atzvilgiu?
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