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1. JVADAS

Nagrinésime jvairius diskreciosios matematikos objektus. Demonstruosime me-
todus, kuriais gaunami tam tikra prasme nepagerinami arba artimi tokiems re-
zultatai. Juy kokybe atskleisime sukonstrave pavyzdzius. Vadovaujamasi para-
digma — pirminés idéjos ir jrodymo procesas iSmoko daugiau negu suformuluota
teorema arba atskleistas faktas.

Viska rasite knygose:...

2. GILIUS FAKTUS ATSKLEIDZIA PAPRASTI ARGUMENTAI

2.1. Paradoksas, bet tiriant sudétingas situacijas, kai kada pakanka paprasty ir
beveik akivaizdziy teiginiy. Vieng i$ tokiy yra suformulaves L. Dirichlé!.

Dirichlé principas. Jein rutuliy yra sudéti j m < n déZuciy, tai bent vienoje
dézutéje yra 2 ar daugiau rutuliy.

Nevisada Sio principo pritaikymas yra toks akivaizdus. ISnagrinékime elemen-
tariosios skaiciy teorijos teiginj. Posakj a dalija b trumpumo délei zymékime
alb.

1 pavyzdys. Bet kokiame (m + 1)-o0 elemento poaibyje, isrinktame is

{1,2,...,2m}
yra bent du vienas kitq dalijantys skaicias.

Irodymas.Tegul A yra isrinktasis poaibis ir [A|] = m + 1. Kiekviena a € A
galime isreiksti @ = 2%d, ¢ia k > 0 ir d yra nelyginis. Todéld € {1,3,...,2m—1}.
Yra tik m galimybiy Siai nelyginei skaic¢iaus a daliai. Vadinasi, pagal Dirichlé
principa bent du aibés A skaiiai turés ta pacig nelygine dalj. Tegu b = 2!d € A,
[ > 0, yra antrasis skaic¢ius. Jei k& < [, tai alb, o atveju k > [, — skaicius b|a.
Irodyta. o

Matome, kad ,dézutés" turi alegorine prasme. Nelyginés dalies priskyrimas
yra jsivaizduojamas ,,déjimu j dézute". Savarankiskai jsitikinkite, kad pavyzdyje
minimas poaibis turi bent du tarpusavyje pirminius skaicius. Kokios ,,dézutés"
bus dabar?

Dar labiau netikétas yra toks pavyzdys.

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) — vokie¢iy matematikas.
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2 pavyzdys. Tegu ay,...,a, seka, gal but, pasikartojanciy naturaliyjy skai-
cy. Joje egzistuoja gretimy nariy posekis ag,...,a;, 1 < k <1 < m, toks, kad
suma

ag + -+
yra m kartotinis.
[rodymas.Imkime aibes
N :={0,a1,a1 +ag,...,a; + -+ an}, R={0,1,...,m—1}
ir apibrézkime funkcija f: N — R, skaic¢iui a € N priskirdami jo dalybos is m
lickana. Kadangi |[N| = m + 1 > m = |R)|, tai pagal Dirichlé principa aibéje N
egzistuoja dvi sumos a; + -+ + ax_1 ir a1 + --- + a; su ta pacia dalybos i§ m

liekana. Jei ¢ia 1 < k < [ < m, tai Siy sumy skirtumas a; + - - - + a; dalysis is
m. o

Kaip matéme, yra labai patogu panaudoti atvaizdzius. Performuluodami Di-
richlé principg jiems, pat] teiginj Siek tiek sustiprinsime.

Teorema 1. Tequ M, N yra aibés, |[M| = m < n = |N|, o [ N - M -
atvaizdis. Tada egzistuoja b € M toks, kad

[f7H )| = [n/m].

Cia [z] — anksciau apibréitos skaiciaus x € R lubos.

Irodymas.Pastebékime, kad is ankstesnio dézuciy principo isplaukty tik nely-

gybe [f71(0)] > 2.
Jei |f71(b)] < n/m kiekvienam b € N, tai pasinaudoje¢ 1 teorema, gautume
priestara:

— n n
nzzb:|f 1(b)|<azb:1:Em:n.

Taigi bent vienam b turi buti [f~'(b)] > Z. Kadangi [f~'(b)| yra naturalusis
skaicius, tai teoremos teiginys isplaukia is skaic¢iaus luby apibrézimo. o

Pastarosios teoremos pritaikyma iliustruosime pavyzdziu. Pradedanciajam
programuotojui daznai pasituloma is baigtinés skirtingy realiyjy skaiciy sekos
isrinkti monotoniska posekj. Kaip galétume jvertinti tokio posekio ilgi?

Teorema 2. Teqgu m,n € N iray,as, ..., amye1 bet kokia skirtingy realiyjy skai-
¢y seka is (mn + 1)-0 nario. Joje egzistuoja monotoniskai didéjantis (m + 1)-o
nario posekis arba monotoniskai mazéjantis (n + 1)-o nario posekis. Galimi ir
abu variantai.

irodyti posekiy

gy < Ay < 00 < Qg 1<y <te < <t <mn+1



arba
Qjy > Ajy > =+ > Qs I<n<p<-<jpp1 <mn+1

egzistavima.
Imkime bet kurj sekos narj a;, 1 <7 < mn + 1. Tegu t; — ilgiausio didéjancio
posekio, prasidedancio a;, ilgis. Jei kazkokiam ¢; > m + 1, teoremos teiginys yra

teisingas.
Tegu dabar t; < m visiems 1 < ¢ < mn + 1. Atvaizdziui f: a; — t;, vaiz-
duojanéiam aibe A := {aj,as,...,ampi1} aibéje M = {1,2,...,m}, galime

pritaikyti sio skyrelio 1 teorema. Vadinasi, egsistuoja toks s € M, kad f(a;) = s
del

{mn—i—l—‘
=n+1
m

skaic¢iy a; € A. Nekeisdami jy iSsidéstymo tvarkos sekoje, suzymékime
Qs Aoy vy Qg oy 1§]1<]2<<]n+1§mn+1

Imkime du gretimus Sio posekio narius a;, ir a;,,,. Jei a;, < a;,_,, tai pradéda-
mi aj,-uoju ir prijungdami didéjantj posekj, prasidedantj nuo a;, , ir turintj s
nariy, gautume didéjantj posekj, prasidedantj a;,, jau i§ (s + 1)-o nario. Bet tai
priestara. Vadinasi, a;, > a;,,, su bet kokais 1 < k£ < n + 1. Taigi, isrinkome
(n + 1)-o0 elemento mazéjantj poseki.

Teorema jrodyta. o

Panagrinékime ekstremaligjg problema, kurig nesunku interpretuoti grafy teo-
rijos savokomis. Tegu N = {1,...,n}, n > 3 ir m;, j < m, — Sios aibés kéliniai.
Problema: Koks yra maZiausias m, kad paémus bet kokj trejetq {a,b,c} C N
tarp Siy kéliniy buty toks m;, kad jame c eity ir po a, ir po b?

Galima ir tokia interpretacija grafy teorijoje. Isivaizduokime pilnaji K, nu-
meruotajj grafa. Kelinys atitikty n — 1 ilgio (Hamiltono) taka jame. Problemoje
klausiama: koks yra minimalus taky skaicius, kad bet kokioms trims virsunéms
a,b,c € V bent vienu taku eidami, j ¢ patektume praéje ir a, ir b7 Toks mini-
malus skaicius vadinamas K, dimensija ir zymimas dim/K,,. Be to, sakoma, kad
keliniai {m;, j < m}, kai toks virsStiniy apéjimas yra galimas, reprezentuoja K,,.

Pvz., dimK,, = 3, jein = 3,4, bet dimK; = ..., = dimK5 = 4, o dimK;3 = 5.
Grafg K, reprezentuoja

(1,2,3,4), (2,4,3,1), (1,4,3,2).
O grafa K, — kéliniai
(1,2,3,5,6,7,8,9,10,11,12,4), (2,3,4,8,7,6,5,12,11,10,9, 1),
(3,4,1,11,12,9,10,6,5,8,7,2), (4,1,2,10,9,12,11,7,8,5,6, 3).
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Teorema 3. Kain > 3, yra teisinga nelyqgybé
dim K, > log, log, n.

Irodymas.Pastebékime, kad seka dimK,,, n > 3, yra monotoniskai didéjanti
placiaja prasme. IS tiesy, surade K, reprezentacija ir iS visy kéliniy iSmete
skaic¢iy n + 1, gautume K,, reprezentacija. Tad, Sio grafo dimensija gali buti tik
mazesne negu dimK,, .

Teoremos formuluoté pasufleruoja, kad reikia imti seka

np=22"+1, k=0,1,...
ir visas n reikSmes patalpinti intervaluose
nE < n < Ngy.
Jei jrodytume, kad
(2.1) dimK,, > k+1,
tai pasinaudoje monotoniskumu ir intervaly apibrézimu, gautume norimg jvertj:
dimK,, > dimK,, > k+ 1 = log, log, (nkH — 1) > log, log, n.

Tegu (2.1) yra netenkinama. Vadinasi, dimkK,, < k. Todél egzistuoja repre-
zentacija 7y, ..., sudaryta i§ aibés Ny := {1,2...,nx} kéliniy. Taikysime 2
teorema apie monotonisky posekiy egzistavimg. Pastebékime, kad

np=22"x22"" 1 1.

Vadinasi, keéinyje 7 egzistuoja monotoniskas 227 41 ilgio posekis, kurj pa-
zymeékime A;. Jo elementai yra kazkaip iSsidéste keitinyje mp. Nemaisydami
tvarkos, vél pagal 1 teorema iS jy galime iSrinkti monotoniska 22" 41 ilgio
posekj, kurj pazymékime A,. Procesa pratese, po k zingsniy kélinyje 7 busime
isrinke monotoniska posekj A iS 227" 11 =3 ilgio posekj, kurj pazymékime
Ay = {a,b,c}. Sie trys elementai sudaro monotoniskus posekius a < b < ¢ arba

k—

a > b > c visuose kéliniuose 7y, ..., 7. Vadinasi, jokiame iS jy b neina nei po a,
nei po c. Sis keéliniy rinkinys nereprezentuoja K, .
Priestara jrodo teoremos tvirtinima. o

Istorinei apzvalgai paminésime, kad tiksly virsutinj dimK,, rézj 1972 metais
gavo J. Spencer, o 1992 metais P. Erdds, A. Szemeredi ir 7. Trotter jrodé asimp-
toting formule

dimK,, ~ log, log, n + (1/2 + 0(1)) log, log, log, n, n — oo.

Démesys siam uzdaviniui nenutruko ir iki Siol. S. Hosten ir W.D. Morris 1999
metais surado greitg algoritma, kaip tiksliai skaic¢iuoti dimK,. Jis, pavyzdziui,
patikrino, kad

dimK, <7 <= n < 1422564.

Isivaizduokite keitiniy skaiciy, kai n yra toks didelis!
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2.2. Skaiciuojant aibiy galias pravartu elementus skaic¢iuoti dviem skirtingais
budais. Tai vadinama skaiciuok dukart principu.

Tegu A ir B dvi aibés, 0 S C A x B. Jis vadinamas sarysiu. Jei a € A,
bebir(a,b) €S, tai sakoma, kad a ir b susieti sary$iu S. Moksliskiau kalbant,
sakytume: yra incidentus S. Tegu r, — skaicius tokiy b € B, kad (a,b) € S ir g
— skaicius tokiy a € A, kad (a,b) € S. Musu aptariamasis principas turi tokia
formalig israiska:

(2.2) Zra:|S|: Z 1:qu.

acA (a,b)eS beB

Cia vidiné dvilypé suma yra isreiksta kartotinémis sumomis su skirtinga suma-
vimo tvarka ir nieko jrodinéti nereikia.
Vél panagrinékime paprasta pavyzdj.

Lema 1. (,,Delny paspaudimo"). Bet kokiam grafui G = (V, E) turime

S o) =23 1=2|E|.

veV eck
Irodymas.Nagrinékime grafa G = (V| F) ir Dekarto sandauga V' x E. Joje
apibrézkime sarysj
S ={(v,e) : v incidentie}.

Tada
6(v)= > 1 — virSuneés laipsnis,
ecFE, einc.v
o
S o1=2
veV,vinc. e
nes tik dvi virsuneés yra incidencios briaunai. Todél (4.1) jrodyta. o

Pateiksime Lemos taikymo pavyzdj, jvertindami grafo, neturin¢io savyje tri-
kampio, diduma.

Teorema 4. Tequl G = (V, E) yra n = |V| eilés ir m = |E| didumo grafas,
neturintis pografio Ks. [Irodyti, kad

m < [n?/4].
Irodymas.Nagrinéjamame grafe G = (V, E) briaunos e = wjuy € E galai
uy ir ug negali turéti bendros gretimos virsunés poaibyje Vo = V' \ {uy,us},

nes priesingu atveju grafe atsirastuy pografis K3 (t.y., trikampis). Pazymékime
U; C Vp virsuneés u;, ¢ = 1,2, gretimyjy virsuniy, esanc¢iy Vp, aibe. Turime

U10U2:®, UyulU; C V.
Vadinasi,

U]+ (U] = (8(ur) = 1) + (8(uz) — 1) < [Vo] =n —2.
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Gavome nelygybes

d(uy) + 0(ug) < m,
teisingas bet kokiai briaunai e = wuju,. Sudékime jas visas. Kairiojoje puséje
gausime suma laipsniy d(u), v € V, ir joje Sis démuo pasikartos 0(u) karty.

Kitaip tariant,
S (0(u) +0(uz)) = 3 8*(w).

e=ujuz€l ueV
Desinéje —
Y n=|En=:mn.
e=ujus€E
Taigi
> 6% (u) < mn.
ueV

Bet pagal Kosi nelygybe

(2m)? = (Z 6<u>)2 <n- 3 8(w)

ueV ueV
Is pastaryjy nelygybiy isplaukia
(2m)?
n

< Z 82 (u) < mn.

ueV
Suprasting gauname geidziama nelygybe, nes m yra sveikasis skaicius. o

Ciklas Cy neturi trikampio, bet 4 briaunas. Todél jo atveju teoremos nelygybeé
yra lygybé. Taigi bendru atveju rezultatas nepagerinamas. O kaip yra dideliems
n?

Po lengvo apsilimo imkimés rimtesnés grafy ekstremaliosios problemos:

Tegqu G = (V, E) — n-os eilés grafas, neturintis ciklo Cy. Kiek daugiausia
briauny m = |E| jis gali turéti?

Pavyzdziui, kai n = 5 ir m = 6 vienintelis grafas be C yra sudarytas is dvieju
trikampiy su bendra virsune, kai n = 5 ir m > 7 grafas visada turés tokj cikla.

Teorema 5. (I. Reiman, 1958) Jei G = (V, E) — n-osios, n > 4, eilés grafas,
neturintis ilgio 4 ciklo Cy, tai

m < [Z(H\/M)].

Irodymas.Taikysime dvigubo skaic¢iavimo principa, kai A=V ir B=V xV,
0
S ={(u, (v,w)) : ugretima irv, irw}.
Dabar r, — skai¢ius pory virSuniy v ir w, kurios yra gretimos u. Jei d(u) -
virsuneés laipsnis, tai

w= () = ()

ueV
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Jei q(y,w) — skaicius virSuniy v € V, gretimy abiem virsunéms v ir w, tai g,.) < 1,
nes priesingu atveju grafas turéty cikla Cjy. IS formulés (2.1) iSplaukia

-5 ()= = aws T 12()

ucV eV XV (v,w)eV xV

Taigi,

> o) ((w) ~1) _ n(n—1)
ueV 2 - 2
Pritaike ka tik minéta Eulerio lema, gauname
> 6 (u) —2m < n(n —1).
ueV

Kadangi pagal Cauchy nelygybe

2m = 3 b(u) < (n > 6%)) )

ueV ueV
is ¢ia gauname
4m? < n?*(n — 1) + 2mn.
Issprende sia nelygybe baigiame 1 teoremos jrodyma. o
Ar yra tokiy grafy, neturin¢iy Cjy ir kuriy didumas yra artimas dydziui,

30+ v =3)]

bei kaip juos konstruoti?

Cia labai praver¢ia baigtine geometrija. Tegu F, — baigtinis kunas, turintis
g > 2 elementy, o Fq3 = {u = (u1,u2,us3) : uy,ug,ug € F,} — vektorine erdve virs
F,. Kiekvienas nenulinis vektorius u € F, (}3 generuoja vienamatj poerdvi < u >:=
{cu : ¢ € F,}. Du skirtingus poerdvius generuoja tik du tarpusavyje tiesiskai
nepriklausomi (neproporcingi) vektoriai. Apibrézkime grafg G, = (V, E), kurio
virsunés yra skirtingi poerdviai < u >, u € Fg \ {0}, o briauna jungia dvi
virsunes < u >, u = (ug, ug, uz), ir < v >, v = (v, v9,v3), tada ir tik tada, jei

(23) U1V1 + UgVg + U3V = 0.

Nubraizykite grafas G eskiza.

Keliose lemose iSvardinsime grafo G, jei p yra pirminis skai¢ius, savybes.

1 lema. Grafas G, neturi ciklo Cy.

[rodymas.Paziurékime, kiek bendry gretimy virsuniy gali turéti virsuniy pora
< u > ir < v >. Kaip buvom pastebéje, vektoriai butinai yra tiesiskai nepri-
klausomi. Jei < x >€ V|, & = (21,29, 23), — gretima abiems virsunéms, tai x
turi buti sistemos

(2.4) Ty + ugTe + uzzrs = 0,



V11 + VaZo + V3x3 = 0
sprendinys. Bet i sistema turi tik vieng tiesiskai nepriklausoma sprendinj. Tad,
dvi virSunés G, grafe turi tik vieng bendrg gretimg virSune, todél sis grafas neturi
ilgio 4 ciklo Cl. o

2 lema. Grafo G, eilé lygin =p* +p+ 1.

Irodymas.Turime \Fg’\ = p? vektoriy. Viename vienamacéiame poerdvyje yra
p vektoriy, is ju — (p — 1)-a nenuliniy. Visi nenuliniai erdves vektoriai issidésto

P’ -D/p-1)=p"+p+1
poerdviuose. Tai yra visy vienamaciy Fq3 poerdviy skaicius. Tokia ir grafo eilé.
o

Ateityje teks pasinaudoti viena algebrine lema, kurios jrodymg praleisime.

3 lema. Kune F, lygtis
(2.5) vl 4w +ai =0
turi p* sprendiniy, sudaranciy (p + 1)-q vienamaty poerduv.

Irodymas.praleidziamas.

Vietoj jo apsiribosime trumpu komentaru. Pastebékime, kad jei vektorius
u = (uy,uz,u3) # 0 tenkina (2.5) lygti, tai ir visi jam proporcingi vektoriai yra
jos sprendiniai. Todél sprendiniy skirstymas j poerdvius yra naturalus.

4 lema. Grafo G, didumas lygus m = 5(p+1)* .

Irodymas.Pagal Eulerio lemg reikia rasti grafo virsuniy laipsniy suma. Virsuneé
[z] yra gretima < w >, jei vektorius x = (1,9, x3) tenkina (2.3) lygti. Jos
sprendiniai sudaro dvimatj poerdvij, kuriame i§ viso yra p* vektoriy. Kaip ir ka
tik pateiktame komentare, Sie vektoriai pasiskirsto po vienamacius poerdvius.
Tokiy yra (p* —1)/(p — 1) = p + 1. Grafe G, vienamaciai poerdviai, nelygus
< u >, atitinka gretimoms virsunéms. Lygties (2.2) sprendinys, sutampantis su
< u >, tenkina ir (2.3) lygti, t.y. jam galioja salyga
(2.6) ui +uj +ui = 0.
Vadinasi,

0(<u>)=p+1, jei(2.6)nepatenkinta,
ir
d(<u>)=p, jei(2.6) patenkinta.
I$ 3 lemos iSplaukia, kad antrasis atvejis galioja dél (p + 1)-os virSunés < u >, o
likusiy p? +p+ 1 — (p+ 1) = p? virduniy laipsnis yra (p + 1). Taigi,
2m= Y d(<u>)=plp+1)+(p+1)p
<u>€eV
4 lema jrodyta. o
Mus labiausiai dominantj teiginj pateiksime kaip teorema.



Teorema 6. Grafo G, eilé n ir didumas m tenkina sqrysi

m:n;1<1+\/4n—3).

Irodymas.Isplaukia is formuliy, jrodyty 2 ir 4 lemose. Pakanka eliminuoti p.
o

Kaip matome, grafas G, yra beveik ekstremalus, pagal 1 lemg jis neturi ciklo
Cy, bet jo didumas artimas 1 teoremoje gautam jverciui.

3. KLIKU PROBLEMA

Priminsime, kad pilnasis pografis K, grafe yra vadinamas klika. Intuityviai
aisku, kad grafas, neturintis didelés eilés p klikos, negali turéti daug briauny.
Rasime sio fakto kiekybinj jvertinima.

Teorema 7. (Turano t.) Jei grafas G = (V, E) neturi p eilés klikos, tai
1 2
E| < (1 - ) n
p—1) 2
Irodymas.Pasinaudokime ir tikimybémis, ir viena optimizavimo idéja. Gra-

fo virsuniy aibéje V' jveskime tikimybinj skirstinj, virsunei v € V priskirdami
tikimybe w, > 0 taip, kad
Z w, = 1.

ueV
Nagrinékime suma
f(w) := Z Wy Wy,
weE
kurioje, kaip matome, imamos tik gretimy virsuniy tikimybés.
Tegu uy ir v; — bet kokios negretimos virsunés. Pazymékime jy kaimyniniy
virsuniy tikimybes

Tegu s > t. Kaip keistusi f(w), jei v; tikimybe perduotume wu;, tuo paciu
mazintume virsuniy su teigiamomis tikimybémis skaic¢iy? Kadangi

f(w) = Z Wy Wy, + Wy Z Wy, + Wy, Z Wy,

uwvEE ulvER uv1 €ER
uFuy,vEV]
(3.1) = > wWw, + Wy, s + Wyt
uveEE
uFul,vEV]

tai naujoje sumoje iSnykty paskutinis, o priespaskutinis démuo padidéty dydziu
w,, s. Taigi, naujajam tikimybiy skirstiniui

f@') = f(@) + wy, 5 = wy,t > f(w).
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Vadinasi, galime padaryti iSvadg: negretimy virsuniy tikimybes perduodant tai
virsunei, kurios kaimyniy tikimybé yra didesné, funkcijos f reikSmé nemazéja.
Ji pasiekia maksimuma, kai virSuneés su teigiamomis tikimybémis yra poromis
gretimos. Tada jos sudaro klika, kurios eile pazymékime £ < p — 1.

Tegu dabar wu, ir v dvi Sios klikos virSunés su tikimybeémis w,,, > w,,. Imkime
0 < e < wy, —w,, ir pakeiskime Siy virsuniy tikimybes per ¢ mazindami didesne
ir didindami mazesne. Panasiai kaip (10.1), bet atsizvelgdami | tai, kad dabar
ir uyv; € E, gauname naujaja funkcijos f reikSme

f(@") = Z wuu1v+(wu1 —5) Z w, + (wv1+5> Z Wy

weE ulvekr uv1€R
uFu],v#Ev]

+ (wul — 5) (wvl —|—5) = f(w) — 5(1 - wul) —|—5(1 — wvl) —¢?
= f(w) —|—8<wul —wm) — &> f(w).

Sis jvertis rodo, kad klikoms funkcija f pasiekia maksimuma, kai skirstinys vir-
Suniy aibéje yra tolygus. Jei vy, ..., v, — klikos virSunés, tai ju tikimybés tada
turi buti lygios 1/k. Klika turi k(k — 1)/2 briauny, todél maksimali funkcijos f
reiksmeé lygi
kE(k—1)11
2 kK
Didéjant k£ < p — 1, ji didéja, tad bet kokiam tikimybiniam skirstiniui viruniy

aibéje turime
1 1
_ o
f) < 5 ( . 1)

Paéme tolyguji skirstinj w, ~ 1/n, u € V, gauname

1Bl _ 1
<s|ll-——
n2 2 p—1

Ta ir reikéjo jrodyti. o

Ar Turano teorema nurodo tiksly grafo didumo jvertinimg? Atsakymas yra
teigiamas. Pakanka panagrinéti (p — 1)-dalius pilnuosius grafus. Pagal apibre-
7ima jie gaunami suskaidzius virsuniy aibe i (p — 1)-a galios n; > 0 poaibj taip,
kad 1 <7 <p-1irn; +---n,_1 = n, ir sujungiant kiekvieng pora virsuniy,
guliné¢iy skirtinguose poaibiuose, briaunomis. Maksimalus briauny skaic¢ius bus
tada, kada poaibiuose esanciy virsuniy skaic¢ius yra labiausiai artimas. Jei vieno-
do negalima pasiekti, tai imama salyga |n; —n;| < 1. Pastarieji grafai vadinami
Turano vardu. Jei (p—1) dalija n, tai turime n; ~ n/(p—1). Tokio (p — 1)-dalio
pilnojo grafo didumas lygus

(3G -5
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Kadangi (p—1)-daliai grafai neturi p eilés klikos, tai matome, kad Turano gautas
ivertis yra pasiekiamas. Bendru atveju nagrinéjamos kliky problemos atzvilgiu
Turano grafai yra ekstremalieji.

4. TIKIMYBINIS METODAS KOMBINATORIKOJE

4.1. Viena poaibiy spalvinimo problema. Pradékime nuo paprastos spal-
vinimo problemos. Imkime prading aib¢ X ir tarkime, kad turime galimybe jos
elementus nuspalvinti naudodami vieng is dviejy spalvy. Nagrinékime jos d po-
aibiy Seima A. Sakoma, kad A yra dvispalvé, jei yra toks X nuspalvinimas, kad
kiekviename A poaibyje atsiras abiejuy spalvy elementai. Jei A su |A| = m yra
dvispalvé, tai ir daliniai poseimiai su mazesniu skaic¢iumi poaibiy bus dvispalviai.
Didinant m §i savybé nebutinai islieka. Pavyzdziui, aibés X su |X| = 2d — 1
visy d poaibiy Seima X@ jau nebéra dvispalve. IS tiesy, bet kaip spalvinant
bus bent d vienodos spalvos elementy ir toks poaibis priklauso X (4. Kokia yra
maziausia poaibiy Seimos A C X@ kai d > 2, galia, kad A nebiity dvispalve.
Pazymékime $ia galia m(d). Kitaip tariant, jei |A| < m(d), tai Seima A jau bus
dvispalvé. Pritaike Stirlingo formule, i$ pateiktojo pavyzdzio matome, kad
2d —1 2d
m(d) < < p ) (1—1—0(1))2@, d — oo.

Tai yra gana grubokas jvertis is virsaus. Daugiau informacijos suteikia apatiniai
jverciai. Ateityje tarsime, kad pradiné aibé X yra pakankamai didelé.
Teorema. Teisingas toks jvertis is apacios:
m(d) > 27, d>2.
Irodymas.Reikia jsitikinti, kad bet kokia d poaibiy Seima A su |A| = m < 2¢°!
yra dvispalvé. Nuspalvinkime aibés X elementus viena is spalvy su vienoda
tikimybe ir nepriklausomai vieng nuo kito. Galime sakyti, kad pries spalvindami

virsune metame moneta. Jei A € A yra bet koks iS poaibiy, tai tikimybé, kad
visi jo elementai yra vienos spalvos, yra

P(S4) := P(A — vienspalvis) = (1/2)**.
Cia atsizvelgéme j dviejy spalvy galimybes. Tikimybé, kad bent vienas i A
poaibiy bus vienspalvis, lygi
p( U sA>.
AcA

Jei poaibiai i$ A nesikerta, ieSkomas nuspalvinimas akivaizdziai egzistuoja. Prie-
singu atveju uzrasytoje jvykiy sajungoje jvykiai néra nesutaikomi, o sankirty
tikimybés yra teigiamos. Tada

P( U SA> < > P(Sa) = (1/2)"'m < 1.

AcA AcA
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I$ cia isplaukia, kad priesingo jvykio, kad visi poaibiai bus dvispalviai, tikimybe
yra teigiama, todél egzistuoja X nuspalvinimas toks, kad A buty dvispalvis. ©
Pastebékime, kad m(2) = 3. Tai reiskia, kad 1 teoremoje gautas jvertis yra
pasiekiamas. Pakanka panagrinéti trikampio virSuniy nuspalvinimo dviem spal-
vomis variantus. Visada bent viena krastiné turés vienodos spalvos galus.
Sunkiau jrodyti teiginj, kad m(3) = 7. Panagrinékite lygiakrascio trikampio
virsuniy ir pusiaukrastiniy visus tarpusavio susikirtimo taskus. Gausite 7 tasky
aibe. Sudarykite Seimg 7 poaibiy po tris is tasky, esanc¢iy krastinése, pusiaukras-
tinése ir krastiniy vidurio tasky. Kad ir kaip keistume visy tasky nuspalvinimo
variantus, bent viena i Seimos aibiy bus vienaspalvée. Todél m(3) < 7.
Pabandykite rasti m(4) bei kity sios funkcijos reiksmiy.

4.2. Ramsey skaiciai. Ypac sunkios yra Ramsey’io skaiciy problemos. [sivaiz-
duokime, kad juoda ir balta spalvom nuspalvinome pilnojo grafo K, briaunas ir
keliame klausima, ar jame yra vienaspalviai pilnieji pografiai K, arba K;. Cia
s,t < n. Jei vieng is Siy pografiy radome n eilés grafe, tai juo labiau rasime
ir didesniame. Jdomus uzdavinys yra surasti maziausig n, kad bet kokiu budu
dviem spalvom nuspalvinatas K, turéty bent vieng minéta vienaspalvi pografj.
Sis maziausias skai¢ius vadinamas Ramsey skaiciumi R(s,t).

Su jais susijes placiai zinomas faktas, jog SesSiy studenty draugijoje visada eg-
zistuoja trejetas, kurie pazjsta vienas kita arba nei vienas nepazjsta kito. Vaiz-
duokime studentus Sestos eilés grafo virsunémis ir junkime briauna virsunes, jei
atitinkami studentai paZinojo vienas kita. Salia nubrézkime grafo papilding, t.y.,
grafa su Sesiomis virsunémis, kurios sujungtos briaunomis, jei atitinkami studen-
tai nepazinojo vienas kito. Uzdéjus abu grafus vienag ant kito, gautume pilnajj
K¢ grafa. Taigi, minétas faktas teigia, kad bet kaip perskyrus pilnojo grafo
briaunas j dvi dalis (pvz., nudazius jas dviem skirtingomis spalvomis), arba vie-
name, arba kitame pografyje bus pilnasis K3 pografis. Deja, penkiy studenty
draugija tokios savybés jau nebeturi.

Performuluojant Ramsey skai¢iaus R(s,t) apibrézima, juo galima laikyti ma-
ziausig eile G grafo, kuriame arba jo papildinyje yra vienas is vienspalviy pografiy
K, arba K;.

Ateityje laikysime, kad s, > 2. Pastebékime, kad

R(s,t) = R(t,s), s,t>2,

R(s,2) = R(2,s) =s, s>2.
I$ tiesy, dazant K grafo briaunas juodai ir baltai, arba visos briaunos bus juodos,
arba bent viena balta.
1 teorema (Ramsey, 1928). Tarkime, kad R(s—1,t) ir R(s,t—1) egzistuoja,
0 s,t > 2. Tada egzistuoja R(s,t) ir yra teisinga nelygybé

R(s,t) < R(s—1,t) + R(s,t —1).
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Be to, kai s, t > 2,

r+s—2
R(s,t)§< s—1 )

Irodymas. Pirmaja nelygybe jrodinéjant, pagal salyga galime laikyti, kad de-
sinéje esantys démenys yra baigtiniai. Tegu

n:=R(s—1,t) + R(s,t — 1) =: ny + nas.

Spalvinkime K, grafo briaunas juodai ir baltai bet kokiu budu. Reikia rasti
juodai nudazyta pografi K arba balta pografi Kj.

Fiksuokime K™ virsune z. Jos laipsnis 6(x) = n — 1 = ny + ny — 1. Todél
Si virsuné yra incidenti nemaziau negu n; juody briauny arba nemaziau negu
no balty briauny. Simetriskumo déka galime teigti, kad yra teisingas pirmasis
atvejis. Nagrinékime pilnaji K,, grafa, kurio virsunés yra incidentiskos x ir
kurias su x jungia juodos briaunos. Jei K, turi balta K; pografi, tai pirmoji
nelygybé jrodyta.

Priesingu atveju, pagal pazyméjima n; = R(s — 1,t), pilnasis K, grafas turi
juoda K,_i pilnaji pografi, kuris kartu su x ir juodosiomis briaunomis, inciden-
¢iomis z, sudaro pilnajj pografi K. Pirmoji teoremos nelygybé jrodyta.

Antraja nelygybe jrodome matematinés indukcijos metodu. Kaip esame pa-
stebéje, kai s = 2 arba t = 2, antroji nelygybeé virsta lygybe. Tarkime, kad
s,t > 2, 0 s,t' > 2 kita pora naturaliyjy skaiciy, s’ + ' < s + ¢, kuriai ant-
roji teoremos nelygybé jau yra teisinga pagal indukcine prielaida. IS anksciau
irodytos nelygybés isplaukia

R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t —1)
t+s—3 t+s—3 t+s—2
< + - ,
- ( 5§—2 > ( s—1 ) ( s—1 >
Teorema jrodyta. o

Isvada. Teisingas toks jvertis is virsaus:
R(s,s) < 2%73,

[rodymas. Binominiy koeficienty
25 —3 25 —3
s—1) 5—2
suma suskaic¢iuoja ne visus (2s — 3) aibés poaibius, tai
25 — 2 2s — 3 25 —3
4.1 R < = < 2%78,
(4.1) (S’S)_<s—1> <3—1>+<3—2>_

[svada jrodyta. o
Pritaike Stirlingo formule, galétume §j jvertj truputj patikslinti.
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Jau anks¢iau matéme, kad R(2,2) = 2, o. Isitikinkite, kad minéta studenty
burelio savybé matematiskai yra iSreiskiama lygybe R(3,3) = 6. Jai jrodyti pa-
stebétume, kad pirmoji is (2.1) nelygybiy parodo, jog R(3,3) < 6. Apatinj jvertj
gautume iSnagrinéje pilnaji K5 grafa, pavaizdave ji penkiakampiu ir nuspalvine
vidines briaunas baltai, o iSorines — juodai. Kadangi jame nerastume vienspalvio
trikampio, padarytume isvada, kad R(3,3) > 6.

Ramsey’io skai¢iy jvertinimas i$ apacios yra zZymiai sudétingesné problema.
Ja nagrinésime naudodami tikimybinius samprotavimus.

2 teorema (P. Erd6s). Visiems s > 2 turime

R(s,s) > 2%/

[rodymas.Galime pradéti nuo s > 4. Imkime K, grafg, kai n < 292, ir
nepriklausomai su vienodomis tikimybémis 1/2 nuspalvinkime jo briaunas juoda
ir balta spalvomis. Bet kokio visy briauny nuspalvinimo tikimybés yra lygios

9-(3),
Jei A yra virsuniy s aibé, o S4 —jvykis, kad visos A virsunes jungiancios briaunos
yra baltos, tai
P(Sy) =20,
Vadinasi, tikimybé, kad yra bent vienas baltas pilnasis pografis K, lygi
P< U SA> < 3 P(Sy) = <">2—(§>.
|Aj=s |Aj=s S

Pasinaudokime nelygybe

isplaukiancia i

Taigi, jei n < 2%/2,

P( U SA> < 27:712*(3) < 25°/2=(5) =51 — 9-s/2+1 < 1/2.
|Al=s

Tokia pati tikimybé ir dél juodojo K pografio egzistavimo. Vadinasi, tikimybé,
kad neegzistuos nei baltas, nei juodas K, yra grieztai teigiama. Darome isvada,
kad yra grafo K, nuspalvinimas su sia savybe. Teorema jrodyta. o

Aptartus Ramsey skaiCiaus R(s, s) jverc¢ius pavyksta patikslinti tik atskirais
atvejais. Neziurint to, kad mes naudojome primityvius tikimybinus samprotavi-
mus, bet kokiam s P.Erdds’o jvertj pagerinti sunku.
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UZduotys. 1. Jrodykite, kad
R(3,4) = 9.
2. Tegul 2K, = K, + K, yra dvieju pilnuju grafy suma, raskite R(2Kj, K3).

4.3. Grafy vaizdavimo plokstumoje problema. Panagrinékime grafy jdé-
ties j plokstumg problema. Prisiminkime, kad grafas vadinamas planariuoju, jei
egzistuoja jam izomorfiskas ploksciasis grafas. Tai reiskia, kad planaryjj grafa
galima pavaizduoti plokstumoje taip, kad briaunas vaizduojancios Zordano krei-
ves nesikirsty vidiniuose taskuose. Zinoma, gretimos briaunos bus vaizduojamos
kreivemis, turinciomis bendra galinj taska. Paprastajam jungiam ploksc¢iam gra-
fui G = (V,FE) su |V| = n, |E| = m ir veidy (valstybiy) skai¢iumi f galioja
Eulerio lygybé

n—m+ f=2.
Is cia isplaukia nelygybeé
(4.2) m < 3n — 6.
IS tiesy, jei f; — skaicius veidy, apriboty ¢« > 3 briauny, tai
f=f+fit-, 2m = 3fs +4fs+--- .

Vadinasi, 2m — 3f > 0. Istate $j ivertj i Eulerio lygybe, gauname (4.1).

Taigi, matome, jog vaizduodami didelius grafus plokstumoje, neiSvengsime
briauny susikirtimy. Aisku, galétume isvengti briaunos susikirtimo su savimi,
briauny su bendra virsune susikirtimo, dviejy briauny susikirtimo dukart ir dau-
giau karty. Kalbédami apie briauny susikirtimus ¢ia isvardinty atvejy neturé-
sime omenyje. Koks yra minimalus briauny susikirtimy skaic¢ius paprastajam
grafui? Pazymékime ji c¢r(G). Grafo jdéti i plokStuma su tokiu susikirtimy
skai¢iumi vadinkime minimalivoju.

1 teorema. Teisingas jvertis is apacios

cr(G) > m — 3n+ 6.

Irodymas.Tarkime, kad grafa G jdéjome i plokstuma ir gavome cr(G) briauny
susikirtimy. Susiskirtimo taskus prijunge prie virsuniy aibés, o jais apribotas
briauny dalis — prie briauny, gauname nauja grafa, kuris bus plokscias. Naujojo
grafo eilé lygi n’ = n+cr(G), briauny skaicius — m’ = m+ 2cr(G), nes kiekviena
naujoji virsuné yra ketvirto laipsnio. Pagal (4.1) gauname

m+ 2cr(G) < 3(n+ cr(G)) — 6.
Is cia isplaukia teoremos tvirtinimas. o

Pastebékite, kad cr(Kg) = 3. Jei m priklauso nuo n tiesiskai, tai 3 teoremos
rezultatas yra gana tikslus. Bendru atveju jis grubokas. 1973 metais P. Erdos ir
R.K. Guy iskele hipoteze, kad cr(G) > cm?/n?; ¢ia ¢ > 0. Ja 1982 metais jrodeé
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visas burys matematiky. Mes pateiksime tikimybinj kiek tikslesnio rezultato
irodyma.
2 teorema. Jei paprastajam n eilés ir m didumo grafui m > 4n, tai

Irodymas.Nagrinékime minimaly grafo G jdéjimg j plokstumag. Tarkime, kad
jame virsuneés atsiranda nepriklausomai su vienodomis tikimybémis 0 < p < 1.
Gauname atsitiktinj grafa G,. Jo eilé n,, didumas m,, ir maziausias susikirtimy
skaiCius cr(G,,) yra priklausomi atsitiktiniai dydziai. Taciau 1 teoremos teiginys
jam galioja. Dél, gal but, sumazéjusio briauny skaic¢iaus ne visi grafe G buve
susikirtimai isliko jdedant GG, j plokstuma su maziausiu briauny susikirtimy skai-
¢iumi. Tas er(G)p) yra ne didesnis, kaip a.d. X, - skai¢ius susikirtimy buvusiose
grafo G vietose. Pakeite cr(G,) dydziu X, 1 teoremos nelygybe iSsaugome, t.y.,

Xp—my,+3n, >6>0.
I ¢ia iSplaukia sarysis vidurkiams
(4.3) EX, — Em, + 3En, > 0.
Suskaiciuojame juos
En, = pn, Em, = mp?, EX, = pler(G).

Sunkiau pastebima paskutiné lygybé argumentuojama tuo, kad naujajame grafe
susikirtimas atsiranda senojo vietoje, jei pasirodo visos keturios briauny galinés
virsunés. Dabar jstate i (4.3), gauname

per(G) — p*m + 3pn > 0.

Vadinasi,
m—3pn  m  3n
Parinke p = 4n/m, i$ ¢ia gauname reikiama jvertj. o

Sugalvokite dar grazesnj jrodyma!

4.4. Dominuojantis virsuniy aibés poaibis. Virsuniy aibés poaibis D yra
dominuojantysis, jeigu bet kokia virsuné v € V \ D turi bent viena gretima
virsune aibéje D. (Zargone - yra matoma i$ aibés D).

Problema - rasti minimalios galios dominuojancias aibes.

1 teorema. Tequl G yra n-os eilés grafas, §(G) =6 > 1. [rodyti, kad jis turi
dominuojancig virsuniy aitbe D, kurios galia
1+ 1In(1+9)

Dl <n.
[Pl <n 1+0



17

Irodymas. Kiekviena v € V imkime nepriklausomai atsitiktinai su tikimybe
0 < p < 1. Gavome atsitiktine aibe X C V. Aisku, kad E(|X|) = np.

Aibés X papildinyje V' \ X yra aibé Y = Yx visy ,nedominuojamy" i§ X
virsuniy, t.y. y € Y, bet y neturi gretimy virsuniy aibéje X. Tegul v € V' bet
kokia, skaic¢iuojame tikimybe

PlveY)= P({v ir jos gretomosios nepriklauso X}) < (1=p)°th

Aibés galia gali buti uzrasyta indikatoriy suma, todél vidurkio tiesiskumu galima
naudotis:
E(|X| +[Y]) <np+n(1—p)*.

Aibé U = XUY yra dominuojanti. IS nelygybés vidurkiui isplaukia, kad egzis-
tuoja bent viena aibiy realizacija - dominuojanti aibé, kurios galia yra nedidesné
negu Sis jvertis.

Kitas jrodymo etapas - optimizuoti p parinkima. IS nelygybeés

l—p<e™®
isplaukia
U| < np + ne”1+0P,
Desinéje puseéje esanti p funkcija jgyja minimuma, kai
~_ In(0+1)
S+l
Taip pasirinke p, baigiame jrodyma.

5. POROMIS NESIKERTANCIU POAIBIU SEIMOS

Dabar isnagrinékime sunkesnj teiginj, taip pat jrodoma tikimybiniu metodu.
Tarkime, kad X yra n aibé, t. y. |X| = n > 1. Ji turi i$ viso 2" poaibiy.
Jie sudaro visy poaibiy aibe, kurj mes zymésime P(X). Dél kalbinio sklandumo
vietoje "poaibiy aibé" sakysime "poaibiy Seima', nors zodis "Seima" galéty leisti
jos elementy pasikartojimus. Dabar visais atvejais poaibiai bus skirtingi.
Nagrinésime n aibés X = {1,2,...,n} skirtingy poaibiy Seimas
A={A,As,..., A} CP(X),

kurios poromis nesikerta ir vertinsime m.

Iveskime

d(A) = |{{A A} + A Aj € A A0 A; =0}

1 teorema. Tegul poaibiy Seimos A galia
m — 9(1/2+é)n

su0<d0<1/2. Tada
d(A) < m>/2,



18

Irodymas. Tarkime priesingai, kad
(5.1) d(A) > m?> /2,
ir atsitiktinai rinkime aibes F;, 1 <i <, i A su grazinimu, t.y. su vienodomis
tikimybémis
Taigi F; yra atsitiktinés, gal but pasikartojancios, o ¢t yra pakankamai didelis.
Tikslas: jrodyti, kad su teigiama tikimybe
|U|:=|FyU---UF|>n/2,
bet U nesikerta su daugiau nei 2"/? skirtingy poaibiy i§ X.
Betgi to ir gana: visi Sie poaibiai yra i$ aibés X \ U, kurios galia | X \U| < n/2
ir todeél turi ne daugiau kaip 2"/2 poaibiy. Priestara jrodo teorema!
Trumpumo délei nagrinésime tik lyginius n; tegul S C X ir |S| = n/2. Skai-
¢iuojame
P(lUl<n/2)< Y P(RCSii=12..1).
SCX
|S|=n/2
Pastebime, kad dél bet kokios F':= F; grubiai vertindami, gauname

P(FcS):ZP(FcS|F:A)P(F:A)§2"/2-1-i.

ACS m
Vadinasi, i$ teoremos salygos iSplaukia, kad
(5.2) P(lU] <n/2) <2 (gn/22—(1/2+5)n>t _ on(1-5t)
Taigi,

P(lU] > n/2) >0,
jei toliau rinkdami ¢ uztikrinsime, kad 6t > 1.
Apibrézkime

v(B):=[{Ac A: BnA} =10

Tada ,
3" v(B) = 2d(A) > 2m* /2,

BeA
Tegul a. dydis Y yra lygus skaic¢iui A poaibiy, kurie nesikerta su visais atsitik-
tiniais Fj, 1 <1¢ < t. Tada jis yra indikatoriy suma:

Y=> 1{BNF;=0,1<j<t}
BeA

Tikslas bus pasiektas, jei jsitikinsime, kad

P(JUl>n/2,Y > 2"?) = P(Y > 2"?) - P(|U| < n/2, Y > 2"/?)
(5.3) > P(Y >2'%) = P(|U] <n/2) > 0.
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Tegul F := F} ir B € A, randame tikimybe

P(BNF=0)=Y P(BNF=0|F=A)P(F = A)
AcA

1 1
=—Y P(BNF=0F=A)=—v(B),
2 P |[F=4)=—v(B)

nes salyginés tikimybeés yra 0 arba 1. Be to, 1-y yra v(B). Dabar galime rasti

EY =3 P(BNFj=0,1<j<t)=> (”(B)>t.

BeA BeA ~
Bet i Kosi nelygybés isplaukia

(2d(A)" = ( > V(A)>t <m0 v(A),

AcA AcA
todél pagal musy prielaida

EY > m!t. <2d(A)>t > om!10°/2,
= - >

Pagal apibrézima Y < m, todél galime pasinaudoti nelygybe
1 m EY
P 2a)z— [ yaRe(y) = = - =
m Ja m m

YY)
1=t6°/2  Gauname

P(Y > m17t62/2) > m7t62/2.

Vadinasi, ¢ > 1/0 parinkimas turi uztikrinti salyga

kaia=m

2
ml—t(S /2 > 271/2’

nes tada
P(Y > 2n/2) > P(Y > ml—t(52/2) > m—t52/2
ir dél (7.2) bei (5.3) - salyga
m7t62/2 > gn(1-6t).

Tokj t galime rasti, kai patenkintas teoremos sarysis su m ir 6. Panaudoje ji,
matome, kad turi buti patenkinta tokia nelygybiy sistema:

1 162 1

“f<z“9@‘2>>2’
1 162

(Las)(-D)oron

14+1/6 <t=[1+1/6] <2+1/5

ir tikrinkime dvi pastargsias nelygybes.

Imkime ,lubas"
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Panaudoje t < 2+ 1/4, be vargo jsitikiname pirmosios teisingumu:

1 1 ) 1 1 1 2 1
S —(=+6)=(2+=) ) ==+ —(=+ > .
“= 2 5<1 (2 5)2(2 5)) 2 5<1 <2 5) ) 2

Panasiai,
to(1- g<;+5>) > 3+ 1)(1- <;+(5>)
1

)
1+5<1 5 ( +5>>_1+4

Is cia isplaukia ir antroji nelygybe.
Teorema jrodyta.

N S

N | —

Panagrinékime poaibiy pory Seimas
F={(A,B): Ai,B;C X,1<i<h},
renkamas i$ aibés X. Cia A; # A;, B; # By, jei i # j. Galime tiesiog imti

X = th(AiuBi).

i=1
Seima F vadinsime (k, () sistema, k,l € N, jeigu
|A;| = K, |B;| =1, A;NB; =0, A;nB; #0;
Giaijirl<i,j<h
Kokios galios gali buti Sios Seimos?
2 teorema. Jei F = {(Ai,Bi)}, 1 <i<h, yra (k1) sistema, tai

k+1
h < .

Irodymas. Tegul |F| =n > k + . Panaudokime atsitiktinius keitinius o € S,,
ir gaukime atsitiktinius X keélinius X,. Kokia tikimybé, kad visi A; elementai
tokiame kélinyje eis pries visus aibés B; elementus? Pazymékime tokj jvykj
X;. Simbolikai X; = {a < b}. Sis jvykis nepriklauso nuo X elementy, ne is
A; U B;, issidéstymy. Todél jo tikimybé bus tokia pati, kaip ir nesant Siems
elementams. Tada aisku, kad a € A; gali issidéstyti visais jmanomais budais
pirmose k pozicijy, o b € B; - likusiose [ pozicijy. Taigi, palankiy varianty yra
Kl o kéliniy yra (k +1)!. leskoma tikimybe lygi

P(X;) = <k ;“ l) N

Kai ¢ # j, taip pat turime X; N X; = (). Jei bent vienam o, visi a € A; eis
pries visus b € By, t.y. a < b, ir visi o’ € A, eis pries visus V/ € Bj, t.y., ' <V,
o paskutinis i§ @ < @/, ¢ia o’ - paskutinis 1§ A;, tai A; N B; = (). Tai priestarauja
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teoremos salygai A; N B; # (. Tas pats ir esant paskutiniyjy elementy sarysiui
a < a.
Vadinasi,
h h -1
k+1
i=1 i=1
[ssprende nelygybe, gauname h jvertj.
Teorema jrodyta.

6. POROMIS SUSIKERTANCIU POAIBIU SEIMOS

Nagrinékime jos poaibiy seimas A = {A;,..., A,,} C P(X) su savybe
Jas vadinsime poromis susikertanciy poaibiy seimomis.

1 teorema. Jei A — n aibés susikertanciy poaibiy Seima, tai

|A] < 2n L,

Be to, egzistuoja tokia A, kad |A| = 271

Jrodymas. Turime 2"~1 skirtingy nesutvarkytyjy poaibiy pory (A4, X \ A4), kai
A perbéga visus poaibius i8 P(X). Bet kokioje Seimoje A = {A;,..., A, } iS
bet kurios Sios poros gali buti ne daugiau kaip vienas poaibis. Kitaip sakant,
atitiktis
jei A; = A arba A; = X \ A, apibrézia A injektyvy atvaizdj su reikSmémis Siy
pory aibéje. Tad, m < 271

Visi poaibiai, turintys 1, sudaro aibés {1, ..., n} susikertanciy poaibiy Seima.
Juy yra 271 o

Uzduotis. Raskite A, sudarytos is visy n aibés poaibiy, turinciy daugiau nei
n/2 elementy, galig. Ir pastebékite, kad tokia A sudaro besikertanciy poaibiy,
seima.

Kaip jvertinama susikertanciy poaibiy Seimos galia, kai jvedami papildomi
apribojimai poaibiams? Imkime tik £ poaibius su k& < n/2.

2 teorema (P. Erdds, Ch. Ko, R. Rado, 1938) Jein > 2k, tai didZiausia
sustkertanciy n aibés k poaibiy seima turi ne daugiau kaip

n—1
k—1
Irodymas. Pasinaudokime netikétu jvaizdziu. Imkime aibés X = {1,...,n}

skai¢iy ciklinj kelinj (t.y. sutapatiname kélinius pavidalo (1234) = (2341) =
(3412) = (4123)), pazymeékime ji 7 ir juo sunumeruokime vienetinio apskritimo

nariy.
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vienodo ilgio 27 /n lankelius, apeidami juos pagal laikrodzio rodykle. Pastebe-
kime, kad poromis susikertanciy lanky, sudaryty is £ iS eilés einanciy lankeliy,
seima {Ly, ..., L;} negali turéti daugiau negu k lankuy, t.y. [ < k.

I$ viso turime (n — 1)! cikliniy kéliniy 7 ir galimybiy sunumeruoti apskritimo
lankus. Tegu A = {A;,... A;}. Fiksavus poaibio A € A elementy numeracija, ji
galima vaizduoti £ is eilés einanciy lankeliy lanku L, kazkokioje lankeliy numera-
cijoje, gautoje ciklinio kélinio 7 pagalba. Tg zZymékime A — L,. Panagrinékime
pory aibe

S={(A,1): Ac A, 7 —cikl. keit., A — L,}

ir skaic¢iuokime dukart. IS vienos puseés,

1S|=> > 1{A— L} <> k=k(n—1).

T AcA T

Antra vertus,

1S]=> > 1{A— L.} = > Kl(n—k)! = |Alk!(n — k).
AcA T AcA
Cia, skai¢iuodami vidine sumg pastebéjome, kad aibés A elementus galime per-
numeruoti k! karty. Vadinasi, jos vaizdavimas lanku tiek karty pasikartojo kitose
lanky numeracijose naudojant kitus 7. Dar daugiau keélinio skaiciai, nepatenkan-
tys i A, gali buti kei¢iami (n — k)! karty ir visi pakeistieji kéliniai duos Sios aibés
vaizda. Vadinasi, yra k!(n — k)! cikliniy 7, uztikrinanciy sarysj A — L.
Sulygine abi |S| israiskas, gauname

k(n—-1)!  (n—1
Al = El(n—k)! (k:—l)

Teorema jrodyta. o

Teorema 1 teigia, kad susikertanciy poaibiy Seimos galia bent du kartus ma-
zesné uz visy poaibiy aibés galia. Joje buvo naudojamas sarysis € A. Panag-
rinékime teiginj, iSreiskiama operacija A \ {z}.

3 teorema (J.A. Bondy, 1972). Tegu A = {A;,..., A,} —n aibés poaibiy
seima, tai egzistuoja x € X toks, kad poaibiai A; \ {x}, 1 <i <mn, yra skirtingi.
Egzistuoja (n + 1)-o0 poaibio Seima, neturinti tokios savybés.

[rodymas. Pastebékime, kad teoremoje leidziamas ir vienas tuscéiasis poaibis
tarp A;, suprantant 0\ {z} = 0.

Panaudokime poaibiy simetrinj skirtumg A. Pagal apibrézimag

AAB = (A\B)U(B\A) A BePX)

Tarkime, kad dél A negalioja teoremos teiginys.
Bet kokiam D C X galime apibrézti nebutinai skirtingy poaibiy rinkinj

Ap={A,ND: A e A,
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Jei x € AJAAy, pvz., x € A; (tada x € Ay), o D = {z}, tai |Ap| > 2, nes turi
tusciaji poaibj ir {}. Vadinasi, poaibiy seima
D:={DcC X: |Ap| > |D|+1}

yra netuscia ir joje egzistuoja maksimalios galios poaibis D. Kokia jo galia?
Kadangi |Ap| < |A| = n, tai |[D| <n — 1. Lygybé |D| = n — 1 reikstuy, jog Ap
sudaro skirtingos aibés, o D = X \ {d} su kazkokiu d € X. Kadangi

AN (X \{d}) =A\{d}, 1<i<nm,
pagal musy padaryta prielaida tokie poaibiai negali buti skirtingi. Taigi,

(6.1) |ID| <n—2.
Panasiai pastebékime, kad
(6.2) |Ap| <n—1.

IS tiesy, jei

A;ND=A;\D, D=X\D,
bty skirtingos, tai ir A; \ {z} buty skirtingos kiekvienam z € D. Pagal (6.1)
ju yra bent 2. Tai priestarauty musy prielaidai dél A.

I$ (6.2) isplaukia, kad egzistuoja maksimalios galios D su savybe A; N D =
A; N D kazkokiem 1 < i < j < n. Jei x € A;AA;, tai @ ¢ D (Isitikinkite!).
Imkime E' = D U {z}. Pastebéje, jog A,NE # A;NE bei AANE # ANE
visoms poroms 1 < s < t < n, kurioms buvo A, N D # A, N D, turime

|Ag| > |Ap|+1>|D|+2=|E| + 1.
Tokiu budu, apibrézéme didesnios galios nei maksimali aibe i§ D. Priestara jrodo
pirma teoremos teiginj.
Antrajam tvirtinimui pagrjsti, pakanka imti Seima
0,{1},...,{n}.
Teorema jrodyta. o

Antras 3 teoremos jrodymas remiasi grafy teorija. Tegu vél A neturi teoremoje
nurodytos savybeés. Paprastumo délei imkime X = {1,... ,n}. Taigi, kiekvienam
1 <@ < negzistuoja 1 < k(i) < I(i) < n susavybe Agu) # Aig), bet

Apiy \ i} = Ay \ {1}

ir todél
(6.3) ApiyAAye = {1}
Sudarykime multigrafg su virSuniy aibe V- = {1, ..., n} ir kiekvienam i i§veskime

briauna sujungdami k(i) su [(7). Multigrafo didumas irgi yra n. Isitikinkime,
kad jame néra ciklo, todél jis bus grafas.
Tegu jame yra ciklas, turintis briaunas

k(i))l(i1), k(io)l(ia), ..., k(is—1)j(is—1), k(is)l(is)
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su sutampanciomis virsunémis [(i;) = k(ij41), kai 1 < j < s—11r I(is) = k(iy).
Supaprastinkime Zymenis pakeisdami i, — r, Ay;) = A’ bei A;y = A}, ;. Dabar
pagal (6.3) turésime

ATAAL = {1}, ALAAL = {2}, ... ALAAL | = ALAA] = {s}.
Pasinaudokime gerai zinomu faktu, kad P(X) sudaro Abelio grupe simetrinio
skirtumo atzvilgiu. Joje neutralusis elementas yra ), o kiekvienai A € P(X)

simetriSkuoju (priesinguoju) elementu yra jis pats. Todél jterpdami tuscias aibes
ir pasinaudodami asociatyvumu, gauname

{5} = A4 = (HAL)AAA - A4, AL, ,A4)
= (1}AQRA -+ As = 1) = U}

Akivaizdi priestara jrodo, kad grafas yra beciklis, bet tada jo didumas néra
didesnis uz n — 1. Vadinasi, prielaida apie A buvo klaidinga. o

Panasiai galime nagrinéti atvejj, kai aibés kertasi tam tikru elementy skaiciu-
mi.

7. SKIRTINGI POAIBIU ATSTOVAI

Prisiminkime

Hall’o vedyby teorema. Visi m wvaikiny, pazistanciy po keletq merginy,
galés wvesti savo pazistamas tada ir tik tada, kada bet kuris k poaibis vaikiny,
1 <k <m, kartu paémus pazista ne maziau kaip k merginy.

Matematikai svarbi ir kita Hall’'o teoremos interpretacija. Tarkime A =

{Ay,..., A} - aibés X netuscéiy poaibiy Seima. Kada egzistuoja rinkinys (1, . .., Z,,)

tokiy skirtingy X elementy, kad x; € A;, 1 <7< m?

Tokj z-y poaibj is X vadinsime poaibiy A; skirtingy atstovy rinkiniu. Sutin-
kamas ir A transversalés terminas.

1 teorema. X aibés poaibiy seimos A = {Ay,..., A, } skirtingy atstovy
rinkinys egzistuoja tada ir tik tada, kada

U

icF

(7.1) > |F|

su kiekvienu poaibiu F C {1,...,m}.

1 Jrodymas. Sudarykime dvidalj grafa G(Vi,V,) su Vi = A, o Vo = X. Be
to, iSveskime briaunas A;x;, jei z; € A;. Ka reikSty visiSkasis suporavimas
siam dvidaliui grafui? Tai buty X poaibio, turin¢io m elementy bei sujungty
briaunomis su A, radimas. Akivaizdu, kad toks poaibis ir buty A skirtingy
atstovy rinkinys. Vadinasi, 2 teorema yra 1 teoremos isvada. o
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R.Rado jrodymas. Irodysime tik pakankamuma. Idéja: jei (7.1) salyga yra
patenkinta su aibe A;, |A;| > 2, tai ji iSlieka patenkinta ir atémus is jos kokj nors
elementy. Sia savybe jrodysime véliau. Dabar i$ jos iSvedame teoremos teiginj.

Pasinaudoje minéta savybe keletg karty ir iSmete iS A; elementus, vietoje visy
aibiy A; galime gauti vieno elemento poaibius. Bet tada (7.1) salyga reiskia,
kad visi like A; elementai yra skirtingi X elementai. Todél jie sudaro ieskoma
skirtingy atstovy rinkinj. Tuo budu, teorema buty jrodyta.

Griztame prie minétos savybés. Tarkime, kad i = 1, |A1| > 2, z,y € A,
ir bet kurio i$ ju atémimas is A; pakeisty (7.1) salyga. Tai reiskia, jog turime
tokius du indeksy poaibius Fi, Fy C {2,...,m}, kad

(72) Pl=| U 40 (4 {x})\ < IR
i€
ir
(73) Ql=| U AU (A {y}>\ <|A|
i€Fy
Tada
PUQ= |J A UACX
i€ F1UFy
ir ji patenkina (7.1) salyga, tad
(7.4) |IPUQ| > |FL U Fy| + 1.
Be to,
(7.5) PNQI>| | A >I|FnNE,
i€ F1NFy

nes ir paskutiné sajunga tenkina (7.1) salyga. Dabar is (7.2), (7.3), (7.4) ir (7.5)
nesunkiai iSvedame priestara;:
By + [ = [P+ Q] = |[PUQ[+[PNQ)
> |FUF)| + 14+ |FiNF| =|F|+|F|+1.
1 teorema jrodyta. o
2 teorema. X = {1,...,b} aibés poaibiy seima A = {A;,..., Ay}, kuri
kokiam nors 1 < r <n tenkina sqlygas:
(1) |Aj] = r;
(i) kiekvienas x € X priklauso ne daugiau kaip r poaibiy is A.
Tada egzistuoja skirtingy atstovy rinkinys.

Irodymas. Tikriname Hall’o salyga ( refl). Dukart skaic¢iuokime poru (7, x)
suj € Fir x € A; skai¢iy. IS vienos pusés pagal (i) salyga

Yo o1=> > 1=r|F|

JEF,xEA; JEF x€A;
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IS kitos puses pagal (ii) salyga turime

>, 1= > > tlsv

jEF,J?EAj CEEU]'GFAJ' j,:I,‘EAj

U 4

JEF

Vadinasi, (1) galioja ir teiginys yra teisingas. o

Prisiminsime vieng viduramziy zaidima — lotyniskaji kvadrata, jo sudaryma.
Pagal apibrézima n eilés lotyniskuoju kvadratu vadinama skai¢iy 1,2, ...,n mat-
rica, kurios eilutése ir stulpeliuose yra skirtingi elementai. Ar su kiekvienu n
tokia matrica egzistuoja?

3 teorema. Tegun > 1 — naturalusis skaicius. Fgzistuoja n eilés lotyniskasis
kvadratas.

[rodymas. Irodysime net daugiau: kiekvieng staciakampe matrica, vadina-
ma lotyniskuoju staciakampiu, m x n, 1 < m < n, su skirtingais elementais
(is skaic¢iy 1, ..., n) eilutése ir stulpeliuose galime papildyti iki lotyniskojo stacia-
kampio su didesniu eiluciy skaic¢iumi. Kadangi bet kuris skaiciy 1, ..., n kélinys
sudaro vienos eilutes lotyniskaji staciakampj, kartodami papildymo procedura,
sudarytume lotyniskaji kvadrata.

Tarkime, turime m x n lotyniskaji sta¢iakampj, m < n. Kartu paémus, Siame
staciakampyje kiekvienas elementas pakartotas m karty, po vieng kiekvienoje
eilutéje. Pazymékime Ay, ..., A, skaiCiy, nepatekusiy j matricos stulpelius, ai-
bes. Pastebékime, kad |A;| = n —m, o kiekvienas skaicius i§ X = {1,...,n} jose
pasikartoja n — m karty. Pastarajj teiginj nesunku jzvelgti nagrinéjant matricos
stulpelius, papildytus aibémis A;. Taip susidaryty n kéliniy, kuriuose bet kuris
is skai¢iy, nevirsijanc¢iy n, pasikartoty n karty. Pradiniame lotyniskajame sta-
ciakampyje §is skaicius pakartotas m karty, todél visose aibése A; jis pasikartoja
n — m karty.

Vadinasi, yra patenkintos 2 teoremos salygos su r = n — m. Egzistuoja skir-
tingy atstovy rinkinys poaibiy Seimai A = { A, ..., A, }, kuris gali sudaryti nauja
lotyniskojo staciakampio eilute. Pakartoje tai keleta karty baigiame 2 teoremos
irodyma. o

Kai kada pasiseka isrinkti tik ¢ < m skirtingy atstovy rinkinj (daline transver-
sale). Jo egzistavimo salyga Siek tiek silpnesne.

4 teorema. Tequ A = {A;,..., A} — netusciy aibés X elementy poaibiy
seima. Skirtingl atstovy rinkinys is t elementy, priklausanciy kazZkurioms is A;
aibiy po vieng, egzistuoja tada ir tik tada, kai kiekvienam F C {1,...,m}

(76) |Ui6F Az Z |F|—|—t—m

Irodymas. Kai |F|+t—m <0, salyga triviali. Tegu t < m, imkime bet kokig
aibe D, |D| = m — t ir nesikertanc¢ia su X. Sudarykime aib6s X U D = X’
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poaibiy seima A" = {A; U D, ..., A,, U D}. Isitikinkime, jog A dalinis ¢ skirtingy
atstovy rinkinys egzistuoja tada ir tik tada, kada A’ turi skirtingy X’ atstovy
rinkinj.

IS tiesy, rade dalinj rinkinj xq, ..., z; galétume prirasyti visus D elementus ir
tuo budu gauti pilna A’ skirtingy X’ atstovy rinkinj, jau turintj m elementy.
Atvirksciai, turédami pastaraji rinkinj, ir iSmete iS jo visus D atstovus, kuriy
bus ne daugiau negu m — t, gautume bent ¢ skirtingy aibiy is A atstovy, t. y.,
daline transversale.

Lieka jsitikinti, kad (7.6) salyga yra ekvivalenti Hall’o teoremos salygai, pri-
taikytai Seimai A’. Tai iSplaukia i sarysio

|Ui€F (AiUD)‘ :‘UiepAi +m—t>|F|.

4 teorema jrodyta. o

Jei dvidaliame grafe G = G(V; U V,, E) egzistuoja bent ¢ briauny, jungianciy
skirtingas V; virsunes su skirtingomis V5 virsunémis, tai sakome, kad grafe yra
dalinis t < |Vi| suporavimas. Tegu, |Vi| = m bei kaip ir anks¢iau ®(z;) C Vo —
virsuniy, sujungty briaunomis su x;, aibe.

Isvada. Dvidaliame G(Vy UV, E) grafe yra dalinis t < |Vi| suporavimas tada
ir tik tada, kada

‘ Uier ®(x;)| > |F| +t —m, Fc{l,..,m}.

Uzduotis. Prie kokiy salygy egzistuoja dalinis skirtingt atstovy is A rinkinys,
isrinkty is Xg C X7?

7.1. Nuliy ir vienety matricos. Hall’o teoremos salygos tikrinimg palengvi-
na matricy, kuriy elementai yra tik nuliai arba vienetai, nagriné¢jimas. Tokios
matricos vadinamos (0,1) matricomis. Tarkime, kad A = {4, ..., A,,} — netus-
¢iy aibés X = {z1, ..., z,} elementy poaibiy Seima.

Matrica M = (my;), 1 <i<m, 1< j <mn,sum € {0,1} ir m;; = 1 tada
ir tik tada, kada z; € A; vadiname seimos A incidentumo matrica. Dvidaliame
G(WVi UV, E) grafe, Vi = {x1, ..k}, Vo = {y1, ..., yn}, imdami kaip ir anksciau
aibg V5 virSuniy, kurios buvo sujungtos su z; € Vi, gautume, jog m;; = 1 tada
ir tik tada, kai x;y; € E.

Matricos i$ 0 ir 1-u incidentumo rangu (tiesiog, rangu, nelygu matricos rangua!)
vadiname didziausig skai¢iy vienety, kurie yra skirtingose eilutése ir skirtinguose
stulpeliuose. Aisku, eiluciy ar stulpeliy keitimas vietomis neturés jtakos Sio rango
skaic¢iavimui.



28

1 teorema. Aibés X poaibiy Seima A = {Ai, ..., A} turi didziausig t skir-
tingy, atstovy rinking tada ir tik tada, kai jos incidentumo matricos rangas lygus
t. Irodymas isplaukia is apibrézimy. o

Kita teorema, skirta palengvinti (0,1) matricos incidentumo rangui skaiciuoti.

2 teorema (Konig, Egervary, 1931). (0,1) matricos incidentumo rangas
lygus maZiausiam bendram skaiciui eiluciy ir stulpeliy, kuriuose bendrai yra vist
matricos vienetiniai elementai.

[rodymas. Tarkime, kad visi vienetiniai elementai bendrai yra r eiluciy ir s
stulpeliy, o u = r + s yra minimalus. Aisku, jog incidentumo rangas nevirsija .
Galime tarti, jog matrica neturi nuliniy eiluciy ir stulpeliy.

Irodysime, kad matricoje yra p vienety, issidésciusiy skirtingose eilutése ir
skirtinguose stulpeliuose. Patogumo sumetimais, perstatykime eilutes ir stulpe-
lius taip, kad visi vienetai butt virsutinése r eiluciy ir paskutiniuose s stulpeliy.

Gauname tokia matrica:
P
M = @ :
0@

Cia kairiajame apatiniame kampe yra daliné nuliné matrica, kurios matmenys
yra (m —r) X (n — s). Atkreipkime démesj i dalines matricas P ir ). Nei
viena matricos P eiluté negali buti nuliné. Priesingu atveju visus M vienetus
butume sutalpine ] maziau negu r eiluciy ir s stulpeliy. Panasiai samprotaudami
gautume, kad () stulpeliai yra nenuliniai.

Tegu A;, 1 < r, — pirmyjy n — s stulpeliy indeksy j, kai m;; = 1, poaibis.
Siy poaibiy $eima A = {Aj, ..., A,} tenkina Hall'o teoremos salyga. I$ tiesuy,
jei koks nors k Siy poaibiy rinkinys turés maziau negu k elementy, tai vienetai,
esantys Siose eilutése tilps [ < k stulpeliy. Pradinéje matricoje M tas k eiluciy
pakeiskime [ stulpeliu, kuriuos prijunkime prie stulpelio (g) Bendras eiluciy ir
stulpeliy, talpinanciy visus vienetus buty

(r—k)+s+l=p—(k—1)<p.
Priestara jrodo, kad Hall’o salyga yra patenkinta.

Pagal Hall’o teorema galime isrinkti skirtingy atstovy rinkinj is » elementy.
Jis nurodys skirtingus indeksus stulpeliy, kuriuose yra M matricos r vienety,
kurie be to bus ir skirtingose eilutése. Panasiai pasielge su matrica (), gausime
dar s vienety skirtingose M eilutése ir stulpeliuose. Todél M incidentumo rangas
yra lygus r + s = pu.

2 teorema jrodyta. o
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8. POLITIKO TEOREMA

Kombinatorikos folkloru yra tapusi ,,Politiko” teorema.
Tarkime, kad Zmoniy bendruomené turi savybe: bet kokios jos mariy poros
abu asmenys pazista lygiai vieng kitq asmeng. Tada bendruomené turi vieng
Lpolitike”, t. y., nary, kury paZjsta visi.

Palygine su 7 skyrelio teorema matome, kad dabar vietoje sarysio ,.elementas
priklauso” formulavime naudojamas issireiSkimas ,abu poros asmenys pazjsta
kita”. Grafy teorijoje tai lengva isreiksti gretimumo sarysiu.

Teorema. Tarkime, kad grafe G = (V| E) kiekvienos virsuniy poros abu
elementai yra gretimi su viena ir tik viena virsune. Tada egzistuoja virsuné,
gretima su visomis kitomis grafo virsunéms.

Grafas, vadinamas ,véjo maltinu”: BREZINYS

iliustruoja tokia galimybe. Pasirodo, kad tai — vienintelis grafas, tenkinatis
teoremos salyga.

Irodymas. Pirmoje dalyje irodysime, kad G — grafas, tenkinantis teoremos
salyga, bet neturintis teoremoje nurodytos virsunés, kuri buty gretima su viso-
mis kitomis virsunémis, yra reguliarus. Pagal apibrézimg tokio grafo virsuniy
laipsniai d(u), u € V, yra vienodi. Aisku, kad G nebus nei pilnasis grafas K,
nei K3.

Pradzioje pastebékime, kad G neturi ilgio 4 ciklo Cy. IS tiesy, priesingu atveju
negretimy ciklo virsuniy pora turéty dvi bendras gretimas virsiines, o ne viena.
Taigi, G nebus pilnasis grafas K, s > 4. Vadinasi, egzistuoja negretimy virsuniy
porag u,v € V. Tegu §(u) = k > 1, o W := {wy,...,wi} — jos kaimyniniy
virsuniy aibé. Pastebékime, kad teoremos salyga tenkinama tik, kai k& > 2.

Poros {u, v} bendra gretimoji virsuné bus aibéje W. Tarkime, kad tai virsune
wy. Poros {u,ws} bendra gretimoji virsuné irgi bus aibéje W. Tegu tai yra
wy. Panasiai poru {wsy, v}, ..., {w, v} bendras gretimasias virsunes suzymékime
raidémis zo, ..., z; atitinkamai. Kadangi Cy € G, virsunés z; nepriklauso W, be
to z;, 2 <1 < k yra skirtingos. Vadinasi,

d(v) >k =6(u).
Miusy samprotavimuose galétume sukeisti v ir v vietomis. Todél
(8.1) d(u) =0(v) =k > 2.
Gautg situacija pavaizduokime grafu BREZINYS
Matome, kad atveju k = 2 turétume ,véjo malung”, tenkinantj teoremos isvada.
Taigi toliau nagrinésime atvejj, kai £ > 3. Visos nepaminétos virsunés, jei tokiy

yra, bus negretimos ir u, ir v, o virSunés w; ir z; — negretimos arba u, arba
v. Vadinasi, pagal (8.1) visy virSuniy laipsniai yra k. [rode G reguliaruma,
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pastebékime, kad k ir n = |V/| yra tarpusavyje susije dydziai. IS vienos pusés,

(8.2) Zj §(w;) = k*.

Is kitos pusés, jsitikinkime, kad suma kairioje puséje ,suskaiciuoja” visas grafo
virsunes, o u — net k karty. IS tiesy, jei kazkokia virsuné x nebuty gretima vienai
i w;, tal panagrinéje poros {z,u} bendra gretima gautime priestara. Vadinasi,
démuo §(w;) suskaiciuoja w; kaimynes, skirtingiems 7 Sios kaimyniy aibés kertasi
tik virsune u. IS (8.2) iSplaukia
(8.3) E—k+1=n.
Antra jrodymo dalis yra algebriné. Pagrindiné idéja — istirti grafo G' gretimumo
matricos tikrines reikSmes. Tegu A = (a;;) - tokia matrica. Ji yra simetrine,
kiekvienoje jos eilutéje yra k& > 3 vienety, o kiti elementai yra nuliniai. Pag-
rindiné jstrizainé taip pat sudaryta is nuliy. Teoremos salyga reikalauja, kad
bet kokioje poroje eiluciy buty lygiai viena vieta, kai vienetas yra virs vieneto.
Todél galime nesunkiai rasti

A% == (k- 1)1+ J.

Cia I — n eilés vienetine, o J — matrica, sudaryta tik i§ vienety. Kadangi
charakteristinis polinomas

det(J —tI) = (n —t)(—t)" 7,
tai matricos A2 tikrinés reiksmeés yra
(k—1)+n, (k—1)+n—1
kartotinumy 1 ir (n — 1)-as atitinkamai. Pritaike (8.3) lygybe i$ ¢ia gauname,
kad matricos A tikriné reiksmé k yra pirmojo kartotinumo, o reikSmés vk — 1 ir
—+vk — 1 turi kazkokius kartotinumus s ir r, s +r = n — 1. Prisimine dar vieng

tiesinés algebros fakta, kad matricos jstrizainés elementy suma lygi jos tikriniy
reiksmiy sumai, matome, jog

k+svk—1—-rvk—-1=0.

Vadinasi, s # r bei
k

Vk—-1= )
S—r
Desinéje puséje turime racionalyji skaiciy, o kairioji yra kvadratine saknis is
naturaliojo skaiciaus. IS cia iSplaukia, kad Si saknis irgi yra naturalusis skaicius
(Isirodykite!). Paymeékime ji h. Gauname sarysj
h(s—71)=k=h>+1,
parodantj, kad h dalija h? + 1. Todél h = 1, o k = 2. Bet § atveji mes

buvome iSmete iS nagrinéjimo. Gautoji priestara parodo, kad grafo G, neturincio
teoremoje nurodytos savybés néra.
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Teorema jrodyta. o

Performuluodami teorema, matome, kad grafas, kuriame tarp bet kokiy dviejy
virsuniy yra tik vienintelis ilgio 2 kelias, yra ,véjo malunas” Paskutiniame
desimtmetyje didelio démesio buvo susilaukusi A. Kotzigo hipotezeé.

Kotzigo hipotezé. Tegu l > 2. Néra grafy su savybe, kad bet kokig virsuniy
porg jungia vienintelis ilgo | kelias.

Pats autorius patvirtino ja, kai [ < 8. Tik 2000 metais Y. Yang, J. Lin,
C. Wang ir V. Li jrodé hipoteze.

9. GRAFU SPEKTRINE ANALIZE

Tegul G = (V, E), V = {1,2,...,n}, yra (paprastasis) grafas, o A = ((a;;)),
a;; = 1{ij € E} - jo gretimumo matrica. Briaunas sunumerave, galime apibrézti
grafo incidentumo matrica

B=((bi)), 1<i<n, 1<k<m=]|E|

¢ia by, = 1{iinc. e}, 0 ex yra k-oji briauna.

1 teorema. Teisingas sarySis BB* = D + A, ¢ia D - diagonali matrica, kurios
istrizainéje iS eilés isdéstyti virSuniy laipsniai.

Irodymas. Pritaikyti apibrézimus. o

Pastaba. Ne bet kokia 0-1 matrica yra gretimumo matrica.

Ka slepia matrica A* = ((a,(f))), k € N? Atsakymas:

2 teorema. Elementas al(f) lygus k ilgio (i — 7) keliy skaiciui.

Irodymas. Pasinaudokime indukcija pagal k. Jei k& = 1, akivaidu. Jei jau

Zinome, kad al(-ffl) lygus k — 1 ilgio (i — j) keliy skaiciui, tai sudaugine matricas,
gauname
az(f) = Z agf_l)a%).
r=1
Tai jau k ilgio (i — j) keliy skaicius. o
Toliau visada I, - vienetiné matrica, o J, = ((1)) ir m X m matmeny, o

IL,=1Tir J,=:J.

3 teorema. Grafas G yra jungus tada ir tik tada, jei matrica (A+ I)"~! neturi
nuliniy elementy.
Irodymas. Pritaike Niutono binomo formule, turime

ORIV RIS o G FUEES ol i K

k=0 k=0
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Todel )
= n—1 (k)
qij:z< k >aij'
k=0
Suma skai¢iuoja visy ilgiuy (i — j) kelius, net su svoriu. Suma teigiama, jei bent
vienas iS démeny yra teigiamas. o

4 teorema. Jei grafai G ir G’ yra izomorfiniai, tai jy gretimumo matricas A ir

A’ sieja lygybe
A=PAP!,

¢ia P - keitinio matrica.

[rodymas. Pritaikyti apibrézimus. o

Isvada. Izomorfiniai grafai turi tg patj gretimo matricy charakteristinj poli-
nomas, t.y.,

pa(\) = det( A — A) = per(\) = det(AT — A").

5 teorema. Pilnojo dvidalio grafo K, ; = G charakteristinis polinomas lygus
pa(N) = X2 (N2 —rs),

élan=r-+s.

Irodymas. Atitinkamai sunumerave virsunes, matome, kad gretimumu matrica

yra blokine
0J
A= " .
()

Cia 0 atitinkami nuliy blokai. Matricos A rangas yra 2, tai kartu yra ir nenuliniy
tikriniy reiksmiy skaicius. Vadinasi, charakteristinio polinomo pavidalas

pa(A) = X2 (A = bi)(A = by),

Simetrinés matricos tikrinés reikSmeés yra realios, ir jy suma yra matricos A
pédsakas tr(A) =0 = by + bs.

pa(\) = \"2(\2 —ad?), a:=b.

Lieka rasti a.

Prisimename A? elementy prasme. Istrizainéje - ilgio 2 uzdary keliy (i — j — i)
ir (j —i— 7) skaiciai. Pilname dvidaliame grafe juos galime suskaiciuoti. I viso
ju yra 2rs. Bet tr(A?) = 2a*. Vadinasi,

2a? = 2rs
Is cia isplaukia teoremos teiginys. o

Pastaba. Ar charakteristinis polinomas apibreézia grafa izomorfizmo tikslu-
mu? NE!

Pavyzdys. Jei G =CyUx, x ¢V, tai
pa(A) = Ape,(N) = NN —4).



33

Imkime K; 4 = G’ # G. Pagal 5 teorema, jam irgi
par(N) = N3 (A2 —4).

Koks dvidalio, nebutinai pilnojo, grafo spektras - tikriniy matricos A reiksmiy
rinkinys?

6 teorema. Jei G yra dvidalis grafas, o A € R jo charakteristinio polinomo
k-ojo kartotinumo saknis, tai —\ irgi.

Irodymas. Atitinkamai sunumerave virsunes, matome, kad gretimumo matrica

yra blokine
0B
A= :
(270

Cia 0 Zymi atitinkamus nuliy blokus, B yra (0-1) matrica ir B* - transponuotoji
matrica. Tikrinis reikSmés A nenulinis vektorius X # 0 irgi turi pavidalg

()

¢ia x,y atitinkamy dimensijy vektoriai, nes

By x
<Btw> (1/)

By = A\x, Bz = \y.

Jei vektorius y nenulinis, imkime vektoriy

X (j“y),
= (1) (35) () -

Matome, kad X’ yra tikrinés reikSmés —\ tikrinis vektorius.

Kai tikrinés reikSmeés A kartotinumas yra k, tai jai atitinka k tiesiskai nepri-
klausomy tikriniy vektoriy. Pakartoje argumentus, kiekvienam is jy rastume
reikSmeés —A\ tikrinius vektorius ir jie buty nepriklausomi. Vadinasi, ir pastaro-
sios tikrinés reikSmeés kartotinumas yra k.

[rodyta. o

Taigi

tada

7 teorema. Sie teiginiai yra ekvivalentiis:
(1) G yra dvidalis grafas;
(2)  bet kokiam k € N tikriniy reiksmiy laipsniy suma

St =o.

=1
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Jrodymas. UzraSytoji suma - matricos A%*~! pédsakas. Taigi, nelyginio ilgio
uzdary keliy grafe G néra. Jame néra ir nelyginio ilgio ciklo. IS ¢ia iSplaukia,
kad G yra dvidalis.

IS tiesy, jei Gp C G yra bet kokia jungi komponenté ir u € V(Gy) = Vg, o

f(v) = min{(u — v) kelio ilgis}
Tada apibréze skaidinj Vy = Uy U Us dalis pagal f(v) lyginuma:

Uy ={v: f(v)yra nelyginis}
ir
Uy ={v: f(v)yra lyginis},
matytume, kad U; N Uy = (). Briauna tarp U; ir Uy sukurty lyginio ilgio cikl.
To buti negali.
Taip isskaide kiekviena komponente, gauname dvidalj grafa. Vadinasi, (2) =
(1).
Teiginys (1) = (2) isplaukia i$ pereitos teoremos, nes nenulinés tikrinés reiks-
mes jeina poromis. o

Jau 6 teoremos jrodyme, ieSkodami tikriniy reikSmiy, pradéjome nuo tikriniy
vektoriy, kuriy tiesiskai nepriklausomy turi buti lygiai n, nes matrica A yra
simetriné. Verta jsidéméti, kad tikrinis vektorius X = (xq,...,24,...,T,), ati-
tinkantis reikdme A, ,svorj" Az; iSskirsto i-os virsiinés kaimynéms. Sia savybe
galima pasinaudoti ieSkant jy. Surade n tiesiskai nepriklausomy vektoriy ir juy
atitinkanciy tikriniy reikSmiy, jskaitant kartotinumus, turime visa informacija.

Pavyzdys. Pilnajame grafe priskyre virsunéms po 1-etg galime imti A =n — 1.

Vadinasi, vektorius X; = (1,...,1) yra tikrinis ir atitinka reikSme A = n — 1.
TiesiSkai nepriklausomi vektoriai X; = (1,...,0,—1,0,...,0) su (—1) irgi turi
wskirstytojo savybe" savybe, jei paimtume A = —1. IS viso turime n t.n. vektoriy,

atitinkanciy reikSmes n — 1 ir —1 su kartotinumu (n — 1)-as.
UzZduotis. Ka tik aptartu budu raskite zvaigzdinio grafo spektra.
Namy darbas. Raskite ciklinio grafo C,, spektra.

8 teorema. Jei G = (V,E) yra d reguliarus grafas ir poromis ortogonalus
vektoriai

X;=01,...,1), Xo ... X,
yra jo tikriniy vektoriy, atitinkanciy reikSmes A; = d, Ay, ..., A, Seima, tada
papildinio G tikriniai vektoriai yra tie patys, bet atitinka reikSmes
n—1—-d), —1—X ....,—1=2\,

[rodymas. Pasinaudosime lygybe

Ag=J—1— Ag.
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Vadinasi,
A X =JX —IX — AgX.
Jei X = X;, 2 <1 <n, yra tikrinis matricos A vektorius, tai
nes skaliariné sandauga < X, X; >= 0, todél JX; yra nulinis vektorius. Deél
X;=(1,...,1) lygybe
AéXl = (7’1, —1- d)Xl
yra akivaizdi, nes G yra (n — 1 — d) reguliarus.
Irodyta. o

Idomus spektro ir grafo skersmens sarysiai. Pagal apibrézima, jeigu d(u,v)
yra atstumas tarp virSuniy u ir v (minimalus briauny skaicius (v — v) take), tai
grafo skersmuo yra

diam(G) = max{d(u,v) : u,v € V}.
Jungiame grafe diam(G) < oo.

9 teorema. Jei G = (V, E) yra jungus grafas, o jo spektras turi k skirtingy
tikriniy reiksmiy, tai

diam(G) < k.

Jrodymas. Ziupsnis algebros fakty, pritaikyty gretimumo matricai A:

e (Keilio-Hamiltono t.) matrica A yra savo charakteristinio polinomo Saknis,
t.y., pa(A) = 0 - nuliné matrica.

o jei \; < Ay < --- < )\ yra visos skirtingos spektro reikSmés, tai matrica A

yra polinomo
k

g\ =TI =N)

j=1
saknis, t.y., g(A) = 0; be to, tai maziausio laipsnio polinomas, kurio Saknimi yra
A.

Polinomas ¢(\) vadinamas minimalivoju matricai A.

Grjztame prie grafo. Jei matricos
(9.1) I=A% A, A% ... A
tiesiskai priklausomos virs R, tai A yra r-ojo laipsnio polinomo Saknis ir atvirks-
c¢iai.

Vadinasi, kai r < k, iSvardinti matricos laipsniai (9.1) yra tiesiskai nepriklau-
somi. Teoremos teiginys iSplauks is fakto, kad su

r = diam(G)

sistema (9.1) yra tiesiskai nepriklausoma.

Sudarykime tiesine kombinacijg ir prilyginkime ja nulinei matricai
(9.2) A + At e, AT =0
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Isitikiname, kad
co=cL=--=¢=0.
Nenuline pagrindine jstrizaine turi tik I, todél ¢o = 0.
Tegul u = w;,u; € V, i # j, realizuojancios

d(u;, uj) = diam(G) =r.

Matricos A" elementas, esantis (i, j) pozicijoje, lygus keliy (u; —u;) skaiciui, todél
nelygus nuliui. Bet toje pacioje pozicijoje esantys matricy A%, A, A%, ... A™1
elementai lygtis nuliui, nes néra trumpesnio (u; — u;) kelio nei i§ r briauny.
Vadinasi, i$ (9.2) iSplaukia ¢, = 0. Toliau taikome matematine indukcija. Tegul
gavome, kad ¢, = ¢,_1 = -+ ¢4 = 0 ir (9.2) virto
aA+ - +gA =0.
Nagrinéjame sluoksnj
Vii={veV: duv) =1}

Jis netuscias, nes grafe buvo net r ilgio takai is u. Jei v = u; € V;, tai dabar mat-
ricos A' elementas pozicijoje (i,7) yra nenulinis, o Zemesnio laipsnio matricose
A" jis nulinis. Todél ir ¢; = 0. Pagal indukcijos principa, visi ¢; = 0.

Teorema jrodyta. o

Teorema bendru atveju nepagerinama: Pilnojo grafo diam(K,) = 1 ir jis turi
2 skirtingas tikrines reiksmes.

Dvidaliam grafui diam(K,s) = 2 ir jo spektras turi 3 skirtingas reiksmes:
0, £+/rs.

Raskite dar bent vieng klase grafy G, turinéiy 1 + diam(G) skirtingy tikriniy
reiksmiy.

Uzduotis. Tegul t3 yra trikampiy skaicius grafe G(V, E), |V| =n ir |E| = m.
[rodyti, kad

tr(A?) = 2m, tr(A*) = 6ts.

Atlikite savarankiskai.

10. NELYCYBES

Neneigiamy elementy simetrinés nenulinés matricos maksimali tikriné reikSmeé
yra teigiama, visos jos realios, tad galime isrikiuoti

AL > A= 2 A
Dar zinoma:
e )\, yra paprastoji tikriné reikSmé ir vienintelé turinti neneigiamy koordi-
naciy tikrinj vektoriy;
oo Jei
pi > g > > g, 1<k <on,
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yra pagrindinés dalinés matricos M, gautos i A parinkus {1 <i; < --- <1, <n
stulpelius ir eilutes, tai
(101) >\n—k+j < g < )‘j7 I1<y< k.

Jei k=n—1, tai
An <1 <ooeopie <A < g <AL

e e e Simetrinei neneigiamai matricai A turime

(10.2) minz a;; <\ < maxz ;-
i s i =
Be to,
XtAX
(10.3) A € S <

Nelygybes galima naudoti tik su vienetinio ilgio vektoriais X € R".

Isvada. Indukuotojo grafo G pografio H, kurio eilé yra k tikrinés reikSmes
; turi persipynimo savybe (10.1).

1 wZduotis. Trodyti, kad grafo maksimali tikriné reikSmeé \; > /A(G).

Sprendimas. Tegul u yra ta virsuné su 6(u) = A(G) = k. Imkime zvaigzde,
sudarytg is jos ir gretimyjy virsuniy v;, 1 <7 < k, bei briauny. Tai indukuotasis
pografis. Zvaigzdé yra pilnasis dvidalis grafas K i, todél jos spektras

V1-k,0,...,0,—Vk.
Vadinasi, v'1-k < Aj.

2 uzduotis. Irodyti, kad lygybé A\; = 0 yra teisinga tada ir tik tada, jei
G - Kl-

Irodymas. Netriviali tik viena dalis. Jei grafe G buty briauna, tai ji sudaryty
indukuotajj pografi K, kurio spektras {1,0}. Vadinasi, tokiu atveju A\; > 1.

3 uZduotis. Jrodyti nelygybes
(G) = m&né(u) <\ <A(G) = mgch(u).
Irodymas. Pritaikyti (10.2).

Kaip jau matéme, kairjji ivertj galima pakeisti {/A(G), bet ir patisklinti.
4 uZduotis. Irodyti nelygybe

1

n ueV

[rodymas. Pritaikyti (10.3) su X = (1,...,1).
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Pritaikykime tas zinias vertindami kitus grafo parammetrus. Primename, kad
grafo nepriklausomumo skai¢ius a(G) yra maksimalus negretimy virsuniy kiekis.
Tegul n+, n®, ir n~ yra teigiamy, nuliniy ir neigiamy tikriniy reiksmiy skaiéiai.

1 teorema. o(G) < min{n —n~",n —n*}.

Irodymas. Nepriklausomos virsunés sudaro indukuotaji tuséiaji pografi is k :=
a(G) virsuniy. Pastarojo matrica yra matmeny k X k nuliné matrica su nulinémis
tikrinémis reikSmeémis. Jos atskiria G tikrines reikSmes:

Aok Sy =0, 1<5<Ek.
Taigi
>\n§ SAn—k-l-l <0
ir 8iy reikSmiy yra n — (n — k + 1) = k. Vadinasi, n — n* > k. Panasiai,
A > 2N 20
ir Siy reikSmiy yra k. Vadinasi, n —n~ > k.

Irodyta. o

Teorema nepagerinama, nes dél K,, n~ =n—1, 0 a(K,) = 1.

Vertinant grafo chromatujj skai¢iy x(G), pasinaudosime

Lema. Jei

P := max {5(H) . H yra indukuotas pograﬁs},

tai
X(G) <1+p.

Irodymas. Lemos salyga leidzia sunumeruoti grafo virSunes taip, kad taikant
»godyji" algoritma, pakanka 1+ p spalvy. Algoritmas spalvina virsunes is eilés
pagal numeracijg, kai nebeturi galimybés panaudoti anksc¢iau naudoty spalva
ima naujg is spalvy saraso.

Imkime seka Hy, 1 < k < n, indukuotyjy pografiy pradédami nuo didziausiojo
H, = G. Egzistuoja virsuné z,,, kurios laipsnis d(x,) < p.

Apibrézkime H,,_; ir raskime z,_1 su §(z,_1) < p.

Tesdami pagal indukcija sudaréme seka

HnDHn_l IDRCR Dle{ﬂfl}.

Naudodami ,,godyji" algoritmg spalviname is eilés x1, zo, . .., z,. Visada kaimy-
niniy virsuniy bus ne daugiau kaip p, atsiras atlickama spalva ir jai taisyklingai
nuspalvinti.

Vadinasi, x(G) <1+ p.

[rodyta o

2 teorema. Teisinga nelygybeé
X(G) <1+ M.

Irodymas. Visy indukuotyjy pografiy H, minimy lemoje, maksimalios tikrinés
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reikSmeés A\ (H) < A\ = A\ (G). Teiginys iSplaukia is lemos. o

11. TIESINIS GRAFAS

Apibrézimas. Grafo G = (V| E) tiesiniu grafu vadinsime grafa L(G) =
(E,E), jei € = e;e; € E tada ir tik tada, kad briaunos e; ir e; yra neprilausomos
grafe G.

Pavyzdziai.: ... Grafy G ir L(G) spektrai susije.

Lema. Tegul P ir ) yra matricos matmeny n x m ir m X n atitinkamai ir
m > n, tai

det(zl, — PQ) = z" ™det(z1,, — QP).
Cia I,,, vienetiné m-os eilés matrica.
Be jrodymo.
Isvada. Jei {\1, ..., \,} yra matricos PQ) spektras, tai
{AM,. 3 A, 0,...,0}
yra QP spektras su m — n nuliy.

Teorema. Tegul G = (V, E) yra d reguliarus grafas, m > n ir G = L(G) jo

tiesinis grafas, tai pastarojo tikrinés reikSmeés yra —2 kartotinumo m — n ir
d—2+ )\
kiekvienai A i$ G spektro su tuo paciu kartotinumu.

Jrodymas. Zinoma, kad d reguliaraus grafo G gretimumo matrica A ir inci-
dentumo matrica B susijusios lygybe

A= BB'—dI,

Ar tiesinio grafo L(G) = G matrica A = ((d,;)) turi panaSia iSraiska? Pagal
apibrézimag a;; = 1, kai e; ir e; yra grafo G priklausomos briaunos, ir lygus
nuliui priesingu atveju. Skaic¢iuojame
Bt - B = ((Ckl))7 1 S k’,l S m.
Turime
i =Y bribn.
r=1
Jei k = [, matricos B k-ajame stulpelyje yra lygiai du 1-ai, pazymintys briaunos
er € E galus, todél ¢, = 2. Jei k # [, i$ visy sumos ¢, démény tik vienas yra
nenulinis, o pastarasis lygus 1-am. Tai nurodo situacija, kai e, ir ¢; turi bendra
gala - k-aja virsune.
Reziumuodami matome, kad

A= ((ay)) = B'B - 2I,,.
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Dabar skaic¢iuodami tikrines reikSmes, galime pritaikyti lema. Gauname
pi(A) = det(Al,, — A) = det(A,, — B'B +21,,)
= det((\ +2)I,, — B'B)
= (A+2)""det((\ +2)I, — BB')
= (A+2)" "det((A+2—d)I, — A)
=A+2)""pa(A+2—4d).
Is cia isplaukia teoremos teiginys. o
Nepamirskime, kad viena d reguliaraus grafo tikriné reikSme yra d, ji atitinka
vienetiniy koordinaciy vektoriy.
UzZduotis. Rasti Peterseno grafo spektra.
Sprendimas. Zinome grafo K spektra: {4, —1,—1,—1, —1}. Vadinasi, L(K5)
spektras yra
{4—2+4:6, 4-2-1=1,1,1,1, -2, -2, -2, —2, —2}.
Pateikta aritmetika nurodo atitinkamas tikriniy reiksSmiy skaic¢iavimo taisykles.
Didziausia reiksmeé 6 yra L(K5) reguliarumo eilé. Jo papildinio L(Kj) spektra
irgi jau mokame skaiciuoti. Gauname

{10-1-6=3 -1-1=-2, -2, -2, -2, —-1—(-2)=1,1,1, 1, 1}.

O dabar atradimas: L(K5) yra Peterseno grafas! [sitikinkite nubrézdami visus
¢ia nagrinétus grafus.
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