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Pratarmé

Sis konspektas néra pazodinis nurodyto knygos skyriaus vertimas. Pagrindinis da-
lykas, kuris yra pasisklolintas i§ Sios knygos — medziagos parinkimas, jos temu isdéstymo
eiliskumas. Sunku biuitu ¢ia rasti tobulesni ir originalesni buda. Mes stengémés ipirsti
savaji kelia i grafu teorijos algoritmu supratima bei ju analize. Studijuodamas kiekviena
tema, Skaitytojas turétu pasiruosti grafinius algoritmu veikimo eskizus, jei tokie bréziniai
neidéti. Grafu vizualizacijos medziaga bus paruosta artimiausioje ateityje.

1. Grafy reprezentacija

Grafa (multigrafa, digrafa, multidigrafa) zymésime G = (V, E), ¢ia V yra vir§uniu
aibé, o E — briaunu aibé (multigrafu atveju — multiaibé). Ju galios |V| = n ir |E| =m
vadinamos grafo eile ir jo didumu. Dazniausiai informacija apie grafus uzrasoma sudarant
gretimumo sarasus Adjlu]. Tai yra virsunés u € V gretimuju virsuniu sarasas (digrafu
atveju — virsuniu, i kurias veda lankai i$ u, sarasas). Informacija gali buti pateikiama ir
matriciniais budais.

Tuo tikslu reikia skaiciais {1,2,...,n} sunumeruoti grafo virsines. Pazymékime a;;
kieki briaunu, jungianc¢iu i-aja ir j-aja virSunes multigrafe G, kai i # j, ir a,;; - dviguba
kilpu, iSvestu i§ i-os virSunes, skai¢iu. Kvadratiné matrica A = ((a;5)), 1 < 4,5 <
n, vadiname multigrafo gretimumo matrica. Jei multigrafas neturi kilpu, tai matricos
pagrindinéje istrizainéje yra nuliai. Multigrafo gretimumo matrica yra simetrine.

Norédami uzfiksuoti, kurios briaunos jungia kurias virsunes, ivedame dar viena matri-
ca. Dabar skaiciais {1,2,...,m} sunumeruojame ir briaunas. Multigrafu atveju, zinoma,
numeruojamos visos briaunos bei kilpos.

Matrica B¢ = B = (b;;), 1 < i < n,1 < j < m, vadiname multigrafo incidentumo
matrica, jei

1, jei ¢ virSuné yra incidenti 7 briaunai, kuri néra kilpa,
bijj = ¢ 2, jeii virsune yra incidenti j briaunai, kuri yra kilpa,

0, jei ¢ virSuné néra incidenti j briaunai.

Apibréziant multidigrafo gretimumo bei incidentumo matricas, atsizvelgiama i bri-
aunos (lanko) krypti. Gretimumo matricos elementai a;; lygts skaiciui briaunu, i§vestu
is i-tos i j-a virsune. Kilpos atveju skaicius nebedvigubinamas. Digrafo gretimumo ma-
trica nebiitinai simetriné.

Bekilpiam multidigrafui incidentumo matricos elementai

1, jei ¢ yra pradiné j briaunos virsSune,
bij = ¢ —1, jeid yra galiné j briaunos virsune,
0, 1 virSuneé nera incidenti j briaunai.

Jei ¢ virStune yra incidenti kilpai, pazymeétai j numeriu, tai daznai vartojamas zZymuo

bij = —0.



Pateiksime viena ivestuju matricu sarysi, rodanti, kad ne visos matricos gali biiti
gretimumo ir incidentumo matricomis.

Teorema. Tarkime, G yra numeruotas multidigrafas be kilpy, A ir B — jo gretimumo
ir incidentumo matricos atitinkamai. Tada

BB' =D — A.

Cia ' Zymi matricos transponavima, o D — diagonali matrica, kurios jstriZainéje yra is
eilés surasyti virsuniy laipsniai.

Irodymas. Jei ¢;; — matricos BB’ bendrasis narys, tai

(1) Cij = Z birbji.
=1

Todél, kai @ # j, sandauga b;b;; lygi O arba -1. Pastaroji lygybé yra teisinga tik tuo
atveju, kai x;x; = ¢;. Sudedant pagal [, -1 dauginsis i tokio skaiciaus, kiek yra briaunu,
jungianciu x; ir ;.

Kai i = j, ¢;; yra matricos istrizainés narys. Matrica A turi nuline istrizaine. Dabar
(1) suma lygi briaunu, isvestu i$ x; skaiciui.

Teorema irodyta. o

2. Paieska i ploti

UZduotis: Pradéjus fiksuota virsunés s reikia atrasti (pereiti) visas pasiekiamas grafo
(digrafo) virsunes keliaujant jo briaunomis (digrafe — jos kryptimi).

Tako u — v ilgiu vadinamas pereinamu briaunu grafe skaicius. Atstumu tarp u ir v
vadinamas minimalus tako ilgis. Zymésime 6(u,v). Susitariama, kad 6(u,v) = oo, jei
u nepasiekiama is v. Jei x,u,y — trys gretimos virsiines, esancios take, tai x vadinsime
virstinés u tévu, o y — jos vaiku.

Paieskos i ploti algoritmas atlieka nurodyta uzduoti. Ji realizuojant, informacija
pateikiama grafo gretimumo sarasu. Vykdant algoritma virsSunéms priskiriami skaiti-
nis d[u], spalvos c[u| bei tévystés mlu| atributai. Taip pat formuojama apdorojamu
vir§uniu eilé Q. Jos pirmaji elementa zymésim h[Q)] ir vadinsim galva. Naujos virsunés v
prirasymas Sios eilés gale bus operacija ENQUFEUE(Q,v), o galvos is$émimas i$ saraso —
operacija DEQUFEUE(Q). Kai atributas visunei nepriskiriamas ji prilyginsime NIL-ui.

Simboliniais kodais paieskos i ploti algoritma galima uzrasyti taip:
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P-Plot(G, s):

1 for each u € V — {s}
2 do clu] + balta

3 dlu] < oo

4 mlu] <~ NIL

5 c[s] < pilka

6 ds| <0

7 7ls] « NIL

8 Q + {s}

9 while Q # 0

10 do u< h(Q)

11 for each v € Adj[u]

12 do if c[v] = balta

13 then c[v] < pilka
14 dv] < dfu] + 1
15 m[v] <~ u

16 ENQUEUE(Q, )
17 DEQUEUE(Q)

18 clu] < juoda

END

Taigi, 1-4 eilutés inicializuoja atributus, ¢ pradedama 8 eilutéje, ji visada tesiama
pilkomis virstinémis. 9-18 eilutés — sudaro pagrindine algoritmo dali.

Ivertinkime proceduros P-Plot(G,s) vykdymo trukme. Vienos vir§unés jjungimas i
eile Q procedura ENQUEUE(Q, s) uztrunka O(1) laiko, tiek pat — DEQUEUE(Q). 1 eile
vir§tiné patenka po 11 zingsnio ir tik baltos virsunés. Tad, virStuné patenka ne daugiau
kaip viena karta. ISmetimas iS saraso, jei virsuné ten buvo, vykdomas tik karta. Vadinasi,
Sios proceduros trunka O(|V|) = O(n) laiko vienety.

Gretimumo sarasas skaitomas tik viena karta. Jo eiluc¢iy ilgiu suma lygi O(|E|) =
O(m). Taigi, algoritmo P-Plot(G, s) vykdymo laikas yra O(|V| + |E|) = O(n + m).



Isnagrinékime eskiza.

Ka randame jvykde algoritma? Vienos virsunés nudazytos juodai, kitos baltai, turime
atributu d[v] baigtines arba begalines reikSmes. Yra uzfiksuoti protéviai w[v]. Pasirodo,
kad to pakanka nurodyti viena i§ trumpiausiu s — v taku, kuri zymésime 7'(s, v), nurody-
dami jame esancias briaunas. Grieztai kalbant, realizavus algoritma mes randame dy-
dzius, nurodytus Sioje teoremoje.

1 teorema. JvykdZius algoritma, turime
1) kiekvienaiv € V

6(s,v) = d[vl;
2) atributas d[v] = oo, kuri turi baltosios virsunés, nurodo visas nepasiekiamas is s
virsunes;
3) kiekviena juoda virsuné v yra pasiekiama i§ s, be to, vienas i§ trumpiausiyjy taky

T(s,v) gali buti apibréztas rekurentiskai: T(s,s) = {0} ir T(s,v) = T(s,w[v]) + 7[v]v.

Keleta reikalingu pastebéjimu pateiksime lemomis.
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1 lema. Jei (u,v) € E, tai §(s,v) < 8(s,u) + 1. Cia taip pat laikoma, jog oo < oo + 1.

Irodymas. Akivaizdu. o

2 lema. J[vykdZius algoritma, 0(s,v) < d[v| kiekvienai v € V.

Irodymas. Jei v nepateko i eile @Q, ji islieka balta ir po inicializavimo é[v] = co. Tad
lemos tvirtinimas Siuo atveju trivialus.

Patekusias i sarasa () virStnes galime sunumeruoti pagal patekimo laika ir § numeri
galime laikyti indukcijos parametru. Pirmajai virSunei s turime d[s] = 0 ir §(s,s) = 0,
tad pirmasis indukcijos zingsnis atliktas.

Tegu lema jau irodéme deél ankstesniu virSuniu ir v yra sekanti miisu numeracijoje
virsuné. Ji pateko i eile, kai buvo nagrinéjamas, kazkokios jau pilkos virsuneés u = h(Q),
gretimumo sarasas. Todél v € Adj[u] ir pagal indukcijos prielaida gauname, kad d[u] >
d(s,u). Eilutéje 14 priskyrém d[v] = d[u] + 1. Vadinasi, d[v] > §(s,u) + 1. Pasinaudoje 1
lema, baigiame ir Sj indukcijos zingsni. o

3 lema. Kiekvienai eilei Q@ = {vi,...,v.}, éia v1 = h[Q] yra jos galva, atsiradusiai
vykdant algoritma, turime dfv;] < d[viy1], 1 <i <r—1, irdv,] < d[v] + 1.

Irodymas. Zodis ”kiekvienai” tiesiog ipareigoja taikyti indukcija sarasu Q atzvilgiu.
Tad, juos reikia kazkaip sustatyti i eile. Nauji sarasai atsiranda vykdant ENQUEUE(Q, s)
ir DEQUEUE(Q). Galime atskirai surikiuoti i eile sarasus ) vykdant 8ias proceduras.

Pirmuoju atveju, jei Q@ = {s}, tai d[s] = 0 ir tvirtinimas yra teisingas. Tegu jis
teisingas eilei Q = {v1,...,v,} ir jos gale irasom v,11. Pastebékime, kad v,11 € Adj[v1].
Tad, d[v,+1] = d[v1] + 1 ir pagal indukcine prielaida d[v,] < d[v1] + 1. I8 ¢ia matome, kad
d[v,;] < d[v,41]. Tvirtinimas Siai sarasu daliai irodytas.

Panasiai DEQUEUE(Q) metu eilé Q = {vy,...,v,} keiciasi i Q = {vs, ..., v, }. Mono-
toniskumas akivaizdziai iSlieka net ir tuscios eilés atveju. Be to, d[v,] < d[v1] +1 <
d[vg] + 1.

Lema irodyta. o

Griztame prie 1 teoremos irodymo. Jei v yra nepasiekiama i3 s, tai §(s,v) = oo. Tad,
pasinaudoje 2 lema, matome, kad §i virsuneé negaléjo patekti i eile ), vadinasi, jos spalva
yra balta, tévas neapibréztas, o atributas d[u] = oo po inicializacijos islieka nepakites.

Nagrinékime pasiekiamas virsunes. Joms d(s,v) < co. Suskirstykime jas i sluoksnius

Vi={veV:iswv) =k}, k=01,....

Reikia jrodyti, kad sluoksnio virsunéms d[v] = k, kad jos yra juodos ir kad egzistuoja
trumpiausias takas T'(s,v). Naudosimeés indukcija k atzvilgiu. Kai V) = {s}, visi tvir-
tinimai akivaizduis. Tegu jau juos irodém sluoksniui Vi_;. Tad, jei u € Vi_1, turime
dlu] = k—1, ji yra juoda ir T'(s,u) apibréztas teoremoje nurodyta rekurenciuoju sarysiu.

Kadangi pagal 3 lema priskiriami atributai d[u] sudaro nemazéjancia seka, virsuné v is
sluoksnio Vj, negali buiti atrasta anks¢iau negu buvo iSnagrinétos visos pries tai buvusiu
sluoksniu virstinés. IS tiesu, prieSingu atveju gavusi atributa d[v], nevirsijanti k — 1, pagal
2 lema turéty buti arc¢iau nuo s nei per k — 1.



Aisku, kad v € Vi, yra gretima kazkokiai virsunei u i8 V;_1, t.y. v € Adjlu|. Vadinasi,
ji bus aptikta ir 14 zingsnyje priskirta d[v] = djul+1 = k — 1+ 1 = k. Todél ir

dlu] = 0(s,u). Tuo metu u yra pilka ir yra eilés @) galva. Panasiai, 15-ame zingsnyje
rastas tévas w[v] = u. Todél takas T'(s,u)+ uv turés ilgi k. Kadangi ir atstumas iki s yra
k, §is takas ir yra vienas i$ trumpiausiuju taku. o

Pasiekiamos i§ s vir§unés yra vienoje nagrinéjamo grafo komponentéje. Digrafo atveju
nebuitinai stipriojoje komponentéje, kuri apibréziama, kaip pografis, kuriame i§ bet kokios
virstuneés einant briaunu kryptimis patenkama i bet kuria jo virSune. Realizave algoritma,
galime apibrézkime protéviy pografi G, = (Vy, Ey), imdami

Ve, ={ve Vi) # NIL} U {s}

E, = {(n[v],v) € B: v eV, — {s}}.

2 teorema. Protéviy pografis yra medis, kuriame kiekviena virsuné yra pasiekiama is s
vieninteliu trumpiausiuoju keliu.

Irodymas. Kaip pastebéjome irodydami 1 teorema, tévai yra priskiriami visoms pasieki-

amoms i§ s virsunéms, todél protéviy pografis yra jungus. Jo didumas |E;| = |V;| — 1,
todél jis yra medis. Medyje dvi virSunes jungia tik vienas takas. Lieka izvelgti, kad Sis
takas sutampa su 1 teoremoje nurodytu trumpiausiuoju taku. o

Sioje teoremoje apibréztas medis vadinamas paieskos i ploti medziu.

UZDUOTIS. Sudarykite programa, spausdinancia paieskos i ploti medi.

3. Paieska i gyli

Tikslas — atrasti visas grafo (digrafo) virSunes, vadovaujantis strategija: sekancia
vir§iine atrasti einant briauna, iSvesta i$ ka tik atrastos virsuneés. Jei tokiu briaunu néra,
grizti vienu zingsniu atgal ir vel vadovautis minéeta strategija. Jei jau grizome i pacia
pirma virstne, ir nebeturime neatrastu jai gretimu, tai perSokame i dar neatrasta grafo
virstine ir tesiame procesa. Taip yra suformuojmas jungiantysis grafo miskas. Paieskos i
ploti algoritme mes gavome tik jungiantiji vienos grafo komponentés med;.

Kaip ir paieskoje i ploti, algoritmo realizacijai reikalingas grafo gretimumo sarasSas.
Proceduroje virsunei u € V priskiriami skaitiniai laiko parametrai d[u] ir f[u], iSreis-
kiantys jos apdorojimo pradzios ir pabaigos laikus spalvos clu| (balta, pilka ir juoda)
bei tévystés m[u] atributai. Kai tévystés atributas virsunei nepriskiriamas ji prilyginsime
NIL-ui. Taip pat yra sekamas globalusis laikas, Zzymimas ”laikas”. Simboliniais kodais
paieskos i gyli algoritma galima uzraSyti taip:
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P-Gyl(G):

1 for each u eV

2 do c[u] < balta

3 mlu] <~ NIL

4 laikas < 0

5 for each u € V

6 do if clu|=balta

7 then VISIT(u)

Cia VISIT(u) zymi procediira:

VISIT (u):

1 clu] + pilka

2 du] < laikas < laikas+1

3 for each v € Adj[u] (eik briauna uv)
4 do if c[v]|=balta

5 then 7[v] < u

6 VISIT(v)

7 clu] < juoda

8 flu] < laikas < laikas+1

END

Taigi, 1-4 eilutése yra inicializacijos komandos, o 7 ir 8-0ji apraso programos vykdyma.
Virsuné u bus pilka visame absoliutaus laiko intervale [d[u], f[u]] ir tik jame. Kai ja
nuspalviname juodai, 8 eilutéje pastumiame absoliutuji laika vienetu ir pradedame kito
medzio formavima. Taip reaizuojant programa yra randamas jungiantysis miskas:

Gr = (Va, Er), Ve=V, E.={rvjv:veV,nv]#NIL}.

Pastebékim, kad téva turi tos virsunés u, kurioms buvo kviestas VISIT(u).

Aigku, kad 1-3 komandu vykdymas trunka O(|V]) laiko vienetu. Panasiai, ir 5-6.
Eilutéje 7 VISIT iskvieciama ne daugiau kaip |V| kartu. Kaip rodo jos 3-6 eilutés, $i
procedura yra vykdoma kiekvienai saraso Adj[u] virsunei, tad i§ viso ne daugiau kaip

> [Adjlu]| = O(IE])

ueVv

laiko vienetu. Vadinasi, P-Gyl(G) vykdymo trukmé yra O(n + m).



Algoritmo vykdymo eiga atspindéta brézinyje:

Algoritmas akivaizdziai atranda visas virSunes, nes ”persoka” prie virsuniu, nepateku-
siu i ankstesnius medzius. Korektiskumas yra akivaizdus. Isirodysime keleta paprastesniu
teoriniu Sio algoritmo savybiu.

1 lema (skliaustu 1.) Vykdant P-Gyl(G) grafe G kiekvienai porai u,v € V turime
vieng 1§ trijy galimybiy:

(i) intervalai [d[u], flu]] ir [d[v], f[v]] nesikerta;

(ii) [d[u], f[u]] C [d[v], f[v]] ir u bei v yra viename jungiancio misko medyje, be to, u
giame medyje pasirodo véliau nei v (u yra v palikuonis);

(iii) [d[v], f[v]] C [d[u], flu]] ir u beiv yra viename jungiancio misko medyje, be to, v
tokiame medyje pasirodo véliau nei u (v yra u palikuonis).

Irodymas. Galima tarti, kad d[u| < d[v]. Jei turétume, kad ir d[v] < f[u], tai reikstu,
jog v buvo atrasta iki u nagrinéjimo pabaigos. Pagal algoritmo strategija v turéjo buti
baigta nagrinéti anksc¢iau. Vadinasi, f[v] < flu] ir turime atveji (iii). Be to, v yra u
palikuonis.

Jei d[v] > f[u], intervalai nesikirstu ir turétume atveji (i).

Kai d[u] > d[v], pakartojami tie patys samprotavimai. o
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Paieskos i gyli algoritmo savybeés atspindétos Sioje schemoje:

Akcentuokime toki patogu ”palikuonio” kriteriju:
Isvada. Virsuné v € V yra uw € V palikuonis jungianciajame miske tada ir tik tada,

kai

dlu] < d[v] < flv] < flu].

Kitas busimu palikuoniu atpazinimo kriterijus yra gaunamas is Sios lemos.

2 lema (balto tako l.). Virsuné v € V bus u € V palikuonis jungianciajame miske
tada ir tik tada, kai momentu d[u] egzistuoja balty virsuniy u — v takas.

Irodymas. Tegu v yra u € V palikuonis. Abi virsunés priklausys tam pac¢iam medziui,
gautam realizavus algoritma. Bet kuri Sio tako virsuné w # u taip pat yra u palikuonis.
Vadinasi, laiko momentu d[u] ji bus neatrasta, todél dar balta.
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Tegu dabar yra momentas d[u] ir mes galétume patekti i v i u eidami baltosiomis
virsunémis. Tarkime, kad vykdant P-Gyl(G) virsuné v, deja, nepateko i ta pati medj kaip
u. Galim tarti, jog v yra pirmoji tokia virsuné baltajame take, o pries tai buvusi balta
vir§tiné w buvo atrasta ir todél pateko i jungianciojo misko medi kartu su w. Vadinasi,
flw] < flu], kai w # u. Galéjo buti ir w = u. Bet v € Adj[w], todél ji turéjo buti atrasta
ir apdorota iki momento f[w]. Laiko intervalams gauname

[dlol, £lo]] € [dh], flul] € [dlul, flu].

Suskliaudimo lema sako, kad v yra u palikuonis. o

Grafo vidiniu savybiu tyrimui, pvz., jo cikliSkumo nustatymui, reikalinga jo briaunu
klasifikacija, isplaukianti i§ P-Gyl(G) algoritmo realizacijos. Apibrésime keturias briaunu
rusis.

Briauna wwv, patekusi i viena iS jungianc¢iojo misko medziu, kai v buvo atrasta tuoj
po u, vadinama medZio briauna. Kilpa arba briauna uwv, kai v buvo protévis virsunei u
kazkokiame medyje, vadinama griZtancigja. Tiesioginé briauna uv jungia protévi u su
palikuoniu v. Likusios briaunos vadinamos skersinémis. Jos jungia skirtingus medzius
arba vieno medzio virsiuines, kurios néra viena kitai protéviais arba palikuonimis.

Prisimine spalvos atributa, galime pastebéti tokius briaunu klasifikavimo kriterijus.
Tegu v buvo pastebéta P-Gyl(G) metu po u einant briauna wwv, tai

(i) jei v balta, tai uv yra medzio briauna;

(ii) jei v pilka, tai uv — griztanti;

(iii) jei v juoda, tai uv — tiesioginé arba skersiné briauna.

3 lema. Neorentuotame grafe kiekviena briauna yra arba medzio briauna, arba griz-
tanti.

Irodymas. Trivialus. o

Algoritma pritaikykime digrafo savybéms tirti.

Teorema. Digrafas yra beciklis tada ir tik tada, jei P-Gyl(G) neduoda griztanciu
briauny.

Irodymas. Jei yra griztanti, tai ciklo egzistavimas akivaizdus.

Tegu digrafas turi cikla C. Tegu w ir v priklauso jam ir v yra pirmoji ciklo virsune,
kuri turi buti atrasta einant i v briauna wv. Momentu d[v] yra baltu virsuniu takas is v
i u pries ciklo krypti, kuris lygus C' — uwv. Balto tako lema leidzia tvirtinti, kad v buvo
atrasta veliau nei v, t.y. v yra v palikuonis. Vadinasi, briauna uv yra griztancioji. o

4. Topologinis rusiavimas

Nagrinéekime beciklius digrafus. Norime surikiuoti visas virStnes tieséje taip, kad visos
jas jungiancios briaunos eitu i$ kairés i desine. P-Gyl(G) atlieka sia uzduoti.

Teorema. Jei f[u] yra virsuniuy apdorojimo laiko pabaigos atributai, tai virsuniy nu-
meracija su savybe

flua] > - > flun]

duoda topologing rusiavima.
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Irodymas. Reikia isitikinti, kad kiekvienai digrafo briaunai uv turime fv] < flu]. Jei
einant i u i v virSuné v yra pilka, tai uv yra griztanti briauna. Pagal pries tai buvusia
teorema, grafas turétu cikla. Priestara salygai rodo, kad v yra juoda arba balta. Pirmu
atveju, f[v] < flu] pagal juodo spalvinimo taisykle. Antruoju atveju v yra palikuonis ir
skliaustu lema duoda ta pacia iSvada. o

5. Stipriai jungios komponentés

Dirbtinio intelekto uzdaviniuose tenka isskirti digrafo G = (V| E) pografius G' =
(V',E"), (V! Cc V ir E' C E), kurie turi savybe: bet kokias dvi virsunes i§ V' jungia
takai u ~» v bei v ~» u. Pastaraji tako zyméjima naudojame, jeigu yra einama jo briaunu
kryptimis. IeSskoma tokiu didziausios eilés pografiu. Pateiksime keleta grafu teorijoje
nusistovéjusiu savoku.

Apibrézimas. Pografis G' = (V/,E') < G = (V,E) vadinamas indukuotuoju, jei
briauny aibe E' sudaro visos briaunos i§ E, kurios jungia V' virsuniu poras.

Apibrézimas. DidZiausios eilés indukuotasis pografis G' = (V' E'), tenkinantis
salyga: kiekvienai porai u,v € V' turi takus u ~» v bei v ~> u, vadinamas stipriai jungia
komponente (SJK).

Pastebékime, kad yra teisinga tokia lema.

1 lema. Jei u ir v priklauso stipriai jungios komponentés C' virsuniy aibei V(C'), tai
visos taky u ~> v bei v ~» u virsunés taip pat jai priklauso.

Irodymas. Tegu u ~» w ~~ v. Pagal SJK apibrézima egsistuoja takas v ~» u. Vadinasi,
U~ w ir w ~» u per v. Todél u ir w priklauso C. o

Daznai naudojamas komponenciy digrafas, gaunamas sutraukiant SJK i viena virStune.
Pastebekite, kad komponenciu digrafas yra beciklis.

Apibrézimas. Digrafo G = (V, E) transpozicija vadinamas grafas GT = (V, ET), ¢ia
briauny aibé ET turi savybe: wv € ET tada ir tik tada, jei vu € E.

Aisku, kad SJK grafe G ir G turi ta pacia virstniu aibe. Kaip rasti SJK-tes? Aigku,
kad pakaks rasti ju virSuniu aibiu rinkini. ISnagrinésime Tarjan’o pasitilyta algoritma,
kuris remiasi P-Gyl(G) procedura.

SJK(G):

1. Iskviesk P-Gyl(G) ir rask f[u] kiekvienai u € V.

2. Rask GT ir sunumeruok virsiines f[u] mazéjimo tvarka.

3. Iskviesk P-Gyl(GT) ir rask jungiantiji miska.

4. Jungianc¢iyju medziu virsuniu aibés yra SJK-¢iu virsuniu rinkiniai.

Pastebékime, kad 2 zingsnyje beciklio GT atveju atlickamas jo topologinis surfisiavi-
mas. Visos proceduros vykdomos per O(n + m) laiko vienetu.

Reikia irodyti, kad §is algoritmas yra korektiskas.

Teorema. SJK(G) suranda SJK-¢iy virsuniy aibes (pacias SJK).

Irodyma skaldysim i keleta paprastesniu tvirtinimu.
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2 lema. Vykdant P-Gyl(G), visos vienos SJK-tés virsunés patenka i viena jungianciojo
misko medj.

Irodymas. Tegu u yra pirma atrasta virsuné i SJK-tés. Momentu d[u] egzistuoja balti
takai i visas Sios komponenteés virstunes. Baltojo tako lema tvirtina, kad jos pateks i ta
pati medi. o

Labai reta, bet patogi savoka pateikiama sekanciame apibrézime.

Apibrézimas. Virsunésu € V pirmtaku vadinama ®(u) € V, jei egzistuoja u ~~ ®(u)
ir atributas f[®(u)] yra maksimalus.

Gali buti, kad ®(u) = u. Pirmtako savybés:

(i) flul < f[®(u)].

Irodymas. Akivaizdu. o

(ii) Jei u ~ v egzistuoja, tai f[®(v)] < f[P(u)].

Irodymas. Pasiekiamu i$ u virSuniu aibé yra nesiauresné nei i§ v. Todél ir atributo f
maksimumas yra nemazesnis. o

(iii) ®(P(u)) = P(u).

Irodymas. Kadangi u ~» ®(u), tai pagal (ii) f[®(P(u))] < f[®(u)]. Pagal (i) turime
flP(u)] < fIP(P(u))]. I8 lygybes f[P(u)] = f[P(P(u))] iSplaukia tvirtinimas. o

I$ anksto pasakysime, kad SJK-tés virstnés turi ta pati pirmtaka. Jis bus G7 vieno i§
jungianc¢iojo misko medziu Saknu.

3 lema. Vykdant P-Gyl(G), bet kokios virsunés u pirmtakas ®(u) yra ir jos prosenelis,
t.y. medyje eina pries u.

Irodymas. Jei ®(u) = u, irodyta.

Jei ne, nagrinékim virstines momentu du]. Yra trys atvejai:

a) ®(u) yra juoda. Todél f[®(u)] < flu]. Tai priestarauja (i) savybei.

b) ®(u) yra pilka. Dabar ®(u) yra u prosenelis. Tvirtinimas irodytas.

c) ®(u) yra balta. Nagrinéjam taka u ~~ ®(u). Jei visos jo virsunés butu baltos, tai
pagal balto tako lema ®(u) yra u palikuonis. Bet tada f[®(u)] < f[u]. Tai priestarautu
(i). Vadinasi, take turétu buti paskutiné nebalta virsuné, sakykim w. Pastarosios spalva
negali biiti juoda, nes niekada néra briaunu is juodo virsunes i balta. Jei w pilka, tai egzis-
tuoja baltas takas nuo jos iki ®(u), kuri bus w palikuonis. Ir vél gauname f[®(u)] < flw].
Tai priestarautuy f[®(u)] maksimalumui. ISnagrinéje visus atvejus baigéme irodyma. ¢

Isvada. Virsunés u ir ®(u) priklauso tai paciai SJK-tei.

Irodymas. Pagal apibrézima turime taka u ~~ ®(u). Pagal 3 lema gavome, kad ®(u)
yra prosenelis, todél egzistuoja takas ®(u) ~~ u. o

4 lema. Digrafe G = (V, E), u ir v yra vienoje SJK tada ir tik tada, jei turi tq pati
pirmtakaq.

Irodymas. Tegu ®(u) = ®(v). Ka tik irodyta isvada sako, kad u ir ®(u) priklauso
vienai SJK. Panasiai, ir su v. Tad, abi jos priklauso vienai SJK.

Jei abi virsuneés yra vienoje komponentéje, tai egzistuoja takai u ~» v ~~» u. IS Cia
ir pirmtako apibrézimo isplaukia lygybée f[®(u)] = f[®(v)]. Vadinasi, ir $iu virsuniu
pirmtakas yra tas pats. o
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Isvada. Vykdant P-Gyl(G) SJK-j jos pirmtakas bus pirma atrasta virsuné ir pasku-
tiné apdorota virsune.

Anksciau suformuluotos teoremos irodymas remiasi lemomis.

Teoremos jrodymas. Naudojame indukcija pagal jungianciojo misko medziu skaiciu.
Tegu G turi viena medi. Irodykime, kad tai viena SJK-é. Prisimename, kad digrafo
transpozicija nekei¢ia SJK-iu. Digrafe GT virstiné r su maksimaliu atributu f[r| bus
pirmoji atrasta sio digrafo virsuné ir jungianciojo misko (dabar i§ vieno medzio) Saknis.
IS jos mes pasiekiame kitas Sio medzio virSunes. Vadinasi, digrafe G §i Saknis yra ir
pirmtakas, nes jos apdorojimo laikas yra ilgiausias ir ji pasiekiama einant i§ kitu medzio
vir§tiniy. Virs§uné r yra joms pirmtakas, tad jos guli vienoj SJK-éje. Pagal 2 lema visos
SJK, turincéios ta pati primtaka, digrafe G7 patenka i medi su Saknimi r. Tad medis
sutampa su SJK-e.

Tegu tvirtinimas yra teisingas digrafams su s — 1 medziu. Tegu r € V yra tokia, kad
flr] = max,ev f[v], o

Cry={veV: &) =r}.

Tai virsuniu su bendru pirmtaku aibé. Pagal 4 lema jos sudaro vienos SJK-és virsuniu

aibe. Pagal auksciau pateiktus samprotavimus digrafe GT jos sudarys viena jungianéiojo

misko medi. Isskyre ji, nagrinéjame digrafa G — C(r), kurio transpozicija turés vienu

medziu maziau. Pritaike indukcine prielaida, baigiame teoremos irodyma. o
Issinagrinékime algoritmo veikima pagal Sia schema.

Antrasis grafas yra gautas komponenciu grafas.
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6. Minimalieji jungiantys medziai

Nagrinésime svorinj grafa G = (V, E) su svorio funkcija w : E — R™. Tarkime, kad
jis yra jungus. Jei A C E, tai pazymékime

ir vadinkime briaunu aibés A svoriu. Problema:

Rasti jungiant; medy su maZiausiv jo briauny svoriu.

Toki medi vadinsime minimalivoju jungianciuv medziu (MJM). Pastebékime, jog ne
visada godumas padeda: nebiitinai (n — 1)-a lengviausia briauna sudarys MJM. Algorit-

mai, kuriuos dabar iSnagrinésime, remiasi bendra strategija, paremta tokiu apibrézimu:

Apibrézimas. Tequ A priklauso MJM. Briauna uv, nepriklausanti A, vadinama
saugia dél A, jeigu AU {uv} priklauso kazkokiam, gal but, kitam MJM.

Mineta strategija yra plétimas briaunu poaibiu panaudojant saugias briaunas. Visiems
Siems algoritmams bendra procediira yra tokia:

B-MJM (G, w):

A

. while A nesuformuoja jungian¢io medzio

A AU {w}

1
2
3. do rask saugia dél A briauna uv
4
5. RETURN A

Aisku, kad ismestasis A bus MJM, nes ”saugumo dél A” invariantas garantuos jo svorio
minimaluma. Zingsnio 3 realizacija ir skirs algoritmus.

Apibrézimas. Grafo G = (V| E) pjuvis yra skaidinys V =S U (V — 5).

Pjuvi zymésime (S, V' —S). Briaunosis S'i V —.S vadinsis pjuvio briaunomis. Sakysime,
kad pjuvis nepjauna A C E, jeigu jokia briauna i§ A néra pjuvio briauna.
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Pjuvius matome Siuose bréziniuose:

Apibrézimas. Lengva pjuvio briauna vadinsime minimalaus svorio pjuvio briaung.

Lema. Tegu A priklauso MJM-iui ir (S,V — S) yra pjuvis, nepjaunantis A. Jei uv
yra lengva to pjuvio briauna, tai uv yra saugi dél A.

Irodymas. Tarkime S sudaro juodos virstneés, o V' —.5 — baltos, kaip parodyta paveiksle.
Jame istisinémis linijomis nurodytos MJM-io T" briaunos. Tegu jam priklauso ir misu
briaunu aibé A. Jos visu brianu galai yra juodi arba balti. Briauna uwv yra lengva ir
priklauso pjuviui, todél nepriklauso aibei A ir T

Imkime pjuvio briauna zy ir sudarykime

T =T — xy + uv.
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Tai naujas jungiantis medis. Jo svoris
w(T") = w(T) — w(zy) + wuv) < w(T),

nes uv buvo lengva pjuvio briauna. Todél ir 77 yra MJM-is. Kadangi AU {uv} C T’, tai
uv yra saugi del A. o

Lema duoda galimybe pasinaudoti pjuviais ir ju lengvomis briaunomis. Nesunku
suvokti, kad MJM-i galima uzauginti nuo tuscios aibés A prijungiant tokias briaunas.
Pradzioje turétume miska iS n medziu po viena virsine, o kaskart prijungiant briauna
medziu skaicius mazétu, naudojami pjuviai turétu nepjauti medziu, o ju briaunos jungtu
du medzius. Lengvomis briaunomis pildydami miska G4 = (V, A) po (n — 1)-o zingsnio
baigtume MJM-io formavima.

Kruskalio algoritmo vykdyma matome i$ Sios schemos:
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Paprasciausias Kruskal’io algoritmas generuoja laikinas virsuniu aibes S(v) jas ly-
gina ir apjungia. Todél ji naudojant reikia zinoti Siu procediiru atlikimo algoritma. IS
tiesu, S(v) bus aibé virguniu medzio, kuriam priklauso pati v.

MJM-Kruskal (G, w):
1. A« 0

2. for eachv eV

3 do sukurk S(v)

4. surtsiuok E briaunas pagal w(uv) didéjima
5. for each wv e F

6 do if S(u) # S(v)

7 then A + AU {uv}

8. sukurk S(u) U S(v)

9. RETURN A

Ismesta A ir bus MJM-is, nes mes vykdéme visus lemos reikalavimus. Pradzioj 3
zingsnyje buvo S(v) = {v}, o 5-7-ame sujungéme dvieju medziu vir§uniu aibes. Briauna
uv buvo lengva ir saugi dél A. Zingsnis 6 kontroliuoja, kad nesujungtume dvieju vieno
medzio virsuniu. Kadangi pati ilgiausia procedura vykdoma 4

eilutéje, algoritmo sudétingumas yra O(|E|log |E|).
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Kruskalio algoritmas proceso metu formuoja jungianti miska is atskiru medziu. Kitas,
Prim’o algoritmas augina viena medi A. Pradéjes nuo bet kokios virsunés r, tarpini-
uose zingsniuose i§ virsuniu, nepriklausan¢iu jau suformuotam medziui A, jis susidaro
prioritetine virsuniu eile (). Todél prireikia rusiavimo rakto key[v]. Jis bus minimalus
svoris briaunos uw, jungiancios v su medziu. Atradus medyje ta u, ji skelbiama v tévu
m[v]. Formaliai sis medis yra

A={vrv]: veV —r—-Q}.

Kai issemiama eilé @), algoritmo vykdymas pasibaigia. Medis A yra MJM-is.

MJM-Prim (G, w,r):

—

.QV
2. for each u € )
3. do key[u]«+ oo
4. keylr] <0
5. m[r] <~ NIL
while Q # )
do u <+ min(Q) « isskirk min(Q), (be to, §i virsuné i§ @ pasalinama)

for each v € Adj[u]

© ® N >

do if v € Q ir w(uwv) < key|v]

10. then 7[v] < u

11. key[v] < w(uv)

12. RETURN MJM= {vx[v]: v €V —r}

Pastebékime, kad ir Siame algoritme yra netiesiogiai naudojamas pjuvis (V — Q, Q).

Ciklas 8-11 eilutese randa lengva pjuvio briauna. Taigi, anks¢iau minéta strategija ir ¢ia
yra vykdoma. Tai pagal lema uztikrina algoritmo korektiskuma.
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Stai Primo algoritmo veikimo schema:

Algoritmo vykdymo laikas labai priklauso nuo eilés Q apdorojimo. Naudojant kruvas,
pasiekiamas O(mlogn) laikas, o Fibonacio kruvas, net — O(m + nlogn) laikas.

7. Trumpiausi atstumai nuo Saltinio

Nagrinéjame svorinj digrafa G = (V, E') su svorio funkcija w : E — R, kurios reiksmes
vadinsime ilgiais. Atkreipkime démesi, kad ilgiai gali buti ir neigiami. Tai susije ne tik
su atskirais praktikos uzdaviniais, bet ir patys algoritmai daznai tarpiniuose zingsniuose
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panaudoja neigiamas reikSmes, pvz., einant pries tako krypti laikoma, kad iveiktas ke-
lias yra neigiamas. Kelio ilgiu vadinsime jo briaunu ilgiu suma. Dabar mus domins
trumpiausias tako nuo virstineés s, vadinamos Saltiniu, iki v ilgis

5(s.0) { min{w(p) : p:=s~ v}, jeitakas egzistuoja,
8,v) = . -
400 kitais atvejais.

Pastebékime, kad trumpiausias kelio (o ne tako, nes jame virsunés néra kartojamos)
ilgis gali pasiekti net —oo. Taip bus, jeigu iS s pasiektume neigiamo ilgio cikla, kurioje
butu tikslo virstiné, ir pirma eitume keliu norimai ilgai. Kai briaunos turi vienetinius
ilgius, tako ilgis yra jo briaunu skaic¢ius. Tokia trumpiausio tako problema sprendéme
taikydami paieskos i ploti algoritma. Jis leido suformuoti trumpiausiu taku medi su
saknimi Saltinio virsinéje. Sikart pirmiau iSdéstysime matematine trumpiausiu atstumuy
nuo Saltinio paieskos matematine dali, o po to paliesime du populiariausius Dijkstros ir
Bellmano-Fordo algoritmus.

1 lema. Jei G = (V, E) yra digrafas, w : E — R — svorio funkcija ir p=vy...v5 —
trumpiausias takas vi ~ vy, tai kiekvienai porai 1 <1 < j < k takas v; ~ v; irgi yra
trumpiausias,

Irodymas. Turédami trumpesni taka is v; is v;, nepriklausanti p, galétume ir ji sutrump-
inti. o

Isvada. Jei trumpiausias takas s ~ v iSsiskaido | taka s ~» w ir briaung uwv € FE, tas
d(s,v) = d(s,u) + w(uv).

2 lema. Visada turime
d(s,v) < d(s,u) + w(uv).

Irodymas. Trivialu. o

Véliau nagrinéjamuose algoritmuose bus naudojami atributai dfu| ir w[u|. Pirmasis
reiks trumpiausio atstumo nuo s iki v virSutini iverti, o antrasis, kaip ir ankstesniuose
algoritmuose, zymés téva. Ju inicializacija bus vykdoma vienodai.

INIT(G,s):

1. for eachv eV

2. do d[v] < o0

3. m[v] < NIL

4. d[s] + 0

Taigi, atributai d[v] ir 7[v] bus kintantys. Svarbiausia procedura Siuose algoritmuose
yra briaunos relaksacija, kuri mazins pirmaji atributa iki (s, v).

RELAX (uv,w) :

1. If d[v] > d[u] + w(uv)
2. then d[v] < d[u] + w(uv)
3. ] « u
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3 lema. Iskart po briaunos uv relaksacijos turésime

dv] < dlu] + w(uwv).

Irodymas. Akivaizdu. Griezta nelygybé, kai iskvietus RELAX (uv,w) turime d[v] <
d[u] + w(uv) ir atributo keisti nereiks. o

Algoritmai skirsis relaksacijos proceduros taikymu briaunoms. Todél pradzioje verta
iSsiaiskinti, kaip kinta grafas taikant ja.

4 lema. Po inicializacijos vykdant relaksacijaq, visada
djv] > é(s,v), velV.

Be to, jei d[v] pasieké reiksme §(s,v), toliau vykdant relaksacija, ji nebekinta.

Irodymas. Taikome indukcija pagal relaksaciju atlikimo skaic¢iu. Tik po inicializacijos
d[s] = 0= (s, s) ir d[v] = oo kiekvienai v € V' \ {s}. Tarkime, kad buvo atlikta kazkoks
kiekis relaksaciju, ir dabar tas atliekama su uv € E, o v yra pirma virsune, kuriai jau

d[v] < é(s,v).
Atlike sia relaksacija, pagal 2 lema gauname
dlu] + w(uv) = d[v] < §(s,v) < (s, u) + w(uv).

Tad, d[u] < (s, u). Bet paskutiné relaksacija nepalieté d[u|, o pagal indukcijos prielaida

turéjo galioti d[u] > d(s,u), gavome priestara. Pirmasis lemos tvirtinimas irodytas.
Pastebéje, kad relaksacija atributa d gali tik mazinti ir pagal irodyta dali d[u] > §(s,u),

gauname antraji teigini. o

Isvada. Jei néra tako s ~ u, tai inicializacijoje suteikta reiksmé d[u] = oo islieka.

Irodymas. Kai minimo tako néra, d(s,u) = co. Pagal 4 lema d[u] = oo taip pat. o

5 lema. Tegu s ~» u — v su uwv € E yra trumpiausias takas. Tarkime, atlikome
inicializacijg ir relaksacijy su briaunomis, tarp kuriy buvo RELAX(uv,w). Jei iki jos
iskvietimo pasitaiké d[u] = 6(s,u), tai po iskvietimo visada turime d[v] = §(s,v).

Irodymas. Pastebékime, kad pagal 4 lema, atsiradus lygybei d[u] = d(s, u), ji iSsaugoma
ir toliau. Po uwv relaksacijos

d[v] < du] + w(uv) = §(s,u) + w(uv) = §(s,v)

pagal 1 lemos iSvada. IS ¢ia ir 4 lemos iSplaukia 5 lemos teiginys. o

Dabar aptarkime proseneliu grafo kitima vykdant relaksacijas. Kaip ir anksc¢iau jis
sudaromas i§ virstuniu, ju tévu ir jas jungianciu briaunu. Tegu

Ve={veV: r[v] #NIL}, E,={rplve E: veV,\{s}}
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ir G = (Vi, E;) — proseneliu grafas.

6 lema. Jei svoriniame digrafe G = (V, E) suw : E — R néra neigiamo ilgio cikly,
pasiekiamuy 1§ s, tai bet kuriuo metu po inicializacijos vykdant relaksacijas, proseneliy
grafas yra Sakninis medis.

Irodymas. Indukcija pagal relaksaciju skaic¢iu. Tik po inicializacijos teiginys akivaiz-
dus. Tegu jau atlikome keleta relaksaciju ir gavome G, = (Vy, E;). Tegu jame atsir-
ado ciklas C' = vguy ... v su vg = vi. Galim laikyti, kad ciklas susidaré butent po
RELAX(vj_1vg, w) atlikimo. Priesingu atveju ciklo briaunas tektu pernumeruoti. Pagal
G, apibrézima w|v;] = v;—1, 1 < i < k. Kadangi kiekviena ciklo virsuné turéjo téva ir
baigtini atributa d[v;], tai jos yra pasiekiamos i§ Saltinio. Relaksacijos priskyrimai

d[v;] < d[vi—1] + w(vi—1v;)
buvo ivykdyti prie§ RELAX (vg_jvg, w). Pries pat Sios procediros pradzia turéjome
d[vz] = d[’l)i_l] +w(2}¢_1’02‘), 1=1,...,k—1,

bet
d[vk] > d[vk_l] + w(vk_lvk).

Sumuodami gauname

D dvi] > (dlviea] + wvigvi)) =Y dvi] + w(C).

i<k i<k i<k

Todél w(C') < 0. Priestara rodo, kad proseneliu grafas yra beciklis. Lieka irodyti, kad jis
jungus.

Tegu v € V; yra pirma vir§uné, nepasiekama is s. Ji turi téva, o w[v|v € E,. Tuo
atveju ir d[v] < co. Pagal 4 lema ir §(s,v) < co. Vadinasi, ji pasiekiama i§ saltinio.

6 lema yra irodyta. o

Ateityje trumpiausiu taku Sakniniu medziu vadinsime G = (V, E) pografi G' = (V', E’)
su V' — pasiekiamu i$ s vir§tuniu aibe, o E’ sudarys trumpiausiu i$ s briaunos.

7 lema. Jei svoriniame digrafe G = (V,E) su w : E — R néra neigiamo ilgio cikly,
pasiekiamy 1§ s, tai bet kuriuo metu po inicializacijos vykdant relaksacijas, kurios dave
d[v] = 0(s,v) kiekvienam v € V', proseneliy grafas yra trumpiusiy taky Sakninis medis.

Irodymas. Pagal 6 lema jis yra Sakninis medis, dabar netgi jungiantysis. Ar jame
esantys takai s ~» v yra trumpiausi?
Tegu s ~» v yra p =s = vy, v1, ...,V = v. Turime

dlv;] = 6(s,v;), i=0,1,...,k;

ir
dv;] = dlvi—1] + w(vi—1v;), i=0,1,...,k.
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Tad,
w(vi—lvi) :5(871)72) _6(87Ui—1)7 1= 17"'7k'

Susumave gauname w(p) = (s, vx). Tai rodo, kad §is takas yra trumpiausias. o

Dabar pateiksime Dijkstra algoritma, pasitlyta 1959 metais. Jo vykdymo eigoje yra
formuojama virsuniu aibés poaibis S ir i§ likusiu virsuniu sudarinéjama prioritetiné eilé
Q pagal d[u] didéjimo tvarka.

DIJKSTRA (G,w,s) :

1. INIT(G,s)

2. 5«10

3. Q+V

4. while Q # 0

5. do u <« 7isgskirk min(Q)” (ir iSmeta is Q)

6 S+ SuU{u}

7 for each v € Adj[u]

8. do RELAX(uv,w)

9. END

Jo vykdymas pavaizduotas Siame brezinyje:

Turédami visas reikalingas lemas galime irodyti Sio algoritmo korektiskuma.

Teorema. Tequ G = (V, E) yra digrafas su svorio funkcija w : E — R ir Saltiniu
s. Realizavus Dijkstra algoritma, kiekvienai uw € V' gauname d[u] = 6(s,u). Sudarytas
proseneliy grafas yra trumpiausiy taky medis.

Irodymas. 18 4 lemos zinome, kad d[u] > d(s,u). Isitikinsime, kad tuo metu, kai u
iSmetama i§ @ ir jrasoma i S, ji pasiekia (s, u).
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Tegu v yra pirmoji vir§uné, kuriai taip néra. Tuo metu, kai ji iraSoma i S, d(s,u) <
d[u]. Vadinasi, u yra pasiekiama i§ s. Aisku, s # u, todél net pries istatant u, aibé S
nebuvo tuscéia. Tuo momentu egzistuojantis trumpiausias takas s ~» u eina i§ aibés S ir
patenka i V — S. Galime isivaizduoti situacija brezinyje:

Tas takas yra toks: s~x —y~~usuzx e S, yeV —§ bei zy € E. Gal but, eidami
i y vel buvome grize i S ar pasitaikeé, kad y = u arba s = x. Pagal 1 lema takas s ~~ y
irgi trumpiausias. Kadangi x yra jau aibéje S, tai d[x] = §(s,x). Briaunos zy relaksacija
buvo atlikta, tad jei y = u, i§ 5 lemos gautume d[u] = d(s,u). Priestara rodo, kad y # u.
Pritaikome 5 lema takui s ~~ gy, einan¢iam per briauna xy. Gauname

dly] = d(s,y) < d(s,u) < d[ul.

Vadinasi, renkant minimuma 5 eilutéje is ) pirmiau turéjo biiti y, o ne u. Priestara irodo
pirma teoremos tvirtinima.

Antrasis teiginys iSplaukia is 6 lemos. o

Tirdami algoritmo vykdymo trukme, pastebime, kad ) = V — S tiesinis masyvas, jame
minimumo idrinkimas lengvai realizuojamas per O(|V]) zingsniu. Taikant binariasias ar
Fibonacio kruvas, pakaktu netgi O(log|V|) zingsniu. Tai taikoma |V| kartu. Kaip visada,
gretimumo saraso perziuréjimas uztrunka O(|E|) laiko vienetu. Tad, gera programa butu
vykdoma O((|V] + |E|)log|V]) laiko vienetu.
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Bellmano-Fordo algoritmas taikomas ir digrafams su svorio funkcija w : £ — R. Kai
egzistuoja neigiamo ilgio ciklai, jame naudojamas kintamasis su reikSmémis ”True” ir
"False” nurodo antraji atveji. Kai jis lygus "True”, algoritmas duoda trumpiausiu taku
med].

B-F(G,w, s):

1. INIT(G, s)

2. fori<1to |[V|—1

3. do for each edge uv € E
4. do RELAX(uv,w)
5. for each edge uv € £

6. do if dv] > d[u] + w(uv)

7. then return ”False”
8. return " True”

9. END

Stai algoritmo vykdymo schema:

Pastebéekime, kad 2 eiluté vercia kartoti relaksacijas i§ naujo visoms briaunoms. Véliau
isitikinsime, kad |V |—1 karto pakanka. Bet ¢ia sugaistama O(|V||E|) laiko. ISnagrinékime
algoritmo korektiskuma.

8 lema. Jei digrafas G = (V, E) su svorio funkcija w : E — R neturi neigiamo
ilgio cikly, pasiekiamuy 1§ Saltinio virsunés s, tai pasibaigus Bellmano-Fordo algoritmo
vykdymui, kiekvienai i§ s pasiekiamai virsunei v gauname d[v] = §(s,v).

Irodymas. Tarkime v yra pasiekiama ir p = vgvy ... vg yra trumpiausias takas i s = vg
iki v = vg. Aisku, kad 6(s,v) = k < |V| — 1. Naudodami indukcija parodysime, kad po i
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algoritmo 2 eilutéje nurodytu iteraciju mes gausime
dlv;] = 6(s, vi).

Kai ¢ = 0, tas isplaukia i$ inicializacijos. Be to, 4 lema sako, kad vélesnés relaksacijos
pasiektos lygybés d(s,v;) = d[v;| nebekeicia.
Tegu indukciné prielaida, kad

d[’Ui_l] = (5(8, Ui—l)-

buvo pasiekta po (i — 1)-os iteracijos, yra teisinga. Briauna v;_jv; yra relaksuojama
i zingsnyje. Pasinaudoje 5 lema, gauname, kad jame pasiekiamas apatinis d[v;] rézis
d(s,v;). Jis pagal 4 lema véliau nebekinta. o

Pastebékime, kad nepasiekiamu virsuniu atributas d[v] = oo islieka, nes iskvietus
RELAX procedura yra tikrinama nelygybé briaunos galu atributams. O nepasiekiamai
virStinei tokios briaunos, tenkinancios Sia salyga, neturésime.

2 teorema (B-F algoritmo korektiskumas). Jei digrafas G = (V, E) su svo-
rio funkcija w : E — R neturi neigiamo ilgio cikly, pasiekiamy 1§ Saltinio virsunés s,
tai pasibaigus Bellmano-Fordo algoritmo vykdymui, kiekvienai is s pasiekiamai virsune:
v gauname d[v] = 6(s,v), proseneliy pografis yra trumpiausiuy taky medis ir uZrasoma
"True”. Jei digrafas G turi neigiamo ilgio cikly, tai pasirodo ”False”.

Irodymas. Pirmuoju atveju, jei digrafas G = (V, E) su svorio funkcija w : £ — R
neturi neigiamo ilgio ciklu, pasiekiamu is Saltinio virSunés s, tai 8 lema irodo lygybe
d[v] = 0(s,v). Pasiekiamoms virsunéms §is dydis yra baigtinis, o nepasiekiamoms —
begalinis. Pagal 6 lema suformuotas proseneliu pografis yra trumpiausiu taku i pirmojo
tipo virsunes medis.

Ivykdzius algoritma, jei uv € E,

d[v] = 0(s,v) < d(s,u) + w(uwv) = du] + w(uv).

Todél algoritmo 8-oje eilutéje nurodyta salyga yra nepatenkinta ir turi buti iSmetamas
uzrasas " True”.

Tegul turime neigiamo ilgio cikla C' = vovy ... v, vo = vg su w(C) < 0, kuris yra
pasiekiamas iS s. Jei vis tik pasirodo reiksmeé ”True”, turéjo biti

dlv;] < d[vi—1] +w(vi—1v;)

kiekvienam ¢ = 1,..., k. Susumave Sias nelygybes, gautume priestara: w(C) > 0.
Teorema irodyta. o

Pastebékime, kad becikliams digrafams Dijkstra ir Bellmano-Fordo algoritmus galima
pagerinti pasinaudojus anks¢iau nagrinétu topologiniu rusiavimu. Kaip nurodyta 4 skyre-
lyje, tokiu digrafu virstines galima isrikiuoti taip, kad visos digrafo briaunos eituy is kaires i
desine. Panaudojus paieskos gilyn algoritma, suradus vir§tniu apdorojimo pabaigos laiko
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atributus f[u], pakanka virsunes isrikiuoti Sio atributo mazéjimo atzvilgiu. Topologinis
rusiavimas uztrunka O(|V|] + | F|) laiko.

Trumpiausiu taku nuo Saltinio iki visu virSuniu pagerintas algoritmas simboliskai vyk-
domas tokiais zingsniais:

B-F-TrT (G, w,s):

1. Atlikti topologini rusiavima

2. INIT (G, s)

3. for each u i3 topologiskai surusiuoto saraso (gal but, net ne s)
4. do for each v € Adj[u]

5. do RELAX(uv,w)
6. END

INSERT 537 psl.

Lyginant su Dijkstra algoritmu, nebereikia isskirti min(Q), kas uztrunka O(log|V|)
laiko ir kartojama |V| kartu. Dabar bendras relaksaciju skai¢ius yra trumpesnis. Sio
algoritmo vykdymas uztrunka tik O(|V| + |E|) laiko.

3 teorema. Realizavus $i algoritma, atributai dju] = 6(s,u) kiekvienaiu € V. Sudary-
tas proseneliy pografis yra trumpiausiy taky medis.

Irodymas. Pastebékime, kad nepasiekiamu is s virstniu gali buti kairéje nuo s. Bet joms
po inicializacijos suteiktas d[u] = oo nepakis, kaip ir kitoms nepasiekiamoms vir§unéms.
Pasiekiamoms virSunéms, surade atstuma iki pirmosios vir§unés trumpiausiame take
p = voU1...Vg, Vg = S, einame toliau i deSine. Paprastas indukcijos panaudojimas,
paremtas lygybe
d(s,vi) = 6(s,vi-1) + w(vi—1v;),

irodo teoremos teigini. Trivialiis samprotavimai pagrindzia ir trumpiausiu taku medzio
konstrukcija. o

Keletas zodziu pasakytina apie Siame skyrelyje nagrinéjamu algoritmu taikymus. Jie
daznai naudojami testuojant programas. Jose tam tikri momentai (etapai) laikomi di-
grafo virStuinémis, o tarpinés proceduros pereinant nuo vieno momento prie kito, kai yra
atliekama tam tikra procediira — briaunomis. Procediiros vykdymo laikas laikomas bri-
aunos svoriu. Tokie digrafai neturi ciklu, todél galimas visu triju algoritmu panaudojimas
su tikslu rasti trumpiausius atskiru uzduociu ivykdymo laikotarpius.

Apsistosime ties labai specialiu tiesinio programavimo uzdavinio epizodu. Tirsime

nelygybiu

(1) AX < B

atskiruju sprendiniu egzistavima. Cia A = (aij), 1 < i <m, 1 < j < n, yra re-
ali matrica, B — matrica-stulpelis n x 1 ir X — nezinomuju x; vektoriu stulpelis. Kai
A kiekvienoje eilutéje lygiai du elementai yra nenuliniai, o ir tie yra 1 ir -1, turime
skirtuminiy apribojimuy matrica.
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Tada (1) yra tiesiog nelygybiu sistema. Pavyzdziui,

r1 —x3 <0, r1 — x4 < —1,
To — x5 < O, Ty — 26 < 2,
T3 — T2 < 4, r3— x5 < —1,
T — x3 < 4, T — T < 3.

Kaip nustatyti, ar i ir panasios skirtuminiu apribojimu sistemos turi sprendiniu? Paste-
békime, kad suradus viena sprendini X = X, i$ karto randame ju be galo daug: Xo+ D,
¢ia D — vektorius su vienodomis koordinatémis, irgi yra sprendinys.

Sudaromas apribojimu digrafas G4 = (V, F). Prie n virsuniu, atitinkanc¢iu kiekviena
i$ nezinomuju, yra prijungiama papildoma virsiné s. Tad, V = {s,v1...,v,}. Jei
apibojimu sistemoje yra nelygybé z; — x; < by, tai digrafe apibréziama briauna z;z; su
svoriu by. Be to, i§vedamos visos briaunos sv;, 1 < j < n, ir laikoma, kad w(sv;) = 0
kiekvienam 1 < 57 < n.

4 teorema. Jei digrafas G4 neturi neigiamo ilgio ciklo, tai skirtuminiy apribojimuy
sistema (1) turi sprending

Xo = (8(s,v1),...,0(s,v)),

¢ia t reiskia vektoriaus transponavima. Jei digrafas G4 turi neigiamo ilgio cikla, tai
skirtuminiy apribojimy sistema (1) neturi sprendinio.

Irodymas. Pagal 2 lema pirmuoju teoremos atveju
0(s,v5) < (s, vi) + w(vvy).
Todél paéme :1:? = 0(s,v;) matome, jog

x? — 29 < w(vvg).

Tai ir buvo atitinkamas skirtuminis apribojimas.

Tegu egzistuoja neigiamo ilgio ciklas C' = vy ... v, su v; = v ir k > 2. Numeracija
neturés itakos samprotavimams, bet cikle nebus Saltinio virstinés, nes i ja jokia briauna
negrizta. Ciklo briaunos atitiko skirtuminius apribojimus, todél

xo —x1 < w(viva) ..., Tk —Tp—1 S W(VE—1Vk), 1 — Tk < w(VEv1).
Sudéje visas nelygybes gauname

w(vivz) + -+ + w(vg—1vk) + w(vgvr) > 0.

Priestara irodo antraji teoremos teigini. o
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8. Trumpiausi takai tarp visy virsiiniy

Vél nagrinéjame svorini digrafa G = (V, E) su svorio funkcija w : £ — R. Trump-
inant uzrasus imsime V' = {1,...,n}. Dabar ieskosime visu atstumu tarp virsuniu poru.
Aisku, galime apsinaudoti 7 skyrelio algoritmais laikant kiekviena virstune Saltiniu. Tai
pakankamai ilga procedura. Kai svorio funkcija neneigiama, pritaike Dijkstra algoritma
|V| kartu, sugaistume O(|V|?> + |V||E|) = O(|V]?) laiko, kai prioritetinés eilés minimu-
mas ieSkomas netobulai. Naudodami kriivas galétume pasiekti O(|V [*log|V| + |V || E|)
vykdymo laika. Létesnis Bellmano-Fordo algoritmas irgi panaudotinas. Miisu tikslas
— iSnagrineéti Siek tiek geresnius Sia prasme algoritmus, iSvengiant kartotinio ankstesniu
procediiry taikymo. Reikia pasakyti, kad tik retiems grafams grei¢io pagerinimas yra
pasiekiamas.

Dabar patogiau manipuliuoti digrafo briaunu svoriu matrica W = (w;;), 1 <i,j <n
apibréziant, kad w;; = 0 (G — bekilpis grafas!), w;; = w(ij), kai i # j ir ij € E. Jei
tokios briaunos néra, laikoma, kad w;; = oo. Si matrica yra pirmoji iteracija kintama-
jal trumpiausiu atstumu tarp virsuniu poru matricai D = (d;;). Pasibaigus algoritmo
vykdymo laikui turésime d;; = 6(4, j). Panasiai, formuojama protéviu matrica I = (7;;),
1<4,j <n,sumj; = NIL, kai ¢ = j, arba, kai j nepasiekiama is ¢. Kitais atvejais m;;
zymi j virsunés kazkoki proseneli trumpiausiame (i — j) take. Dabar tenka formuoti n
proseneliu pografiu. Kiekvienam 1 < i < n pazymékime

GTri - (V7T17E7Ti)7

Vﬂ—i == {] S |4 g #NIL}U{Z}
ir
ETrz' = {Wijj . ] S Vﬂz‘ ir T4 7& NIL}
Kai néra neigiamo ilgio ciklu, iSnaudojama trumpiausio tako struktura

Jei i ~» k turéjo (m — 1)-a briauna, tai pagal anks¢iau turétas lemas i ~» j turés m, be
to,

Tai leidzia daryti iteracijas.
Tegu di7} yra maziausias svoris ¢ ~» j tako, kuriame yra ne daugiau kaip m briaunu.

Pazymeékime

T L

00, jeii # j.

Tarkime, kad jau apskaiciavome d?;_l, tada

. —1 . —1

7 = min {dZL ,énljgn(d% + wi;) }

_ : m—1 .
= énklgn(dik +wi) }-
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Cia pasinaudojome lygybe w;; = 0. Kadangi take yra ne daugiau negu (n —1)-a briauna,
gautume
d?j =d = =0(1,7).

Taigi, paprastame algoritme pakaktu skaiciuoti iteraciju seka
W = D(l) — D(2) .= D(n_l)_
Pagrindiné sudétineé dalis butu procedura, kurioje is dvieju jau zinomu matricu D, W yra
apskai¢iuojama trecia D’. Stai ji:
Tr-T (D, W):

1. n < eilutés[D] (iveda matricos D eiluciu skaiciu)
2. Tegu D' = (d};) — n x n matrica
3. for i< 1ton

4 do for j<+ 1ton

5. do d; < o

6. for k< 1ton

7. do dgj — min{d;j, dik + Wiy }

8. return D’

Procedira trunka O(n3) Zingsniu. Palyginkime ja su panaSiu matricu A = (a;;) ir
B = (b;;) daugybos algoritmu.

M-D (4, B):

1. n « eilutés[A] (iveda matricos A eiluciu skaiciu)
2. Tegu C = (¢;5) — n x n matrica

3. for i< 1ton

4 do for j«+ 1ton

5. do ¢j; + 0

6 for k< 1ton

7. do Cij < {Cij + a;k - bkj}
8. return C

Nesunku isitikinti, kad pastarasis algoritmas suskai¢iuoja matricu A ir B sandauga.
Abieju proceduru panasumas akivaizdus. Tiesiog pakanka suma pirmoje proceduroje
pakeisti sandauga, o "min” — suma. Keleta kartu taikant M-D(A, A), suskaic¢iuojame
laipsnius. Jei reikia rasti A™ su dideliu n, tai nebutina daryti n veiksmu. Galime kelti
rasta A? kvadratu, o véliau ir pati rezultata pakelti kvadratu, ir t.t. Pasielkime panasiai
ir su Tr-T(D, W). Pazymékime gautus rezultatus atitinkamai:

Tr — T(Dy,W)=DY, Tr—T(DY W)=D? Tr—T(D® W)=DFD
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Siu matricy skai¢iavimo procediira butu tokia:
Léta Tr-T(W):

1. n < eilutées|W]

2. DM W

3.for m+~2ton—1

4 do D™ « Tr — T(D™=D W)
5. return D™D

Dabar po O(n4) zingsniu gavom trumpiausiu taku matrica.

Pasinaudoje minéta matricu laipsnio skaiciavimo idéja procediira sutrumpiname. Rade
D®) toliau tesiame
Tr — T(D(2),D(2)) =DW, Tr-— T(D(4),D(4)) — D(QS),
Tr — T(D®@), D@V = p@*™) .
Kai 281 > n — 1, vykdyma galima nutrukti, nes trumpiausiu atstumu matrica jau gauta

ir nebekis. Vietoje n kartu ankséiau taikytu proceduru pakaks O(logn) zingsniu. Todél
greitesnis algoritmas butu toks:
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Greita Tr-T(W):
1. n < eilutés|W]

2. DU« W

3. m+<1

4. while n—1>m
5 do D™ «+ Tr — T(D™) D(™)
6. m < 2m

5. return D(™)

Taigi, jau dabar galétume rasti trumpiausiu taku matrica per O(n3logn) Zingsniu.
Egzistuoja dar greitesniu algoritmu.

Floyd’o ir Warshall’o algoritmui pakaks O(n?) Zingsniu. Jis isnaudoja kitokia nei iki
Siol buvo naudota trumpiausio tako struktiira. Tako p = tvs ... v _17 virSunes vy ... vgp_1
vadinkime tarpinémis. Nagrinéjamasis algoritmas klasifikuoja takus pagal tai, kokios yra
tarpineés virsunés. Istyres takus, kuriu tarpinés virsunés priklauso aibei {1,...,k — 1},
imasi taku praplésdamas sia aibe iki {1,...,k — 1, k}. Pazymeékime trumpiausius takus
tarp kazkokiu vir§tiniu ¢ ir 7 su minétomis tarpiniu virstuniu savybémis raidémis py_1 ir
pr ir raskime ju rekurenciuosius sarysius. Jei k nebuvo tarpine virsune take pg, tai tiesiog
Pr = pr—1. Priesingu atveju

Pk - i~ ko~ j7
¢ia esantys daliniai takai jau priklauso takams pazymeétiems raide pi_;. Tuo pasinau-
dokime.

Tegu dfj yra ilgis tako i ~» j su tarpinémis virsunémis i§ {1,...,k}. Jei k = 0, tai
jokiu tarpiniu virsuniu néra, todél arba i ~ j =i — j arba §(i, j) = oo. Kitaip sakant,

0 _ ...
dij = Wj;.
Apibréziant rekursyviai gauname

dk Wiy, Jel k= 0,

& min {df; ", di '+ it} jel k> 1

Kadangi visos tarpinés virsuneés priklauso aibei V' = {1,...,n}, gausime
D™ = (dfy) = ((i, ).

Pati Floydo-Warshallo algoritmo procedura yra tokia:

FI-W (W):

1. n < eilutés|W]

2. DO W

3. for k< 1ton

4. do for i+ 1ton

) do for j«< 1ton

6 df; < min {d;", di7 !+ dj
5. return D™

Pakanka O(n?) Zingsniu.
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Pavyzdyje gaunama tokia matricu seka:

9. Srautai tinkluose

Tarkime, kad G = (V, E) yra jungus digrafas su isskirtomis Saltinio s € V ir tikslo
t € V virsunémis. Be to, jame yra apibréZta talpos funkcija ¢ : E — R™T. Patogumui
ispléskime jos apibrézimo sriti iki V' x V| imdami c(uv) = 0, jei uv ¢ E. Toki digrafa
vadinsime tinklu.

Apibrézimas. Srautu tinkle G = (V, E) vadinsime funkcija f : V xV — R, jei
patenkinamos salygos:
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(1) f(uv) < c(uv);
(i) fluww) = —f(vu);

(i) kiekvienaiu € V' \ {s,t} turime

Z f(uv) = 0.

veV

Paskutiné salyga vadinama Kirchhoff o aksioma. Dydi

1= flsv) =) fvt)

veV veV

vadinkime srauto didumu. Zargonu kalbant, tai istekéjusio i§ s srautas. Aksiomos (iii)
déka jis lygus itekéjusio i ¢ srautui.
Is aksiomu iSplaukia keletas paprastu savybiu:

—c(vu) < f(uv) < ce(uw),

fluv) =0,jei wv € Eirvu ¢ E.

Yo fluw)= Y fluw),

wel+(v) uwel— (v)

¢ia ' (v) ir '~ (v) yra vir§uniu, i§ kuriu patenkama i v ir | kurias patenkama is v, aibés
atitinkamai.

Viena i$ pagrindiniu problemu — Maksimalaus srauto problema formuluojama papras-
tai: rasti srauta f su maksimaliu didumu. PanaSus uzdavinys iskyla turint keleta Saltiniu
S1,...5Sk ir keleta tikslo tq,...,t, virSuniu. Taciau Siuo atveju, ivedus papildoma Saltini
s, tikslo virsune ¢ ir briaunas ss; bei t;t, be to, apibrézus c(ss;) = oo ir c(t;t) = oo,
pakanka spresti pirmaji uzdavini.

Iveskime keleta patogiu zymenu. Tegu

FXY)= > flay), X,YCV

ir

Pastebékime:

1) f(X,X) =0;

2) f(X,Y) = —f(Y, X);

3) (X YUZ)=f(X,)Y)+ f(X,Z),jeiY NZ =
4) |fl =V At = f(V,t) = f({s}, V) = f(s, V).



36

Nagrinésime Ford’o ir Fulkerson’o 1956 metais pasiiilyta metoda maksimalaus srauto
problemai spresti. Jo idéja ieskoti srauto iteraciju, nuosekliai ji didinant. Pradedama
nuo f = 0 ir, radus (s — t) taka p, jo tiesioginése briaunose srautas yra didinamas, o
briaunose, einanciose prieSinga takui kryptimi, — mazinamas. Toki padidinima galima
atlikti dydziu

¢(p) := min{c(uv) : wv € p}
vadinamu tako talpa. Kai ¢(p) > 0, pats takas vadinamas auginanciu srauta. Algoritme
daug kartu iskvieciama procedura:

F-F (G, s,t):

1. f+<0

2. while egzistuoja auginantis takas p

3. do "augink f take p”

4. return f

Realizuojant tokia idéja, patogu naudoti likutiniais tinklais Gy = (V, Ey). Jo apibré-
zimui panaudokime likutine talpa

cf(uv) = c(uv) — f(uw).

Ja galime suvokti kaip papildoma talpa, jei srautas f(uwv) $ia briaunoje buvo ”praleistas”.
Kai f(uv) < 0, vietoje nulinés talpos briaunos atsirado briauna su teigiama talpa. Todél
likutiniame grafe briaunu aibé

Ef ={uv eV xV: cf(uv) > 0}.

Srautu f; ir fo suma apibrézkime kaip pataskine funkciju suma.

1 lema. Jei f yra srautas tinkle G = (V,E), G¢(V,Ey) - likutinis tinklas su srautu
f', tai f+ f' — srautas pradiniame tinkle G. Be to, |f + f'| = |f| +|f|-

Irodymas. Patikrinti (i)-(iii) aksiomas. o

2 lema. Tegu f yra srautas tinkle G = (V, E) ir p — (s-t) takas. Apibrézkime

c(p),  jeiuv € p,
fouwv) == —cy(p), Jjeivu € p,
0 likusiais atvejais.

Tada f, yra srautas likutiniame tinkle G ir | fp| = cs(p).

Irodymas. Patikrinti (i)-(iii) aksiomas. o

Isvada. Rade auginant; taka p, galime apibrézti srautq f + f,, kurio didumas yra
[f1+ ¢ (p).

Algoritmai naudos ir tinklo pjuvius V' = SUT su savybe s € S'ir t € T. Dydis ¢(S5,T)
bus vadinamas pjuvio talpa, o f(S,T) — srautu, tekanciu i S § T.

3 lema. Bet kokiam pjuviui V.= SUT turime |f| = f(S,T).
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Irodymas. Galime pasinaudoti 1)-5) savybémis:
f(S,T) = f(S,V) = f(S,8) = f(S, V)= [f(s,V)+ f(S=s, V)= [f(s,V) = |f’

Isvada. |f| < ¢(S,T).
Dabar galime pateikti svarbiausia teorema apie srautus tinkluose.

Maksimalaus srauto ir minimalaus pjavio teorema (Fordo-Fulkersono t.).
Jei f yra srautas tinkle G = (V, E) su Saltiniu s ir tikslo virsune t, tai Sie teiginiai yra
ekvivalentus:

(1) f yra maksimalus srautas;

(1) likutinis tinklas Gy neturi auginanciy taky;

(1i1) kazkokiam pjuviui (S,T) turime |f| = ¢(S,T).

Irodymas. (i) = (i7). Jei butu priesingai, t.y. G turétu auginanti taka, nors f butu
maksimalus srautas, tada pagal 2 lemos iSvada galétume srauta padidinti.

(i3) = (it9). Tarkime, kad G ¢ neturi auginancio s — ¢ tako. Apibrézkime

S ={v eV : 3s—wvtakas likutiniame tinkle G}

ir T =V \S. Skaidinys V = SUT yra pjuvis. Pakanka pastebéti, kad s € S, ot € T.
Be to, kiekvienai porai u € S ir v € T turime f(uv) = ¢(uv). PrieSingu atveju nelygybeé
c(uv) > f(uv) rodytu briaunos wv likutiniame grafe egzistavima, be to, tada v € S. Tai
priestara. Vadinasi, pagal 3 lema |f| = f(S,T) = ¢(5,T).

(iii) = (). Pagal 3 lemos isvada visiems pjuviams |f| < ¢(S,T). Aisku, kad lygybe
galima tik |f| pasiekus maksimuma. o

10. Fordo-Fulkersono metodas ir Edmonds-Karpo algoritmas

Realizuokime 9 skyrelyje aprasyta idéja, kaip gauti maksimaluji srauta. Pradzioje
susitarkime zZyméti simboliu f[uv]| srauta briaunoje, jei §is simbolis programoje reiskia
kintamaji. Jis darant iteracijas vis atnaujinamas. Fordo-Fulkersono metoda, virsuje
pazyméta kaip F-F(G, s,t), galétume realizuoti tokia operaciju seka.

F-F-met (G, s,t):
1. for Yuv e E

2. do fluv] + 0

3. flou] <0

4. while egzistuoja auginantis takas p

5. do cs(p) < min{cy(uv) : wv € p}
6. for Vuv € p

7. do fluwv] < fluv] + cf(p)
8. flou] < —fluv]

END
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ISnagrineti pavyzdi:

Jei 4-ame zingsnyje auginantis takas ieSkomas nevykusiai, tai srauto auginimas labai
létas. Zr. pavyzdi:
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Pavyzdys rodo, kad procediiros trukmeé priklauso net nuo srauto didumo. IS tiesu,
kiekviena iteracija sugebédavo jo diduma pakelti vienetu. Be to, yra tokiu pavyzdziu (!),
kad iteracijos iS viso nekonverguos i kazkokia riba. Tai gali buti susije su briaunu talpu
nebendramatiskumu. Vis tik sveikareiksmiu talpu atveju F-F-met(G, s,t) yra baigtiné
procedura, kurios trukmé O(|f*||E|), ¢ia f* — maksimalusis srautas.

Reikiamus metodo pataisymus atskleidé Edmonds’as ir Karp’as. Ju esmé — 4 Zingsnyje
ieskomas ne bet koks, o trumpiausias auginantis takas. Sis takas turi maziausia skai¢iu
briaunuy, ir eina briaunu kryptimi. Cia patogu kiekviena karta pritaikyti P-Plot(G)
algoritma.

Tegu, kaip ir anks¢iau §(u, v) yra trumpiausio u ~~ v tako ilgis (braunu skai¢ius jame).
Algoritmo analizei ir korektisSkumui irodyti pradzioje pateiksime keleta lemu.

1 lema. Jei tinkle G = (V, E) su Saltinio ir tikslo virsunémis s ir t bei talpos funkcija
c(uv) vykdomas Edmondso-Karpo algoritmas, likutiniuose tinkluose, padidéjus srautut,
atstumai 0¢(s,v), v € V' \ {s,t}, monotoniskai didéja placiaja prasme.

Irodymas. Tarkime, kad f yra srautas pries jo padidinima kazkokiame take, o f’ -
padidintas srautas. Tegu prieSingai, kazkokiai virstunei v

drr(s,v) < d¢(s,v).

IS visu tokiu v iSrinkime arciausia nuo s tinkle G (V, E¢/). Todél i§ visu v € V' \ {s, t}
su savybe 0/ (s,u) < 6¢(s,u) virsuné v tenkins dar ir

dfr(s,0) < 6pr(s,u).
Formaliai uzraSant,
{67/ (s,u) <ds(s,u)} = {6 (s,v) <dp(s,u)}.

Tai ekvivalentu implikacijai

(1) {5f/(s,v) > 5f/(s,u)} = {5f/(s,u) > 5f(s,u)}.



40
Tinkle Gy imkime trumpiausia s ~» v taka p’ pavidalo
S~ U —> .

Zinom, kad
6f/(s,u) = 5f/(s,v) —-1< 5]0/(8,1}).

Is (1) isplaukia, kad
(2) dr(s,u) < dp(s,u).
Dabar griztame i tinkla G'y. Tegu w ir v yra jau anksciau aptartos virsunes. Jei
fluv] < e(uv),
tai uwv € Ey ir pagal (2)
0r(s,v) <6f(s,u)+1<dp(s,u)+1=76p(s,v).
Tai rodo, kad po srauto auginimo d4(s,v) nesumazéjo. Priestara jrodo, kad

fluv] = e(uv),

bet tada uv ¢ Ey. Vadinasi, auginantis s ~~ ¢ takas turi turéti briauna vu. Jo pavidalas
yra
S~ v —u~t.

Edmondso-Karpo algoritme jis yra trumpiausias, jo dalis s ~» v — w irgi yra trumpiausias
takas tarp tarpiniu virsuniu. Vél pasinaudoje (2), gauname

dr(s,v) =0df(s,u) =1 <bp(s,u) =1 =08p(s,v) —2 < dp/(s,0).

Priestara jrodo lemos tvirtinima. o

Apibrézimas. Tako p: s~ t briauna uv € Ey, tenkinancia sqlyga

cr(p) = cr(uv),

vadinsime kritine.
2 lema. Ta pati briauna, vykdant Edmondso-Karpo algoritma, gali buti kritine ne
daugiau kaip
Vi/2—1
karty.

Irodymas. Atlikus srauto padidinima take, kritiné briauna likutiniame grafe iSnyksta.
Ji yra trumpiausiame s ~» t take. Todél

57 (5,0) = 8 (s,u) + 1.
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Kada ji vél pasirodo kokiame nors likutinio tinklo auginanciame take? Tai gali atsitikti
tik pries tai pasirodzius vu. Lemos 1 irodyme pastebéjome, kad Sios briaunos pasirodymo
metu auginanciame take ir esant srautui f’, turime

dpr(s,u) =0p(s,v) +1>d¢(s,v) +1=20¢(s,u) + 2.

Vadinasi, briauna wv vél taps kritine, kai atstumas d¢(s,u) padidés bent 2. Kadangi
df(s,u) < |V|—2,i8 ¢ia gauname atsakyma. Lema jrodyta. o

Isvada. Per visa Edmondso-Karpo algoritmo vykdymo laikotarpi yra ne daugiau kaip
|E||V'|/2 kritiniy briauny su galimais pasikartojimais.

Teorema. Edmondso-Karpo algoritmas duoda maksimaly srautq per O(|V||E|?) Zing-
SNY.

Irodymas. Isnykus kritinéms briaunoms néra ir auginanciu s ~» ¢t taku. Pagal Fordo-
Fulkersono teorema tada f jau yra maksimalusis srautas.

Pagal ka tik padaryta iSvada kritiniu briauny skaicius yra O(|V||E|), o kiekvieno augi-
nancio tako ilgis nevirsija |F/|. Jo briaunoms vis reikia perskai¢iuoti talpas ir liekamuosius
srautus. Tai uztrunka O(|E|) laiko. Tad algoritmo realizacijos trukmé yra O(|V||E|?). o

11. Maksimalusis dvidalis suporavimas

Suporavimu grafe G = (V, E) vadiname nepriklausomu briaunu poaibi. Kitaip tari-
ant, M C FE yra suporavimas, jei kiekviena virsiné v € V turi ne daugiau kaip viena
incidencia jai briauna i§ M. Maksimalusis suporavimas turi didziausia skai¢iu briaunu.
Mes nagrinésime maksimalaus suporavimo uzdavini dvidaliame grafe, todél prie termino
pridésime zodi ,,dvidalis” . Tegu jame V = L U R yra vir$uniu aibés skaidinys.

Apibrézimas. Visiskasis suporavimas dvidaliame grafe G = (LU R, E) yra toks po-
ravimas, kai visos vienos dalies virsunés yra incidencios suporavimo briaunoms.

Prisiminkite Hallo vedybu problema! Aisku, kad visiskojo suporavimo M atveju |M| =
min{|L|, |R|}. Toks suporavimas ne visada egzistuoja, bet visada galime rasti maksimaluji
dvidali suporavima.

Pritaikysime Fordo-Fulkersono algoritma. Tuo tikslu sudarome asocijuota srauto tink-
la G'=(V',E') su

V' '=LURU{s,t}, E' ={weFE}U{su: ue L} U{vt: ve R}

ir visoms briaunoms suteikiame kryptis ir vienetines talpas.

1 lema. Je: M yra dvidalis suporavimas, tai asocijuotame tinkle egzistuoja srautas
[, kurio didumas yra |f| = |M|. Atvirkséiai, turédami tinkle G’ sveikareiksmi srautaq f,
turime ir suporavimq M, kurio didumas yra |M|=|f].



42

Irodymas. Isnagrinékime paveiksla:

Tarkime, kad M yra dvidalis suporavimas ir apibrézkime funkcija f : £ — Z

f(su) = f(uv) = f(vt) =1
ir
flus) = f(ou) = f(tv) = -1,
jei uv € M, bei f(uv) =0, jei (u,v) € V' x V'\ E’. Ji tenkina srauto aksiomas. Matome,

kad takai
s —=u—v—t,

kai uv € M yra nepriklausomi. Todél jais galime ,,praleisti” vienetinio didumo srautus.
Tai apibrézia tinklo G’ srauta, kurio didumas lygus pjuvio

({s} UL) U (RU{t})

talpai | M.
Atvirksciai, Jei turime srauta f su reikSmémis Z. Pazymékime

M={uv: we L, veR, f(uv)> 0}.

Kadangi c(uv) = 1, tai visosms Sioms briaunoms f(uv) = 1. Ar jos yra nepriklausomos?
Jeigu buty priesingai, t.y. kazkokia vir§tuné biitu incidenti dviems briaunoms i§ M. Va-
dinasi, joje biitu pazeidziamas Kirchhofo désnis. Vadinasi, M yra suporavimas. Raskime
jo galia |M|.

Pastebékime, kad |M| = f(L, R), todél

| M| = f(L,V') = f(L, L) = f(L,s) = f(L,t) =0 =0+ f(s,L) =0 = f(s, V') = |f].
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Lema jrodyta. o

2 lema. Jei tinkle talpa yra sveikareiksmé, tai maksimalus srauto didumas yra sveika-
retksSmais.

Irodymas. Praktiskai realizuokime Fordo-Fulkersono procediira. Kiekviename zingsny-
je srautai iteruojami pagal taisykle fluv] <— fluv] 4+ cf(p), ¢ia cs(p) yra sveikareiksmeé
likutiné talpa take p. Pritaike indukcija pagal iteraciju skaiciu, irodome teigini. o

1 teorema. Maksimalaus suporavimo galia lygi maksimalaus srauto asocijuotame
tinkle didumus.

Irodymas. Tai yra iSvada iS 1 ir 2 lemu bei Fordo-Fulkersono teoremos. o

Aprasytas algoritmas palengvina ir visiskojo suporavimo kriterijaus (Hallo salygos)
patikrinima. Ta demonstrusime reguliariu dvidaliu grafu atveju. Primename, kad d
reguliarus grafas turi visas d laipsnio virsines.

2 teorema. Dvidalis d > 1 requliarus grafas turi visiskaqji suporavima.

Irodymas. Imkime asocijuota tinkla. Tegu |L| < |R|. Jo minimalaus pjuvio talpa lygi
|L|. Jame maksimalusis srautas turi diduma |L|. Vadinasi, pagal 1 teorema yra tokios
galios suporavimas, kuris suporuoja visas L virsunes. o

12. PrieSsraucio stimimo algoritmas

Siuo algoritmu irgi yra sprendziamas maksimalaus srauto uzdavinys. Yra pasiekiamas
O(|V|3) vykdymo trukmés laikas. Esminis skirtumas nuo ankstesniu metodu yra tas, kad
atsisakoma auginanciu taky ieskojimo, tarpiniuose zingsniuose atsisakoma net Kirchhofo
aksiomos.

Apibrézimas. Priessrauciu tinkle vadinama funkcija F 1V x V. — R, tenkinanti
salygas:

(1) f(uv) = —f(vu);

(i) flw) < c(uv);

(iii) f(V,u) = > ey f(ou) >0 kiekvienai w € V' \ {s}.

Dydi e(u) := f(V,u) vadinsime pertekliniu srautu virsunéjé u. Virsune u € V' \ {s,t}
su e(u) > 0 vadinsime pertekline. Galima isivaizduoti, kad virsunés turi neribotus rez-
ervuarus, kuriuose laikinai patalpinamas perteklinis srautas e(u). Sis ivaizdis dar patogus
ir tuo, kad algoritmo vykdymo metu virsuné bus ,,keliama” aukstyn, kad Sis perteklius
galétu ,, iStekeéti” i gretima virsune. Kaip ir anksciau skaic¢iuosime likutinius tinklus
Gy = (V,Ey), bet f jau bus priessrautis ir nebutinai srautas.

Apibrézimas. Aukséiu vadinama funkcija h : V. — N, tankinanti sqlygas:

(1) h(s) = V|, h(t) = 0;

(i1) h(u) < h(v) +1, jeiuv € Ef.

Vadinasi, jei f yra priessrautis tinkle G = (V, E) ir h — aukscio funkcija, tai poroms
(u,v) € VxV i§

h(u) > h(v) +1

isplauks uv inEj.
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Viena i§ pagrindiniu operaciju yra Stumk(uv). Ji bus vykdoma, kai
(1) cr(uv) >0, h(u) = h(v) + 1.
Jos metu briauna uv iSstumiamas srautas

d¢(uv) = min{e(u), cf(uv)}.

Stumk (uv):

d¢(uv) < min{efu], cf(uv)}
Fluv] + fluo] + dy(u)
flou] <= = fluv]

elu] < elu] — ds(uv)

e[v] « e[v] + ds(uv)

AN

Pastebékime, kad §i operacija nepriklauso nuo aukscio, bet vykdant (1) salyga yra
butina. Kaip anks¢iau buvome pastebéje, likutiniame tinkle briaunos uwv ir nebus, jei
h(u) > h(v)+1. Stumimas yra prisotinantis, jei ds(uv) = cs(uv), todél po jo likutiniame
tinkle §i briauna iSnyks. Priesingu atveju, stimimas yra neprisotinantis.

Kita svarbi operacija yra Kelk(u), atliekama, jei viruné yra pertekliné ir visoms
briaunoms uv € E¢ su c¢f(uv) > 0, turime h(u) < h(v). Paskutiné salyga reiskia, kad is u
yra ne auksciau, nei kitos jos kaimynés i kurias patenkama likutiniame tinkle. Primename,
kad s ir t nelaikomos pertekliémis, tad jos nebus keliamos.

Kelk(u):
1. hlu] <= 1+ min{hfv] : wv € Ey}

Pastebékime, kad perteklinei virsunei visada e(u) = f(V,u) > 0, todél yra tokia viena
v eV, kad f(vu) > 0. Tada

cr(uww) = c(uv) — f(uv) = c(uv) + f(vu) > 0.

Taigi, egzistuoja uv € Ey.

Dabar galime aprasyti bendrus priessrauciu algoritmu principus. Pradékime nuo ini-
cializacijos.

INIT(G, s):

1. forVu eV

2. do hlu] < 0
. elu] <0
. for Vuv € FE

do fluv] <0
flou] <0

hls] < |V
. for Yu € Adj|s]
do f[su] < c(su)

© 0N U w
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10. flus] < —c(su)
11. elu] < c(su)
END

Taigi INIT(G, s) sukuria priessrautj

c(uv), jei u=s,
fluv] =< —c(vu), jei v=s,

0 likusiais atvejais.

Visos virsuneés, gretimos su s gavo srauto pertekliu. Tuo paciu apibrézéme ir aukscio
funkcijos pirmaja iteracija. Isitikinkite, kad visos aukscio funkcijos salygos yra patenkin-
tos!

Bendra Pr-St procediira:

1. INIT(G, 5)
2. while egzistuoja galimybé naudoti Kelk(u) ar Stumkuv)
3. do tai.

1 lema. Tarkime, kad f yra priessrautis tinkle G = (V, E) su Saltinio virsune s ir
tikslo virsune t bei aukscio funkcija h. Jei u yra pertekliné virsuné, tai galime taikyti
Kelk(u) arba Stumk(uv) operacijq.

Irodymas. Kiekvienai likutinio grafo briaunai turime
h(u) < h(v) + 1.

Jei Stumk(uv) negalime taikyti, tai turi buti h(u) < h(v) + 1. Taigi, h(u) < h(v) ir
galime taikyti Kelk(u). o

2 lema (Aukscio funkcijos savybés). Atlickant Bendra Pr-St procedura, hu| nema-
Zéja. Jei u bent kartq kéléme, tai jos aukstis padidéjo bent vienetu. Visada hlu| tenkina
aukscio funkcijos reikalavimus.

Irodymas. Stimimo metu aukscio funkcija nekeiciama. Reikia patikrinti paskutini
lemos teigini. Pritaikome indukcija pagal kélimu skaiciu. Po inicializacijos h tenkino
minetus reikalavimus.

Tegu uv € Ey. Jei siame likutiniame tinkle u kéléme, tai pries tai buvo hfu] < h[v], o
po pakélimo — h(u) < h(v) 4+ 1. Vadinasi, aukséio funkcijos salyga galioja ir dabar.

Tegu wu € Ey. Jei Siame likutiniame tinkle u kéléme, tai pries tai galiojo indukcijos
aksioma ir buvo hjw] < hlu] + 1, o po pakélimo — h(w) < h(u) + 1. Vadinasi, aukscio
funkcijos salyga irgi dabar yra patenkinta. o

Dabar pastebésime viena likutinio tinklo savybe, kurios nebuvo naudojat srautus, o
ne priessraucius.

3 lema. Tarkime, kad f yra priessrautis tinkle G = (V, E) su Saltinio virsune s ir
tikslo virsune t bei aukscio funkcija h. Likutiniame tinkle Gy = (V, Ef) néra s —t tako,
einancio briauny kryptimis.
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Irodymas. Tegu p = vguy - - - v, yra toks takas, s — vg, t = vy ir k < |V]. Jo briaunos
vivi+1 € Ey. Be to, h(v;) < h(vig1) +1, kaii=0,...,k — 1. Vadinasi,

h(s) < h(t) + k =k < |V|.

Bet jau inicializacijoje turéjome h(s) = |V|. Priestara irodo lemos teigini. o
Teorema. Atlikus Bendra Pr-St procedurq, priessrautis yra maksimalusis srautas.
Irodymas. Pabaigoje bet kokia virsiné u € V \ {s,t} negali biti pertekliné. Visa

proceduros vykdymo laika f buvo priessrauciu likutiniuose grafuose. Kai néra pertekliniu

vir§uiniu, jis yra srautas. Aukscio funkcija irgi islieka visa laika apibrézta. Pagal 3 lema
pabaigoje nebéra s — ¢t taku. Vadinasi, srauto padidinti nebéra kaip. Jis yra maksimalus.

o

13. PrieSsraucio stimimo algoritmo analizé

Dabar isitikinsime, kad Siuo algoritmu maksimaliojo srauto problema iSsprendziama
per O(|V|?|E|) laiko vienetu arba zingsniu. PradZioje pateiksime keleta lemu. s

1 lema. Tarkime, kad f yra priessrautis tinkle G = (V, E) su Saltinio virsune s ir
tikslo virsune t. Jei u yra pertekliné virsuné, tai likutiniame tinkle Gy yra u — s takas.

Irodymas. Tuoj po inicializacijos tai trivialu. Sudarykime virsuniu aibés skaidini. Tegu
U ={v: 3(u— v)takas, priklausantis G5}

ir tarkime, kad s ¢ U. Pazymékime U = V \ U. Taigi, U sudaro visos pasiekiamos i§ u
vir§tinés, o U - nepasiekiamos. Tegu v yra pasiekiama, o w — nepasiekiama, irodysime,

kad

(1) f(wv) <0.

Priesingas (1)-am teiginys rodo, kad f(vw) < 0, Vadinasi, likutiné talpa
cf(vw) = c(vw) — f(vw) > 0.

Todél egzistuoja briauna vw € Ey. Bet tada takas u ~» v — w rodo, kad grafe G ¢ vir§une
w yra pasiekiama. Priestara irodo (1) nelygybe. IS ¢ia gauname

f(U,U) <0,
Todeél B B
0<e(U) = el =f(V,U)= f(UU)+ f(U.U) = f(U.U) <O0.
uelU
Priestara baigia irodyti lemos teigini. o

2 lema. Tarkime, kad tinkle G = (V, E) su Saltinio virsune s ir tikslo virsune t yra
apibrézta aukscio funkcija h. Vykdant Bendra Pr-St procedura, visada ir visoms u € V.

hlu] < 2|V] - 1.
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Irodymas. Visada nekintamai turime h(s) = |V| ir h(t) = 0. Tegu u yra bet kokia kita
virsune. Imkime 1 lemoje nurodyta u ~~ s taka

P = VU7 ... Vg, vo=u, vg=s8, k<|V|-1
Kadangi v;v;41 € Ey, tai hlv;] < hlvi41] + 1. Sudéje pagal i, gauname

hlvo] = hlu] < hlvg] +k = his] + k < 2|V] — 1.

Lema irodyta. o

Isvada. Vykdant Bendra Pr-St procedira, atlickama ne daugiau negu 2|V | virsuniy
kelimuy.

Irodymas. Kiekviena karta bet kokia virsuné keliama bent per vieneta. o

Dabar rasime priessraucio stimimu skai¢iu. Pradékime nuo prisotinanciuju. Pries ji
vykdant turi galioti salyga c(uv) < elu|, o po jo — ¢f(uv) = 0.

3 lema. Vykdant Bendra Pr-St procedura, atliekama ne daugiau negu 2|V||E| pris-
otinanciy stumimauy.

Irodymas. Imkime pora u,v € V. Stumimai gali btiti vykdomi arba uv arba briauna
vu. Tegu jau ivykdém pirmaji prisotinanti stimima, t.y., ji vykdéme briauna uv. Turéjo
buti e[u] > c(uv). Kadangi likutineé talpa c¢(uv) = 0, briauna uv dingo. Iki kito stimimo
ta pacia briauna turéjo buti atliktas stimimas briauna vu. O tam reikéjo v pakelti bent
du kartus. Panasiai, buitu teke elgtis ir su briauna vu.

Nagrinékime seka

hlu] + hlv],
kai tarp briaunu u ir v, viena ar kita kryptimi, yra vykdomi prisotinantys stumimai. Turi
buti
hlu] + hlv] > 1.

Pagal 2 lema po paskutinio stimimo
hlu] + hlv] < (2|]V| = 1) +2(|V]| — 2) = 4|V| - 3.
Kadangi tarp stimimu yra keélimas bent per du, tai stimimu skaicius nevirsys
4V -=3)/2+1=2|V| -1

Padaugine §i iverti i$ briaunu skaic¢iaus, gauname norima rezultata. o

4 lema. Vykdant Bendra Pr-St procedirag, atlickama ne daugiau negu 4|V |*(|V| +
|E|) neprisotinanciy stumimy.

Irodymas. Dabar nagrinékime funckija

O(X) = Z hlv];

veEX
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¢ia X yra isu pertekliniu virsuniu aibé. Po inicializacijos turime ®(X) = 0. Kélimai
nekeicia aibés X, o pagal 2 lema viena virsune galime iskelti i ne didesni kaip 2|V| aukstj.
Pagal isvada i§ viso, gal biit, pakartojamu vir§tniu kélimu yra ne daugiau kaip 2|V|2.
Prisotinantys stumimai i$ v i v nekei¢ia aukscio (jis nevirsija 2|V]), bet po jo virsuné v
gali jau patekti i aibe X. Todél pagal 3 lema galimas funkcijos ®(X) padidéjimas dél Sios
priezasties irgi ne didesnis uz 2|V| x 2|V||E].

Neprisotinantis stumimas i§ v i v, prieSingai, sumazina Sia funkcija bent per vieneta.
I8 tiesu, po jo u nebepriklauso X aibei, todél h(u) atsiémé is Sios sumos, o net jei v naujai
isijungé i aibe X reiksmé h(v) = h(u)— 1 negaléjo vienetu kompensuoti nuostuolio. Taigi,
pirmais dviem atvejais ®(X) galéjo padidéti ne daugiau kaip iki

(2) AVEV]+ B,

o neprisotinantys stumimai mazina bent per vieneta, bet nuo to ®(X) neigiamas negali
pasidaryti. Vadinasi, ju skai¢ius nevirsija (2) skaic¢iaus.
Lema irodyta. o
Teorema. Vykdant Bendra Pr-St procedira, pakanka O(|V|?) baziniy Kelk ir
O(|V?|E|) Stumk operacijy. Visas algoritmo realizacijos laikas yra O(|V|*).

Irodymas. Pirmas teiginys iSplaukia is 2 lemos iSvados, 3 ir 4 lemu. o
Kelk(u) metu reikia atlikti

hlu] <= 1 4+ min{hfv] : uv € E¢}.

Tai uzima O(|V]) laiko. Vadinasi, kélimy uzimamas laikas nevirsija teoremoje nurodyto
rezio.
Vieman stimimui pakanka O(1) laiko, o visiems — O(|V|?|E|) laiko. o

14. ,,Kelk priekin” algoritmas

Priessraucio stimimo algoritme pagrindinés Kelk ir Stumk operacijos taikomos be
jokios isankstinés tvarkos, kada tik jas galima taikyti. Reguliuojant $i procesa, algoritma
galima patobulinti ir vykdymo greiti padidinti nuo O(|V|?|E|) iki O(|[V']?). Retiems tin-
klams tai yra esminis pagerinimas.

Naujas algoritmas vykdymo metu iSsaugo virsuniu sarasa. Pradédamas nuo pradinés
virsuneés i eilés, jas, jeigu reikia, pakelia ir iSkrauna isstumdamas perteklini priessrauti.
Zinoma, sekantys kélimai ir stimimai, gali ja vel padaryti pertekline, todél panasias
procediiras tenka kartoti keleta kartu. Kiekviena karta pakélus virsune, ji iraSoma saraso
priekyje, todél ir algoritmas vadinamas ,,kelk priekin” vardu.

Tinklo G = (V, F) su 8altinio virsune s ir tikslo virsune ¢ bei priessrauc¢iu f briauna
uv vadinama tinkama (arba leistina), jeigu

cf(uv) >0, h(u) = h(v) + 1.

Prisiminkime, kad anks¢iau iSnagrinétame prieSsraucio stimimo algoritme, jei budavo
e(u) > 0, tai butent tinkamomis briaunomis mes vykdydavome operacija Stumk(uv).
Tinklas Gy, = (V, Ef ) irgi vadinamas tinkamu, ¢ia Ej — visu tinkamu briaunu aibé.
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1 lema. Tegu G = (V, E) — tinklas su priessrauciu f ir aukscio funkcija h. Tinkamas
tinklas G = (V,Ef ) yra beciklis.
Irodymas. Tegu prieSingai p = vovy ... vk, v9 = vk, 0 k > 0, — ciklas. Jo briaunos yra
tinkamos, todeél
h(uz_l) :h(ul)—i—l, ’Lzl,,k

Sudéje Sias lygybes, gauname

k k

Auksciu sumos, esancios kairéje ir deSinéje, yra lygios. Todél gauname priestara: 0 <
k= 0. o

2 lema. Tegu tinkle G = (V, E) su priessrauciu f ir aukcio funkcija h virsuné u
yra pertekliné, o briauna uv — tinkama. Stumk(uv) operacija nesukuria naujy tinkamuy
briauny, bet uv gali tapti netinkama.

Irodymas. Atlikus minima operacija, gali atsirasti briauna vu. Bet h(v) = h(u) — 1,
todel ji nebus tinkama. Prisotinanc¢io stimimo atveju briauna wv iSnyks. o

3 lema. Tegu tinkle G = (V, E) su priessrauciu f ir aukcéio funkcija h virsuné u
yra pertekliné, bet néra tinkamuy briauny, iSeinanciy i§ u. Tada galima taikyti Kelk(u)
operactja. Po jos atsiranda bent viena tinkama briauna, iSeinanti is u, bet nebus 1 ja
reinanciy tinkamy briauny.

Irodymas. Neturédami tinkamu briaunu, pertekline virstne galime tik kelti. Po jos
hlu] =1+ min{h[v] : wv € E¢}.

Todél jei v realizavo §i minimuma, briauna wv tampa tinkama. Pirmas tvirtinimas
irodytas.
Tegu priesingai antrajam teiginiui atsirado tinkama vu briauna. Turi galioti lygybé

hlv] = hlu] + 1.
Vadinasi, pries kelima turéjo buti
hlv] > hlu] + 1.

Bet pagal pereito skyrelio lema likutiniu briaunu tarp virstniu, kuriu auksciai skiriasi
daugiau nei per vieneta, néra. Be to, kélimas nekei¢ia likutiniu briaunu. Vadinasi, vu
nepriklauso likutiniam tinklui, juo labiau ji negali biiti tinkama. o

Algoritmo procedurose naudojami atributai ar zymekliai. Kiekvienai virsunei v € V/
sudarinéjamas neorentuotas gretimu virsuniu sarasas N[u, t.y., v € Nlu|, jei wv € E
arba vu € E. Pirmoji saraso virsuné vadinama galva ir zZymima galva[Nu]]. Po v
einanti virsuné turés atributa sek[v], jis lygus NIL, jei v — paskutiné saraso virsuné.
Zymeklis nagr[u] bus priskiriamas virsinei i N|u], kuri tuo metu yra apdorojama.



50

Pagrindiné procediira yra

Iskrauk(u):

1. while e[u] > 0

2. do v+« nagru]

3. ifv=NIL

4. then Kelk(u)

5. nagru] < galva|N [u]]

6. else if cf(uv) > 0 ir hlu] = hiv] +1
7. then Stumk(uv)

8. else nagru] < sek[v]

END

Isnagrinékime pateikta eskiza:




Svarbu, kad iskvietus ISkrauk(u), proceduru Kelk(u) ir Stumk(uv) vykdymo salygos
butu patenkintos.

4 lema. Jei Iskrauk(u) iskviecia Kelk(u) ir Stumk(uv), tai tuo metu jas galima ir
vykdyta.
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Irodymas. Tvirtinimas akivaizdus dél Stumk(uv), nes 1-as zingsnis garantuoja srauto
pertekliu, o 6-as uztikrina Sios procediros vykdymo salygas.

Kelk(u) vykdoma, kai v = NIL, vadinasi, §i virsuné yra saraso gale. Kadangi zymeklis
nagr|u] perbégo visa sarasa, tai pagal 6-o zingsnio salyga nebuvo aptikta tinkamu briau-

nu, be to, procedura Stumk(uv) ju nesukuria (2 lema). Pagal 3 lema galima taikyti
Kelk procediira. o

Dabar galime nagrinéti pati algoritma. Tariame, kad N[u] — i§ anksto sukurti sarasai, o
L bus sudaromas virsuniu V' \ {s, t} sarasas, kurio neiskrauty virsuniu likutis vis trumpes,
o 1Skrautos virsuneés vis bus perkeliamos i jo prieki, todél taps jo galva. Vir§uniu aukstis
h kis, jis visa laika bus lyginamas, todél iveskime senojo auksc¢io kintamaji senauk.

Kelk-priekin(G, s, t):

1. INIT-pr-sr(G, s)

2. L+ V\{s,t} (bet kokia tvarka)
3. for each u € V'\ {s,t}

4. do nagr{u] < galva[N [ul]

5. u < galva[L]

6. while u # NIL

7. do senauk < hlu]

8. Iskrauk(u)

9. if hlu] > senauk

10. then irasyk w i saraso L pieki
11. u < sek|u]

END



Isnagrinékime veikimo schema:

53
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Kaip matome po incializacijos sukuriamas potencialiu pertekliniu virStiniu sarasSas
L ir 4-ame zingsnyje zymekliai nagr{u| nukreipiami i gretimuju virsuniu sarasu galvas.
Zingsnis 5 pradeda L sarasa pirmaja virsune. Kadangi toliau yra vykdomas perteklinio
srauto iSkrovimas, kurio metu gal pakisti ir virStunes aukstis, tai senaji auksti pasiliekam
atmintyje. Tai padaroma 7 zingsnyje. Pakelta ir iSkrauta virStuné u po to vel atsiduria L
priekyje. Toliau pereinama prie sekanc¢ios po u sarasSe L virsinés. Visa tai vykdoma tol,
kol uw # NIL. Kai perziurétas visas saraSas, algoritmo realizacija pasibaigia.

Norédami isitikinti, kad, realizavus algoritma, yra randamas maksimalus srautas, tu-
rime irodyti, kad mes atlikome Bendra-pr.sr. stimimo procediira. Ja esame aptare
anksciau. Faktiskai pakaks isitikinti, kad pabaigus vykdyti §i algoritma, jokia Stumk ar
Kelk procedura nebegalima. Svarbu pastebéti, kad sarasas L tinkamame tinkle islieka
topologiskai surtsiuotas, o srauto perteklius vis stumiamas i toliau esancias virsunes.

5 lema. Kelk-priekin(G, s,t) Zingsniuose 6-11 atliekamos iteracijos islaiko L sqraso
virsuniy topologing surusiavima tinkamame tinkle G p,.

Irodymas. Tuoj po inicializacijos visu virstuniu, iSskyrus s, auks¢iai yra nuliniai. Néra
tinkamu briaunu, todel G j yra tuscias.
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Tegu jau turime topologiskai surtiSiuota L ir toliau atlieckame iteracijas. Tinkamas
tinklas kinta tik vykdant Kelk ir Stumk operacijas. Pagal 2 lema pastaroji gali tik
panaikinti tinkamas briaunas, tad ji netures itakos topologiniam vir§tiniu surtsiavimui.

Pagal 3 lema pakélus virstine, nebelieka jeinanciu tinkamu briaunu, bet gali atsirasti
iSeinanciu. Perkeélus tokia virsune i L pradzia, topologinis surtiSiavimas islieka. o

Teorema. Kelk-priekin algoritmas suranda maksimaluji srautq per O(|V'|?) laiko.

Irodymas. Pagal 5 lema palaikomas topologiskai surtiSiuotas sarasas L. Jo pirmoji
virstiné yra iSkraunama, ir prieSsrautis nustumiamas toliau. Kai nebelieka galimybeés
vykdyti Kelk ir Stumk operaciju, pagal praeito skyrelio medziaga mes zinome, kad jau
yra suskaiciuotas maksimalus srautas.

Praeitame skyrelyje buvome irode, jog yra ne daugiau kaip O(|V|) kélimo operaciju
vienai virstnei ir O(|V|?) i§ viso. Todél yra O(|V|?) tarpu tarp dvieju kélimu. Kiekvien-
ame tarpe ISkrauk kvie¢iama ne daugiau kaip |V| kartu. IS tiesu, jei iSkvietus ja, ji jokios
virgiinés nekelia (9-ame zingsnyje nurodyta salyga negalioja), tai mes turime iskrauti L
sarao virsunes. Bet jo ilgis nevirsija |V|. Jei ji kelia virgune, tai sekantis iSkrauk jau
patektu i kita tarpa. Taigi, algoritmo zingsniai, tik iskvieciantys ISkrauk procedira, o
ne vykdantys pacia procediira, uzima O(|V|?) laiko.

Cia reikia geros Bendros-pr.st. procediiros realizacijos. Reikia palaikyti informacija
apie likutiniu tinkly virS§tniu aukséius, nes yra kiek ilgesnis minimumo ieskojimo Zingsne-
lis.

Iskrauk(u) 8-oje eilutéje yra gretimuju virsuniu saraso perbégimas. Trukmeé priklauso
nuo laipsnio §(u). Tad, vienai virsunei reikia (keliama ne daugiau |V| kartu) O(|V[6(u))
laiko. Sudéje gauname O(|V||E|).

Pagaliau, Stumk vykdoma T7-oje eilutéje. Praeitame skyrelyje matéme, kad prisoti-
nanciy yra ne daugiau kaip O(|V||E|). Neprisotinantis stimimas panaikina srauto per-
tekliu virsunéje. Toks stumimas gali buti tik vienas, viena karta iskvietus Iskrauk(u).
Kvietimu yra O(|V|?), vadinasi, dél visu stimimu sugaistama O(|V'|?) laiko.

Reziumuodami gauname laiko iverti O(|V|? + |[V]||E|) = O(|]V]?).

Teorema irodyta. o



I DALIS. KOMBINATORINIU STRUKTURUY SUSKAICIAVIMAS

1. Adityvieji naturaliojo skai¢iaus skaidiniai
Pradésime nuo paprastu uzdaviniu. Panagrinékime klasikini kombinatorikos ir skai¢iu
teorijos uzdavini: kiek karty nataralyji skaiciy n galima uZrasyti suma

(1) n=ni+---+ng

Cia k ir ny - bet kokie natiiralieji skaic¢iai. Démenuy tvarka laikykime nesvarbia, todél
papildomai galime reikalauti, kad butu ny > --- > ng > 1. IeSkomasis skai¢ius vadinamas
Eulerio-Hardy-Ramanugjano vardu ir Zymimas p(n). Sugrupave vienodus démenis, (1)
lygybe galime uzrasyti ir taip:

(2) n=1k + -+ nk,.

Dabar k; > 0 nurodo, kiek démenu, lygiu j buvo (1) skaidinyje. taigi, p(n) - iSreiskia ir
vektoriu k = (k1,...,k,) € ZT, tenkinanciu (2) lygybe skai¢iu. Skaidinius (1) arba (2)
galima vaizduoti lentelémis:

vadinamomis Jungo arba Ferero diagramomis.

Eulerio teorema. Tegu p(0) =1, tada
S opmytt =J[a-#)" = f(t), teC, |f<1.
n>0 j>1
Euleris sia tapatybe naudojo formaliai, be griezto pagrindimo. Taip mes daznai elg-
simés ateityje, bet §i karta pateiksime visas irodymo detales.

Irodymas. Tarkime m - bet koks natiiralusis skaic¢ius. Kai [¢t| < 1, galime dauginti
panariui baigtini skaic¢iu absoliu¢iai konverguojanciu eiluciu

fn@) = JIO =) =4t 4 ) A"+ ) =
j<m

I L )

k1,...;km >0 n=0
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¢ia py, (n) — lygties 1k1+- - ~+mk,, = n sprendiniu, priklausané¢iu Z*t™ skaicius, p,,(0) = 1.
Aigku, pp(n) < p(n) ir pm(n) = p(n), kai 1 < n < m. Taigi,

m

Fn®) =14+ p)t"+ Y pa(n)t".
n=1

n>m+1

Srityje 0 < ¢t < 1 dalinés sandaugos f,(t) konverguoja i begaline sandauga f(t). Be to,
fm(t) < (), todél

D Pt < fin(t) < f(2).
n=0

vadinasi, eilutés

Zp(n)tnv me(n)tn

n>0 n>0

konverguoja, pastaroji — net tolygiai m atzvilgiu. Pastebéje, jog pm(n) — p(n), kai
m — 0o su visais n > 0, srityje 0 < ¢ < 1 pereiname prie ribos ir gauname

dop)tt = lim Y pu(n)t" = lim fin(t) = £(1).
n>0 n>0

Pastebéje, kad nagrinéjamos eilutés ir sandaugos konverguoja absoliuciai srityje [t| < 1,
galime teigti, kad lygybé galioja ir Siame realiosios tiesés intervale. Pagal analizinio
pratesimo principa tapatybé galioja netgi kompleksinés plok§tumos vienetiniame skritu-
lyje. o

Pastebékime, kad kiekviena naturaliojo laipsnio 8aknis yra funkcijos f(t) polius, todél
vienetinis apskritimas yra natiirali jos analizinio pratesiamumo riba. Naudojantis Kosi
formule galima toliau nagrinéti seka p(n), bet tai — gana sudétingi skaiciavimai. Dvide-
§imto amziaus pradzioje Hardis ir Ramanudzanas, pvz., irodé, kad

p(n) ~ V3 /e

n — 00.
4n

)

2. Aibés skaidiniai. Belo skaiciai
Tarkime A — n elementy aibé (n aibé). Nagrinékime visas jos israiskas nesikertanciuy
ir netusc¢iu jos poaibiu sajungomis

A= A, AL CA AynAj=0, 1<j<k<s;
k=1

¢ia n — bet koks naturalusis skai¢ius. Tokiu skaidiniy kiekis vadinamas Belo skaiciumsi ir
zymimas B,,. Panagrinékime ji.
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1 teorema. Susitarkime, kad By = 1. Tada
B, = zn: n=Np n>1
n*kil E—1 n—ks = L.

Jrodymas. Galime nagrinéti aibe A = {1,...,n}. Bet koks A skaidinys poaibiais turi
viena poaibi @ su skai¢iumi n. Tegu

Q={ntUX CA né¢X,

o X yra (n—1) aibés A\ {n} poaibis. Jei |Q| = k — aibés @ elementu skaicius, tai kintant
X galima sudaryti (:j) poaibiu Q.

Pagal Belo skai¢iaus apibrézima aibé A\ Q gali biiti isskaidoma sajungomis B,,_, kartu.
Kadangi visas A sajungas galime gauti iSrenkant aibes () ir iSskaidant likusi poaibi, tai

<

Kombinatorikoje daznai naudojami antros rusies Stirlingo skaiciai, S(n, k), isreiskian-
tys n aibés skaidiniu, turin¢iu sajungose k poaibiu, skaic¢iu. Tad,

=>_S(n, k).
k=1
Stirlingo skai¢ius S(n, k) taip pat galima apibrézti ir lygybe
= S(n,k)t(t —1)---(t—k+1).

Véliau naudosime Belo skai¢iu eksponentine generuojancia funkcija

Bt)=Y" B;fn.

n>0

2 teorema. B(t) = exp{et — 1}.

Jrodymas. 18 1 teoremos iSplaukia

n>1 n>1 k=1
n
D D S D DL P
(k—Dl(n—k)! J!
n>1k=1 ji>1 k>0



Issprende diferencialine lygti

B/
- == et
B
su pradine salyga B(0 = 1, baigiame teoremos jirodyma. o

Isvada (Dobinskio formulé).

(‘b\»—l

iy

K’

k>0

Irodymas. Skaiciuojame B(t) naudodami 2 teoremos rezultata ir gauname

ST DD ML

k>0 k>0 " n>0
71 n
> (k)
n>0 k>0
Sulygine B(t) koeficientus, gauname norima formule. o

Kombinatorikoje sutinkami ir kitokie aibés skaidiniuy uzdavinio variantai. Tarkime,
reikia rasti n aibés skaidiniu sajungomis i$ k£ poaibiy, kuriy pirmame yra n; elementu,
antrame — no, 0 k-ame — ny elementu, skaic¢iu. Tokiu skaidiniu skai¢ius lygus polino-

miniam koeficientui
( n ) n!
Ny nny N ni!...ng!

Cia be to, nq + -+ +ng = n.

3 teorema.
. 1
B, =n! —_
n Z 1;[1 (DR kj!

keztn
1k14+-+nk,=n

Jrodymas. Vektorius k = (ki,...,ky) suk; € Z7T tokiai, kad 1k; +- - -+nk, = n, nusako
skaidinio struktiira: jame yra k; galios j poaibiu. Pasidarykime k; dézuciu, kuriose gali
tilpti 7, 1 < j < n, skaiciu:

k1 kj krn
——
——— ——— ——— ———

J J n n

Bet kaip isdéstydami visus n skaiCiu i jas, t.y. panaudodami visus n! kéliniu, gauname
nurodytos strukturos skaidinius. Atkreipkime démesi i pasikartojimus. Ju priezastys yra
dvi:

(i) poaibiu tvarka skaidinyje yra nesvarbi;



(ii) j galios poaibio elementy tvarka irgi nesvarbi.

Kitaip tariant, naudojant ivairius kélinius, to pacio didumo dézutés su irasytais skai-
Ciais galéjo keistis vietomis ir duoti tuos pacius skaidinius. Dél (i) priezasties kievienas
skaidinys buvo pakartotas

kil okl k!

kartu, o dél (ii) priezasties —

ER) L 1) L (I L
kartu. Padalije n! is siu sandaugu, gauname reikiama formule. o

3. Polinomai virs baigtinio kiino

E.Galua irodé, kad kiekvieno baigtinio kiino elementu skai¢ius yra pirminio skai¢iaus
laipsnis, kuri pazymékime ¢, be to, kiekvienam ¢ galima apibrézti tokios eilés kiina, kuri
zymésime F,. Nagrinésime polinomu virs jo zieda F,[z]. Tegu F}[z] — polinomu su
vienetiniu vyriausiuoju koeficientu multiplikacinis pusgrupis. Pagal pagrindine polinomu
skaidumo teorema kiekvienas f € Fj[r] daugikliu tvarkos tikslumu yra isskaidomas
pirminiy (neskaidziu virs F,) polinomy sandauga

(1) f=p1...ps.

Cia p; € F;[z]. Tarkime, kad polinomo f laipsnis yra n ir (1) skaidinyje yra k; pirminiu
polinomu, kuriu laipsnis yra j, 1 < 7 < n. Turime sarysi

(2) 1k + -+ nk, =n.

Tegu 7(j) — j laipsnio pirminiu polinomu su vienetiniu vyriausiuoju koeficientu skaicius.
Rasime jo asimptotini kitimo pobudi, kai j — oc.

1 teorema. Kickvienam naturaliajam n teisinga lygybé

[rodymas. Pastebékime, jog ¢" lygus n laipsnio polinomu i§ F:;[as] skaiciui. Visus tokius
polinomus suskirstykime i klases. Tegu viena klase sudaro n laipsnio polinomai, kuriu
(1) skaidinyje yra k; j-o laipsnio pirminiu polinomu. Vektorius k vadinamas §ios klasés
polinomu struktaros vektoriumi. Jis tenkins (2) salyga ir vienareik§miskai apibrés na-
grinéjama klase.

Kadangi kiekviena polinoma galima suvokti kaip pirminiu polinomu (1) sandauga,
suskaic¢iuokime, kiek tokiu sandaugu galima sudaryti. Pirminius polinomus, kuriu laipsnis
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yra j, galime imti su pakartojimais i§ visos ju aibés, turincios mw(j) elementu. Pagal
kartotiniuy deriniu apibrézima gauname

(3 er(3)

galimybiu. Skirtingy laipsniu polinomu rinkimas atliekamas nepriklausomai, todél na-
grinéjamos klasés polinomu skaicius lygus §iu koeficientu sandaugai, o visu n laipsnio

plolinomuy skai¢iu gausime sudéje Sias sandaugas pagal strukturos vektorius k, tenki-
nancius (2) salyga. ©

2 teorema. Jeiz € C, |z| <q7!, tai

Yann = (1-g9)7 = [ - )"0,

n>0 i>1

Jrodymas. Pasinaudokime apibendrintaja Niutono binomo ir (3) formulémis. Gauname
A A Nk —1\ .
(1—29)""0) = Z (”(3) 4}; )ka.
k>0

Formaliai dauginkime Sias eilutes pagal j > 1 ir gautuosius démenis grupuokime pagal
vienodus z laipsnius. Gauname

H(l — 0)6) = Z (W(l) "l;lkl - 1> 1k <7T(2) -;2152 - 1) ok _

jz1 k1,k2,-->0
_ n (7)1
->o(0x (YRR
n20 keztn J=1

1k1+-+nkp,=n

Pagal 1 lema apskliaustasis koeficientas lygus ¢™. Taigi formali lygybé yra irodyta.
Panasiu formaliu operaciju pagrindima, esame aptare skyrelyje apie naturaliojo skaic¢iaus
skaidinius. o

Skaiciu teorijoje yra apibréziama Miobiuso funkcija:

1, jeim =1;
w(im) =< 0, jel egzistuoja pirminio skai¢iaus kvadratas, dalijantis m;

(—1)*,  jei m igsiskaido k skirtingu pirminiu skai¢iu sandauga.

Viena i§ jos savybiu yra iSreiskiama apgrezimo formuléje.

Lema (Miobiuso apgrezimo formulé). Lygybés

ap = an i b, = Zu(m)an/m, Gny b € C,
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yra ekvivalencios. Cia sumuojama pagal visus naturalivosius n daliklius.
[rodymas. o
3 teorema. Su wisais naturaliiaisiais skaiciais n teisinga formulé

w(n) = -3 plm)g™" = g [+ O(ng™?).

m|n

Irodymas. Logaritmuodami 2 teoremoje gauta generuojancios funkcijos i¢raiska, gau-
name

Vadinasi,

jln

Taigi, pirmasis teoremos teiginys iSplaukia i§ Miobiuso apgrezimo formulés. Ivertis gau-
namas atskyrus démeni, kai m = 1, ir trivialiai ivertinus kitus démenis. o

Uzduotis. Irodykite, kad pusgrupyje Fy [x] n-ojo laipsnio polinomu, neturin¢iu kartoti-
niu pirminiu daugikliu (bekvadraciy) skai¢ius

_ S (T

= ¥ I(Y)

kez*tm J=t !
1ki+---+nk,=n



4. RusSiavimo algoritmas ir binarieji medziai

Informatika irgi ikelia kombinatoriniy uzdaviniu. Ypa¢ aktualios yra algoritmu teorijos
problemos. Nagrinékime bene populiariausia duomenu rusiavimo uzdavini.

Tarkime, kad reikia sutvarkyti n skirtingu duomenu sarasa {a1, . .., a, } pagal koki nors
pozymio (rakto) didéjimo eile. Paprastumo délei laikykime, kad duomenys yra realieji
skaiciai, todél raktas yra ju didumas. Kai n = 3, algoritmas galétu buti toks, kaip
pavaizduota paveiksle.

Lakoniskai iliustruodami, gauname ploksé¢iaji grafa, vadinama binariuoju medziu:

\
\\

I

()

Tokius medzius galime apibrézti rekursyviai, t. y. naudojant pilnosios matematinés
indukcijos principa.

Apibrézimas. Medis T yra binarusis, jeigu

(i) jame yra vir§uné (vadinama $aknimi), sudaranti T, arba

(ii) ji yra sujungta su kairivoju ir desiniuoju binariaisias medziais.

Aisgku, (i) atveju turime tusciaji pirmos eilés medi, sudaryta i§ vienos vir§tneés, o (ii)
atveju kairysis ir desinysis medziai yra mazesniu eiliu negu T', todél ju apibrézimas galéjo
biti laikomas indukcine prielaida. Zinoma, binaruji medj galima nusakyti isvardijant jo
biidingus bruozus. Kai jo eilé yra didesné uz vieneta, reikalaujama, kad jis turétu savybes:

(iii) jame yra viena antrojo laipsnio virstiné, laikoma §aknimi;

(iv) kitu virstniu laipsniai yra lygis 1 (jos vadinamos lapais) arba 3 (vidinés virsanés);

(v) briaunu iSvedimas kairén ar desinén yra iskaitomas, t.y. jos laikomos skirtingomis.

Atkreipkime démesi | tai, kad takas nuo Saknies iki lapo (medyje toks takas yra vienin-
telis) binariajame medyje, vaizduojanc¢iame algoritma, atitinka kazkokio saraso duomeny
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surtiSiavima. Riusiuojant n duomenu, kad programa veiktu visais imanomais atvejais, i$
viso lapu turi buiti ne maziau negu N := n! lapu. Kiekviena binaru medi su §ia savybe
atitinka rusiavimo algoritmas, todél svarbu suzinoti binariuju medziu, turin¢iu N lapu,
skaic¢iu C'iy. Susitarkime, kad Cy = 1. Skaic¢iai C'y vadinami Katalano vardu. Rasime ju
savybiu.

Teorema. Katalano skaiciai Cn tenkina rekurentuji sqrysi

N—-1

(1) Cn = Z CiCn_g, Cp=1.
k=1
Be to,
1 /2N -2 22(N-1)
(2) Oy == ~
N\N-1 N2/m
kai N — oo.

Irodymas. Tegu N > 1. I§ binaraus grafo atéme jo Sakni, gauname du binariuosius
medzius. Tarkime, kairiajame i3 ju yra k lapu, o desiniajame — (N — k) lapu. Cia k gali
buti bet kuris i$ skai¢iu 1, ..., N — 1. Pagal Katalano skai¢iaus apibrézima galime neprik-
lausomai sudaryti Cj, kairiuju medziu ir Cy_g—1 desiniuju. Sudéje pagal k, baigiame (1)
lygybés irodyma. Kitos lygybés irodymui panaudojame generuojancia sekos C funkcija

F(t):= Y Cnt".

N>1
Kadangi
N—-1
F(t)* =Y ( > CkCNk>tN,
N>2 N k=1
todél

F(t) =t+ F(t)?
ir F(0) = 0. Vadinasi,
F(t) = % (1 —(1- 4t)1/2).

Naudodami apibendrintaja Niutono binomo formule, randame koeficienta prie tV. Jis

lygus
v _1<1/2>(_4)N _ 1(2N—3)!!4N (2N -2)!

Ov==3{n ~ 27 2VNT T (N-1)INI

Taigi, (2) lygybeé irodyta. Teoremoje pateikta asimptotika isplaukia i§ Stirlingo formulés:

V2rn(n/e)” < nl < e12"/2rn(n/e)".
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5. Vidutinis kelio ilgis greitojo riuisiavimo algoritme

Algoritmo kokybé priklauso nuo vidutinio panaudotu duomenu palyginimu skaiciaus,
laikant, jog duomenu sarase dydziu tvarka yra vienodai galima. Kaip istirti §i algoritmo
parametra, ypac¢ kai duomenu skaicius didéja? Binariajame medyje ji atitinka vidutinis
tako nuo Saknies iki lapo ilgis. Kaip ir anks¢iau rusiuokime n skirtingy duomenu sarasa
{ai1,...,a,} pagal rakto didéjima. Tegu duomenu raktas yra ju didumas. Panagrinékime
viena i§ populiariausiu rusiavimo algoritmu, vadinama greituoju arba Hoare’s algoritmu:

(i) zingsnis: imame pirmaji saraso elementa a = a; ir sudarome du dalinius duomeny
sarafus L~ ir LT tokius, kad L~ duomenys biitu mazesni uz a, o L™ duomenys biity
didesni;

(ii) surtsiuojame L~ ir LT;

(iii) turédami surasiuotus L~ ir LT bei ju tarpe a, baigiame procedura.

Teorema. Tarkime, kad q, - n duomeny sqraso elementy vidutinis palyginimy skai-
¢ius naudojant Hoarés algoritma. Tada

qn = 2nlogn+0O(n), n>2.

Jrodymas. Pastebékime, kad pirmajame algoritmo zingsnyje visada atliekame n — 1
duomenu palyginimu. Antrame zingsnyje atskirta aibé L~ su vienoda tikimybe gali turéti
k=1,...,n—1duomenu, o LT - (n — 1 — k) duomenu. Jas sutvarkydami vidutiniskai
naudojame qr + ¢n—1— palyginimu. Vidurkinant pagal k ir prisimine pirmaji zingsni,
gauname

n—1 n—1

1 2
(2.1) ann—1+gg(%+%fl+k)Zn—l—f—ﬁ’;(p«

Aisku, kad ¢; = 0. Naudodami generuojancias funkcijas randame sekos ¢, asimptotika.
Pazymékime

Q)= qnt™
n=1
Padaugine panariui (2.1) i§ nt™ ir sudéje pagal n > 1, gauname
n—1
(2. S gt =S a1 42y (Z qk)tn.
n>1 n>1 n>1 “Mk=1

Matome, jog kairéje puséje esanti eiluté lygi tQ’(¢). Ieskodami pirmosios eilutés desinéje
puséje iSraiskos, pora kartuy panariui diferencijuojame begaline geometrine progresija

dtr=1-t)"" |t <1

n>0
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Gauname, kad ieskoma eiluté lygi 2¢2/(1—t)3. Paskutinés eilutés (2.2) formuléje ieskome

naudodami lygybe
n—1
S ar =% (Xa)r

n>1 n>1 n>1 k=1

Taigi, § (2.2) isplaukia

(2.3) tQ'(t) = (12775 nE + 2;?(?

Issprende $ia pirmos eilés diferencialine lygti, kai patenkinama pradiné salyga Q(0) = 0,
gauname

23
:2(1+2t+3t2+~~-)(5+§+~~).

I ¢ia gauname

qn =2 (n—k+1)=2nlogn+0O(n), n>2.

k=2

x| =

Teorema irodyta. o

Zinoma, kad bet kokiame rusiavimo algoritme vidutiniskai reikia ne maziau negu
logs N! = 1,44...nlogn saraso elementy palyginimuy.

6. Medziy skaicius. Cayley’io teorema.

Panagrinékime kitokius negu binarieji medziai grafus. Tarkime G = (V, E) — grafas,
kurio virsuniu aibé V' yra netuscia, o briaunu aibé F yra sudaryta i§ nesutvarkytuju poru
e=uxy,dax,y €V, x #£y. Grafai G = (V, E) ir G’ = (V', E') vadinami izomorfiskais, jei
egzistuoja bijekcija ¢ : V' — V' tokia, kad zy € F tada ir tik tada, kada ¢(x)¢(y) € E'.
Skaiciuojant fiksuotos eilés |V| = n grafu skaiciu izomorfiskus grafus laikome lygiais.
Idomesnis yra grafu su sunumeruota virsuniu aibe, vadinamu numeruotaisiais grafais,
atvejis. Dabar izomorfizmas turi islaikyti ir numeracija, t.y., jei « yra i-toji G grafo
vir§ing, tai izomorfiskame G’ grafe ¢(z) turi buti irgi i-taja virsune. Pradékime nuo
paprasto teiginio.

1 teorema. IS viso yra
2n(n—1)/2

neizomorfisky numeruotujy n eilés grafuy.

Irodymas. Pastebékime, kad uzdavinys ekvivalentus pilnojo numeruoto grafo K™ po-
grafiu skaic¢iaus nustatymui. Bet kurios briaunos e = x;2; galu numeriai nurodo, kurias
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vir§unes ji jungia, todél skai¢iuojamus pografius vienareikSmiskai apibrézia galimi briaunu
poaibiai. Pilnajame grafe yra n(n — 1)/2 briauny, todél briaunu aibés poaibiu skaic¢ius
lygus teoremoje nurodytam dydziui. o
Ketvirtame skyrelyje radome tam tikru neizomorfisky nemumeruotu ploksciu medziu
skai¢iu. Kaip elgtis numeruotu medziu atveju? 1889 metais Cayley apskai¢iavo neizo-
morfisku numeruotu n tos eilés medziu kieki T'(n)? Pradzioje isitinkiname, jog yra

41
Z44=1
5T 6

skirtingu 4-os eilés medziy. Savarankiskai panagrinékite didesnés eilés medzius.

"2 neizomorfisky numeruoty n eilés

Cayley’io teorema. Is viso galime sudaryti n
medZiy.

1 -sis grodymas (Prifer’io). Tarkime G - nagrinéjamu medziu aibé. Kadangi seky
aibeés

{(at,...yan2): 1<a;<n,1<i<n-2}=A
galia yra n™ 2, pakaks rasti bijektyvu atvaizdi A — G.

Kai n < 2, teiginys akivaizdus.

Tegu toliau n > 2. Medziui G = (V, E), kurios vir§uniu aibé sunumeruota, V =
{z1,...,2,}, vienareikdmiskai priskirsime seka o = (a1, ..., a,—2) € A, vadinama medzio
Priifer’io kodu. Pradékime nuo medzio galinés virsuneés, kurios laipsnis lygus 1. Tokios
vir§tuneés egzistuoja, nes kiekviena briauna turi dvi virsunes ir todél

ZcS(a:i) =2(n—1).

I8 keliu tokiu vir§uniu iSrinkime ta, kurios indeksas yra maziausias. Tegu tai virsuné
Zp,, 0 a1 - indeksas vir§unés, gretimos pirmajai. Grafas G — xp, yra n — 1 eilés medis,
todél procesa galima kartoti, kol virsuniu, likusiu grafe, skaiCius yra didesnis uz 2. Kai
sis skaicius lygus 2, mes jau esame sudare vienintele seka (a1, ..., an—2).

Atvirksciai, ar bet kokiai sekai « = (aq, ..., a,—2) € A galima vienareikdmiskai priskirti
medj? Atidékime n vir§aniu ir brézkime norima medi, vadovaudamiesi Zemiau nurody-
tomis taisyklémis:

a) jei by - maziausias i§ bent dvieju naturaliuju skaic¢iu (i$ 1,...,n), nepasirodziusiu
sekoje a, tada junkime xp, su z4,;

b) aibe {1,...,n} pakeiskime {1,...,n}\ {b1}, 0 @ - seka (aqg,...,an_2);

¢) procesa kartojame, kol i3semiame visa seka (tuo paciu nubréziame n — 2 grafo
briaunas);

d) tarpusavyje sujungiame dvi likusias virsunes.

Taip vienareiksmiskai gautasis grafas yra medis, nes jis jungia visas n virsuniu, o jo
didumas yra n — 1.

Kadangi abu nagrinéti atvaizdziai yra vienas kito atzvilgiu yra atvirkstiniai, teorema
irodyta.
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Grafu teorijai artimesnis kitas Cayley’io teoremos irodymo budas.

Antrasis teoremos grodymas. Tarkime T'(n,k) - kiekis n tos eilés medziu, kuriuose
fiksuota virsuné x € V yra k-ojo laipsnio, 2 < k < n — 1. VirSunés numeris nesvarbus, jo
neminésime. Isvesime sarysi tarp T'(n, k) ir T'(n, k — 1).

Imame medj G, kuriame d(z) = k — 1. Jame iSmeskime briauna uv, neincidencia su .
Grafas skilo i du pomedzius, viename i§ ju yra virstneés z ir u arba x ir v. Tarkime, yra
pirmasis atvejis. Sujunge dabar x su v, gauname vél medi G’, kuriame d(z) = k. Pora
(G, @) pavadinkime junginiu ir suskai¢iuokime ju kieki dviem budais. Kadangi grafui
G mes galime sudaryti tiek G’, kiek yra briaunu su auks¢iau minétomis savybémis, tai
vienam G mes turime n—1—(k—1) = n—k partneriu. Taigi, i$ viso yra (n—k)T(n,k—1)
junginiuy.

Skaiciuokime ta pati skai¢iu kitu btidu, pradédami nuo G’, kuriame d(z) = k, k > 2.

Tarkime x1,...,x, - gretimos x virstuneés. Paeiliui iSmesdami briaunas zxz;, i = 1,...k,
mes ”atskeltume” pomedzius 11, ..., Ty, kuriu eilés tegu bus ny,...,ng,
(1) n+---+ng,=n-—1

Grafo G’ partneri junginyje dabar konstruojame tokiu budu:

a) iSmetame xx1, o véliau vir§line x; sujungiame su bet kokia i§ vir§uniu, nepriklau-
san¢iu Ty (turime n — 1 — ny galimybiu);

b) ta pati kartojame su Tb, ..., Tk.

Atsizvelge i grafu G’ kieki T'(n, k) ir (1) i$ viso gauname junginiu

n
ZT(n,k)(n —1-n;)=m-1)(k-1)T(n,k).
i=1
Sulygine abi junginiu skai¢iaus formules, gauname

(n—1)(k—-1)T(n,k)=(n—k)T(n,k—1).

Kai k£ = 1, 8i rekurencioji formulé irgi teisinga. Jos nagrinéjimui galime panaudoti
akivaizdy fakta, kad T'(n,n — 1) = 1 (zvaigzdinio grafo atvejis). Gauname

T(n, k) = (Z B f) (n—1)"=k-1,
Sudédami sias lygybes, iSvedame medziu kiekio T'(n) formule
n—1 el
7o) = S 10K = 3 (373t 0 = (1) 1

Teorema jrodyta. o

Numeruota medi su viena isskirta virsune, Saknimi, vadinsime Sakniniu medziu.
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Isvada. Yra d,, := n""! Sakniniu n eilés medziy.
Irodymas. Kiekvieno medzio, kuriu kieki nusako Cayley’io teorema, saknimi gali buti
bet kuri virsuneé. o
Sakniniai numeruoti medziai vadinami Cayley’io vardu. Baigtinis ju rinkinys vadi-
namas Sakniniu misku. Ji sudaran¢iu medziu Saknu rinkinys laikomas misko Saknimi.
Kai misko medziu tvarka yra iskaitoma, miskas vadinamas ploksciuoju. Jo Saknis bus
sutvarkytasis medziu Saknu rinkinys.

2 teorema. Jei q, —n eilés Sakniniy misky skaicius, tai
(2) o= (n+1)""1.

Jrodymas. Imkime (n+1)-os eilés Cayley’io medi ir atimkime jo $akni, turéjusia numerj
je{l,...,n+1}. Medis skyla i n eilés miska. Sunumeruokime jo virsiines pirmaisiais n
naturaliuju skaic¢iu. Tuo tikslu buvusius virstuniu indeksus, didesnius uz j, sumazinkime
vienetu. Nepriklausomai nuo buvusio j, gauname viena numeruota n eilés miska. Taigi,
i§ (n+ 1)-o (n + 1)-o0s eilés medzio gavome viena mazesnés eilés miska.

Atvirksciai, turédami n eilés Saknini miska is keleto Cayley’io medziu, ivedame papil-
doma virSune, ir ja briaunomis sujungiame su medziu Saknimis. Priskirdami paeiliui
papildomajai virstnei numerius j = 1,...,n+1 ir buvusiy vir$tniu indeksus, ne mazesnius
negu j padidindami vienetu, gautume (n+ 1)-a (n+ 1)-os eilés Cayley’io medi. Vadinasi,
qn = dpt1/(n + 1). Dabar (2) isplaukia i§ Cayley’io teoremos. o

7. Simetriné grupé

Viena i svarbiausiu kombinatoriniu struktru yra simetriné grupé. Paminésime pora
jos savybiu. Bijektyvus n aibés X atvaizdis o i ja pacia vadinamas keitiniu. Paprastumo
deélei, tegu X = {1,...,n}, tada o patogu zyméti lentele

12 ..n
o= ,
lo 20 ....no
kurioje jo yra elemento j vaizdas, j = 1,...,n. Tegu S,, visu keitiniu aibé, o 01,05 du

jos atstovai. Lygybeé
jloro2) = (jor)oz, 1<j<n

apibrézia algebrine operacija, vadinama keitiniu daugyba. Algebroje irodoma, kad S,, Sios
operacijos atzvilgiu yra grupé, vadinama simetrine grupe. Jos eilé yra n!.
Jei keitinys s skirtingu skaiciu ji, ..., js, 1 < s < n, vaizduoja cikligkai, t.y.
jl l—>j2l—>...jsl—>j1,

o kiti skaiciai paliekami vietoje, tai ji vadiname s ilgio ciklu. Toki keitini patogu zymeéti
viena slankiyjy simboliy eilute

(1) (Jrj2 - Js)-
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1 teorema. Yra (s —1)! s ilgio cikly.

Jrodymas. Anksciau pastebéjome, kad galime sudaryti s! kéliniu i§ s elementu, kurie
pagal (1) susitarima duotu ciklus. Dabar atkreipkime démesj i tai, kad Zymédami ta pati
cikla, galéjome pradéti nuo bet kurio elemento ir cikliskai testi toliau. Vadinasi, darant
i§ visuy keéliniy ciklus s kartu pasikartos tas pats ciklas. o

Jei {j1,.. ., jst N {i1, ... im} =0, tai ciklai

(jl?"'ajs)u (Zlavzm)

vadinami nepriklausomais.

2 teorema. Kickvienq keiting galima iSreiksti nepriklausomuy cikly sandauga
(2) 0 =K1 K.

Cia w = w(o) — cikly skaicius. Be to, tokia israiska yra vienintelé daugikliv uzrasymo
tvarkos tikslumu.

[rodymas. Panaudokime algoritmizuotus samprotavimus. Jeigu j dar néra priskirtas
nagrinéjamo keitinio o ciklui, tai raskime maziausia naturaltji skai¢iu m su savybe jo™ =
j. Toks m < n egzistuoja, nes turime ne daugiau negu n skirtingu skai¢iu sekoje jo*,
k > 1. Sudarome cikla

k= (jjo ... je™ ).

Tai i§ tiesu yra ciklas, nes lygybé jo* = jol sul < k <1 < m =1, déka j = jo!=F,

priestarauty m minimalumui. Skai¢ius m butu sio ciklo ilgis.

Toliau taip pat skaicius X \{j, jo, ..., j0™ '} skirstytume i ciklus. Naujasis ciklas biitu
nepriklausomas nuo pries tai sudaryto. IS tiesu, jei ¢, iP = 4, — skai¢ius, nepriklausantis
pirmajam ciklui, tai lygybe

(3) jok =io!

vesty prie sarydio jo*tP~! = i rodanéio, kad i turéty priklausyti pirmajam ciklui.
Priestara akivaizdi. I§séme visus X skaicius, baigiame skaidinio egzistavimo irodyma.
Jei egzistuotu pora skirtingu skaidiniu ciklais, besiskirian¢iu ne tik isdéstymo tvarka,
tai turétu egzistuoti bent vienas elementas, patenkantis i du ciklus ir todél jam rastume
dvi israiskas, tarkim, (3). Tai vél duoda priestara. o
Kombinatorikai svarbu, kokio ilgio ir kiek ciklu sudaro keitinj. Pazymékime k; j ilgio
cikly (2) skaidinyje, 1 < j < n. Aisku,

(4) k1 +---+nk,=n

o ciklu kiekis lygus w(o) = ki + --- + k,. Vektoriu k := k(o) = (ki,...,k,) € ZT"
vadinsime keitinio o strukturos vektoriumsi. Jis turi ir algebrine prasme.

Du simetrinés grupés S,, keitiniai o ir o7 vadinami jungtiniais, jeigu egzistuoja 7 € S,
toks, kad

(5) o=rom L



17

Cia 77! keitiniui 7 atvirkstinis keitinys.
3 teorema. Du keitiniai yra jungtiniai tada ir tik tada, jei ju strukturos vektorias
sutampa.
[rodymas. Tarkime k = (x1,...,xy) - keitinio o7 ciklas, o1 yra jungtinis su o ir galioja
(5) sarysis. Turime
Tr1 = X011, T2 =101y «.., Tp = Tk—1071.

Pazymeékime y; = z;771, 1 < j < k. Patikriname, jog (y1,...,yx) - keitinio o ciklas:

yio =y;j(rorr ") = (y;7) (o1 ) = (xjo1)r = 207 =y,

jeij=1,...,k—1,ir
Ypo = (zpo)T = =y
Isreiske i8 (5) keitini o1 per o, panasiai isitikintume, jog ir bet koks o ciklas atitinka oq
to paties ilgio cikla.
Tarkime dabar, kad k(o) = k(o;). Imkime ju israiskas ciklais. Tegu (w1z3...75) -
bendrasis ciklas keitinyje o, o (y1y2...ys) - keitinyje o1. Atitinkamai sutvarkius cikly
i8déstymo eile, sudarykime keitini

(...m o ... CES)

T = .

Y1y ol Yseen

Patikrinkime (5) formule. Du aibés atvaizdziai lygus, jei ju reikSmeés tuose paciuose

taskuose sutampa. Kaip vaizduoja x; atvaizdis o Zinom, o i ka atvaizduoja tuos pacius
skai¢ius 7o 771, surandame:

zj(rorrt) = (ym)orm = (yo0)T = YT L= i,
jei j=1,...,s — 1. Panasiai gautume (70177 !) = 7. Rastosios reikimés sutampa su
x; vaizdais, naudojant o. (5) lygybé irodyta. o
Jungtinmiai elementai grupéje S, sudaro atskira klase, ja vienareikSmiskai atitinka
struktiiros vektorius k, kurio sveikos neneigiamos koordinatés tenkina (4) lygybe.

4 teorema. Jei simetrinés grupés S, jungtiniy elementuy elementy klasé S(k) apibre-
Ziama strukturos vektoriumi k, tai joje yra

_ n 1
SE) = n! [] —r
jl;[l kjlgki

kettiniu.
[rodymas. Pasinaudojame 2.3 teoremos irodymo idéja. Turédami struktiiros vektoriu,
pasidarykime k; dézuciu, kuriose gali tilpti j, 1 < j < n, skaiciu:
k1 k] kn

—_——
I N I e T
~—— ~—— ~—— ~——
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Bet kaip isdéstydami visus n skaiCiu i jas, t.y. panaudodami visus n! kéliniu, gauname
nurodytos strukturos keitinius. Atkreipkime démesi i pasikartojimus. Ju priezastys yra
dvi:

(i) ciklu tvarka keitinyje yra nesvarbi;

(ii) j ilgio cikla galima uzrasyti j buidu, keic¢iant cikliskai jo elementus (Zr. 1 teoremos
irodyma).

Kitaip tariant, naudojant ivairius kélinius, to pacio didumo dézutés su irasytais skai-
Ciais galéjo keistis vietomis ir duoti tuos pacius keitinius. Dél (i) priezasties kievienas
keitinys buvo pakartotas

kil kil k!

kartu, o dél (ii) priezasties —
L L L

kartu. Padalije n! is siu sandaugu, gauname reikiama formule. o
8. Visi baigtinés aibés atvaizdziai
Nagrinésime visu n aibés X = {1,...,n} atvaizdziu f i ja pacia aibe T,,. Atvaizdziu

sastkos atzvilgiu ji sudaro pusgrupi, daznai vadinama simetriniu. Kaip ir bijekciju atveju
f galime apibrézti lentele, pavyzdziui,

Fe 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
-\ 1,2,2,3,3,4,1,6,9,8 )’

nurodancia, kad f(1) =1, f(2) = 2, f(3) = 2ir t.t. Galima vaizduoti ir digrafu, vadinamu
funkciniu atvaizdzio digrafu (grafu). Atveju f(z) = 2% + 2 (mod20) turime paveiksla:

Jame dvidesimties tasku aibé atvaizduota i ja pacia. Panasiai, kiekviena i§ n galios aibés
atvaizdziu f i ja pacia, galime pavaizduoti numeruotuoju digrafu, kurio vir§tniu aibé
sutampa su aibés X elementais, o briauna (i,j) yra iSvesta i$ ¢ i j tada ir tik tada,
jeli j = f(i). Funkcinj grafa determinuojanti savybé galétu buti formuluojama Sitaip:
kievienos virsunés iséjimo laipsnis (i$ jos iSvestu briaunu skai¢ius) lygus vienam.
Matome, kad bet kokio funkcinio grafo struktura apibrézia vektorius

k(f) = (k1,...,kn), 1k1 + -+ - + nk, = n, kuriame k; = k;(f) Zymi j eilés jungiu grafo
komponenciu skaiciy.
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I8 atvaizdzio pavaizdavimo lentele matyti, kad visu n aibés atvaizdziu arba funkciniu n
eilés grafy skaicius |T,,| = n". Taciau jungiu n eilés funkciniu n eilés grafu kiekj C,, surasti
gana sunku. Tuo tikslu pasinaudokime eksponentinémis genruojanciomis funkcijomis
(e.g.f.). Pradzioje pastebékime pora ju savybiu.

Tegu i n
A =D Bl =D -

n!’ n!
n>0 n>0

seku {a,} ir {b,} e.g.f. Tada

ADBE) =Y Z(i (Z) akbnk>.

n>0 k=0

Taigi, sandauga A(t)B(t) yra apskliaustuju sumu, kai n = 0,1, ..., e..g.f. Panasiai, sekos

(1) z": (Z) k410

k=0

e.g.f. bus A'(¢t)B(t).
Teorema. Tarkime, Ty - skaicius n eilés funkciniu grafy, turincéiy k jungiy kompo-

nenciy, Tp, 0 = 0, m(n) - skaicius jungiy n eilés funkciniy grafy,

n

Tu(t) = ZTnktk, To(t) =1, Tl(y) = Z m(n)y .
k=1

n!
n>1

Cia t,y - formalis parametrai. Tada

7(t9) = 2 O~ epuniy),

n>0

[rodymas. Raskime rekurentuji sarysi tarp Ty,41 it Tpg. Turédami (n+1)-os virsinés
aibe, pastebékime, jog n + 1 virstiné gali biiti jungioje komponentéje, kurioje be jos dar
yra 7 = 0,1,...,n kity vir§tniu. Turime (?) ju parinkimo galimybiu. Galime sudaryti
m(j + 1) jungiu funkciniy grafu su n + 1 ir Slomis j virSuniy. Likusios n — j vir§uniy
nepriklausomai gali biiti 75, —1 funkciniuose grafuose. Taigi,

n

n .
Ty = Z <j)7f(j + )T k-1

=0

Padaugine i3 t* ir sudéje gautasias lygybes pagal k = 1,...,n + 1, turime

Tp(t) =t (?)w(j + 1) T (t).
j=0
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Pagal (1) formule

ZT"%W =T,(t,y) :t(z W(nzll)y") (Z Tn(;;)yn>

n>0 n>0 n>0
Vadinasi,
T,(t,y) =tT'(y)T(t,y).
Integruodami pagal y baigiame teoremos irodyma. o

Isvada. Teisingas sarysis

n,n

(2) T(y) == T(1Ly) = Y - = exp{Il(y)}.

n>0

Is sioje isvadoje gautojo sarysio jau butu galima isvesti funkcijos II(y) Tayloro koefi-
cientu 7(n) formule, bet lengviau ta padaryti pasitelkus sekancio skyrelio medziaga.

9. Numeruotosios kombinatorinés strukturos

Dabar susipazinsime su abstraktesne apibrézimu sistema, naudojama kombinatoriniu
struktiru teorijoje. Galima isivaizduoti, kad pradedama nuo komponenciu arba nuo
jungiu kombinatoriniu struktiiru, nors toliau ivedamos savokos jungumo savybés nerei-
kalauja.

Struktiiros yra sudaromos is elementu (atomu), nurodant ju vidinius rysius. Zyméto-
stose struktiirose tiems elementams priskiriami indeksai, dazniausiai skaic¢iai. Pastaruoju
atveju struktiras vadinsime numeruotosiomis. Dvi tokios struktiuros yra laikomos vie-
nodomis, jei ju elementy numeracijai naudojami tie patys skaiciai ir, sutapatinus vie-
nodai sunumeruotus elementus, vidiniai rySiai sutampa. Skirtingai apibréziant vidinius
rySius tarp elementu, gaunamos skirtingos strukturu klasés. Fiksuokime viena tokia
klase U ir reikalaukime, kad kiekvienam n > 0 i§ n elementu yra sudaroma tik baigtinis
skaicius struktary, kuriu eile (toliau zymeésime | - |) laikysime n. Paprastai atvejis n =0
atitinka viena tusciaja struktiira, kuri ijjungiama i nagrinéjama klase arba ne. n > 1 eilés
struktiiros elementu numeracijai naudosime tik skaicius {1,...,n}. Visa n eilés struktiry
aibe zymeésime U,, C U, o u, = |Uy,| — jos elementu skaic¢iu. Pagal susitarima ug € {0,1}.
Taigi, klase sudaro nesikertan¢iu poaibil sajunga

UZGU,“ Uy < O0.

n=0
Formali eiluté
thul S,
Ut)=3_ T >
weld n=0

vadinama ne tik sekos {u,}, n > 0, bet ir klasés U eksponentine generuojancia funkcija
(toliau EGF).
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Turédami dvi numeruoty struktiry klases ¢/ ir V ir apibréSime tre¢ia W, vadinama
skaidumo sandauga. Ja sudaro visos sutvarkytosios poros w = (u,v) € U x V su vi-
sais galimais zemiau apraSytais elementy sunumeravimais. Jei u € U elementai buvo

numeruoti skaiciais {1,...,m}, o v € V — skaiciais {1,...,n}, tal w numeracijai naudo-
jami skaiciai {1,...,m + n}, naujoji struktiira w laikoma n + m eilés. Struktiiry v ir v
elementai pernumeruojami, dabar naudojant skaicius {1,...,m + n}, islaikant buvusi ju

sutvarkyma (eiliskuma) ir taip, kad w ir v elementu naujos numeracijos nesikirstu. For-
maliai kalbant, skaidumo sandaugos w numeracija apibrézia bet kokios dvi monotoniskai
didéjancios funkcijos 01 : {1,...,m} = {1,... ,m+n}irfs : {1,...,m} — {1,...,m+n},
kuriu reikdmiu sritys nesikerta, o ju sajunga yra visa aibé {1,...,m + n}. Taigi v ir v
skaidumo sandauga (ja zymeésim w = u*v) yra aibé sutvarkytuju poru, besiskirian¢iu per-
numeravimu. Aisku, kad butent 6;, ¢ = 1,2 monotoniskumas uztikrina anks¢iau turéta
struktturu u ir v elementu sutvarkyma, be to, daugindami skirtingas poras gausime skirtin-
gas skaidumo sandaugas. Visos skaidumo sandaugos w = uxv, v € U, v € V sudaro klasiu
U ir V skaidumo sandauga, kuria zymésime YW = U*V. Pagal indukcija apibréziama ir bet
kokio skaiCiaus strukturu bei ju klasiu sandaugos. Atkreipkime démesi, kad pradéjome
nuo sutvarkytuju poru (u,v), todél grieztai kalbant, U * V # V xU. Toliau zymékime

US> =U, U =UsU, ..U =UsU>

Pradedant nuo nesutvarkytuju poru, lygiai taip pat apibréziama Abelio skaidumo san-
daugas. Ju zyméjimui naudosime simbolj [*]. Dabar

Ul =y, U =uu, .., U™ =uu)
Kadangi yra n! kéliniu, sandaugu U<"> ir Y™} EGF risa lygybes
(1) U< () =nlUM®t), n=0,1,....
Skaidumo kompleksu vadinsime aibe
(2) US> = {ByuUuU~*>U....
Tai nesikertanc¢iu aibiu sajunga. Panagsiai
(3) utl = (pyuuuu®u. ..

vadinsime Abelio skaidumo kompleksu arba ansambliu.

Sakniniai numeruotieji migkai bei funkciniai grafai sudaro ansamblius. Pirmuoju atveju
pradiné strukturu klasé buvo visy numeruotu medziu klasé, o antruoju — jungiu funkciniu
digrafu klase. Pokstieji miskai sudaro skaidumo kompleksa (ne Abelio), nes juose i medziu
tvarka yra atsizvelgiama.

1 teorema. Tegu
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kombinatoriniy struktury klasiy U bei V eksponentinés generuojancios funkcijos (EGF).
Skaidumo sandaugos W =U xV EGF

(@) W) =3 “’an — UV (1)

n>1

Skaidumo komplekso U<*> EGF lygi

(5) U= 3 = 0-UE)
wWEU<*> ’
o Abelio skaidumo komplekso U*) EGF —
tlwl
) .= UM
(6) vM@E) = > o=
weld[*]

[rodymas. Pastebékime, kad n eilés skaidumo sandaugu w = u * v galime sudaryti

Wy, = i (Z) Uk VUn—k,

k=0

nes pastaroji lygybé nurodo, kad fiksuotoje sandaugoje viena komponenté yra k, o kita
— (n — k) eilés, be to, pirmoji komponenté yra numeruota bet kokiu &k indeksu poaibiu i3
{1,...,n}. Taigi,

Wy = U Un_k

nl T Lkl (n—k)
nl k! (n—k)!

I8 ¢ia isplaukia (4) formulé.
Pasinaudoje ja bei (2) lygybe, gauname

=Y X oS uer=a-ve)
n>0 w€u<"> : n>0
Abelio skaidumo kompleksui, pasinaudoje (1), turime bei

=Y % tw I' Z Z Z%F(t)n:eU(t)_

n>0weyl"] n>0 : eu<n> ! n>0

<&

Palyginkime gauta rezultata su 8 skyrelio teoremos isvada. Ji teigia, kad funkciniu
digrafu klasés EGF tenkina lygybe
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¢ia m(n) — jungiu funkciniy digrafu skai¢ius. Kadangi funkciniai digrafai yra jungiu digrafu
nesutvarkytieji rinkiniai ir funkciniai digrafai yra jungiu digrafu generuotas ansamblis,
pastarasis sarysis yra 1 teoremos iSvada.

Panagrinékime kita pavyzdi. Tegu U keitiniu ciklu klasé. Turédami n > 1 skaiciu
{1,...,n} galime sudaryti n! kéliniu (i1, 42,...,4n—1,i,). Kadangi ciklams galioja

(i17i27-"77;’n717in) = (Z.27‘-‘7Z'n7177:n7i1) == (in7i17"‘7in71)7

gausime (n — 1)! ciklu. Vadinasi, tokiu cikly klasés EGF lygi

Z Mt" =log(1 —t)~ 1.

n!
n>1

Abelio skaidumo sandauga U™ duotu visus keitinius, sudarytus is n cikly. Jos EGF lygi
url(t) = R (1 —t)
nl 08 '

Keitiniai sudarytu cikly klasés generuota ansambli, todél jo EGF

1
<*> n —1
u 75 —n!log (1-1) =13
n>0

ka mes turé¢jome ir anksciau.
Ciklus galime sudarinéti ir i$ kitokiu negu skaiciai kombinatoriniu strukturu, pvz.,
medziu. Kokia bus EGF, jei pradésime nuo struktiry klases su EGF A(t)?

2 teorema. IS kombinatoriniy struktury klasés A su EGF A(t) sudaryty cikly klasés
EGF bus lygi
Cn o -1
ct)y=>_ " =log (1—A®) .

n>0

Jrodymas. Kaip matéme anksciau, n eilés sutvarkytu rinkiniu, daromu i§ A, EGF lygi
A" (t); ciklams kiekvienas jos koeficientas yra n kartu mazesnis. Tad,

20, AW
2 n

4+

Tai ir yra 2 teoremos tvirtinimas. o

I8 1 ir 2 teoremu iSplaukia idomiu kompleksu generuojanciu funkciju savybiu.

dntn n—ltn
D(t)::Z n! :Znn! B

n>1 n>1

1 iSvada. Tegu

Cayley’io medziy EGF. Tada D(t) = teP® | kai |t| < e~ !.



24

[rodymas. Pasinaudoje Stirlingo formule, nesunkiai nustatome eilutés D(t) konverga-
vimo sriti [t| < e7!. Pastebime, kad Sakniniai miskai sudaro Cayley’io medziu ansambli.
Vadinasi, pagal 1 teorema ju EGF issireiskia per D(t). Gauname

L qnt"™ _ D)
n>0

Pagal 6.2 teorema ¢, = dp4+1/(n + 1), todél

Q(t) = 2% =t7'D(¢).

<

2 isvada. Tegu II(t) — jungiy funkciniy digrafy EGF, o T(t) — visu funkciniy digrafu
ansamblio EGF. Tai srityje |t| < e™!

M) =log (1- D)L, T(t) = 1_;%.

[rodymas. Kiekviena funkcinio digrafo komponenté yra sudaryta is ciklo ir Cayley’io
medziy, kuriu briaunos Sikart turi kryptis nukreiptas i Saknis, esancias Siame cikle.
Medziai gali buti ir pirmos eilés, tai bus ciklo vir§unés. Ciklas apibrézia ir medziu
isdéstymo tvarka, sukeitus bent du i$ ju, gaunamas kito atvaizdzio digrafas. Kitaip
tariant, i jungia funkcinio digrafo komponente galime zitréti kaip i medziu cikla. Jei
m(n) — n eilés jungiu funkciniu digrafu skaic¢ius, n > 1, tai §is skai¢ius reiks ir tos pacios
eilés medziu ciklu kiekj. Pagal 2 teorema medziu ciklu klasés EGF lygi

log (1 — D(t))_l.

Kadangi 7 yra Sios klasés generuotas ansamblis, pagal 1 teorema gauname

(6) T(t) = exp {log (1 — D(t)) "'} = (1= D(t)) "

Isvada irodyta. o

Naudojant 1 ir 2 isvadas ir Sia lygybe nebesunku rasti 7w(n) bei jo asimptotika, kai
n — oo.

Lagrange lema. Tegu funkcija f(z) yra netiesiogiai apibrézta lygybés

(7) f(2) = 29(f(2))

pagalba, kai ¢p(u) — analiziné tasko uw = 0 aplinkoje ir ¢p(0) = 1. Jei g(2) yra analiziné
tasko z = 0 aplinkoje, tai sudétiné funkcija g(f(2)) irgi yra analiziné kazkokioje nulinio
tasko aplinkoje, be to, jos n-asis Tayloro koeficientas lygus funkcijos ¢(u)™g'(u) (n—1)-am
Tayloro koeficientui c,,_1, padalytam i$ n.
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Jrodymas. Tegu v = f(z) ir z = z(u) — jai atvirkstiné funkcija. I8 (7) turime, kad
z = u/¢(u). Pagal lemos salygas abi yra analizinés tam tikrose nuliniu tasku aplinkose.
Todél naudodami Kosi formule su pakankamai mazais p, p; > 0, gauname

1 P(u)"g'(u) 1 g'(u)

Cpo1 = — du = — du =
270 juj=p un 270 Jjuj=p 2(u)"
1 JUENS ) , 1 d(9(f(2)) _
211 |z|=p1 zn 211 |z|=p1 Ak
_n / 9(f(2)) d=
211 |z|=p1 zntl
Izitréje pastarojo integralo prasme, baigiame lemos irodyma. o
3 teorema. Jungiy n > 1 eilés funkciniy grafy skaicius
n—1 p
1
m(n) = (n—1)! % = nle” (2 + O(n3/2)),
k=0

Jrodymas. Teoremos 1 pirmoje isvadoje gavome D(z) = zeP(?). Pagal (6) reikia rasti
n-a funkcijos log(1 — D(z))~! Tayloro koeficienta ir padauginti ji i§ n!. Pasinaudojame
Lagrange lema, kai ¢(u) = €%, o g(u) = log(1—u)~!, ir gauname ¢™(u)g’(u) = e"*/(1—u).
Nesunkiai randame (n — 1)-a Tayloro koeficienta. Jis lygus >, <,_; n*/k!. Padalije i§
n ir padaugine i§ n!, randame 7(n) israiska. o

Sumos aproksimavimui pasinaudokime Bery-Eseno teorema apie konvergavimo greiti
centringje ribingje teoremoje. Tegu S, = Zy + ... + Z, — nepriklausomy vienodai pa-
siskirs¢iusiu Poissono dydziu su vienetiniu parametru (EZ; = 1) suma. Todél S, irgi
Poissono dydis su parametru n, o

n—1
ey % = P(Sy <n—1)=P((Sa —n)/v/n < —1/vn) =
k=0
Y VAR 1
_ —u?/2 4 —1/2y _ 1+ —1/2
= e u+ O(n =-+0(n .
=/ (%) = 5+ 0(n~?)
Istate §i jverti i m(n) iSraiska, baigiame teoremos irodyma. o

Palyginimui pastebékime, kad jungiuju n eilés funkciniuy digrafuy ir visu tokios eilés
digrafu santykis

Panasiai iSvystoma ir nenumeruotuju kombinatoriniu struktiru teorija.
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10. Nenumeruotujuy struktiru kompleksai

Nagrinéti nenumeruotu struktiru pavyzdziai turi bendra bruoza: sudétingesni objektai
yra sudaryti i§ atskiru daliu. Polinomus sudaro pirminiai daugikliai, binariuosius medzius
- pomedziai, i kuriu tvarka yra atsizvelgiama . Atskiros dalys gali buti net lygios. Na-
grinéjamus objektus, turinéius apibrézta naturaluji skaic¢iu svori (atskirais atvejais tai gali
buti laipsnis, eilé ir pan.), vadinkime svorinémis kombinatorinémis strukturomis. Tegu P
yra tam tikra kombinatoriniu struktiiry klasé, x € P viena struktira, o w(k) - jos svoris.
Reikalaukime, kad klaséje P yra tik baigtinis n svorio strukturu skaic¢ius

m={rke€P: wk)=n}, n>L

Bet koks rinkinys
o:={K1,...,ks}, Ki€P, 1<i<s,

gal but pasikartojanciu elementu gali buti laikomas nauja kombinatorine struktura. Tuo
tikslu, reikia suteikti jai svori. Naturalu ji apibrézti lygybe

w(o) = w(ky) + -+ w(ks).

TusEiajam rinkiniui o = ) suteikime nulini svorj. Taip apibréztos struktiiros o vadinamos
kartotinémis aibémis (multiaibémis), o ju visuma, iskaitant ir tuséia, - aibés P kartotiniu
poaibiy (multiaibiy) struktira. Ja zymékime K(P).

Pirminiu polinomu, kuriu vyriausias koeficientas lygus vienam, vir§ baigtinio ktino
rinkinys yra geriausias tokios kartotinés strukturos pavyzdys. Sutapatine ja su rinkinio
polinomu sandauga, visu polinomu aibe galétume laikyti kartotine pirminiu polinomu
struktiira. Aisku, kad svoriu vaidmenj vaidina polinomu laipsniai; m, = 7(n) - skai¢iu
n-o0jo laipsnio pirminiu polinomu - nagrinéjome 3 skyrelyje.

Zvelgdami i naturaliojo skaic¢iaus adityviojo skaidinio démenis kaip i naturaliuju skaiciu
aibeés kartotini poaibi, tokius skaidinius irgi galétume vadinti kartotiniu poaibiu struktira,
kurioje svorio vaidmenij vaidina nattraliuju skai¢iuy didumai. Dabar 7, = 1 su kiekvienu
k e N.

Pradédami nuo P poaibiu, (dabar pasikartojanc¢iu elementu x; neimtume), panasiai
gautume aibés P poaibiy strukturg. Ja zymékime P(P).

Formalias laipsnines eilutes

()= 3 20 = 3 ( 3 1>zn = St

KEP n=0 “w(k)=n
K= Y zw<o>—z( T 1)zn =Yt
og€K(P) n=0 “w(o)=n n=0

ir

P= Y zw<o>:§:( 3 1>zn =S

oc€P(P) n=0 “w(o)=n
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vadinkime atitinkamu struktaru P, K(P) ir P(P) arba seku {7}, {kn} bei {p,} generuo-
janciomis funkcijomis. Raskime ju sarysius.

1 teorema. Teisingos formalios lygybés:

K(:) = oxp { mﬁ:: e

P(2) zexp{ i (Wnn(zm)}

m

m=1
Jrodymas. Kaip ir 3 skyrelyje gauname
o (mi k-1
ky = 7 .
o)
kezt" 7=l

1k14+-4nkp=n

Vadinasi, pakartoje ankstesnius skai¢iavimus, irodytume lygybe

K(z) =) ky2" =[]0 -2)"™.

n>0 j>1
Toliau panaudodami logaritminés funkcijos skleidimo Tayloro eilute formule, gauname
K(s) — ZmJ _ 1 (™
(z) = exp Zﬂ'j Z (TP Z - (z™) 7.
j>1 m>1 m>1
Antrosios irodymui pastebékime, kad
— J
ne ©O(E)
j=

keztm
1k1+-+nk,=n

Be to,
INT; J kj __ n J\ _
Moo= =TI (7)2 == 5 II(7)-re
j>1 j>1k=0 n=0 keztn j=1
1ki+--+nk,=n
Logaritmuodami sandauga, kaip ir anksé¢iau i§ ¢ia gautume antraja lemos lygybe. o

Turédami keleta skirtingu pradiniu struktiru klasiu Pr, & > 2, galétume sudaryti
dar jdomesniu nauju struktury. Dabar apibrésime seku struktura. Tegu P’ ir P dvi
struktiiros. Sutvarkytujy pory struktura vadinsime P’ x P” kurioje poros o := (k', k")
svoriu laikoma w(o) = w(k’) + w(k”). Panasiai apibrésime ir P laipsnius.
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1 teorema. Jei m}, ir w), yra k-ojo svorio struktury aibése P’ ir P skaiiai, tai n-jo
svorio sutvarkytyjy pory struktury yra

n—1
! 1
T — k-
k=1

[rodymas. Isplaukia i§ apibrézimu. o
Aibés
{yUuPUP?U...
elementai vadinami P seky struktaromis. Zymékime ja S(P).

2 teorema. Seky strukturos generuojanti funkcija lygi

1
w(e) — 1 4+ I M2+ . =— -
> # 1) + 1) + -+ = T3
ceS(P)
Irodymas. I8plaukia i$ apibrézimu. o

Dar karta prisiminkime binariuosius medzius ir Katalano skai¢ius. Kadangi kiekvienas
binarusis medis 7" yra arba viena iSoriné virsuné o, arba vidiné virsuné * ir dvieju binariuju
medziu seka, todél gauname tokia formalia schema:

{T} = {o} U{( T, T)}.

Cia paskutiné aibé yra sudaryta is seku. Priskirdami iSorinéms virsunéms vienetinius svo-
rius, o vidinéms vir§inéms - nulius, gautume nagrinétas struktturas. Uzrase atitinkamas
generuojancias funkcijas, gauname lygybe

Cz) =) Caz"=2+1-C(2) - Cz) = 2+ C*(2),

n=1

kuria jau buvome 4 skyrelyje.

Kaip ir praeitame skyrelyje galétume apibrésti ir nenumeruotu struktiira ciklu klase.
Reziumuodami akcentuosime, kad formalus nauju struktturu klasiu sudarymas duoda ir
ju generuojanc¢iu funkciju rySius. Panaudodami pastaruosius, galime naujas strukturas
suskaiciuoti.



