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Il skyrius. Funkcijos

2.1 Funkcijy apibrézimai ir pavyzdziai
Ap. Funkcija vadiname atvaizdj
f:A— B,

kuris kiekvienam elementui is A priskiria viena vienintelj
elementa is B.
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Il skyrius. Funkcijos

2.1 Funkcijy apibrézimai ir pavyzdziai
Ap. Funkcija vadiname atvaizdj
f:A— B,

kuris kiekvienam elementui is A priskiria viena vienintelj
elementa is B.

A vadiname f apibrézimo sritimi, o B reikSmiy sritimi.

Jeigu funkcija f elementui X € A priskiria elementg y € B,
rasome

f(x)=y.

Sakome, kad ,,f nuo x yra y” arba ,,f atvaizduoja x j y”.



» Tarkime C C A, tada C vaizdu f atzvilgiu vadiname aibe

f(C) = {f(x) | x € C}.



» Tarkime C C A, tada C vaizdu f atzvilgiu vadiname aibe
f(C) = {f(x) | x € C}.

» Funkcijos f jgyjamy reiksmiy aibé yra zZymima

range(f) = f(A)
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» Tarkime C C A, tada C vaizdu f atzvilgiu vadiname aibe
f(C) = {f(x) | x € C}.

» Funkcijos f jgyjamy reiksmiy aibé yra zZymima

range(f) = f(A)
{f(x) | x € A}

» Tegul D C B. Aibés D pirmavaizdziu vadiname aibe

f~1(D) = {x | f(x) € D}.



1 pavyzdys. Turime funkcija
f:{ab,cd} — {1,2,3},

f(a) = f(b) =1 ir f(c) = f(d) = 3. I8 apibrézimo galime
pasakyti, kad
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1 pavyzdys. Turime funkcija
f:{ab,cd} — {1,2,3},
f(a) = f(b) =1 ir f(c) = f(d) = 3. I8 apibrézimo galime
pasakyti, kad
range(f) = {1,3},
f({a, b}) = {1},
F1({2}) =0,



1 pavyzdys. Turime funkcija
f:{ab,cd} — {1,2,3},
f(a) = f(b) =1 ir f(c) = f(d) = 3. I apibrézimo galime
pasakyti, kad
range(f) = {1,3},
f({a,b}) = {1},

1({2h) =0,
F({1,2,3}) = {a,b,c,d}.



2 pavyzdys. Tegul f:Z — Z ir
f(x) = 2x.

Pazymékime L ir N lyginiy ir nelyginiy skaiciy aibes. Turime
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2 pavyzdys. Tegul f:Z — Z ir
f(x) = 2x.
Pazymékime L ir N lyginiy ir nelyginiy skaiciy aibes. Turime
range(f) = f(Z) = L,
f(L)={4k | k € Z},
f(N)={4k+2 | k € Z},
(L) =72,



2 pavyzdys. Tegul f:Z — Z ir
f(x) = 2x.
Pazymékime L ir N lyginiy ir nelyginiy skaiciy aibes. Turime
range(f) = f(Z) = L,

f(L) = {4k | k € Z},
f(N) = {4k +2 | k € Z},



Uzduotis. Tegul f: N — N ir
f(x) = x + 1, jei X yra nelyginis,

ir
f(x) = x priesingu atveju.

Apibudinkite aibes:



Uzduotis. Tegul f: N — N ir
f(x) = x + 1, jei X yra nelyginis,
ir
f(x) = x priesingu atveju.

Apibudinkite aibes:

f(L), f(N), range(f), f'(N), f1(L),

Ats.: f(L) =L,
f(N) = L - {0},
range(f) = L,
f~1(N) =N,
F1(L) =N,
f~1(N) = 0.



»Grindys" ir ,,lubos" (Floor ir Ceiling)

Funkcijos Floor ir Ceiling yra R — Z;
floor(x) - didziausias sveikasis skai¢ius < x,
ceiling(x) - maziausias sveikasis skai¢ius > x.
Pavyzdziai:
floor(2.6) = 2,
floor(—2.1) = -3,
ceiling(2.6) = 3,
ceiling(—2.1) = —-2.

Kiti zymenys: floor(x) = [x], ceiling(x) = [x].
Skaiciaus ,lubos" = skaiciaus ,sveikoji dalis".



1 teiginys. Turime, kad

Irodymas: Kai x € Z, tai
—|x] = —x=T[-x].
Jeigu x ¢ Z, tai 3 n € Z toks, kad
n<x<n+1i
ir todél | x| = n. Padaugine nelygybe is —1, gauname

—(n+1)<—x< —n,

is to isplaukia, kad [—x] = —n. Todél —|x| = —n = [—X].

O



2 teiginys. Turime, kad
[x +1] = [x] +1.
Irodymas: Egzistuoja toks n € Z, kad
n<x<n+1.
Pridedam vienetg ir gauname
n+1<x+1<n+2

Todeél
[x+1]=n+2,

kai [x] = n+ 1. IS to iSplaukia, kad [x + 1] = [x] 4+ 1.

O



Didziausias bendrasis daliklis
Jeigu x ir y yra sveikieji skai¢iai ir x> + y* # 0, tai
ged(x,y) — didziausias skaicius, kuris dalija x ir y.

Pavyzdziui, ged(12,15) = 3, o ged(—12,—8) = 4.
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Didziausias bendrasis daliklis
Jeigu x ir y yra sveikieji skai¢iai ir x> + y* # 0, tai
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Didziausias bendrasis daliklis
Jeigu x ir y yra sveikieji skai¢iai ir x> + y* # 0, tai
ged(x,y) — didziausias skaicius, kuris dalija x ir y.

Pavyzdziui, ged(12,15) = 3, o ged(—12,—8) = 4.
Funkcijos gcd savybés:

1. ged(a,b) = ged(b, a) = ged(a, —b).

2. ged(a,b) = ged(a — bq, b) su bet kuriuo q € Z.

3. gcd(a,b) = ma + nb su kazkuriais m,n € Z.

4. Jeigu d|ab ir ged(d,a) = 1, tai d|b.



Dalybos taisyklé
Tegul a,b € Z, b #£ 0, tada 3 tokie vieninteliai q ir r € Z, kad

a=bq+r,

kai 0 <r < |b|.



Dalybos taisyklé
Tegul a,b € Z, b #£ 0, tada 3 tokie vieninteliai q ir r € Z, kad
a=bq+r,

kai 0 <r < |b|.

Euklido algoritmas didziausiam bendrajam dalikliui rasti:
Tarkime a,b € N, a# 0 ir b # 0.

while b > 0 do
find q,r so that a=bq+rand 0 <r < b;

a:=b;
b:=r;
od

Output(a).



Pavyzdys. Rasime gcd(189,33):

189 = 33.5+24
33 = 24.1+9

24 = 9:-2+6
9 = 6-1+3
6 = 3:2+0

Output(3).

Klausimas. Kiek zingsniy vykdys Euklido algoritmas
ieskodamas ged(117,48)7



Pavyzdys. Rasime gcd(189,33):

189 = 33.5+24
33 = 24.1+9

24 = 9:-2+6
9 = 6-1+3
6 = 3:2+0

Output(3).

Klausimas. Kiek zingsniy vykdys Euklido algoritmas
ieskodamas ged(117,48)7

Atsakymas: Keturis zingsnius.



Funkcija mod
Tegul a,b € Z ir b > 0. Pritaike dalybos taisykle, gauname
a=bqg+r,

0<r<hb.
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Funkcija mod
Tegul a,b € Z ir b > 0. Pritaike dalybos taisykle, gauname
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Funkcija mod
Tegul a,b € Z ir b > 0. Pritaike dalybos taisykle, gauname
a=bqg+r,
0 < r < b. Kad isreikstume r per & ir b, iSspresime lygtj
g=a/b—r/b.
Kadangiqe Z ir 0 <r/b <1, tai g = |a/b|. Gauname

r=a-bq=a-bla/b].



Funkcija mod
Tegul a,b € Z ir b > 0. Pritaike dalybos taisykle, gauname
a=bqg+r,
0 < r < b. Kad isreikstume r per & ir b, iSspresime lygtj
g=a/b—r/b.
Kadangiqe Z ir 0 <r/b <1, tai g = |a/b|. Gauname
r=a—bqg=a—bla/b|.
Skaicius r rasomas kaip @ mod b. Todél

a mod b=a— bla/b].



Klausimas. Kokie elementai sudaro aib¢ {x mod 5 | x € Z}?



Klausimas. Kokie elementai sudaro aib¢ {x mod 5 | x € Z}?
Atsakymas: {0,1,2,3,4}.



Klausimas. Kokie elementai sudaro aib¢ {x mod 5 | x € Z}?
Atsakymas: {0,1,2,3,4}.

Toliau zymeésime

Np={0,1,...,n—1}.



Klausimas. Kokie elementai sudaro aib¢ {x mod 5 | x € Z}?
Atsakymas: {0,1,2,3,4}.
Toliau zymeésime
N,={0,1,....,n—1}.
Jeigu n yra fiksuotas, X € Z, tai

range(x mod n) = Nj.



Klaustmas. Paryziuje yra antra nakties. Kiek laiko yra
Portlande? (devyniy valandy skirtumas)
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Sprendimas:
12-0s valandy laikrodis:

(2—-9) modi12 = (-7) mod 12
-7 —-12[-7/12]
-7 —-12(-1)
— 5



Klaustmas. Paryziuje yra antra nakties. Kiek laiko yra
Portlande? (devyniy valandy skirtumas)

Sprendimas:
12-0s valandy laikrodis:

(2—-9) modi12 = (-7) mod 12
-7 —-12[-7/12]
-7 —-12(-1)
— 5

24-iy valandy laikrodis:

(2—9) mod24 = (-7) mod 24

= 7 24|-7/24]
= 7 -24(-1)
= 17.

Atsakymas: Penkta valanda dienos.



UZduotis. Parasykite skaiciy 13 dvejetainéje sistemoje.

Sprendimas: Kiekvieng x € N mes galime uzrasyti kaip
x =2[x/2] +x mod 2.

Turime algoritma dvejetainiam skaiciui rasti:

13 = 2.6+1
6 = 2340
3 = 2.1+1
1 = 2.0+1.

Atsakymas: 1101.



Logaritmo funkcija
Jeigu X ir b yra teigiami realieji skaiciai ir b > 1, tai

logy, x =y

reiskia
v = x.

Logaritmo funkcija yra monotoniskai didéjanti, t.y.

s<t = log,s <logyt.



Logaritmo savybés:

1) logp,1 =0,
2) log, b

w

)
)
) log, b* = x,

4) logy, xy = log, x + log, v,

5) log, x¥ = ylogy X,

6) log, x = (log, b)(logy, x); ¢ia a > 1.



Uzduotis. Ivertinsime log,(522°), t.y., rasime apatinj ir virsutinj
jverc¢ius Siam logaritmui.

9 < log,(522°) = 2log, 5+ 5 < 11,

nes 22 < 5 < 23, Arba tikslesnis jvertis

9 < log,(5%2°%) = log, 52 + 5 < 10,

nes 24 < 52 < 25,



2.2 Funkcijy konstravimas

Kompozicija

Ap. Jeigu f: B— Cir g: A— B, tada reiskinys

f(g(x))

turi prasme ir yra vadinamas funkcijy f ir g kompozicija.

Rasome

fog:A—=C
ir zymime (f o g)(x) = f(9(x)).
Pavyzdziai:

floor(log, 20) = floor(4...) = 4,
ceiling(log, 20) = ceiling(4...) =5,
head(tail((a,b,c))) = head((b,c)) = b.



Funkcijos seq ir dist
Funkcijos seq apibrézimas:
seq : N — lists(N)
ir
seq(n) = (0,1,....n).
Funkcijos dist apibrézimas:
dist : A x lists(B) — lists(A x B)

dist(a, (x1, ..., xq) = (@, %1),. .., (@ xc))-



Klausimas. Kaip galime aprasyti funkcija
f(x)y=(1,2,....,x+1)

(programavimo poziuriu)?
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Atsakymas: f(x) = tail(seq(x + 1)).
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f(x)y=(1,2,....,x+1)
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Atsakymas: f(x) = tail(seq(x + 1)).

Klausimas. Kaip galime aprasyti funkcija

f:N — lists(N x N)

f(x) = ((x,1),(x,2),...,(x,x))

naudojant kitas funkcijas?



Klausimas. Kaip galime aprasyti funkcija
f(x)y=(1,2,....,x+1)

(programavimo poziuriu)?

Atsakymas: f(x) = tail(seq(x + 1)).

Klausimas. Kaip galime aprasyti funkcija

f:N — lists(N x N)
ir
f(x)=({(x,1),(x,2),...,(x,x))
naudojant kitas funkcijas?

Atsakymas:

f(x) = dist(x, tail(seq(x))) arba tail(dist(x,seq(x))).



Funkcija map

Apibréziama poroms (f, sarasas), ¢ia f - funkcija, apibrézta
saraso elementams.

Funkcija map paima f-ja f ir sarasa ir grazina sarasa reiksmiy,
gauty kiekvienam sgraso elementui pritaikius funkcijg f. Taigi,

map(f, <X1 , X2, ... ,Xk>) = <f(X1 ), - ,f(Xk)>.
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Funkcija map paima f-ja f ir sarasa ir grazina sarasa reiksmiy,
gauty kiekvienam sgraso elementui pritaikius funkcijg f. Taigi,

map(f, <X1 , X2, ... ,Xk>) = <f(X1 ), - ,f(Xk)>.

UzZduotis. Apskaic¢iuokite, kam bus lygu

map(floor o log,, tail(seq(8))).



Funkcija map

Apibréziama poroms (f, sarasas), ¢ia f - funkcija, apibrézta
saraso elementams.

Funkcija map paima f-ja f ir sarasa ir grazina sarasa reiksmiy,
gauty kiekvienam sgraso elementui pritaikius funkcijg f. Taigi,

map(f, <X1 , X2, ... ,Xk>) = <f(X1 ), - ,f(Xk)>.

UzZduotis. Apskaic¢iuokite, kam bus lygu
map(floor o log,, tail(seq(8))).

Atsakymas: (0,1,1,2,2,2,2,3).



Uzduotis:

Turime
f: N — lists(N)

ir

f(n) = (0,2,4,...,2n).

Aprasykite f naudodami kitas funkcijas.
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Uzduotis:

Turime
f: N — lists(N)

ir

f(n) = (0,2,4,...,2n).
Aprasykite f naudodami kitas funkcijas.

Sprendimas:

f(n) = (0,2,4,...,2n)
= (2.0,2-1,2-2,...,2-n)



Uzduotis:

Turime
f: N — lists(N)

} f(n) = (0,2,4,...,2n).
Aprasykite f naudodami kitas funkcijas.
Sprendimas:
f(n) = (0,2,4,...,2n)
= (2-0,2-1,2-2,...,2-n)
= map(-((2,0),(2,1),...,(2,n)))



Uzduotis:
Turime
f: N — lists(N)
ir
f(n) = (0,2,4,...,2n).

Aprasykite f naudodami kitas funkcijas.

Sprendimas:

fln) = (0,2,4,...,2n)
= (2.0,2-1,2-2,...,2-n)
= map(-,((2,0),(2,1),...,(2,n)))
= map(-,dist(2,(0,1,2,...,n)))



Uzduotis:
Turime
f: N — lists(N)
ir
f(n) = (0,2,4,...,2n).

Aprasykite f naudodami kitas funkcijas.

Sprendimas:

f(n) = (0,2,4,...,2n)
= (2-0,2-1,2-2,...,2-n)
= map(-((2,0).(2,1),....(2.,n)))
= map(-,dist(2,(0,1,2,...,n)))
= map(-,dist(2,seq(n))).



Uzduotis:
Turime
f: N — lists(N)
ir
f(n) = (0,2,4,...,2n).

Aprasykite f naudodami kitas funkcijas.

Sprendimas:

fln) = (0,2,4,...,2n)
= (2-0,2-1,2-2,...,2-n)
= map(-{(2,0),(2,1),...,(2,n)))
= map(-,dist(2,(0,1,2,...,n)))
= map(-,dist(2,seq(n))).

Atsakymas: f(n) = map(-, dist(2, seq(n))).



UzZduotis:
Aprasykite f: N — lists(N) kitomis funkcijomis, kai

f(n) = (5,9, ...,5 +4n).
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fn) = (5+4-0,5+4-1,54+4-2,...,54+4-n)



UzZduotis:
Aprasykite f: N — lists(N) kitomis funkcijomis, kai

f(n) = (5,9,...,5+4n).

Sprendimas:

fn) = (5+4-0,5+4-1,5+4.2,... . 5+4.n)
= map(+,((5,4-0),(5,4-1),(5,4-2),...,(5,4-n)))



UzZduotis:
Aprasykite f: N — lists(N) kitomis funkcijomis, kai

f(n) = (5,9,...,5+4n).
Sprendimas:
fn) = (5+4-0,5+4-1,54+4-2,...,54+4-n)

— map(+,((5,4-0),(5,4-1),(5,4-2),....(5,4-n)))
= map(+,dist(5,(4-0,4-1,4-2,...,4-n)))



UzZduotis:
Aprasykite f: N — lists(N) kitomis funkcijomis, kai

f(n) = (5,9,...,5 + 4n).
Sprendimas:
fn) = (5+4-0,5+4-1,56+4.2,...,5+4.-n)
map(+, (5,4 -0),(5,4 - 1), (5 4. 2) ., (5,4-n)))

map(+, dist(5, (4-0,4-1,4-2, .. ;))
= map(+,dist(5, map(-, dist(4, (0,1,2, M)



UzZduotis:
Aprasykite f: N — lists(N) kitomis funkcijomis, kai

f(n) = (5,9,...,5+4n).

Sprendimas:

fn) = (5+4-0,5+4-1,5+4.2,....5+4-n)

map(+, ((5,4-0),(5,4- 1), (5 4. 2) . (5,4-n)))
map(+,dist(5, (40,4 -1,4-2,...,4-n)))
map(+, dist(5, map(-, dist(4, (0,1,2, 5n))))

= map(+,dist(5, map(-, dist(4,seq(n))))).



UZduotis:
Apragykite f: N3 — lists(N) per kitas funkcijas, kai

f(a,b,n) = (a,a+b,a+2b,...,a+ nb).



UZduotis:
Apragykite f: N3 — lists(N) per kitas funkcijas, kai

f(a,b,n) = (a,a+b,a+2b,...,a+ nb).

Sprendimas:
Tai paskutinio uzdavinio, kuriame turéjome a=>5, o b = 4,
abstrakcija. Todél

f(n) = map(+, dist(a, map(-, dist(b, seq(n))))).



2.3 Funkcijy savybés

Tegul f: A — B yra funkcija. Yra trys savybés, kuriomis gali
pasizyméti f.
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atvaizduojami j skirtingus elementus i§ B. Kitais zodziais,

x#y = ) #1(y)

arba



2.3 Funkcijy savybés

Tegul f: A — B yra funkcija. Yra trys savybés, kuriomis gali
pasizyméti f.

Ap. f vadiname injekcija, kai skirtingi elementai i A
atvaizduojami j skirtingus elementus i§ B. Kitais zodziais,

x#y = ) #1(y)

arba

Pavyzdys. Tegul f: Ng — N ir
f(x) =2x mod 8.

Pastebime, kad f yra ne injekcija, nes f(0) = f(4).



1 klausimas. Tegul f: Z — N ir f(x) = x2. Ar f yra injekcija?
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Atsakymas: Ne, nes f(2) = f(—2).

2 klausimas. Ar kuri nors i$ f-ju l0g,, floor arba ceiling,
apibrézty teigiamy skaiciy aibéje, yra injekcija?



1 klausimas. Tegul f: Z — N ir f(x) = x2. Ar f yra injekcija?
Atsakymas: Ne, nes f(2) = f(—2).

2 klausimas. Ar kuri nors i$ f-ju l0g,, floor arba ceiling,
apibrézty teigiamy skaiciy aibéje, yra injekcija?
Atsakymas: 10g, yra injekcija, bet floor ir ceiling néra injekcijos.



Ap. Funkcija f: A — B yra vadinama siurjekcija, kai
range(f) = B.

Kitais zZodZiais tariant, kai kiekvienam b € B egzistuoja toks
ac A kad b= f(a).
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Ap. Funkcija f: A — B yra vadinama siurjekcija, kai
range(f) = B.

Kitais zZodZiais tariant, kai kiekvienam b € B egzistuoja toks
ac A kad b= f(a).
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Ap. Funkcija f: A — B yra vadinama siurjekcija, kai
range(f) = B.

Kitais zZodZiais tariant, kai kiekvienam b € B egzistuoja toks
ac A kad b= f(a).

3 klausimas. Jeigu f: Z — N ir f(x) = x2, ar f yra siurjekcija?
Atsakymas: Ne, nes, pavyzdziui, 2 néra sveiko skaiciaus
kvadratas.

4 klausimas. Jeigu f : Z — N ir f(x) = |x|, ar f yra siurjekcija,
injekcija?



Ap. Funkcija f: A — B yra vadinama siurjekcija, kai
range(f) = B.

Kitais zZodZiais tariant, kai kiekvienam b € B egzistuoja toks
ac A kad b= f(a).

3 klausimas. Jeigu f: Z — N ir f(x) = x2, ar f yra siurjekcija?
Atsakymas: Ne, nes, pavyzdziui, 2 néra sveiko skaiciaus
kvadratas.

4 klausimas. Jeigu f : Z — N ir f(x) = |x|, ar f yra siurjekcija,
injekcija?

Atsakymas: Siurjekcija, bet ne injekcija.



Ap. Funkcija vadiname bijekcija, jeigu ji injekcija ir siurjekcija.
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5 klausimas. Jeigu

f:N— {a}*

ir

f(n)=a",
ar f yra bijekcija?
Ats.: Taip.
6 klausimas. Tegul
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ir

f(x) = x3

Ar f yra bijekcija?



Ap. Funkcija vadiname bijekcija, jeigu ji injekcija ir siurjekcija.

5 klausimas. Jeigu

f:N— {a}*

ir

f(n)=a",
ar f yra bijekcija?
Ats.: Taip.
6 klausimas. Tegul

f:R—R
ir

f(x) = x3

Ar f yra bijekcija?
Ats.: Taip.



Pavyzdys. Funkcija f:(0,1) — (2,5) apibrézta kaip
f(x)=3x+2

yra bijekcija.

Irodymas: Turime
fx)=Ffy) = 3x+2=3y+2 = x=y,
todél f yra injekcija. Patikrinsime, ar Vy € (2,5) 3 toks x, kad
y=1f(x)=3x+27
Issprende x atzvilgiu, gauname x = (y — 2)/3. Kadangi
ye@5 = y-2€(03) = x=(y-2)/3€(0,1),

tai f yra siurjekcija ir (kadangi injekcija) bijekcija. O]



Atvirkstiné funkcija

Ap. Jeigu
f-A—B

yra bijekcija, tada egzistuoja f atvirkstiné funkcija g: B — A
tokia, kad

gb)=a < f(a)=0b.

Funkcijos f atvirkstine funkcija daZniausiai Zymime 7.



Atvirkstiné funkcija

Ap. Jeigu
f-A—B

yra bijekcija, tada egzistuoja f atvirkstiné funkcija g: B — A
tokia, kad

gb)=a < f(a)=0b.
Funkcijos f atvirkstine funkcija daZniausiai Zymime 7.
Jei f: X — Y turi atvirkstine, x € X, y € Y, tai

(fof N(y)=y, (1o f)(x)=x.

Dazniau vartojamas uzrasas f~1(x) su X-u, o ne f~1(y).



Pavyzdys. Mes jau parodéme, jeigu f: (0,1) — (2,5) ir
f(x) =3x+2,
tai f yra bijekcija. Todel 3 F~1:(2,5) — (0,1) ir

f~1(x) = (x —2)/3 (wzrasas f~1(x) su x € (2,5).)



Pavyzdys. Mes jau parodéme, jeigu f: (0,1) — (2,5) ir
f(x) =3x+2,
tai f yra bijekcija. Todel 3 F~1:(2,5) — (0,1) ir
f~1(x) = (x —2)/3 (wzrasas f~1(x) su x € (2,5).)
Pavyzdys. Turime, kad f : N5 — Ns,
f(x)=(4x+1) mod 5,
yra bijekcija. Todél 3 f atvirkstiné f-ja. Norint patikrinti, kad $i

f-ja yra bijekcija ir rasti jai atvirkstine f-ja, patogu naudoti
teorema, esancia kitoje skaidréje.



[Teorema] Tegul n > 2, f: Ny — Nj ir
f(x) =(ax+b) mod n.

Tada
e f yra bijekcija < gcd(a,n) =1.

e Jeigu f bijekcija, tai
f~1(x) = (kx + ¢) mod n;
¢ia k,c € Z, f(c) =0, o k randamas i$ lygybeés
ak +nm=1,

kuri teisinga su kokiu nors m € Z.



Pavyzdys. Tegul f : N5 — Ns ir

f(x) =(4x+1) mod 5.



Pavyzdys. Tegul f : N5 — Ns ir
f(x) =(4x+1) mod 5.

Deél
gcd(4,5) =1,

is teoremos turime, kad f yra bijekcija.
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f(x) =(4x+1) mod 5.

Deél
gcd(4,5) =1,

is teoremos turime, kad f yra bijekcija. Ieskome € reiksmeés, su
kuria f(¢) = 0. Matome,

todél ¢ = 1.
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Deél
gcd(4,5) =1,

is teoremos turime, kad f yra bijekcija. Ieskome € reiksmeés, su
kuria f(¢) = 0. Matome,

todél ¢ = 1. Pastebime, kad
4(—-1)+5(1)=1.

Todeél k = —1.



Pavyzdys. Tegul f : N5 — Ns ir
f(x) =(4x+1) mod 5.

Deél
gcd(4,5) =1,

is teoremos turime, kad f yra bijekcija. Ieskome € reiksmeés, su
kuria f(¢) = 0. Matome,

todél ¢ = 1. Pastebime, kad
4(—-1)+5(1)=1.
Todél k = —1. Taigi, remdamiesi teorema, gauname

f1(x) = (—x+1) mod 5.



UzZduotis. Tegul f: Nqy3 — Ny ir
f(x)=(7x+5) mod 13.

Raskite =1 jei tokia 3.



UzZduotis. Tegul f: Nqy3 — Ny ir
f(x)=(7x+5) mod 13.

Raskite =1 jei tokia 3.

Sprendimas: Kadangi gcd(7,13) = 1, remiantis teorema f yra
bijekcija ir 3 f~1. Turime

f(3) =0

: 7(2) + 13(-1) = 1.

Todél, pagal teorema, gauname

f~1(x) = (2x +3) mod 13.



Dirichlé principas

Jeigu m daikty jdéti i n déziy ir m > n, tai vienoje dézéje bus
ne maziau nei du daiktai. Kitaip sakant, jeigu A ir B yra
baigtinés aibés ir |A] > |B, tai B injekcija i§ A B.
1 pavyzdys. Jeigu f : N7 — Ng ir

f(x) =x mod 6,

tai f(0) = f(6).

2 pavyzdys. Pagrisime, kad Meksiko mieste yra du zmonés,
kurie turi vienoda skaiéiy plauky ant galvos.

Argumentas: Kiekvienas zmogus turi maziau nei 10 milijony

plauky ant galvos, o Meksiko mieste gyvena daugiau nei 10
milijony zmoniy. Turime Dirichlé taisykle.



8 pavydzdys. Kokius 11 skaiciy bepasirinktume is
S$={1,2,3,...,19,20}
visada gausime, kad du is jy bus tokie, kad vienas i$ jy dalins
kita.
Irodymas. Kiekvienas naturalus skaicius x > 1 gali buti
vieninteliu budu uzrasytas kaip
x =2%m,
kai k € N, o m nelyginis skaicius. Todeél skaiciai i§ S gali buti
uzrasyti kaip:
1=20.1, 2=2'.1, 3=20.3 4=22.1,

5=20.5 ..., 12=22.3 ...,
19=20.19, 20=122.5



Pastebime, kad m jgyja reiksSmes is aibés
{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19},

kuri turi 10 elementy. Todél, remiantis Dirichlé principu, du i$
11 atrinkty skaicCiy turés tg pati daugikli m. Pavyzdziui,

x=2km

ir '
y=2m,
k # j. Gauname x|y arba y|x. O



Pastebime, kad m jgyja reiksSmes is aibés
{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19},

kuri turi 10 elementy. Todél, remiantis Dirichlé principu, du i$
11 atrinkty skaicCiy turés ta pati daugiklij m. Pavyzdziui,

x=2m
ir '
y=2m,
k # j. Gauname x|y arba y|x. O

UZduotis. Irodykite, kad bet koks n, n > 2, eilés grafas turi
bent dvi vienodo laipsnio virsunes.



Sifrai ir mod funkcija (truputis kriptologijos)
Eilés tvarka pazymékime angly kalbos abécélés raides skaiciais
0,1,...,25

atitinkamai. Kiekviena bijekcija f : Nog — Nog gali buti
panaudota kaip Sifras, o jos atvirkstiné f~' kaip raktas.
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Sifrai ir mod funkcija (truputis kriptologijos)
Eilés tvarka pazymékime angly kalbos abécélés raides skaiciais
0,1,...,25

atitinkamai. Kiekviena bijekcija f : Nog — Nog gali buti
panaudota kaip Sifras, o jos atvirkstiné f~' kaip raktas.

Adityvusis sifras:
f(x)=(x+2) mod26 ir f~'(x)=(x+24) mod 26.
Multiplikatyvusis Sifras:
f(x) =3x mod26 ir f~'(x)=9x mod 26.
Misrusis Sifras:

f(x) = (5x+1) mod 26 ir f'(x)=(~5x-+5) mod 26.



Kai kuriuose Sifruose viena ar daugiau raidziy lieka nepakeistos.
Pavyzdziui, sifras f(x) = 3x mod 26 nepakeicia raidés a, nes
f(0) = 0. Kita teorema reikalinga norint sukurti Sifra be
nepakitusiy zyméjimy.

[Teorema (mod ir fiksuoti taskai)] Tegul n > 0. Tariame, kad
f:Np,— Npir
f(x) =(ax+b) mod n.

Tokiu atveju, f neturés fiksuoty tasky tada ir tik tada, kai
gcd(a—1,n) {b.
Pavyzdys. Sifrai
f(x)=(x+2) mod26 ir f(x)=(5x+1) mod 26

neturi fiksuoty tasky, o Sifras f(x) = 3x mod 26 turi.



Hash funkcijos

Tikslas, neatliekant paieskos, panaudojus kazkurj rakta, rasti
informacija lenteléje. Funkcija hash atvaizduoja rakty aibe S i
lentelés indeksy aibe Np, t.y.,

hash: S — Ni.

Teskoma lentelé vadinama hash lentele.

Jeigu hash néra injekcija, jvyksta kolizijos. Jeigu néra kolizijy,
tai bet kuris raktas is S atvaizduojamas j skirtinga indeksa,
kuriame informacija pasieckiama be paieskos.

Pavyzdys. Tegul S yra auditorijoje esanciy studenty aibé.
Funkcija
hash: S — Nagg

nurodo studento gimimo diena. Jeigu du studentai gime ta
pacia diena, tai turime kolizija.



Kolizijuy iSsprendimas tiesiniu zondavimu

Jeigu turime kolizija indekse K, tai pirmesnis raktas
atvaizduojamas j K, o kitas turi buti atvaizduotas kitur.

Tiesinis zondavimas yra paieskos (zondavimo) technika, skirta
atrasti laisvas vietas lentelése. Ji veikia tokiu budu. Tiesiskai
tikrina tolimesnes vietas su fiksuotu tarpu g (gap = g):

(k+g) mod n,
(k+2g) mod n,

(;<.+ (n—1)g) mod n;

kol neatranda laisvo indekso arba nepatikrina visy prieinamy
indeksy.



Pavyzdys. Tegul
S = {jan, feb, mar, apr, may, jun}.

Turime
h:S— Ng

ir
h(xyz) = p(x) mod 6;
¢ia p(x) yra raideés x pozicija abecéléje
(b(a) =1.....p(2) = 26).

Talpinsim raktus i§ S j hash lentele pradédami nuo jan, po to
feb ir t.t. Turime, kad

h(jan) = p(j) mod 6
=10 mod 6
=4,

taigi jan priskiriam 4 pozicija hash lenteléje.



Tesdami gauname
h(feb) =0,
h(mar) =
h(apr) =1 (kohzlJa su mar),
h(may) =1 (kolizija su mar ir apr),
h(jun) = 4 (kolizija su jan).



Tesdami gauname
h(feb) =0,
h(mar) =1,
h(apr) =1 (kolizija su mar),
h(may) =1 (kolizija su mar ir apr),
h(jun) = 4 (kolizija su jan).

Panaudoje tiesinio zondavimo technika su tarpu 1 (gap=1),
gauname

feb —
mar —
apr —
may —
jan —

OO~ WODN =+ O

jun —



1 uZduotis. Isspreskite kolizijas su gap=2.
Atsakymas: feb, mar, jun, apr, jan, may.

2 uzduotis. Ispreskite kolizijas su gap=3.
Atsakymas: feb, mar, blank, blank, jan, blank.
(apr, may ir jun siuo atveju neatranda sau vietos)

Savybé:
Jeigu n yra lentelés dydis, gap= g ir gcd(n,g) = 1, kolizijos
iSsprendziamos tiesinio zondavimo budu.

Isvada:

Jeigu lentelés dydis yra pirminis skaicius p, tai su bet kuriuo
tarpu 1 < gap < p busime uztikrinti, kad visiems raktams teks
po lentele.



Rekomenduojamos literatlros sgrasas

[§ James L. Hein, "Discrete Structures, Logic, and
Computability"
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