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IV skyrius.
EkvivalentiSkumas, tvarkos ir matematiné indukcija

4.1 Binariyjuy sarysiy savybés

Ap. Jeigu R C A x A, sakome, kad aibé R yra binarusis sarysis
virs aibés A.

Kai (x, y) € R, daznai rasysime xRy.
Binariyju sarysiuy virs aibés A = {0, 1} pavyzdziai:

0, AxA, eq=1{(0,0),(1,1)}, less=1{(0,1)}.



Tegul R yra binarusis sarysis virs A, o X, ¥, Z yra bet kurie A
elementai. Vartojamos tokios savokas:
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Tegul R yra binarusis sarysis virs A, o X, ¥, Z yra bet kurie A
elementai. Vartojamos tokios savokas:

v

R yra refleksyvusis: kada xRx su visais x € A.

v

R yra simetrinis:  jeigu i$ xRy isplaukia yRXx.

v

R yra tranzityvusis: jeigu is xRy ir yRz isplaukia xRz.

v

R yra antirefleksyvusis: kada (x, x) ¢ R su visais x € A.




Tegul R yra binarusis sarysis virs A, o X, ¥, Z yra bet kurie A
elementai. Vartojamos tokios savokas:

v

R yra refleksyvusis: kada xRx su visais x € A.

v

R yra simetrinis:  jeigu i$ xRy isplaukia yRXx.

v

R yra tranzityvusis: jeigu is xRy ir yRz isplaukia xRz.

v

R yra antirefleksyvusis: kada (x, x) ¢ R su visais x € A.

v

R yra antisimetrinis:  jeigu i$ xRy ir yRx iSplaukia x = y.
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ISnagrinésime, kuriomis savybémis pasizymi paminéti sarysiai:

1.

0

Ats.: simetrinis, tranzityvusis, antirefleksyvusis,
antisimetrinis.

Ax A

Ats.: refleksyvusis, tranzityvusis, simetrinis.

€eq = {(07 0)7 (1 1 )}

Ats.: refleksyvusis, simetrinis, tranzityvusis, antisimetrinis.

. less = {(0,1)}.

Ats.: antirefleksyvusis, tranzityvusis, antisimetrinis.



Kompozicija

Ap. Jeigu R ir S yra binarieji sarysiai, tai R kompozicija su S
vadiname sarysj

RoS={(x,z)| xRy ir ySz}.

Pavyzdziai:

1. Jeigu R = {(0,0),(1,1)}, 0 S = {(0,1)}, tai
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Kompozicija

Ap. Jeigu R ir S yra binarieji sarysiai, tai R kompozicija su S
vadiname sarysj

RoS={(x,z)| xRy ir ySz}.
Pavyzdziai:
1. Jeigu R=1{(0,0),(1,1)}, 0 S={(0,1)}, tai

RoS={(0,1)}.

2. Jeigu R = {(0,0),(1,0)}, 0 S = {(0,1)}, tai

RoS={(0,1),(1,1)}.
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Klausimas. Kam lygios kompozicijos:
Ro ),

isMotherOf o isFatherOf
ir

isSonOf o isSiblingOf?

Ats.:
Ro( =0,

isMotherOf o isFatherOf = IsPaternalGrandmotherOf,

isSonOf o isSiblingOf = IsNephewOf .



Pavyzdys (vaizdavimas digrafu). Tegul
R ={(a b),(b,a),(b,c)}
yra binarusis sarysis virs A = {a, b, ¢}, tada
R, RR=RoR ir RR=RoRoR

galime pavaizduoti digrafais:
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Pavyzdys (vaizdavimas digrafu). Tegul
R ={(a b),(b,a),(b,c)}
yra binarusis sarysis virs A = {a, b, ¢}, tada
R, R=RoR ir R®=RoRoR
galime pavaizduoti digrafais:
—
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Pavyzdys (vaizdavimas digrafu). Tegul
R ={(a b),(b,a),(b,c)}
yra binarusis sarysis virs A = {a, b, ¢}, tada
R, RR=RoR ir RR=RoRoR

galime pavaizduoti digrafais:

7~ ™

A a\_/b—»c
a b
R? .
~~ =

RS :



Uzdariniai

Ap. Sarysio R uzdariniu, tam tikros savybés atzvilgiu,
vadiname maziausia sarysj, kuriam priklauso R ir kuris turi
nurodyta savybe.

Dazniausiai vartojami trys Zymenys ir savybeés:

1. R refleksyvusis uzdarinys yra
r(R) = RU Eg;

¢ia EQ yra lygybés sarysis virs A.

2. R simetrinis uzdarinys yra
s(R) = RURS;

¢ia RS = {(b, a) | aRb}.



3. R tranzityvusis uzdarinys yra

t(R)=RURPUR%U...

Pastaba. Jeigu |A| = n, tai

t(R)=RUR?U...UR".



Pavyzdys. Tegul
R={(a b), (b.a), (b,c)}

virs A = {a, b, ¢}. Parasysime visus tris sarySio R uzdarinius:
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Pavyzdys. Tegul
R={(a,b), (b.a), (b,c)}
virs A = {a, b, ¢}. Parasysime visus tris sarySio R uzdarinius:

r(R)=RUEq
={(a,b), (b,a), (b,c), (a,a), (b,b), (c,C)},

s(R)=RUR°
= {(37 b)7 (b7 a)? (b7 C)? (07 b)}7

t(R)=RURPUR®
={(ab), (b,a), (b,c), (a a), (b,b), (a c)}
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Raskime t(R), rt(R) ir st(R).
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UZduotis. Tegul
R={(x,x+1)| xecZ}.

Raskime t(R), rt(R) ir st(R).
Atsakymas:

t(R)={(x,y) | x,y € Zir x <y},

rt(R) ={(x,y) | x,y € Zir x <y},

st(R) ={(x,y) [ x,y e Zir x # y}.



Kelio paieska (Ar yra kelias is / | j sarysSyje t(R)?)

Tegul

R=1{(1,2),(2,3),(3,4)}.

Galime R pavaizduoti gretimumo matrica M = (Mj), M = 1,

jei iR), priesingu atveju Mj = 0. Pavyzdyje

0100 My
oo 1 0] My
M=10 0 0 1] = | My

0000 M

Miq4
Moy
Mag |’
M

Atsakyti j iskelta klausima mums padés sarysio t(R) matrica
M'. Joje tiesiog patikrinsime, ar Mj = 1.
Kai aibé A baigtiné, |A| = n, tai matrica n x N matmeny.



Varsalo algoritmas (Warshall’s algorithm)

Tai algoritmas sarysio {(R) matricai sudaryti, kai turime R
matrica. Jis sukuria briauna (/, f), jeigu randa briaunas (/,K) ir
(k.j). Jo veikimas:

for k:=1 to ndo
for i:=1to ndo
for j:=1to ndo
if Mik:Mkj:1 then M,'/' =1.

Pavyzdys. Turime prading matrica R. Paleide algoritma,
gauname tokius pokycius:

k=1 k=2 k=3 k=4
(nepakito) Mz =1 Mg =1, Moy =1 (nepakito)
0100 0110 o1 11 o111
0010 . 0010 . 00 11 o 0011
0 00 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 00 1
0 00O 0 00O 0 00O 0 00O

¢ia desiniausia matrica yra {(R) matrica.



Kelio paieska (Koks yra trumpiausias kelio i3 / j j ilgis?)

Tarkime, kad kiekvienai digrafo briaunai priskirtas neneigiamas
skaicius, t.y., jos svoris arba, siuo atveju, ilgis. Reikia taip

pakeisti gretimumo matricag M, kad M buty trumpiausio kelio i$
iijilgis; Mjj = 0 ir visi kiti jrasai, kuriuose néra kelio, buty oc.

Floido algoritmas (Floyd’s algorithm)

Tai algoritmas, kuris sukonstruoja t(R) matrica su
trumpiausiais keliy ilgiais:

for k:=1ton
fori:=1ton
for j:=1ton
do M,‘j = min{M,-j, My + Mkj}



Pavyzdys. Tegul

on wY

2 2
0 2
o~ 0
00 00

8838 o

Pritaike Floido algoritma, gauname (kK = 1 vél nepakito)

k=2 k=3 k=4
My =5 My =4 (nepakito)
0 2 2 5 0O 2 2 4 0 2 2 4
M| 0O 2 3 ENES 0 2 3 ENES 0 2 3
o oo 0 2 o oo 0 2 o oo 0 2
oo oo oo 0 oo oo oo 0 o oo oo 0

Desiniausia matrica yra t(R) gretimumo matrica, kurioje yra
apskaiciuoti trumpiausiy keliy ilgiai. Norédami jsitikinti,
nubrézkite M digrafa.



Kelio paieska (Koks yra trumpiausias kelias i$ / j j?)

Papildom Floido algoritmg, kad jis dar sukurty ir matricg P,
kurios jrasai Pj. Jeigu briauna (/, /) yra trumpiausias kelias, is
virsuneés 7 j f, tai Py = 0 (¢ia My # 0), kitu atveju Pj = k
reiskia, kad trumpiausias kelias i$ i j j eina per virsune K, t.y.,
M,’j = My + Mkj

Modifikuotas Floido algoritmas

Sukonstruoja t(R) gretimumo matrica, nusako trumpiausio kelio
ilgj ir sukonstruoja matrica P. Pradzioje, matricos P visi jrasai
yra lygus nuliui.



Taigi, algoritmas:
for k:==1ton
for i:=1ton
for j:=1to ndo

if My + Mkj < M,'j then

Mjj = Mix + Myg;
Pj =k
Tas pats Pavyzdys. Sj karta ir matrica P.
k=2 k=3 k=4
M14 =5 M14 =4 (nepakito)
0 2 2 5 0 2 2 4 0 2 2 4
M—>00023—>00023—>00023
o oo 0 2 o oo 0 2 © oo 0 2
oo oo oo 0 oo oo oo 0 oo oo oo 0
Py =3 (nepakito)
0 00 3 0 00 3
P 0 00O . 0 00O
0 00O 0 00O
N N N N N NN °n



Matome, trumpiausias kelias i$ 1 i 4 yra 1 — 3 — 4. IS tikryjy,
jeigu kelig sudaro daugiau nei viena briauna, matrica P parodo
trumpiausio kelio priespaskutine virsine.

Ekvivalentumo sarysiai

Ap. Binarusis sarysis yra vadinamas ekvivalentumo sarysiu,
jeigu jis yra refleksyvusis, simetrinis ir tranzityvusis (RST).

Pavyzdziai:
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Matome, trumpiausias kelias i$ 1 i 4 yra 1 — 3 — 4. IS tikryjy,
jeigu kelig sudaro daugiau nei viena briauna, matrica P parodo
trumpiausio kelio priespaskutine virsine.

Ekvivalentumo sarysiai

Ap. Binarusis sarysis yra vadinamas ekvivalentumo sarysiu,
jeigu jis yra refleksyvusis, simetrinis ir tranzityvusis (RST).

Pavyzdziai:

a. Lygybés sarysis virs bet kurios aibés.

b. x ~y < |x|=|y| virs {a, b, c}*.

C. X~y & x ir y gime ta pacia diena virs zmoniy aibés.

d. Tarkime, turime bet kokia aritmetiniy reiskiniy aibe E.
Tegul eq, & yra bet kurie elementai is E ir €1 ~ &5 t.t.t.,
kai eq ir €p jgyja ta pacia reikSme su bet kuriomis
argumenty reikSmeémis. Pvz., 4x +2 ~ 2(2x 4+ 1). Tada ~
yra RST.
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Klausimas. Kuris is sarysiy yra RST?
a. xRy & x <y arba x > y virs Z.
b. xRy < |x —y| <2 virs Z.
c. xRy & x ir y yra lyginiai sk. virs Z.

Atsakymai: Taip, ne, ne.

Sankirtos savybé. Jeigu E ir F yra RST vir§ A, tai ENF
yra RST virs A.

Pavyzdys. Tegul x ~ y t.t.t., kai x ir y turi tas pacias gimimo
datas ir vienoda pavarde. Tada ~ yra RST, nes jis yra dviejy
RST sarysiy sankirta.



Branduoliniai sgrysiai

Ap. Tegul f yra funkcija, kurios apibrézimo sritis A. Sarysis ~,
apibréztas tokiu budu

x~y & f(x)=1Hy),

yra ekvivalentigkasis sarysis virs A ir yra vadinamas f
branduoliniu sarysiu.

Pavyzdys. Tegul
X~y < x modn=y modn

virs bet kurios aibés S C N. Tada ~ yra RST, nes jis yra
funkcijos
f:S—-N ir f(x)=x modn

branduolinis sarysis.



Pavyzdys. Tegul
X~y & x+y=2k

virs Z. Tada ~ yra RST, nes

X+y=2k & x mod2=y mod 2.

Matome, ~ yra funkcijos f, apibréztos kaip
f:Z—-N ir f(x)=x mod 2,

branduolinis sarysis.



Ekvivalentumo klasés

Ap. Jeigu R yra RST virs A, tai bet kurio elemento a € A
ekvivalentumo klase vadiname aibeg

[al = {x | xRa} C A.

Savybé: Paéme bet kurig elementy porg a, b € A, turime

[a =[b] arba [a]N[b] = 0.



Pavyzdys. Tarkime,
X~y < x mod3=y mod3
virs N, tada ~ ekvivalentumo klasés yra tokios:
[0] = {0,3,6,...} = {3k | k € N},
[11={1,4,7,...} = {38k +1| ke N},
2] ={2,5,8,...} = {8k +2 | k e N}.

Galime pastebéti, kad:

[0] = [3] = [6],
[11n[2] =0,
[0]N[2] =0,

[0] N [1] = 0.



Ap. Aibés A skaidiniu vadiname jos netuséiy poaibiy aibe,
kurios elementai — A poaibiai — paporiui neturi bendry elementy
ir kuriy sajunga lygi A.

Pavyzdziui, aibé
{[0], 1], [2]}

yra aibés N skaidinys, nes:
N=[0Ju[1]u[2],
[0]N[1] =0,
[0]Nn[2] =0,
[1]1N[2] = 0.



Teorema
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skaidinio poaibiai yra sio RST ekvivalentumo klases.



Teorema

1. RST sarysio virs A ekvivalentumo klasés sudaro aibés A
skaidinj.

2. Bet kuris aibés A skaidinys generuoja tokj RST virs A, kad
skaidinio poaibiai yra sio RST ekvivalentumo klases.

Pavyzdys. Tegul
X~y << X mod2=y mod?2
virs Z. Tada ~ yra RST, kurio ekvivalentumo klasés
0] ir [1].

Todél aibé
{[o], (11}

yra 7Z skaidinys.



Pavyzdys. Turime R skaidinj
{(n,n+1] | ne Z},
todél galime sudaryti RST sarysj ~ virs R tokij, kad
X~y < x,ye(nn+1], neZ.
Sj sarysj galima apibrézti ir tokiu budu

X~y =[x =1yl



Skaidinio smulkinys

Ap. Tarkime, P ir Q yra tos pacios aibés skaidiniai. P
vadiname skaidinio Q smulkiniu (patikslinimas; ang].
refinement), jeigu kiekvienai aibei A € P egzistuoja aibé B € Q
tokia, kad A C B.



Skaidinio smulkinys

Ap. Tarkime, P ir Q yra tos pacios aibés skaidiniai. P
vadiname skaidinio Q smulkiniu (patikslinimas; ang].
refinement), jeigu kiekvienai aibei A € P egzistuoja aibé B € Q
tokia, kad A C B.

Pavyzdys.



Skaidinio smulkinys

Ap. Tarkime, P ir Q yra tos pacios aibés skaidiniai. P
vadiname skaidinio Q smulkiniu (patikslinimas; ang].
refinement), jeigu kiekvienai aibei A € P egzistuoja aibé B € Q
tokia, kad A C B.

Pavyzdys.
Tegul ~3 ir ~g yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.



Skaidinio smulkinys

Ap. Tarkime, P ir Q yra tos pacios aibés skaidiniai. P
vadiname skaidinio Q smulkiniu (patikslinimas; ang].
refinement), jeigu kiekvienai aibei A € P egzistuoja aibé B € Q
tokia, kad A C B.

Pavyzdys.
Tegul ~3 ir ~g yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.

» X~3y<=x mod3=y mod3



Skaidinio smulkinys

Ap. Tarkime, P ir Q yra tos pacios aibés skaidiniai. P
vadiname skaidinio Q smulkiniu (patikslinimas; ang].
refinement), jeigu kiekvienai aibei A € P egzistuoja aibé B € Q
tokia, kad A C B.

Pavyzdys.

Tegul ~3 ir ~g yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.
» X~3y<=x mod3=y mod3
> X~gy<x mod6=y mod®6



Skaidinio smulkinys

Ap. Tarkime, P ir Q yra tos pacios aibés skaidiniai. P
vadiname skaidinio Q smulkiniu (patikslinimas; ang].
refinement), jeigu kiekvienai aibei A € P egzistuoja aibé B € Q
tokia, kad A C B.

Pavyzdys.

Tegul ~3 ir ~g yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.
» X~3y<=x mod3=y mod3
> X~gy<x mod6=y mod®6

Matome, ~g3 turi tris ekvivalentumo klases

[n]ls = {3k+n| ke N}, ¢ane{0,1,2},



Skaidinio smulkinys

Ap. Tarkime, P ir Q yra tos pacios aibés skaidiniai. P
vadiname skaidinio Q smulkiniu (patikslinimas; ang].
refinement), jeigu kiekvienai aibei A € P egzistuoja aibé B € Q
tokia, kad A C B.

Pavyzdys.

Tegul ~3 ir ~g yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.
» X~3y<=x mod3=y mod3
> X~gy<x mod6=y mod®6

Matome, ~g3 turi tris ekvivalentumo klases
[n]ls = {3k+n| ke N}, ¢ane{0,1,2},
0 ~g turi Sesias ekvivalentumo klases

[n]s = {6k+n ’ kGN}, ¢ia n € {07172737475}'



Aigku, kad skaidinys

{06, [1]e, [2]6; [3l6 [4]6, [Ol6 }

yra skaidinio
{[0ls. [1]s, [2]3}

smulkinys.

Klausimas. Ar kuris i$ sarysiy ~sg ir ~o yra kito smulkinys?
Atsakymas. Ne, kadangi [0]z ir [1]2 yra atitinkamai lyginiy ir
nelyginiy skai¢iy aibés, o i aibes [0]s, [1]3 ir [2]3 patenka ir
lyginiai, ir nelyginiai skaiciai.



Teorema (dvieju RST sarysiy sankirtos savybeé)

Jeigu E ir F yra RST sarysiai virs A, tai E N F ekvivalentumo
klasés yra
[Xlenr = [XIeN [X]F, X €A



Teorema (dvieju RST sarysiy sankirtos savybeé)

Jeigu E ir F yra RST sarysiai virs A, tai E N F ekvivalentumo
klasés yra
[Xlenr = [XIeN [X]F, X €A

Pavyzdys.

Tegul ~1q ir ~5 yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.



Teorema (dvieju RST sarysiy sankirtos savybeé)

Jeigu E ir F yra RST sarysiai virs A, tai E N F ekvivalentumo
klasés yra
[Xlenr = [XIeN [X]F, X €A

Pavyzdys.

Tegul ~1q ir ~5 yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.
> Xy = [x/4] = |y/4]



Teorema (dvieju RST sarysiy sankirtos savybeé)

Jeigu E ir F yra RST sarysiai virs A, tai E N F ekvivalentumo
klasés yra
[Xlenr = [XIeN [X]F, X €A

Pavyzdys.

Tegul ~1q ir ~5 yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.

> X~y <= |Xx/4] = |y/4]
> X~y <= |Xx/6] = |y/6]



Teorema (dvieju RST sarysiy sankirtos savybeé)

Jeigu E ir F yra RST sarysiai virs A, tai E N F ekvivalentumo
klasés yra
[Xlenr = [XIeN [X]F, X €A

Pavyzdys.

Tegul ~1q ir ~5 yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.
> X~y <= |x/4] = y/4]
> X~z y <= |x/6] = |y/6]

Galime jzvelgti, kad ~q ekvivalentumo klasés yra tokios:

[4n]y = {4n,4n+1,4n+2,4n+ 3}, n€ N,



Teorema (dvieju RST sarysiy sankirtos savybeé)

Jeigu E ir F yra RST sarysiai virs A, tai E N F ekvivalentumo
klasés yra
[Xlenr = [XIeN [X]F, X €A

Pavyzdys.

Tegul ~1q ir ~5 yra toliau nurodyti RST sarysiai virs N.
> X~y <= |x/4] = y/4]
> X~z y <= |x/6] = |y/6]
Galime jzvelgti, kad ~q ekvivalentumo klasés yra tokios:
[4n]y = {4n,4n+1,4n+2,4n+ 3}, ne N,

0 ~o ekvivalentumo klasés —

[6n], = {6n,6N+1,...,6n+5}, ne N.



Tegul ~=n~q1 N ~5. ISrasysime keleta ~ ekvivalentumo klasiy:

[0]. = [0]; N [0]> = {0,1,2,3} N {0,1,2,3,4,5} = {0,1,2,3},
[4]. = [4]; N [4], = {4,5,6,7} N {0,1,2,3,4,5} = {4,5},

[6]. = [6]: N [6]> = {4,5,6,7} N {6,7,8,9,10,11} = {6, 7},

[8]. =[8]1 N[8]> = {8,9,10,11} N {6,7,8,9,10,11} = {8,9,10,11}.

Klausimas. Ar jzvelgiate désninguma likusioms ekvivalentumo
klaséms is ~ apraSyti?

Atsakymas:

[12n]. = {12n,12n+1,12n+2,12n+ 3},

[12n+4]. = {12n+4,12n + 5},

[12n+6]. ={12n+6,12n+ 7},

[12n+8]. ={12n+8,12n+9,12n+10,12n+ 11}, ne N.



Ekvivalentumo sarysiy generavimas

Ap. Maziausias ekvivalentumo sarysis, kuriam priklauso sarysis
R, yra vadinamas R ekvivalentumo uzdariniu ir sutampa su

tsr(R).

Seka tsr yra svarbi. Pavyzdziui, turime
R={(a,b),(a c)}
virs {a, b, ¢}. Tada
tsr(R) ={a,b,c} x {a, b, c}
yra ekvivalentumo sarysis, bet
str(R) ={a,b,c} x{a,b,c} — {(b,c),(c,b)}

néra ekvivalentumo, nes jis néra tranzityvusis.



Kruskalo algoritmas

Sis algoritmas yra skirtas rasti grafo minimalyjj dengiantjjj
medj.

1. Sudarome grafo briauny sarasa L, kuriame briaunos
iSsidésciusios svoriy didéjimo tvarka.

2. Minimalyjj dengiantjji medj pazymime T. IS pradziy T := ().

3. Kiekvienai virsunei sukuriame ekvivalentumo klase

[v]={v}.
4. Vykdome algoritma;:

while turime dvi ar daugiau ekvivalentumo klasiy do
{X,y} = head(L);
L := tail(L);
if [x] # [y] then
T:=Tu{{xy}};
pakeiciame [x] ir [y] i [x] U [¥]
fi od

Gauta aibé T yra musy ieSkomas medis.



Pavyzdys. Sudarome grafo briauny sarasa: L :=

({a b}, {b,c},{d,f},{e f},{a d} {c e}, {f, g}, {b g}, {c,d},{b,e})
Tegul biauny ilgiai yra atitinkamai: 1,1,1,1,2,2,2,2,3,3.

Algoritmo realizacija:

T ekvivalentumo klasés

{} {a}, {b},{c} {d} {e}. {f}.{g}
rTu{{ab}} {a b} {c} {d},{e} {f}.{g}
Tu{{b,c}} {ab,c} {d} {e} {f},{g}
Tu{{d.f}} {ab,c} {d.f} {e},{g}
Tu{{ef}} {ab,c} {d.ef} {9}
Tu{{a,d}} {ab,c,d, e f},{g}

T {a,b,c,d, e, f},{g}
Tu{{f,g}} {ab,c,d, e f g}

Priespaskutiniu zingsniu éméme briauna {c, e}, bet [c] = [€],
todél pakitimy nejvyko. Gavome

T = {{aa b}v {bv C}’ {d7 f}7 {97 f}v {av d}7 {f7 g}}7

Isitikinkite, nubrézkite pradinj grafa ir T.



Tvarka yra sarysis

Ap. Binarusis sarysis yra vadinamas daline tvarka, jeigu jis yra
tranzityvusis, antisimetrinis ir refleksyvusis arba
antirefleksyvusis.

Aibe, virs kurios apibréziame daline tvarka, vadiname
dalinai sutvarkytaja aibe (angl. sutrumpintai, — poset).

Jeigu norime pabreézti, kad S yra dalinai sutvarkyta aibeé,
sarysio R atzvilgiu, tada rasome

(S;R)

ir §j sarasa vadiname dalinai sutvarkytaja aibe.



Penki dalinai sutvarkyty aibiy pavyzdziai:
- (N, <);
<);
N, divides);
power({a, b, c}), C);

v

v

v

(N,
{
{
{

v

Instrukcijos zingsniai, R), ¢ia iRj < i atliekam pries j.



Palyginamumas

Tegul (S, R) yra dalinai sutvarkyta aibé. Vartojami
apibrézimai:
Ap. Elementai x,y € S yra vadinami palyginamais, jeigu

(x,y) € Rarba (y,x) € R.

Ap. Jeigu visos elementy i§ S poros yra palyginamos, tada R
vadiname pilnaja arba tiesine tvarka.

Ap. Aibe elementy, kurie tarpusavyje yra palyginami,
vadiname grandine.



Zymenys
Dalinéms tvarkoms zZyméti naudosime simbolius
< ir =X,

(Daznai ir < arba <, nors jie turés kita prasme nei
aritmetikoje).
Jeigu

X<y,

tai reiskia, kad
X eina pries y,

t.y., ¥ eina po X, bet nebutinai X yra didesnis uz y.

Pavyzdziui. Gali buti atvejis, kai 2 < 1, jeigu tik (2,1)

€R.



Ap. Elementa x vadiname y pirmtaku, o y vadiname x
palikuoniu (tiesioginiu), jeigu

{z|x<z=<y}=0.

Dalinai sutvarkytos aibiés diagrama (Hasés diagrama
(angl. Hasse diagram))

Ap. Tai grafas, vaizduojantis dalinai sutvarkyta aibe, kurj
sudaro tik briaunos, jungiancios pirmtakus su palikuoniais.
Briaunos diagramoje bréziamos i$ apacios j virsy, tokiu budu,
kad pirmtaky virsunés visada yra zemiau uz jy palikuoniy
virstunes.



Pavyzdziui. Dalinai sutvarkytos aibés (power({a, b, c}),

Hasés diagrama:

{a, b, c}

N

{a b} {a c} {b c}

XX

{a} {b} {c}

N

<)



Minimumas, maksimumas ir réziai

Tegul S C P, P — dalinai sutvarkta aibé.

Ap. Elementas x € S yra vadinamas minimaliuoju S elementu,
jeigu jis neturi pirmtaky aibéje S.

Ap. Minimalus elementas X € S yra vadinamas maziausiuoju S
elementu, jeigu X < y su visais y € S.

Ap. Elementas x € P yra vadinamas apatiniuoju aibés S réziu,
jeigu X < y su visais y € S.

Ap. Aibés S apatinis rézis X € P yra vadinamas

tiksliuoju apatiniu réziu (mes zZymeésime t.a.r.(S)), jeigu visi S
apatiniai réziai y € P yra tokie, kad y < X.




Savokos: maksimalusis S elementas, didziausiasis S elementas,
virsutinysis S rezis, tikslusis S virSutinis rézis — t.v.r.(S)
apibréziamos analogiskai.

Tegul
P —power({a,b.c}) ir S={{a}.{a b} {ac}}.
Tada, jau turétoje P diagramoje, matome:

{a} — vienintelis minimalus S elementas, todél jis yra
maziausias S elementas ir tikslus S apatinis rézis.

{a} ir ) — S apatiniai réziai.
{a, b} ir {a, c} — maksimalus S elementai, todél S neturi

didZiausio elemento.

{a, b, c} — vienintelis S virSutinis rézis, todeél jis yra tikslus
S virSutinis rézis, t.y., t.v.r.(S) ={a, b, c}.



UZduotis. Tegul skaiciai lyginami pagal jy dydj, t.y.,
(m, n) = mRn, jeigu m < n.
Raskite aibés

S=1{6,7,8}

minimuma, maksimuma ir rézius, kai S C P, (P, R); ¢ia
P={1,2...,9},
R={(1,4),(2,4),(3,5),(5,7),(4,6),(4,7),(6,8),(7,8),(8,9)}.

Sprendimas. Nusibréziame Hasés diagrama. Matome,
minimalus S elementai yra du, 6 ir 7, todél S neturi maziausio
elemento. Apatiniai S réziai yra 1, 2, 4, o tar(S) = 4. S turi
vienintelj maksimaly elementa 8, todél 8 yra didziausias S
elementas ir jos tikslus virSutinis rézis. Virsutiniai S réziai yra

8 ir 9.



Gardelés
Ap. Gardele vadiname dalinai sutvarkytg aibe, kurios
kiekviena pora elementy turi tikslius apatinj ir virSutinj rézius.

Pavyzdys. Kokia tik paimtume aibe S, dalinai sutvarkyta aibé
(power(S), C) yra gardelé, nes paéme bet kuriuos elementus
A, B € power(S), turime

tar(AB)=AnB ir tvr.(A B)=AUB.

1 klausimas. Ar ({1,2,3,4,5,6}, | ) yra gardelé?

Atsakymas. Ne. Nes, pavyzdziui, elementai 2 ir 5 neturi t.v.r..

2 klausimas. Ar ({1,2,3,6,12}, | ) yra gardelée?
Atsakymas. Taip.



Topologinis rusiavimas (dalinai sutvarkytos aibés diagrama
pakeicia seka)

Idéja — paimti minimalyjj elementa, pasalinti jj iS dalinai
sutvarkytos aibés ir toliau taip pat elgtis su gauta dalinai
sutvarkyta aibe. Gauta elementy seka visada pasizymi tokia
savybe: x yra kairiau uz y, jeigu tik x < y.

Algoritmas

p(x) — X tiesioginiy pirmtaky skaicius;

s(x) — aibé x tiesioginiu palikuoniy;

Saltiniai = {x | p(x) =0} (sudaro elementai, neturintys
pirmtaky).

while Saltiniai # 0 do

Atspausdinam X ir pasalinam i$ Saltiniai;

Kiekvienam y € s(x) sumaziname vienetu p(y) ir atnaujiname
Saltiniai.

od



Pavyzdys. Tegul (S, P) yra jau minéta dalinai sutvarkyta aibé,
kurios Hasés diagrama yra

9

\
6/8\7
NN
NN

3

Du galimi Sios aibés elementy topologiniai surusiavimai:

3,5,2,1,4,7,6,8,9 ir 1,2,4,6,3,5,7,8,9.



Gerai sudarytos aibiy tvarkos (aibés)

Ap. Sakome, kad d.s. aibé yra gerai sudaryta, jeigu kiekvienas
jos netuscias poaibis turi minimaly elementg arba kiekviena jos
grandiné, kurios elementus galime iSrasyti tokiu budu

X{ > Xo > ..., yra baigtiné.

Norint suprasti, apibrézime esanciy teiginiy ekvivalentiskuma,
reikia pastebéti, kad kiekvienoje baigtinéje mazéjanéiy elementy
grandinéje paskutinis elementas yra minimalus. Ir, jeigu visi
netusti poaibiai turi minimalius elementus, negalésime sudaryti
begalinés mazéjanciy elementy grandinés, kadangi tai
priestarauty pastarajai salygai.

Pavyzdys. Dalinai sutvarkytos aibés (N, <) ir
(power(baigtiné aib¢), C) yra gerai sudarytos.



Pavyzdys. Dalinai sutvarkytos aibés (Z, <) ir
(power(begaliné aibé), C) néra gerai sudarytos. Nes,
pavyzdziui, aibei

power(N)

priklauso begaliné mazéjanti grandiné

NON-{0} ODN—-{0,1} ODN—-{0,1,...,n} D ....



Leksikografiné aibés N” tvarka
Leksikografiné n gretiniy tvarka apibréziama tokiu budu:

(X1, Xn) < V15, ¥n) & X1 < Y
arba
Xi = Yi,
kai 1 <i<j,ir
Xj = Yj-

Si tvarka yra gerai sudaryta. Pastebékime, ji yra tiesine.



Pavyzdys. Issiaiskinkime, kodél aibés N2 = N x N leksikografiné
tvarka yra gerai sudaryta. IS pradziy pastebékime, kad
mazéjanti grandiné

(X, p1) = (X, )2) = ...
turi buti baigtiné, nes
Yi> Yo > ...
yra baigtiné N grandiné. Be to, norint pratesti grandine
(X, y1) = (X, y2) = ...,

reikia sumazinti paskutinés poros pirmaji argumentg X, bet
tokiy pratesimy yra baigtinis skaiéius, nes

X1 > Xo > ...

yra baigtiné N grandiné. Todél aibés N? leksikografiné tvarka
yra gerai sudaryta.



Leksikografiné aibés A* tvarka

Tegul A yra abécélé ir dalinai sutvarkyta aibé. Jeigu X ir y yra
zodziai virs A, tada

X <y & X yra y priesdélis

(ty. y =xzir z #N)
arba
X ir y turi bendra (ilgiausia) priesdeélj u:

X =uwir y = uz,
ir head(w) < head(z) dalinai sutvarkytoje aibéje A.

PASTABA: Tai yra zodynuose jprasta tvarka ir ji néra gerai
sudaryta, bet ji yra tiesiné tvarka.



Pavyzdys. Turime abécéle {a, b} ir @ < b. Grandiné
b~ ab - aab > aaab - ...

yra begaliné ir leksikografinés aibés A* tvarkos poaibis, todél A*
leksikografiné tvarka néra gerai sudaryta.

UzZduotis. Surasykite eilés tvarka visus ilgio 3 Zzodzius virs
{a, b}, kai a < b.

Atsakymas:

aaa < aab < aba < abb < baa < bab < bba < bbb.



Standartiné aibés A* tvarka

Tai yra gerai sudaryta tvarka, kuri isrikiuoja zodzius pagal ju
ilgj, to paties ilgio Zodziams taikydama leksikografine tvarka.

Pavyzdys. ParaSysime ilgiausia, mazéjancia {a, b}* grandine,
prasidedancia nuo aaa, kai a < b:

aaa~ bb~ba-ab=aa~ b= a> A.



Gerai sudaryta tvarka gaunama panaudojant funkcijas

Bet kuri f-ja f: S — N apibrézia gerai sudaryta tvarka virs S
tokiu budu:
X <y f(x)<fy).

Pavyzdziai:
» Tvarka virs sarasy aibés yra gerai sudaryta pagal ilgj.
» Tvarka virs binariyjy medziy aibés yra gerai sudaryta
pagal medziy gylj arba pagal juy virsuniy skai¢iy, arba
pagal ju lapy skaiciy.
> Tvarka virs Z galime gerai sudaryti, paéme skaic¢iaus
modulj.

Atkreipkime démesj, Sios tvarkos néra tiesinés.



Pavyzdys. Tegul f:7Z — N ir
f(x) = if x > 0 then 2x else —2x — 1.

Tvarka virs Z

x <y f(x)<fy).

Si tvarka yra gerai sudaryta ir tiesiné, nes

0<—-1<1=<-2<2<....



Gerai sudarytos tvarkos virs indukciskai apibrézty aibiy
Jeigu S yra indukciskai apibrézta aibeé ir jokie du jos elementai
néra apibrézti vienas per kita, tai gerai sudarytoms tvarkoms
vir§ S gauti galime naudoti tokius du budus.

1 budas. Tegul f: S — N ir f(b) = 0, kai b yra bazés elementas.
Jeigu X yra apibréztas per

}/17-“7}/n7

tada
f(x) =1+ max{f(y1),...,f(yn)}

Gerai sudaryta tvarka < yra apibrézta, jei

x <y < f(x)<fy).



Gerai sudarytos tvarkos virs indukciskai apibrézty aibiy
Jeigu S yra indukciskai apibrézta aibeé ir jokie du jos elementai
néra apibrézti vienas per kita, tai gerai sudarytoms tvarkoms
vir§ S gauti galime naudoti tokius du budus.

1 budas. Tegul f: S — N ir f(b) = 0, kai b yra bazés elementas.
Jeigu X yra apibréztas per

}/17-“7}/n7

tada
f(x) =1+ max{f(y1),...,f(yn)}

Gerai sudaryta tvarka < yra apibrézta, jei

x <y < f(x)<fy).

Islyga reikalinga: Pvz., Z apibrézus: 0 € Z ir tesiant: x € Z
turime x £ 1 € Z. Tada, f(0) =? nebeaisku, 0 ar
1+ max{f(1),f(—1)}.




2 budas. Bazeés elementus laikome minimaliais S elementais.
Jeigu x yra apibréziamas per yq, ..., Yn, tariame, kad

yi<X

kiekvienam i. Be to, paimame Sios tvarkos tranzityvyji uzdarinj.

Taip gauname gerai sudaryta tvarka.



Tas pats pavyzdys. Z indukciskai galime apibrézti tokiu budu:
Bazé: 0 € Z

Indukcija: Jei x € Z, tai x +1,x — 1 € Z.

Pastebékime, kad 1 ir —1 yra sukonstruojami i§ 0, o pastarasis
yra sukonstruojamas is —1, todél, nei pirmu, nei antru budu,
negalime sudaryti d.s. aibés.



Pavyzdys. N? indukcigkai galime apibrézti tokiu budu:

Bazeé: (0,0) € N2.
Indukcija: Jei (x,y) € N2, tai (x,y +1),(x +1,y) € N2,

Tvarkoje, sudarytoje pirmuoju metodu, kai funkcija
f((x,y))=x+y,

bet kuri pora (x,y), X + y = n, turi n+ 2 palikuonius (X', y’,
nes turi buti

(X, y)=x+y =n+1.
Pavyzdziui, elemento (0, 1) palikuoniai yra (0,2), (1,1) ir (2,0).



Pavyzdys. N? indukcigkai galime apibrézti tokiu budu:

Bazeé: (0,0) € N2.
Indukcija: Jei (x,y) € N2, tai (x,y +1),(x +1,y) € N2,

Tvarkoje, sudarytoje pirmuoju metodu, kai funkcija

f((x,y) =x+vy,
bet kuri pora (x,y), X + y = n, turi n+ 2 palikuonius (X', y’,
nes turi buti

(X, y)=x+y =n+1.
Pavyzdziui, elemento (0, 1) palikuoniai yra (0,2), (1,1) ir (2,0).

Tvarkoje, sudarytoje antruoju budu, bet kuri pora (X, y) turi du
palikuonius. Pavyzdziui, elemento (0, 1) palikuoniai yra (0,2) ir

(1,1).



4.4 Irodymas matematinés indukcijos metodu
Toliau naudosime trumpinj MIP (matematinés indukcijos
principas).

Pirma pastebékime, kad bet kuris N poaibis turi maziausia
elementa, nes (N, <) yra gerai sudaryta tvarka.

MIP aibéje (N, <)

Tegul SC Nir 0 € S. Jeigu turime, kad

keS = k+1¢8S,

tada
S=N.

Irodymas priestaros budu: Jei N — S # (), tai joje egzistuoja
maziausias elementas x. Formaliai x € N, bet x € S, bet
x—1¢€ S. Bet tada (x —1) +1 € S. Priestara.

O



Irodymas remiantis matematine indukcija
Tegul P(n) yra teiginys su kiekvienu n € N. Norint jrodyti P(n)
teisinguma kiekvienam n € N, pakanka atlikti Siuos zingsnius:

1. Parodyti, kad P(0) yra tiesa.
2. Parodyti, jeigu P(k) yra tiesa, tai ir P(k + 1) yra tiesa.

Irodymas. Panaudoti ka tik jrodyta teiginj su

S = {n| P(n) yra tiesa}.



Irodymas remiantis matematine indukcija
Tegul P(n) yra teiginys su kiekvienu n € N. Norint jrodyti P(n)
teisinguma kiekvienam n € N, pakanka atlikti Siuos zingsnius:

1. Parodyti, kad P(0) yra tiesa.
2. Parodyti, jeigu P(k) yra tiesa, tai ir P(k + 1) yra tiesa.

Irodymas. Panaudoti ka tik jrodyta teiginj su
S = {n| P(n) yra tiesa}.

O

Pastaba. MIP taip pat veikia ir teiginiams P(n), kai
ne{mm+1,...}, me Z. Tokiu atveju maziausias elementas
yra m, todél skirtumas tik tas, kad pirmu zingsniu tikriname ar
P(m) yra tiesa.



1 pavyzdys. ITrodysime, kad

1+2+...+n:n(nz+1)

su visais n € N.
Irodymas. Nagrinéjama lygybe vadinkime teiginiu P(n).
1. P(0) yra tiesa, nes

0(0+1)

0= 5

2. Parodome, kad jeigu P(k) yra tiesa, tai ir P(k + 1) yra
tiesa:

1424+, . +k+k+1)=(1+24...+k) +(k+1)
= k(k+1)/2+ (k+1)

=(k+1)((k+1)+1)/2.



2 pavyzdys. Irodysime, kad
14284 4+ =(1+2+...+n)p?

su visais n € N.

Irodymas. Nagrinéjama lygybe pazymime P(n). Taikome MIP.
1. P(0) yra tiesa, nes 03 = 02.
2. Irodome, jeigu P(k) yra tiesa, tai ir P(k 4+ 1) tiesa:

P42+ K k1) = (1P + 284+ KO+ (k+1)3
+24 . k)P4 (k+1)°
(k+1)/2)2+(k+1)3

(
(1
= (k
= (K® + 4k + 4)(k +1)%/4
(
=(1

(k+1)(k +2)/2)?
+24 ...+ (k+1))>



8 pavyzdys. Tegul f: N — N ir
f(n) = if n=0 then 0 else f(n—1) + n?.

Tada f(n) = n(n+1)(2n +1)/6

su visais n € N.

Irodymas. Paskutine lygybe pazymime P(n). Taikome MIP.
1. P(0) yra tiesa, nes f(0) =0=0(0+1)(2-0+1)/6.
2. Irodome, jeigu P(k) yra tiesa, tai ir P(k 4+ 1) yra tiesa:

f(k+1) = f(k) + (k+1)?
= k(k+1)(2k +1)/6 + (k + 1)?
= (k+1)(2k? + 7k 4 6)/6
= (k+1)(k +2)(2k +3)/6
=(k+1)(k+1)+1)(2(k+1)+1)/6.



MIP apibendrinimas gerai sudarytose aibése
Samprotavimai panasus kaip ir MIP virs (N, <) atveju.

MIP gerai sudarytoje aibéje

Tegul W yra gerai sudaryta aibé ir S yra toks W poaibis, kad S
priklauso visi minimalus W elementai. Be to, jeigu x € W ir visi
pries X einantys elementai priklauso S, tai x € S. Tada S = W.

Irodymas. Knygos 259 puslapyje. O



MIP gerai sudarytoje aibéje

W — gerai sudaryta aibé;
P(x) — teiginys su bet kuriuo x € W.
Norint jrodyti teiginio P(X) teisinguma su visais x € W,
pakanka atlikti du zingsnius:
1. Trodyti, kad P(m) yra tiesa su kiekvienu minimaliu W
elementu m.
2. Trodyti, jeigu P(y) yra tiesa su visais y < X, ¢ia X
fiksuotas, tai P(x) yra tiesa; y,x € W.

Irodymas. Knygos 260 puslapyje.



4 pavyzdys (MIP gerai sudarytoje aibéje).
Tegul f: N — N,
f(0)=f(1)=0 ir f(n)=f(n—2)+1, kai n>2.
Irodysime, kad ;
f(n) = floor (E)
su visais n € N.

Irodymas. Paskutine lygybe pazymime P(n). Taikome MIP.
Pastebékime, siuo atveju, minimalus N elementai yra du, 0 ir 1.

1. P(0) ir P(1) yra tiesa, nes
floor (0/2) = floor (1/2) =0

ir, pagal apibrézima,



2. Tegul k > 2. Darome prielaida, kad P(/) yra tiesa, kai
i < K, ir jrodome, kad tada P(K) yra tiesa:

f(k) =f(k —2)+1
= floor ((k — 2)/2) + 1
= floor ((k/2) — 1) + 1
= floor (k/2) — 1 + 1
= floor (k/2) .

Remiantis MIP, jrodéme, kad P(n) yra tiesa su visais n € N.



5 pavyzdys. Irodysime, kad kiekvienas naturalusis skaic¢ius
n > 2 yra pirminis arba pirminiy skaic¢iy suma.
Irodymas. Tegul P(n) reiskia, kad n yra pirminis arba pirminiy
skai¢iy suma. Turime parodyti, kad P(n) yra tiesa, kai n > 2.
1. P(2) yra tiesa, nes 2 yra pirminis skaicius.
2. Tegul k > 2. Darome prielaida, kad P(m) yra tiesa, kai
m < K, ir parodome, kad tokiu atveju ir P(k) yra tiesa (Zr.
kita skaidre).



Jeigu Kk yra pirminis skaicius, tai P(Kk) yra tiesa. Kitu atveju
k=1
ir, remiantis prielaida,
P(i) ir P())
yra teisingi teiginiai. Reiskia,
K=lj=j+j+...4+]

yra pirminiy suma, nes j arba pirminis skaic¢ius, arba gali buti
uzrasytas kaip pirminiy skaic¢iy suma. O



MIP gali buti panaudotas jvairiems teiginiams matematikoje
pagristi. Tai patvirtina ir sis pavyzdys:

6 pavyzdys. Tegul
L={a"c"b™ | m,ne N}

Matematinés indukcijos metodu galima jrodyti, kad kalbos L
gramatika yra

{§—aSb,S—> T, T —cT, T — A}

Irodymas sudétingas.
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