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[l skyrius. Aibiy konstravimas

3.1 Induktyviai apibréziamos aibés

Norint apibrézti aibe S induktyviai, reikia atlikti tris zingsnius:
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2. Indukcija: Aprasyti vieng ar daugiau taisykliy sukonstruoti
S elementams i$ jau esanciy elementy.



[l skyrius. Aibiy konstravimas

3.1 Induktyviai apibréziamos aibés

Norint apibrézti aibe S induktyviai, reikia atlikti tris zingsnius:
1. Bazé: Pateikti vieng ar daugiau elementy i§ S.

2. Indukcija: Aprasyti vieng ar daugiau taisykliy sukonstruoti
S elementams i$ jau esanciy elementy.

3. Uzdarumas: Nurodyti, kad jokie kiti elementai nepatenka j
aibe S (visada tarsime pagal nutyléjima).



1 pavyzdys. Rasime induktyvy aibés
S$=1{8,16,29,42,...}
apibrézima.

Sprendimas: Bazé: 3 € S.
Indukcija: Jeigu x € S, tai x +13 € S.



1 pavyzdys. Rasime induktyvy aibés
S$=1{8,16,29,42,...}
apibrézima.

Sprendimas: Bazé: 3 € S.
Indukcija: Jeigu x € S, tai x +13 € S.

2 pavyzdys. Apibudinsime aibe S, induktyviai apibrézta taip:
Bazé: 2 € S.
Indukcija: Jeigu x € S, tai x £ 3 € S.

Ats.: S=1{...,~7,-4,-1, 2, 5, 8,...}.




8 pavyzdys. Rasime induktyvy
S$=1{3,4,5,8,9,12,16,17,20,24,33,...}
apibrézima.
Sprendimas: Panaudosime ,skaldyk ir valdyk” technika. Turime
§$=1{8,5,9,17,33,...} U{4,8,12,16,20,24,...}.

Todél Bazé: 3,4 € S.

Indukcija: Jeigu x € S, kai x yra nelyginis, tada 2x —1 € S,
kitu atveju x +4 € S.



4 pavyzdys. Rasime induktyvy
S = {A, ac, aacc, aaaccc, ...} = {a"’c" | ne N}
apibrézima.
Sprendimas: Bazé: N € S.
Indukcija: Jeigu x € S, tai axc € S.




4 pavyzdys. Rasime induktyvy
S = {A, ac, aacc, aaaccc, ...} = {a"’c" | ne N}
apibrézima.
Sprendimas: Bazé: N € S.
Indukcija: Jeigu x € S, tai axc € S.

5 pavyzdys. Rasime induktyvy S = {&"t'bc" | n € N}
apibrézima.
Sprendimas: Bazé: ab e S.

Indukcija: Jeigu x € S, tai axc € S.




6 pavyzdys. Apibudinsime aibe S, kurios apibrézimas toks:

Bazé: a,be S.
Indukcija: Jeigu x € S, tai f(x) € S.

Sprendimas:
S ={a f(a),f(f(a)),...;} U{b,f(b),({(b)),...}
arba, kitaip uzrasius,

S={f"(a) | ne N} uU{f"(b) | ne N}
={f"(x) | x € {a,b} ir n€ N}.



Toliau vartokime operacija cons(x,t), skaitykime ja
konsolidacija (dazniau, galvos jrasymas j sarasa), pvz.,
cons(x,t) =< x,t >.

7 pavyzdys. Apibudinsime aibe S apibrézta taip:
Bazé: (0) € S.

Indukcija: Jeigu x € S, tai cons(1,x) € S.

Ats.: S ={(0),(1,0),(1,1,0),...}.



Toliau vartokime operacija cons(x,t), skaitykime ja
konsolidacija (dazniau, galvos jrasymas j sarasa), pvz.,
cons(x,t) =< x,t >.

7 pavyzdys. Apibudinsime aibe S apibrézta taip:
Bazé: (0) € S.

Indukcija: Jeigu x € S, tai cons(1,x) € S.

Ats.: S ={(0),(1,0),(1,1,0),...}.

8 pavyzdys. Raskite induktyvu S = {(), (a, b), (a,b,a,b),...}
apibrézima.
Sprendimas: Bazé: () € S.

Indukcija: Jeigu x € S, tai
cons(< a,b>,x) =< a,b,x > S.
Arba = a:: b :: x; ¢ia :: yra prefiksinis (beskliaustis) uzrasas.
Susitariama a:: b:: ¢ =a:: (b:: ¢) arba
a:b:c=(a:b):c



9 pavyzdys. Raskite induktyvy S = {(), (()), ((())),...}
apibrézima.
Sprendimas: Bazé () € S.

Indukcija: Jeigu x € S, tai x :: () € S.



9 pavyzdys. Raskite induktyvy S = {(), (()), ((())),...}
apibrézima.
Sprendimas: Bazé () € S.

Indukcija: Jeigu x € S, tai x :: () € S.

Kokia operacija ::7



9 pavyzdys. Raskite induktyvy S = {(), (()), ((())),...}
apibrézima.
Sprendimas: Bazé () € S.

Indukcija: Jeigu x € S, tai x :: () € S.

Kokia operacija ::7
<S> =<LL>> .

, Tuscios" galvos jrasymas j sarasg.



Binariyjy medziy uzrasymas
Binaryjj medj zymésime
t(L,x, R);

¢ia x medzio Saknis, L kairysis X pografis, o R - deSinysis.
Tuscia medj zymesime (). Jeigu

T =1tL,x,R),
tai:
root(T) = x,
left(T) = L,
right(T) = R.



10 pavyzdys. Apibudinsime aibe S, kurios indukcinis
apibrézimas toks:

Bazé: t({),e,()) € S.

Indukcija: Jeigu T € S, tai

t(T, e t(();®,())) €S



10 pavyzdys. Apibudinsime aibe S, kurios indukcinis
apibrézimas toks:

Bazé: t({),e,()) € S.

Indukcija: Jeigu T € S, tai

t(T, e t(();®,())) €S

11 pavyzdys. Rasime indukcinj aibés S apibrézima, kai zinome,
kad ja sudaro tokie medziai
: 7N,
_ N\ S/ N\, irtt
SN S AN N\



Atsakymas:

Bazé: t({),e,()) € S.
Indukcija: Jei T € S, tai

Ht(left(T), e, (), o, t({),s,right(T))) € S.




Atsakymas:
Bazé: t({),e,()) € S.
Indukcija: Jei T € S, tai

Ht(left(T), e, (), o, t({),s,right(T))) € S.

12 pavyzdys. Rasime indukcinj S = {a}* x N apibrézima.
Sprendimas:

Bazé: (N,0) € S.

Indukcija: Jeigu (s, n) € S, tai

(as,n)ir (s,n+1) € S.




13 pavyzdys. Rasime indukcinj aibés
S={(x,-y) I x,y eNirx >y}

apibrézima. Vienas iS sprendimuy:
Bazé: (0,0) € S.
Indukcija: Jeigu (x,y) € S, tai

(x+1,y), (x+1,y—1)€e S,



13 pavyzdys. Rasime indukcinj aibés
S={(x,-y) I x,y eNirx >y}

apibrézima. Vienas iS sprendimuy:
Bazé: (0,0) € S.
Indukcija: Jeigu (x,y) € S, tai

(X+17.y)> (X+17.y_1)68'

UZduotis. Suraskite sprendima, kuris nekonstruoty tu paciy
elementy keletg karty.

Sprendimas:
Bazé: (0,0) € S.
Indukcija: 1. Jeigu (x,y) € S, tai (x +1,y) € S.
2. Jeigu (x,—x) € S, tai (x +1,x —1) € S.



Rekurentiskai apibréziamos funkcijos ir proceduros

Funkcija f yra apibrézta rekurentiskai, jeigu bent viena reiksmeé
f(x) yra apibrézta per kita reiksme f(y), x # y.
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Funkcija f yra apibrézta rekurentiskai, jeigu bent viena reiksmeé
f(x) yra apibrézta per kita reiksme f(y), x # y.

Taip pat, sakome, kad procedura P yra apibrézta rekurentiskai,
jeigu veiksmas P(x) yra apibréztas per kita veiksma P(y),
X#£Y.
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S yra indukciskai apibréziama):
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Funkcija f yra apibrézta rekurentiskai, jeigu bent viena reiksmeé
f(x) yra apibrézta per kita reiksme f(y), x # y.
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S yra indukciskai apibréziama):

1. Nustatome f(x) reiksme (veiksma P(x)) su kiekvienu bazes
elementu x € S.



Rekurentiskai apibréziamos funkcijos ir proceduros

Funkcija f yra apibrézta rekurentiskai, jeigu bent viena reiksmeé
f(x) yra apibrézta per kita reiksme f(y), x # y.

Taip pat, sakome, kad procedura P yra apibrézta rekurentiskai,
jeigu veiksmas P(x) yra apibréztas per kita veiksma P(y),
X#£Y.

Rekurentusis apibrézimas (kai argumento X reikSmiy sritis
S yra indukciskai apibréziama):

1. Nustatome f(x) reiksme (veiksma P(x)) su kiekvienu bazes
elementu x € S.

2. Nurodome taisykles, nustatancias f(x) reikSme kiekvienam
indukciskai apibréztam elementui x € S (veiksma P(x)) per jau
nustatytas f reikSmes (veiksmus P).



1 pavyzdys. Rasime rekurencigja funkcijos f formule, kai
zinome, kad f: N — N ir

f(n)=0+3+6+...4+3n.

Sprendimas: Pastebime, kad N yra indukciskai apibréziama
aibé: 0 € N; jeigu ne N, tai n+1 € N.

Todél turime nustatyti f(0) reikSme ir apibrézti f(n+ 1) per
f(n). Matome, kad f(0) = 0. Toliau pastebime,

f(n+1)=(0+3+6+...+3n)+3(n+1)
=1f(n)+3(n+1).

Taigi, funkcija f galime uzrasyti tokia rekurenégja formule:
f(0)=0, f(n+1)=f(n)+3(n+1), kai n>0.



1 pavyzdys. Rasime rekurencigja funkcijos f formule, kai
zinome, kad f: N — N ir

f(n)=0+3+6+...4+3n.
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Du alternatyvus apibrézimai:



1 pavyzdys. Rasime rekurencigja funkcijos f formule, kai
zinome, kad f: N — N ir

f(n)=0+3+6+...4+3n.

Sprendimas: Pastebime, kad N yra indukciskai apibréziama
aibé: 0 € N; jeigu ne N, tai n+1 € N.

Todél turime nustatyti f(0) reikSme ir apibrézti f(n+ 1) per
f(n). Matome, kad f(0) = 0. Toliau pastebime,

f(n+1)=(0+3+6+...+3n)+3(n+1)
=f(n)+3(n+1).

Taigi, funkcija f galime uzrasyti tokia rekurenégja formule:
f(0)=0, f(n+1)=1Ff(n)+3(n+1), kain>0.
Du alternatyvus apibrézimai:

e f(0)=0, f(n)=f(n—1)+3n (n>1).



1 pavyzdys. Rasime rekurencigja funkcijos f formule, kai
zinome, kad f: N — N ir

f(n)=0+3+6+...4+3n.

Sprendimas: Pastebime, kad N yra indukciskai apibréziama
aibé: 0 € N; jeigu ne N, tai n+1 € N.

Todél turime nustatyti f(0) reikSme ir apibrézti f(n+ 1) per
f(n). Matome, kad f(0) = 0. Toliau pastebime,

f(n+1)=(0+3+6+...+3n)+3(n+1)
=f(n)+3(n+1).

Taigi, funkcija f galime uzrasyti tokia rekurenégja formule:
f(0)=0, f(n+1)=1Ff(n)+3(n+1), kain>0.

Du alternatyvus apibrézimai:

e f(0)=0, f(n)=f(n—1)+3n (n>1).

e f(n) = if n=0 then 0 else f(n—1) + 3n.



2 pavyzdys. Rasime f-jos cat rekurentyjj apibrézima, kai
cat: A* x A" — A”
ir
cat(s,t) = st.

Sprendimas: Turime, kad A* indukciskai apibréziama:
A € A*; jeigu a € A ir x € A*, tai ax € A*. Funkcijg cat
apibrésime pagal pirmg argumenta. Pastebime,

cat(A,t) =At =t
ir
cat(ax,t) = axt = a(xt) = acat(x,t).

Taigi, rekurentusis apibrézimas toks:
cat(A,t) =t,
cat(ax,t) = acat(x,t).



if~then-else forma:

Pastaba. Operacijas cons, head, tail galime naudoti ir
zodziams; ax = cons(a, X). Todél paskutinio pavyzdzio
atsakyma galime parasyti ir taip.

cat(s,t) = if s =A then t else

head(s)cat(tail(s), t).



3 pavyzdys. Tegul
f:lists(Q) - Q
ir
f((X1,...,Xn)) = X1 + ... + Xn.
Apibrésime funkcija f rekurentiskai.

Sprendimas: Aibé lists(Q) yra induktyviai apibréziama:
() € lists(Q); jeigu h € Q ir t € lists(Q), tai h:: t € lists(Q).
Pastebékime, kad f galime uzrasyti kitu budu:

f((X1,...,Xn)) = X1 + F({Xo, ..., Xn))
= head((x1y,...,xn)) + f(tail({(x1, ..., Xn))).

Paimkime f(<>) = 0. Gauname atsakyma:
f(<>)=0, f(h:: t) = h+f(1).



3 pavyzdys. Tegul
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ir
f((X1,...,Xn)) = X1 + ... + Xn.
Apibrésime funkcija f rekurentiskai.
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Pastebékime, kad f galime uzrasyti kitu budu:

f((X1,...,Xn)) = X1 + F({Xo, ..., Xn))
= head((x1y,...,xn)) + f(tail({(x1, ..., Xn))).

Paimkime f(<>) = 0. Gauname atsakyma:
f(<>)=0, f(h:: t) = h+f(1).

if-then-else forma:



3 pavyzdys. Tegul
f:lists(Q) - Q
ir
f((X1,...,Xn)) = X1 + ... + Xn.
Apibrésime funkcija f rekurentiskai.

Sprendimas: Aibé lists(Q) yra induktyviai apibréziama:
() € lists(Q); jeigu h € Q ir t € lists(Q), tai h:: t € lists(Q).
Pastebékime, kad f galime uzrasyti kitu budu:

f((X1,...,Xn)) = X1 + F({Xo, ..., Xn))
= head((x1y,...,xn)) + f(tail({(x1, ..., Xn))).

Paimkime f(<>) = 0. Gauname atsakyma:
f(<>)=0, f(h:: t) = h+f(1).

if-then-else forma:

f(L) = if L = () then 0 else head(L) + f(tail(L)).



4 pavyzdys. Funkcija f: N — N apibréziama rekurentiskai:
f(0)=0, f(1)=0, f(x+2)=1+f(x).
Jos if-then-else forma:
f(x)=if x =0 or x =1 then 0 else 1 + f(x — 2).

Ka daro funkcija 7



4 pavyzdys. Funkcija f: N — N apibréziama rekurentiskai:
f(0)=0, f(1)=0, f(x+2)=1+f(x).
Jos if-then-else forma:
f(x)=if x =0 or x =1 then 0 else 1 + f(x — 2).

Ka daro funkcija 7

Atsakymas: Kad issiaiskinti iSrasykime keleta f reikSmiy.
map(f,(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)) = (0,0,1,1,2,2,3,3,4,4).

Taigi, f(x) reiksme yra [x/2], t.y. f(x) = [x/2].



5 pavyzdys. Tegul
f:lists(Q) — Q
ir
f((X1,...,Xn)) = X1 X2 + XoX3 + ... + Xn_1Xn.

Rasime f rekurentyjj apibrézima.
Sprendimas: Tegul f(()) =0 ir f((x)) = 0. Kai n > 2, galime
parasyti

f((X1,...,Xn)) = X1 X2 + (XoX3 + ... + Xn_1Xn)
= X1 X2 + f(<X27 <o 7Xf7>)'

Todél f rekurencioji formulé tokia: f(()) =0, f((x)) =0,

f(h::t)= h-head(t)+ f(t).



5 pavyzdys. Tegul
f:lists(Q) — Q

ir
f((X1,...,Xn)) = X1 X2 + XoX3 + ... + Xn_1Xn.

Rasime f rekurentyjj apibrézima.
Sprendimas: Tegul f(()) =0 ir f((x)) = 0. Kai n > 2, galime
parasyti

f((X1,...,Xn)) = X1 X2 + (XoX3 + ... + Xn_1Xn)
= X1 X2 + f(<X27 <o 7Xf7>)'

Todél f rekurencioji formulé tokia: f(()) =0, f((x)) =0,
f(h::t)= h-head(t)+ f(t).

Per if-then-else:



5 pavyzdys. Tegul
f:lists(Q) — Q
ir
f((X1,...,Xn)) = X1 X2 + XoX3 + ... + Xn_1Xn.
Rasime f rekurentyjj apibrézima.

Sprendimas: Tegul f(()) =0 ir f((x)) = 0. Kai n > 2, galime
parasyti

f((X1,...,Xn)) = X1 X2 + (XoX3 + ... + Xn_1Xn)
= X1 X2 + f(<X27 <o 7Xf7>)'

Todél f rekurencioji formulé tokia: f(()) =0, f((x)) =0,
f(h::t)= h-head(t)+ f(t).

Per if-then-else:
f(L) =if L= () or tail(L) = () then 0
else head(L) - head(tail(L)) + f(tail(L)).



6 pavyzdys. Funkcija is in
isin : A x lists(A) — (true, false)

tikrina ar X yra sarase L. Rasime jos rekurenciaja formule.
Sprendimas:

isin(x, ()) = false,

isin(x, x :: t) = true,

isin(x, h :: t) = isin(x, t).



6 pavyzdys. Funkcija is in
isin : A x lists(A) — (true, false)

tikrina ar X yra sarase L. Rasime jos rekurenciaja formule.
Sprendimas:

isin(x, ()) = false,

isin(x, x :: t) = true,

isin(x, h :: t) = isin(x, t).

if-then-else pavidalu:



6 pavyzdys. Funkcija is in
isin : A x lists(A) — (true, false)

tikrina ar X yra sarase L. Rasime jos rekurenciaja formule.
Sprendimas:
isin(x, ()) = false,
isin(x, x :: t) = true,
isin(x, h:: t) = isin(x, t).
if-then-else pavidalu:
isin(x, L) = if L = () then false else
if x = head(L) then frue
else isin(x, tail(L)).



7 pavyzdys. Rasime rekurentyjj funkcijos
sub : lists(A) x lists(A) — {true, false}

apibrézima, kuris parodo ar L elementai yra M elementali.
Sprendimas: sub((), M) = true ir

sub(h :: t, M) = if isin(h, M) then sub(t, M) else false.



7 pavyzdys. Rasime rekurentyjj funkcijos
sub : lists(A) x lists(A) — {true, false}

apibrézima, kuris parodo ar L elementai yra M elementali.
Sprendimas: sub((), M) = true ir

sub(h :: t, M) = if isin(h, M) then sub(t, M) else false.

if-then-else pavidalu:



7 pavyzdys. Rasime rekurentyjj funkcijos
sub : lists(A) x lists(A) — {true, false}
apibrézima, kuris parodo ar L elementai yra M elementali.
Sprendimas: sub((), M) = true ir
sub(h :: t, M) = if isin(h, M) then sub(t, M) else false.

if-then-else pavidalu:

sub(L,M) = if L = () then frue else
if isin(head(L), M) then sub(tail(L), M)
else false.



8 pavyzdys. Rasime rekurenciaja formule funkcijos
intree : Q x binSearchTrees(Q) — {true, false},

kuri patikrina, ar x yra binariajame paieskos medyje T.

Sprendimas:

intree(x, ()) = false,

intree(x, tree(L, x, R)) = true,

intree(x, tree(L, y, R)) = if x < y then intree(x, L)
else intree(x, R).



8 pavyzdys. Rasime rekurenciaja formule funkcijos
intree : Q x binSearchTrees(Q) — {true, false},

kuri patikrina, ar x yra binariajame paieskos medyje T.

Sprendimas:

intree(x, ()) = false,

intree(x, tree(L, x, R)) = true,

intree(x, tree(L, y, R)) = if x < y then intree(x, L)
else intree(x, R).

if-then-else formas:



8 pavyzdys. Rasime rekurenciaja formule funkcijos
intree : Q x binSearchTrees(Q) — {true, false},

kuri patikrina, ar x yra binariajame paieskos medyje T.

Sprendimas:

intree(x, ()) = false,

intree(x, tree(L, x, R)) = true,

intree(x, tree(L, y, R)) = if x < y then intree(x, L)
else intree(x, R).

if-then-else formas:

intree(x, T) = if T = () then false
else if x = root(T) then frue
else if x < root(T) then

intree(x, left(T))

else intree(x, right(T)).



Binariyjy medziy apkeliavimas

Trys standartinés proceduros binariajam medziui apkeliauti
apibréziamos rekurentiskai yra tokios:

preorder(T): if T # () then
visit root(T); preorder(left(T)); preorder(right(T)) fi.

inorder(T): if T # () then
inorder(left(T)); visit root(T); inorder(right(T)) fi.

postorder(T): if T # () then
postorder(left(T)); postorder(right(T)); visit root(T) fi.




9 pavyzdys. Apkeliausime medj

kiekvienu is triju budy.
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9 pavyzdys. Apkeliausime medj

kiekvienu is triju budy.
Sprendimas: Preorder: abcde

Inorder: badce
Postorder: bdeca

Sekanciame pavyzdyje prireiks funkcijos cat, kuri apjungia du
sarasus. Jos apibrézimas toks:

cat((), L) =L,

cat(h:: t,L) = h:: cat(t,L).



10 pavyzdys. Sugalvosime rekurentyjj funkcijos

post : binaryTrees(A) — lists(A)
apibrézima, kai post(T) yra medzio T virSuniy sarasas, kurios
jame surasytos postorder medzio T apkeliavimo tvarka.

Sprendimas:

post({)) = (),
post(tree(L, x, R)) = cat(post(L), cat(post(R), (x))).
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Sprendimas:
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10 pavyzdys. Sugalvosime rekurentyjj funkcijos
post : binaryTrees(A) — lists(A)

apibrézima, kai post(T) yra medzio T virSuniy sarasas, kurios
jame surasytos postorder medzio T apkeliavimo tvarka.

Sprendimas:

post({)) = (),
post(tree(L, x, R)) = cat(post(L), cat(post(R), (x))).

11 pavyzdys. Rasime rekurentyjj funkcijos
f : binaryTrees(Q) — Q

apibrézima, kai f(T) yra medzio T virSuniy suma.
Sprendimas:

() =0, f(tree(L, x,R)) = x + f(L) + f(R).



Begalinés sekos

Tegul f(x) apibrézia begalinio ilgio seka (begalinio ilgio sarasa).
Galime sukonstruoti f(x) rekurentujj apibrézima, reiksme f(x)
apibréze per X ir f(y); y # X.

12 pavyzdys. Apibrésime
f(x) = (x,x2,x* x8, ..

rekurentiskai.



Begalinés sekos

Tegul f(x) apibrézia begalinio ilgio seka (begalinio ilgio sarasa).
Galime sukonstruoti f(x) rekurentujj apibrézima, reiksme f(x)
apibréze per X ir f(y); y # X.

12 pavyzdys. Apibrésime
f(x) = (x,x2,x* x8, ..

rekurentiskai.

Sprendimas:

f(x) = (x,x%,x*,x°,...)
=x: (X2, x4 x8, ..

=X f(X2).



13 pavyzdys. Kokia yra seka g(x, k) = x¥ :: g(x, k +1)?
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13 pavyzdys. Kokia yra seka g(x, k) = x¥ :: g(x, k +1)?
Atsakymas:
g(x. k) = xK: g(x, k+1)

= xK . xK1 2 g(x, k+2)

14 pavyzdys. Aprasysime seka I(x) = (x,x3, x5 x7,...).
Sprendimas:
Tegul h(x, k) = x¥ :: h(x, k + 2), tada I(x) = h(x, 1).




13 pavyzdys. Kokia yra seka g(x, k) = x¥ :: g(x, k +1)?
Atsakymas:
g(x. k) = xK: g(x, k+1)
= xK . xK1 2 g(x, k+2)

k k+1 k42 >

= (X", x"T xTE ).

14 pavyzdys. Aprasysime seka I(x) = (x,x3, x5 x7,...).
Sprendimas:
Tegul h(x, k) = x¥ :: h(x, k + 2), tada I(x) = h(x, 1).

15 pavyzdys. Aprasysime seka s(x) = (1,x%,x4,x5,...).



13 pavyzdys. Kokia yra seka g(x, k) = x¥ :: g(x, k +1)?
Atsakymas:
g(x. k) = xK: g(x, k+1)
= xK . xK1 2 g(x, k+2)

= (xK xk+1 xk+2 ),

14 pavyzdys. Aprasysime seka I(x) = (x,x3, x5 x7,...).
Sprendimas:
Tegul h(x, k) = x¥ :: h(x, k + 2), tada I(x) = h(x, 1).

15 pavyzdys. Aprasysime seka s(x) = (1,x%,x4,x5,...).
Sprendimas:
s(x) = h(x,0) (zr. 14 pavyzdj).



3.3 Gramatikos

Ap. Gramatika vadiname baigtine aibe taisykliy, kurios
vadinamos generacijos taisyklémis ir naudojamos kalbos
zodziams generuoti ar apibudinti.

Zymenys. Generacijos taisyklés turi pavidalo
a— B.

Cia «a ir § yra zodziai virs abécélés, kurig sudaro abécélés raides
(angl. terminals) ir kiti simboliai (angl. nonterminals). Uzrasa
a — B skaitome kaip ,,a galime pakeisti 87, ,i$ « gauname 3”
ir pan.



3.3 Gramatikos

Ap. Gramatika vadiname baigtine aibe taisykliy, kurios
vadinamos generacijos taisyklémis ir naudojamos kalbos
zodziams generuoti ar apibudinti.

Zymenys. Generacijos taisyklés turi pavidalo
a— B.

Cia «a ir § yra zodziai virs abécélés, kurig sudaro abécélés raides
(angl. terminals) ir kiti simboliai (angl. nonterminals). Uzrasa
a — B skaitome kaip ,,a galime pakeisti 87, ,i$ « gauname 3”
ir pan.

Paprastai kiti simboliai zymimi didziosiomis raidémis.



Gramatikos, kuria sudaro keturios generacijos taisyklés,
pavyzdys:

{§—aSB, S— AN, B—bB, B-— b}

arba, sutrumpinta forma,
S—aSB |\, B—bB|b.

(Véliau naudojama !)

» kalbos abécélé. Siuo atveju {a, b}.

> Simboliai — gramatikos simboliai (didziosios raidés),
skirtingi nuo raidziy. Siuo atveju aibés {S, B} kiti
elementai.

» Pradzios simbolis — S; iSskirtinis, nuo jo pradedame
sudarinéti kalbos zodzius.



> Sakinio forma — bet kuris Zodis, sudarytas i raidziy ir
simboliy.

» ISvedimas — sakinio formos transformacija naudojant
generacijos taisykles. Pavyzdziui, jeigu

xay

yra sakinio forma ir o — § yra generacijos taisyklé, tai a
pakeitimas [ Siame sakinyje vadinamas isvedimo zingsniu,
kurj uzrasome tokiu budu

Xay = x3y.



Isvedimo pavyzdys naudojant anksc¢iau uzrasyta gramatika:

S = aSB = aaSBB = aaBB = aabBB =- aabbB = aabbb.
Tai yra kairinis isvedimas, kuri kiekvienu zingsniu pakeicia
kairiausia simbolj (ne abécélés raide). Simbolis

—+
reiskia vieng ar daugiau zingsniy, o

*

=

reiskia nulj ar daugiau zingsniy. Galime parasyti
S =T aabbb,

S =* aabbb,
aSB =* aSB.



Gramatikos kalba

Ap. Gramatikos kalba yra aibé visy zodziy, gaunamy is
pradzios simbolio.

Pavyzdys. Rasime gramatikos S — aSB | A, B — bB | b kalba.
Sprendimas: kalbos zodziy strukturai suprasti iSnagrinésime
keleta isvedimy.

S= A,

S = aSB = aB = ab,

S = aSB = aB = abB = abbB = abbb,

S = aSB = aaSBB = aaBB = aabB = aabb,

S = aSB = aaSBB = aaBB = aabBB =" aabbbb.

Taigi, suprantame, gramatikos kalba yra

{a"b"k | n,k € N}.
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kalba.
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Atsakymas: S — aS | b.
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kalba.
Atsakymas: {(bc)"a | n € N}.
Gramatiky konstravimas

Pavyzdys. Rasime kalbos {a"b | n € N} gramatika.
Atsakymas: S — aS | b.

1 uZduotis. Sugalvokite kalbos {ba" | n € N} gramatika.
Atsakymas: S — Sa | b.



UzZduotis. Apibudinkite gramatikos
S— a| bcS

kalba.
Atsakymas: {(bc)"a | n € N}.
Gramatiky konstravimas

Pavyzdys. Rasime kalbos {a"b | n € N} gramatika.
Atsakymas: S — aS | b.

1 uZduotis. Sugalvokite kalbos {ba" | n € N} gramatika.
Atsakymas: S — Sa | b.

2 uZduotis. Sugalvokite kalbos {(ab)” | n € N} gramatika.



UzZduotis. Apibudinkite gramatikos
S— a| bcS

kalba.
Atsakymas: {(bc)"a | n € N}.

Gramatiky konstravimas

Pavyzdys. Rasime kalbos {a"b | n € N} gramatika.
Atsakymas: S — aS | b.

1 uZduotis. Sugalvokite kalbos {ba" | n € N} gramatika.
Atsakymas: S — Sa | b.

2 uZduotis. Sugalvokite kalbos {(ab)” | n € N} gramatika.
Atsakymas: S — Sab | A arba S — abS | A.



Gramatiky junginiai

Tegul L ir M yra gramatikos su pradzios simboliais atitinkamai
A ir B. Taip pat, tarkime, kad Siy gramatiky simboliai (ne
zodziai) irgi yra skirtingi. Tokiu atveju, galime sukonstruoti
tokias gramatikas:

e L UM gramatika, kurios pradzia S — A | B.

e LM gramatika, kurios pradzia S — AB.

e L* gramatika, kurios pradzia S — AS | A.

Pavyzdys. Rasime kalbos {a”b™c" | m,n € N} gramatika.
Sprendimas: Pastebime, kad kalba yra kalby
L={a"b™ | meN} ir M={c"|neN}

sandauga LM. Todél ja galime apraSyti per gramatiky L ir M
generacijos taisykles:

S—+AB, A—aAb|A, B-—cB|A



Pavyzdys. Tegul
Odd = {1,3,5,7,9,...}.

Rasime Odd aibés gramatika.
Spr.: Tegul O =1{1,3,5,7,9}, P={1,2,3,4,5,6,7,8,9} ir
D = {0} U P. Pastebime, kad

Odd = (PD*)*O.
Pazymime O, P ir D pradinius simbolius A, B ir C. Tada
A—-11]3|5]|7]|9, B—-A|2]|4|6|8 ir C—B|O0.
Pazymime D*, PD* ir (PD*)* pradinius simbolius E, F ir G;
E—-CE|N, F-BE ir G— FG|A.
Gauname, kad kalbos Odd su pradzios simboliu S gramatika

S — GA



Pavyzdys. Rasime kalbos L gramatika, kai turime jos indukcinj
apibrézima:

Bazé: a,b,c € L.

Indukcija: Jei x,y € L, tai f(x), g(x,y) € L.

Sprendimas: Kalbos L pirmyjy Zodziy israSymas gali padéti
suprasti, kokios generacijos taisyklés sudaro jos gramatika. IS
tikryjy, kalbos L gramatika yra tokia

S—alb|c]|f(S)]|a(SS).
Pavyzdziui, zodzio g (f(a), g(b, f(c))) iSvedimas gali buti toks:

S=9(S,5) = 9(f(S), S) = 9(f(a), S) = g(f(a), 9(S, S))
= g(f(a),9(b, S)) = g(f(a), g(b, 1(5))) = g(f(a),9(b, (c)))-



Sintaksés medis (A Parse Tree) — medis, kuris vaizduoja
iSvedima. Jo Saknis yra pradzios simbolis, o virsuniy, kurios yra
ne lapai, vaikai yra raidés, zodziai (terminalai), simboliai
(neterminalai) ir tusciasis zodis A), kurie eina generacijos
taisykliy desSinése pusése.

Pavyzdys.




Nevienareiksmé gramatika — jos kalboje egzistuoja bent
vienas zodis, turintis du skirtingus jo sintaksés medzius arba du
skirtingus kairinius (arba desininius) iSvedimus.
Klausimas. Ar gramatika S — SaS | b yra nevienareikSmé?
Atsakymas: Taip. Nes, pavyzdziui, zodis babab turi du
skirtingus kairinius isvedimus:
S = SaS = SaSaS = baSaS = babaS = babab,
S = SaS = baS = baSaS = babaS = babab.
Siy isvedimy sintaksés medziai, atitinkamai, yra
S S
S a a

/|\

s s
s | s
| |
b b

/|\
a

b b

S . S
| |
b b

ir



Klausimas. Ar gramatika S — abS | Sab | ¢ yra
nevienareikSme?

Atsakymas: Taip, nes zodis abcab turi du skirtingus isvedimus:
S = abS = abSab = abcab

ir

S = Sab = abSab = abcab.



Vienareiksmé gramatika — ne nevienareikSmé gramatika.

Kartais galima sugalvoti vienareikSme gramatika kalbai, kuriai
priskirta nevienareikSmé gramatika.

Pavyzdys. Praeitame pavyzdyje parodéme, kad gramatika
S—8aS|b

yra nevienareikimeé. Sios gramatikos kalba yra
{b, bab, babab, . ..}. Kita sios kalbos gramatika yra

S — baS | b.

Si yra vienareiksmeé, nes S yra baS arba b ir tokiu buidu mes
negalime dvejopai sukonstruoti to paties zodzio.



Pavyzdys. Paskutinéje uzduotyje issiaiskinome, kad gramatika
S—c|abS | Sab
yra nevienareiksmé. Jos kalba
{(ab)"c(ab)" | m,n € N}.
Yra ir kitokia Sios kalbos gramatika
S—abS|cT ir T—abT|A.
Si yra vienareikimeé, nes S yra abS arba ¢T, todél nepavyksta

paraSyti tos pacios sakinio formos dvejopai ir, kadangi T yra
abT arba A, néra dviejy skirtingy to paties zodzio iSvedimy.



Rekomenduojamos literatlros sgrasas

[§ James L. Hein, "Discrete Structures, Logic, and
Computability"
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