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Pirmoji dalis. BAIGTINES TIKIMYBINES ERDVES

1. IvADAS

Cia ,, Tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos" dalyko, skaityto magistran-
turos studijose 2016 m. pavasario semestre, konspektas. Medziaga paimta is
A.N. Shiryaev’o knygos [3] bei V. Bagdonaviciaus ir J.Kruopio [1] vadovélio 1
dalies. Kai kurie pavyzdziai paimti is Sheldon M. Ross knygos [4]. Pamirsusiems
bakalauro studijas rekomenduoju J. Kubiliaus [2] vadovélj arba puiky pradzia-
mokslj, kurj parengé kolega V. Stakénas Tikimybiy teorijos paskaitos
(http://www.mif.vu.lt /katedros/matinf/asm /vs/pask/ttinf/tt-paskaitos.pdf)

2. TIKIMYBINE ERDVE

Visus eksperimento rezultatus galima aprasyti aibémis. Monetos metimo re-
zultatas bus vienas i$ dviejy - H arba M, o visos baigtys sudaro aibe ) =
{H, M}. Seiasienio kauliuko su skaiiais metimo rezultatas bus vienas i3 aibés
02 =1{1,2,3,4,5,6} skaiciy. Kartu metant ir moneta, ir kauliuka jau turétume

Q={(H1),...,(H,6),(M,1),...,(M6)}.
Atlike iS eilés n > 1 monetos metimy, visus galimus rezultatus galime pateikti
vektoriy aibe (sutvarkytuju rinkiniy arba zodziy is raidziy H ir M aibe)
Q= {w = (W, wy), wi €{H, M}, 1<i< n}

Visy galimy eksperimento rezultaty vadinsime elementariyjy jvykiy aibe, o
pacius elementus elementariaisiais jvykiais.
Perzvelkime dvi populiarias eksperimenty schemas.

. Rutuliy traukimas is urnos. Skirtingy (numeruoty) rutuliy traukimas i ur-

nos. Tegul urnoje yra m tokiy rutuliy, o is eilés traukiame n. Galima traukti su
1
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grgZinimu arba be grgZinimo, o rezultatus pateikti kaip sutvarkytqji rinking ar-
ba nesutvarkytqj; rinking. Keturiose eksperimento schemose aibé ) apibréziama
skirtingai ir jos galios skiriasi:

1. Eksperimento rezultatas yra sutvarkytasis rinkinys, imamas su grazinimu.
Tada

Q:{w:(wl,...,wn), wi € {1,...,m}, 1§i§n}7 Q| = m".

Cia w; yra paimto i-uoju rutulio numeris, o w - gretinys su pasikartojanciais
elementais.

2. Eksperimento rezultatas yra nesutvarkytasis rinkinys, imamas su grazini-
mu. Tada
) n+m—1
Q:{w:{wl,...,wn},wie{l,...,m},lgzgn}, Q| = )
n
Dabar w - paimty rutuliy numeriy multiaibé.

3. Eksperimento rezultatas yra sutvarkytasis rinkinys, imamas be grazinimo.
Tada

Q={w=(wi,....wn), wi €{l,...,m}, w; #w;, 1 <i<j<n}, [Q=A]

Dabar w - paimty rutuliy skirtingy numeriy gretinys.

4. Eksperimento rezultatas yra nesutvarkytasis rinkinys, imamas be grazini-
mo. Tada

Q:{w:{wl,...,wn}, wie{1""’m}7wi7éwj,1§i<j§n}, |Q|_<7:>

Dabar w - paimty rutuliy numeriy poaibis.

Rutuliai yra tik jvaizdis. Nagrinédami n studenty grupés gimimo dienas, mes
traukiame su grazinimu: studentas pasako savo gimtadienj (viena i$ 365 dieny),
kitas gali tg patj irgi pakartoti... Apklausa vykdome pagal sarasa - rezultatas
yra sutvarkytasis gimtadieniy rinkinys. Kaip ir 1. atveju, gauname

Q={w=(w1,...,wn), w; € {1,...,365}, 1 <i<n}.
Cia Q] = 365™.
Loterijoje su biliety aibe M, |[M| = M, perkame n < M. Aisku, dabar
traukiame ,rutulius" be grazinimo. Dabar

Q:{w:{wl,...,wn}c/\/l, wi%wj,1§i<j§n},
o]Q]:(Af).

II. Rutuliy déjimas g numeruotas dézes. Tai ypa¢ mégstama fiziky eksperimen-
to schema. Juy modeliuose elektronai, protonai ar kitos elementariosios dalelés
déliojamos j energetinius lygmenis ar pan. Tegul | m sunumeruoty déziy is eilés
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dedama n rutuliy, kurie gali buti skirtingi (turéti savo numerius, skirtingas spal-
vas ar mases) arba vienodi. Galime rutuliy skaiciaus dézése neriboti arba riboti,
t.y. leisti déti ne daugiau vieno rutulio i déze. Vel turime keturias sudéjimo
schemas.

1. Dedami skirtingi rutuliai, o rutuliy skaicius dézéje neribojamas (Maxwell-
Bolzmann). Tada visos baigtys aprasomos aibe

Q= {w: (Wiyeeywp), wi €{1,...,m}, 1 Sign}, Q] = m".
Cia w; yra dézeés, i kuria pateko i-asis rutulys, numeris, o w - gretinys su pasi-
kartojanciais elementais.

2. Dedami vienodi rutuliai, o rutuliy skaic¢ius dézéje neribojamas (Bose-
Einstein). Tada visos eksperimento baigtys aprasomos aibe

—1
Q:{w:{wla7wn}7Wz€{1,,m},1§Z§n}7 |Q|:<n+m )
n

Dabar w - déziy, j kurias pateko rutuliai, numeriy multiaibé.
3. Dedami skirtingi rutuliai ir rutuliy skaicius dézéje ribojamas vienu. Tada
visos eksperimento baigtys aprasomos aibe

Q:{w:(wl,...,wn), wiE{1,...,m},wi7éwj,1§i<j§n}, Q] = A" .

Dabar w;, dézés, | kuria pateko i-asis rutulys, numeris, o w - Siy numeriy gretinys.

4. Dedami vienodi rutuliai ir rutuliy skaic¢ius dézéje ribojamas vienu (Fermi-
Dirac).

Q:{w:{wl,...,wn}, wiE{l,...,m},wi#wj,l§i<j§n}7 |Q|:<m>
n

Dabar w - déziy, j kurias pateko rutuliai, numeriy poaibis.

Akivaizdu, kad eksperimenty schemos I ir II turi daug panasumy.

Visada tiksliai uzsirasykite elementariyjy ivykiy aibe 2. Jos poaibiai
bus juykiai, taciau nebutinai visi. Tegul F yra dominanciy jvykiy sistema. Kokiy
salygy reikia, turiningai matematinei teorijai kurti? Aptarkime tai.

Pirma, pastebékime, kad koks nors taskas is aibeés (2 tikrai pasirodys eksperi-
mente. Todél ji turéty buti jvykiy sistemoje, t.y.

(2.1) QeF.

Pastarajj ivykj vadinsime butinuoju.
Antra, jei A € F, t.y. yra jvykis, tai naturalu ir jo papildinj laikyti jvykiu:

(2.2) A=Q\AeF.

Pastarajj jvykj vadinsime priesinguoju jvykiui A.



Trecia, jei A, B € F buvo jvykiai, tai pasakymas ,jvyko A arba B" aiskiai
apibrézia nauja jvykj. Todél jveskime tokj reikalavima (aksioma):

(2.3) A BeF = AUBeF
Jei jvykiy be galo daug to nepakanka, reikalaujama, kad
(2.4) A, e Fon=12,..., = [JA4,eF

n>1

Ivykiy sistema F vadinama algebra, jei tenkina (2.1-(2.3), ir vadinama o al-
gebra, jei tenkina (2.1-(2.4). Pastebékime, kad ir jvykiy sankirta yra jvykis. Is
tiesy,

ABeF = ABeccF.
Vadinasi,
ANB=AUBEF.

Toks teiginys galioja ir dél skaicios begalinés jvykiy sistemos t.y. jy sankirta yra
ivykis.

Ivykiai, tenkinantys salyga A U B = () vadinami nesutaikomaisiais, o elemen-
tarusis jvykis w € Q2 N A, vadinamas palankiu jvykiui A € F.

Treciasis banginis, ant kurio laikosi tikimybiy teorija, - tikimybé. Tai funkcija
P:F—10,1], P(Q) =1,

tenkinanti vadinamaja o adityvumo salyga:
Jei F yra o algebra ir

015) .An G.F}n,zzl,Q,...,14iﬂ44j::@,

tai
p( U An> -y Py
n>1 n>1
Jei visi elementarieji jvykiai w € 2 turi vienodas tikimybes ir |Q < oo, tai
turime klasikinj tikimybés apibrézima:
|4
P(A) = —.
jol

Tada suskaiciuojame, kiek yra palankiy elementariyjy jvykiy ir dalijame is visy
tokiuy jvykiy skaiciaus. Kodél esant |[Q2] = oo visi elementarieji vykiai negali
turéti vienody tikimybiy?

Trejetas (2, F, P) vadinamas tikimybine erdve.



Lema 1. Jei Ay, ..., A, yra jvykiai, tai
p( U A]) _YPA) - Y PANA) -
i<n j=1 1<i<j<n
DY P4y NN Ay)
1<i1 << <n
+ (=) 'P(A NN A).

Irodymas. Jei jvykius A;, 1 < j < n, sudaro baigtinis skai¢ius elementariyjy
ivykiy w € € ir jy pasirodymo tikimybés vienodos, tinka klasikinis tikimybés
apibrézimas. Siuo atveju formulé buvo jrodyta, nes visos lygybéje uzrasytos
tikimybés yra gautos palankiy jvykiy skai¢ius dalijant is |€2|. Palankiy jvykiy
skaic¢iui pakanka pritaikyti kombinatorikoje jrodyta aibiy sajungos galios skai-
¢lavimo formule.

Panasus jrodymas tikty ir bendresniu atveju.

Apibrézimas. Jei
P(ANB)= P(A)P(B),
tai juykiai A € F ir B € F vadinami nepriklausomaisiais.
[8pléskime apibrézima jvykiu seimai A = {4y, Ay, ..., A,}. Ji vadinama ne-
priklausomggja, jeigu bet kokiam jos daliniam poseimiui {4;,,...,4;, }, 1 <i; <
s < <n, 1 <k <n, galioja

P(Ail n-n Aik) — P(A,) - P(4,).

Seima jvykiy, kuri yra poromis nepriklausoma, nebiitinai yra nepriklausoma:
Tegul
A ="Jonas ir Petras gimé tqg pacig dieng”,
B = "Jonas ir Ona gimé tq pacig dieng”
C = "Petras ir Ona gimé tq pacig dieng”.

Tada P(A) = P(B) = P(C) = 365/(365)* = 1/365 ir
P(ANB)=PANC)=PBNC)=PANBNC) =365/(365)° = 1/(365)2.
Taigi, poromis nepriklausomi. Taciau

P(ANBNC)=1/(365)?2# P(A)P(B)P(C) = 1/(365)".

Sqlyginé tikimybé apibréziama lygybe
P(AN B)

P(B)
Sprendziant uzdavinius daznai yra patogu pasinaudoti pilnosios tikimybés for-
mule. Naudosime aibés (2 skaidinius

Q=B U---UDBy.

P(A|B) = ABeF.
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Ivykius Bj, j < k vadiname pilngja jvykiy sistema.
Lema 2. Jei By,. .., By yra pilnoji juykiy sistema , tai
k
P(A) =) P(A|B;) P(By).
j=1
Irodymas isplaukia is lygybés
A=U_ AN B,
ir tikimybeés adityvumo savybés.

Atskiru atveju,
P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B),

¢ia B = Q\ B yra jvykio B papildinys.
Panagrinékime magistry lygj atitinkanciy uzdaviniy.

1 UZDUOTIS (Rinkimy problema). Zinoma, kad rinkimuose pretendentas J
gauna n balsy, o uzZ pretendentg K balsuoja m irn > m. Tarkime, kad bet kuri
atéjusiy balsuoti rinkéjy tvarka yra vienodai galima, ir raskime jvykio

A=A, ="J visada pirmauja pries K”
tikimybe.
Sprendimas. Pazymékime P(A) = P,,,. Tegu
B ="J gauna paskuting balsq”.

Tada B ="K gauna paskutinj balsq” ir
m

Py = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) = Py_1m + Pyt

n
n+m TTin4m
Jei n = m + 1, naturalu yra susitarti, kad P,_1,, = 0.

Dabar naudodami matematine indukcija n 4+ m atzvilgiu nesunkai iSvedame
atsakyma:

n—m
an_

Cn4m

2 UZDUOTIS (Loséjo bankrotas). Métoma taisyklinga moneta. Loséjas, pra-
dzioje turédamas i lity, gauna is loséjo B, startuojancio su N — i lity, 1 litg,
jeigu atsivercia herbas, ir atiduoda jam 1 litg priesingu atveju. Rasti tikimybe P,
wykio, kai visi N lity suplaukia pas A.

Sprendimas. Galime laikyti, kad Py = 0, o Py = 1. Tegul D yra nagrinéjamas
ivykis, o H - herbo atsivertimas. Pritaikome pilnosios tikimybés formule:

P,= P(D) = P(D|H)P(H) + P(D|H)P(H) = ;(P(D]H) + P(D[H)).
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Dabar pagrindiné idéja: pirmoji salyginé tikimybe lygi P;.q, o antroji yra P;_;.
Taigi,

P = ;(Pi-i-l + Pi—l)-

Kitaip tariant, gauname tiesine homogenine rekurenciagja lygti
2P, =P+ P, 121,

kuriag mokame spresti. Sj karta tai tik aritmetiné progresija, todél trumpiau
buty elgtis Sitaip:

Pow—-P=PF-FP1=P—-FK=P, 0<i<N.
Vadinasi,
Kai ¢ = N, gauname 1 = NP;. Taigi, P, = 1/N, o P, = i/N. tai ir yra
atsakymas.

[$spreskite $i uzdavin, kai herbo atsivertimo tikimybeé p # 1/2.

3. DISKRETIEJI ATSITIKTINIAI DYDZIAI

Tegul (€2, F, P) yra tikimybiné erdvé. Funkcija X : Q — R, vadinsime atsi-
tiktiniu dydZziu, (panasiai Y : Q — R? — d-madciu atsitiktiniu vektoriumi), jeigu
{w: X(w) € (a,b]} € F

bet kokiam intervalui (a,b] C R (atitinkamai d-madciui intervalui).

Diskrecios tikimybinés erdvés atveju Q = {w' : i = 1,2,...} pakanka Zinoti
tikimybes

P(X=0a)=P{w': X(w)=a})= > P'), ack
3, X (wh)=a

Jei a € R perbéga visas X-o reikSmes, tai siy tikimybiy rinkinys vadinamas X
-0 skirstiniu.

Panasiai apibréziamas ir vektoriaus skirstinys.

1. Bernulio atsitiktinis dydis Be(p):
P(X=1)=1—-P(X =0)=p,

Gia 0 < p < 1- ,sekmés" tikimybe. Taigi, X € {0,1} dvireiksmis a.d. Zinoma,
skaic¢ius 0 ir 1 galime pakeisti ir raidémis, pvz., jei métoma moneta patogiau
rasyti H, M pagal herbo ir monetos atsivertima.

2. Binominis atsitiktinis dydis Bi(n,p):
Tegul 0,1 yra eksperimento rezultatai, bet jis kartojamas n karty nepriklau-
somai nuo ankstesniy pasiekimuy,

Q={w=(w1,...,wn) : w; €{0,1}},
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Jei p, 0 < p < 1, yra vieneto tikimybé viename is$ eksperimenty ir p 4+ ¢ = 1.
Kiekvienam w € 2 priskirkime tikimybe

P(w) — pkqnfk’

¢ia k > 0 yra kiekis koordinaciy w;, lygiy 1, 1 <7 < n. Tada

n
P(Sn:k) = (k)pkan7 k:(), 17"'7n;
yra sekmiy (1-ety skai¢iaus), vykdant Bernulio eksperimentus n karty, tikimy-
bés. Jos apibrézia binominj skirstinj Bi(n,p). A. dydis S,, vadinamas binominiu
a.d.
Galétume jsivaizduoti ir a.vektoriy Y := (S,, N,,), ¢ia N,, — nesékmiu kiekis
arba 0-iy skaic¢ius po n eksperimenty. Jo skirstiniu buty tos pacios tikimybés

P(Y = (k,n—k)) = P((S0. Na) = (k.n— k) = (Z);ykqn—k, k=0,...,n.

1 UZDUOTIS. Tegul monetos herbo atsivertimo tikimybé yra 0 < p < 1.
Meétant jg daug karty yra pirmasis momentas, kada skaiciaus ir herbo atsivertimay
kiekiai sutampa. UZrasyti tokiy laiko momenty skirsting.

Sprendimas. Sis momentas T yra a.d., jgyjantis lygines natiiraligsias reiksmes.
Jei T' = 2n, tai per pirmuosius 2n metimy herbas atsiverté n karty. Vadinasi,
A:={T =2n} C B :="per pirmuosius 2n metimy herbas atsiverté n karty”
ir

P(A) = P(An B) = P(A|B)P(B).
Todél

P(T=2n) = P(T=2n|B)- <2:) P —p)"
= P <2:) p"(1—p)".

Nagrinédami salygine tikimybe P pastebime, kad métant monetg bet kuris 2n
galimybiy (iS n herby ir n skaiciy) iSsidéstymas yra vienodai galimas. Momentas
T buvo pirmasis, kai herby ir skaic¢iy rezultatas iSsilygino. Vienu metimu pries
tai visg laika viena monetos pusé pirmavo prieS kita. Pavyzdziui, iskritusiy
herby budavo daugiau negu skaiciy ir priespaskutiniu momentu pirmyjy buvo n,
o antryju - lygiai (n—1). Vadinasi, tikimybeé P lygi 2 skyrelio pirmoje uzduotyje
jvestai tikimybei P, ,_;. Pritaike¢ ankstesnj rezultaty

n—m

an:

n+m’



kai m =n — 1, gauname atsakyma:

Pr=2m)= (") (- o)

:277,—1 n

3. Dabar binominiy eksperimenty schemg galime apibendrinti. Vietoje dvi-
macio vektoriaus nagrinéti didesniy matmeny atsitiktinius vektorius ir apibrézti
vadinamajuy multinoming skirsting. Jis priklausys ne tik nuo n, bet ir tikimybiy
rinkinio (py,...,pa), tenkinancio salyga p; + -+ + pg = 1.

Pradékime nuo tikimybinés erdves. Tegul ay, . .. ag bet kokie skirtingi skaiciai,
d>1.

Q= {w = (wla"'>wn) Cwi € {ala"w&d}}a
Isivaizduokime n eksperimenty seka, kurioje kiekvienas rezultatas yra vienas
is skaic¢iy aq,...,aq, igyjamas su tikimybémis pq,...,pq. Jos tenkins salyga
p1+ -+ pg = 1. Kiekvienam w = (wy,...,w,) € Q priskiriama tikimybé

P(w) =pi* - p,
jeigu k; > 0 i$ koordinaciy w; buvo lygios a;, ¢ia 1 <i < d. Tokiy w € 2 yra
n!

n
L AT S
(/ﬁ,...,k) kg T Ra=

Vadinasi tikimybeés, kad po n eksperimenty a; bus pasirodes k; karty, ..., ag bus
pasirodes ky4 karty, apraso d-matj atsitiktinj vektoriy Y,,:

n!
p(Yn:(/ﬁwn,kd)):mplfl..,pgd’ ey 4+ ky=n.

Pastarosios lygybés apibrézia d-matj skirstinj, vadinama multinominiu (polino-
miniu). Nurodant jo parametrus, galima zymeéti M(n; p1,...,pa), ¢iap; +---+
Pa = 1, d, n > 1.

Issklaidydami abejones, kad tai tikrai skirstinys, pastebékime, jog

n!

k k
ki4--+kg=n ki4-thg=n V1" Rd-
K1k g>0 Bk g>0

4. Geometrinis skirstinys Ge(p). Vykdykime Bernulio eksperimentus iki pir-
mosios sekmeés, pvz., pirmojo herbo atsivertimo. Tegul P(H) =p € (0,1), 0 X
yra bandymy skaicCius. Aisku, jo jgyjamos reiksmeés yra naturalieji skaiciai. O
kokios atitinkamos tikimybés arba skirstinys? Palankius jvykius rasime aibéje

{H MH, MMH,....M---MH,...}.

Tada
P(X =n)=P({M---MH})=(1-p)"'p, n>1
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Cia suskliausta (n — 1)-a raidé M. Tai ir yra geometrinio atsitiktinio dydzio
skirstinys.

5. Neigiamasis binominis skirstinys NeBi(r, p). Vykdykime Bernulio eksper-
imentus iki r-osios, r > 1, sékmés, pvz., pirmojo herbo atsivertimo. Tegul, kaip
ir anksciau, P({H}) = p € (0,1), bet X yra bandymu skaicius iki r-os s¢kmés.
Aisku, jo jgyjamos reiksmeés yra naturalieji skaiciai, nemazesni uz r. O kokios
atitinkamos tikimybés arba skirstinys? Kokie elementarieji jvykiai yra palankus
ivykiui A ={w: X =n}?

Tai jvykiai:

w={M---H---MH,},

kuriuose pabrauktoje dalyje yra lygiai r — 1 raide H, o iS viso raidziy yra n.
Tada

P(X =n)=> Pw).

Cia sumuojama pagal visas baigtis su savybe: kuriose nors i§ suskliausty viety
buvo lygiai (r —1)-a raidé H, o kitas uzpildé M. Tokiuy baigé¢iy yra (:j) Todeél
atsitiktinio dydzio X skirstinys yra

P(X =n)= (7:: i) (I—=p)" ", n>r

Jis vadinamas neigiamuoju binominiu.

6. Puasono skirstinys Po(\). Kai n yra didelis, binominio skirstinio tikimy-
bése

n! _
(L= p)*

P =1 = i

esancius faktorialus apskaiciuoti sunku, netgi su kalkuliatoriumi. Atskirais at-
vejais galima pasinaudoti tikimybiy ribomis, kai n — oo, nes jos yra artimos
pacioms tikimybéms. Paliesime tik vieng labai svarby atvejj.

Poisson’o teorema. Tequl vykdant Bernulio eksperimentus sékmés tikimybés
p tenkina sqlygq

D=DPn= 2(1+o(1)), n — 00.

Cia X > 0 yra konstanta. Tada

k
lim P(S, = k) = e

n—0o0 Lk’

k=0,1,...
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Irodymas. Tai ribos skai¢iavimo pratimas. Jei nykstamai mazo dydzio o(1)
salygoje nebuty, t.y. jei p = A/n, tada turétume
n!
PS,=k) = ———pfA1 —p*
( ) i — it (I-p)
n(n — 1)---(n—k+1)</\>k(1_ /\)”’f

k! n n

S (R R R

Baigtinis skaicius daugikliy artéjanciy prie 1 nesudaro sunkumy, o paskutinio
daugiklio konvergavimo jrodymas - tipinis ribos skai¢iavimo uzdavinys. Jo riba
yra e . Taigi,

WA
nh_H}oP(S" =k)=e o
su kiekvienu £ =0,1,....
Kaip nagrinéti bendresnj atvejj, kai p, salygoje yra nykstanti lieckana? Paban-
dykite savarankiskai.

Teoremoje gautos ribinés tikimybés apibrézia Puasono a.d. ir skirsting.

7. Hipergeometrinis skirstinys. IS urnos, kurioje yra m balty ir N —m juody
rutuliy,1 < m < N —1, be grazinimo traukiama n < N rutuliy. Kokia tikimybé,
kad imtyje yra lygiai k baltyjy? Tegul tas skaic¢ius yra X. Raskime jo skirstinj.
Galime jsivaizduoti, kad rutuliai yra numeruoti, o imtis - nesutvarkytoji, t.y.

0= {w:{wl,...,wn}, w; € {Bla-”aBm;Jl’-“aJme}a 1 SZSTL}

Cia B; - baltyjy rutuliy numeriai, o J, - juodyjy. I$ viso yra N rutuliy, todél
Q| = (JZ ) Ivykiui {X = k} palankus yra tie w, kuriuose yra lygiai k baltyju ir
n — k juodyjy. Tokiy is viso yra

£
=) 6)( )

Cia0<k< min{m,n} =:m An.

Pastarasis skirstinys vadinamas hipergeometriniu. Galima nagrinéti ir imtis
traukiant iS dézés su daugiau nei dviem spalvom nudazytais rutuliais.
Daugiamatis hipergeometrinis skirstinys:

N ,
P((Xlzkl,...,szkr)=<n> (Z“)(Z‘) N
1 T

Vadinasi,
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Cia0 <k <my, 1 <i<r om >1reiksty i-osios spalvos rutuliy, esanciy
urnoje, skaiciy.

4. ATSITIKTINIO DYDZIO VIDURKIS

Apibrézimas. Jei a.d. X reiksmés yra aq,...a,, ..., tai eiluté
2 anP(X = an),

jet ji konverguoja absoliuciai, vadinama jo vidurkiu ir Zymima EX .
Pastebékime, kad ¢ia reikalaujama ir

E|X| =) la,|P(X = a,) < c©.

Jei reiksmiy tik baigtinis skaicius, vidurkis visada egzistuoja.

Teorema 1. Tequl atsitiktiniai dydziai X ir'Y turi baigtinius vidurkius EX ir
EY. Tada
E(X+Y)=EX +EY.
[rodymas. Tegul jie apibrézti skirstiniais
P(X:Odl):pl, Z:1,2,
ir
PY =p;)=q;, j=12,...

Tada
E(X+Y) = Z(O‘z“"ﬂj) (X =0a;,Y = f)
= ZazZP =a;,Y =05)
+ZﬁjZP =a;, Y = f3).
Bet

ZP(X:OQ,YZBJ):P(X:OQ), ZP(X:OQ,Y:6]> :P(Y:6])7

todeél
E(X+Y)= Zal +Zﬁ] (Y = B;) = EX + EY.

[rodyta.

Teorema 2. Tegul nepriklausomi atsitiktiniat dydziai X ir Y turt baigtinius
vidurkius EX ir EY . Tada

E(XY) = EXEY.
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Irodymas. Tegul a.d. apibrézti skirstiniais
PX=wo)=p;, i=12,...
ir
PY =p;)=q;, j=12,...
Toliau reikia pasinaudoti nepriklausomumu ir testi kaip ankstesnés teoremos
jirodyme. paliekame savarankiskam darbui.
Ismokti rasti visy minéty atsitiktiniy dydziy vidurkius!
Sunkesnis pavyzdys. Rasime hipergeometrinio a.d. X vidurkj. Skaiciuojame

N\ 'mAm i\ (N —m
EX = k .
() =G
Pasinaudokime lygybe
I m\ m—1
k)" k—1
Gauname
N\' i 1\ (N —m
EX =
() 5 ()0

()

Paskutiniame zingsnyje pakeitéme sumavimo kintamajj. Dabar galime pasinau-
doti savybe, kad butinojo jvykio tikimybé yra vienetas. Musy atveju, tai lygybe

(f:f) -1 <n—1]§m—1) (mk_ 1) ((N —nlzzin;— 1)) .

reiskianti, kad hipergeometrinis dydis, kurio parametrai per vieng mazesni negu
nagrinéjamojo, jgyja visas jmanomas reiksmes. [state sumos reiksme j priespas-
kutine lygybe, gauname

—1
n N -1 mn
EX = = —.
Lema 3. Jei a.d. X reiksmés yra ay,...ay,,..., 0 g : R — R yra funkcija, tai
Y = g(X) yra a.dydis; be to,

PY=08)= > P(X=a,).
n,g(an)=p
Vadinasi, galime kalbéti apie vidurkius Eg(X). Vidurkis EX* vadinamas k-
osios eilés a.d. X momentu, o E(X — EX)* vadinamas k-osios eilées a.d. X
centruotuoju momentu. Zinoma, juos naudojant turi biiti E|X|* < oo ir E|X —
EX* < oo atitinkamai.
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Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X dispersija vadinamas vidurkis
VarX = E(X —EX)2
Ja skaic¢iuoti paprasciau remiantis tokiu teiginiu.

Teorema 3.
VarX = EX? — (EX)2%

[rodymas....

Teorema 4. Tequl nepriklausomi atsitiktiniai dydziai X ir'Y turi baigtines dis-
persijas. Tada

Var(X +Y)=VarX + VarY.

Irodymas....

5. SKIRSTINIO GENERUOJANCIOJI EILUTE
Apibrézimas. Jei ag, k> 0, yra a.d. X reiksmés, tai
(o)
f(@) =Y P(X = a)a®
k=0

yra vadinama jo generuojancigja eilute arba funkcija.
Kaip funkcija ji apibrézta intervale [—1,1]. Raskime visy jvestuju skirstiniy
generuojancias funkcijas.

1. Be(p) atvejis:
1
ZP(X:k)xk: 1—p+pz.

k=0

2. Bi(n; p) atvejis. Tegul ¢ =1 — p, tada
Y P(S,=k)z* =" <n>pkq""“ﬂf’“ = (¢ + px)".
k=0 o \F
Stai i§ kur kilo skirstinio pavadinimas binominis.

3. Ge(p) atvejis. Tegul ¢ =1 — p, tada
> P(X = k)2t =Y (1—p)"'pa* = pa(l —qu)™".
k=1 k=1

Pasinaudojome begalinés geometrinés progresijos sumos formule. Ir vél skirstinio
pavadinimas geometrinis susijes su generuojancia funkcija.



15

5. NeBi(r, p) atvejis. Turime

S px=net = > (17 -t

o > (7))o
= o 3 (" o

= (px)'(1—qz)™".
Priespaskutiniame zingsnyje pakeitéme sumavimo indeksa, o pabaigoje - pri-
taikéme dvinario kélimo neigiamuoju laipsniu formule. Pastaroji suteiké skirsti-
niui pavadinima.

6. Puasono skirstinio atvejis. Tegul A > 0, tada

o0 00 )\k
YN P(X =k =Y e_’\gxk = exp{A(z —1)}.
k=0 k=0 :

Pasinaudojome eksponentinés funkcijos skleidinio formule.
Lema 4. Jei vidurkis E|X| yra baigtinis, o f(x) yra a.d. X generuojanti funk-
cija, tai

EX = f/(x)

z=1

Irodymas. Turime
flz) =2 P(X = an)z™, f'(x) =" P(X = ay)az "

Diferencijuoti buvo galima ir formaliai, bet §j kartg, mums reikalinga iSvestinés
reikSmeé taske z = 1. Ji turi buti apibrézta. Tam mes turime salyga E|X| < co.
iSvestiniy eiluté konverguoja absoliudiai intervale [—1, 1]. Istate z = 1, gauname
norimg lygybe. o

Naudodamiesi lema raskite visy iSvestyjy a.d. vidurkius. Pavyzdziui, jei S,
yra binominis a.d. su parametrais n ir p, tai

ES, = ((1 —p —|—px)")/

=np(1 —p+ pz)"

r=1 r=1

=np.

Kontrolinis uZdavinys: tegul X yra geometrinis a.d. su parametru p € (0, 1),

oY = %ﬂ Rasti Y skirstinj ir EY".

Kokig prasme turi kity eiliy generuojancios funkcijos isvestiniy reiksmeés taske
x = 17 Atsake j §j klausima, galésite lengvai rasti auksciau iSvardinty atsitiktiniy
dydziy aukstesniy eiliy momentus.

Tikiuosi, kad is statistiky folkloro paimtas Gimtadienio paradoksas tinka vie-
toje epilogo.
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Aprasykime n studenty gimimo dienas, tare, kad metuose yra 365 dienos.
Tegul
Q={w=(w1,...,wn): 1 <w; <M =2365,7<n}

A={weQ: w#w;1<i<j<n}

== (1= 3)(1- 5)- (- %)

Tikimybé, kad du zmonés is n yra gime ta pacia diena lygi 1 — P(A) =: Q.
Taigi,

Tada

QQQ = 0, 476, Qgg = O, 507,
Vadinasi, profesorius pradédamas tikimybiy teorijos paskaitas zodziais Kertu
lazyby is 100 eury, kad Jusy tarpe yra bent du gime tqg pacig mety dieng, jas
dazniau laiméty, jei kurse yra bent 23 studentai.

6. SALYGINES TIKIMYBES IR VIDURKIAI

1. Salyginé tikimybé. Tegul (€2, F, P) yra baigtiné tikimybiné erdve, o
Q=DyU---UDyg
(arba D := {Ds,...,D;}) - erdvés skaidinys, tenkinantis salyga P(D;) > 0

kiekvienam 1 < 7 < k.
IS tiesy, tai pilnoji jvykiy sistema, todél teisinga pilnosios tikimybés formulée

k
(6.1) P(A) =Y P(A|D;)P(D;), Acq.
j=1
Jei k =1, turime trivialyjj skaidinj, kurj Zzymésime tiesiog D =: 2.
Apibrézkime atsitikting dydj(!)

P(A|D;)1p, (w).

k
=1

J
Cia 1p(w) yra jvykio indikatorius. Taigi, 7(w) lygus P(A|D;) tada ir tik tada,
jei w € D;. Vadinasi,
P(r = P(A|D;)) = P(Dj), j=1,...,k

Pabrézdami, rysj su skaidiniu D, toliau zymésime ne m = m(w), bet P(A|D) arba
P(A|D)(w). Isidémékime:

k

P(A|D)(w) =>_ P(A|D;)1p,(w).
j=1

ir toliau vadinkime sqlygine juykio A tikimybe atzvilgiu skaidinio D. Visas jos
savybes surasykime teoremos pavidalu.
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Teorema 5. (i) P(A|Q2) = P(A).
(ii) Jei A ir B nesutaikomi jvykiai, tai visiems w € )
P(AU B|D) = P(A|D) + P(B|D).
(iii)
EP(A|D) = P(A).

Proof. Gal tik paskutiné lygybé néra akivaizdi. Pasinaudoje vidurkio adityvumu,
gauname

<ZPAW1D ) ﬁPAw ( @D

7j=1

Mw

k
P(A|D;)P(D;) =3 P(AN Dy)
7=1

1

<.
I

P(A)
O

Ispleskime kg tik jvesta apibrézima. Tegul n yra a.d., jgyjantis reikSmes
Y1, ..., Y. Pastebéekime lygybe

k
n=>_yjlp,(w)
j=1

Cia D; = {w:n(w) =y;}, 01 <j <k
Turime ir €2 skaidinj
Q=D1U---UDy
ir tuo paciu jvykio A salygine tikimybe jo atzvilgiu. Dabar naturaliau sakyti
sa.d. n atzvilgiu". Susitarkime ja Zymeéti P(A|n), t

(6.2) P(Aln) = ZP AlDj)1p,(w), Dj={w:n(w) =y}
J=1
Galime testi. Imkime m a.dydziy 7y, ..., 1, su reikSmémis y;;, 1 < ¢ < m ir

1 < j < k;. Jie apibrézia skaidinj
Q= Umluj 1{W m()—yzg}—U 1U 1 Dij
Dabar salyginé jvykio A tikimybé atzvilgiu a.d. 7y, ..., n,, rinkinio yra
m k;
P<A’7717 s 777m> - Z Z P(A|D1J)1D” (w)

i=1j=1

UZDUOTIS. Tegul & ir n yra nepriklausomi Be(p), 0 < p < 1, a.d., o k =
0,1,2. Rast:

P(§+n = kn).
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Sprendimas. leskoma salyginé jvykio A = {w : £ +n = k} tikimybé atzvilgiu
a.d. n yra a.d. P(A|n). Todél reikia uzrasyti P(A|n) reikSmes ir atitinkamas
tikimybes. Patikriname lygybe

P+n=kln=y)=PE+y=Fk), ye{0,1}, ke{0,1,2}.
Svarbu, kad £ ir n yra nepriklausomi. Skai¢iuojame

P@+n=km=y%=P@t£;f£—y>
_ PE+ty=kn=y)
P(n=1y)
P +y=Fk)P(n=y)
P(n=vy)
=P+y=k).

Vadinasi,
P(§+n=kln) = P(§+n=kln=0)1y—g(w)
+ P(E+n=kln=1)1p=1(w)
= P(§ = k)1p—oy(w)
+PE=k—1)1y=n(w).
Gauname atsakyma:
P& +n=0[n) = qly-0p(w);
P(E+n=1[n) = ply=o (W) + ¢ly=13(w)
ir
P& +n=2[n) = plyy-13(w).
Galima ekvivalenti atsakymo forma, pasinaudojus lygybémis 1 -7 = 1y,—0 (w)
bei n = 1p-13(w).
2. Salyginis vdurkis. Pradzioje prisiminkime salyginj a.d.-io ¢ su reiks-

mémis {z1,...,x;} (tai paprascausias a.d.) vidurkj atzvilgiu jvykio D. Tegu
Aj={w: E=x;}, dal < j <l tada

E(¢|D) : ij P(A;|D).
Turédami skaidini D = {Dy, ..., Dy}, turime visa rinkinj

(6.3) E(¢|D;) Zﬁbi4w 1<i<k.

Analogija galime pasmaudotl apibrézdami sqglyging vidurks a.d. & su reiksmé-
mis {x1,...,x} atZvilgiv skaidinio D.
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Apibrézimas.
E(¢|D) = Z% (4D).

Teorema 6. Jei D yra w skaidinys, tai

k
(64 E(¢[D) = 3 E(€ID) 1, ()
Be to,
(6.5) E(E({D)) = E¢.
Proof. Prisiminkime, kad
k
P(4;|D) = ZP<AJ‘Di)1Di(w)'

Taikome apibrézimg ir skai¢iuojame

E(¢|D) = ij (4|D)
= Z:%Z:P(AHDMDKW)

= 1p,(w Zl P(A;|D;)

=1
k
=Y E({[Di)1p,(w).
=1

Pirmasis teiginys patikrintas. Toliau naudojamés vidurkio (¢ia nesalyginio) tie-
siskumo savybe ir gauname

E(E(€|D))=Zl (€1D)E(1p,(w))
= L E(EID)P(D)
_ E¢.

Kontrolinis klausimas: Ar teisinga lygybeé

(E¢ID))” = E(€[D) ?
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[Sraiska (6.4) parodo, kad E(¢|D) yra paprastasis (= jgyjantis baigtinj skaiciy
reikSmiy), a.d., jgyjantis reikSmes E(¢|D;) su tikimybémis P(D;), ¢ia 1 <1i < k.
Ir salyginis vidurkis turi tiesiskumo savybe.

Teorema 7. Jei a,b yra konstantos, tai
E(a& + n|D) = aE(£|D) + bE(n|D).
Be to,
E(a|D) =a.

Proof. Patikrinkite savarankiskai. 0

Apibrézimas. Nagrinékime du skaidinius D' ir D”. Sakysime, kad D" yra
platesnis (smulkesnis) uz D', jei bet kuri D € D' galime uzrasyti baigtine sqjunga

D=D/U---uD! D/'eD' 1<s<r.

Tai Zymésime D' < D".

Apibrézimas. A.d. n yra matus D atZvilgiuv (trumpiau D-matus), jei D, <
D.

Pastarasis teiginys ekvivalentus: n yra konstanta kiekviename is skaidinio D
poaibiy. Vadinasi, E(¢|D) yra D-matus.

Teorema 8. Tegul n yra D-matus. Tada
(6.6) E(¢n|D) = nE(¢|D).

Atskiru atveju,
EnD)=n,  E@nD,) =n.

Proof. Tiek kairéje, tiek desinéje (6.6) lygybés pusése esantys a.d. yra D-matus.
Vadinasi, pakanka patikrinti jy sutapimg betkokiame D € D. Abu a.d. ten yra
konstantos. Bet konstantg galime iskelti pries vidurkio zenkla. Taigi, jei w € D,
tainp =cir

E(¢n|D) = cE(¢|D),

t.y. tas pats dydis abiejose puseése. 0

Detalizuokite pateikta jrodyma, naudodami tik salyginiy vidurkiy apibrézi-
mus.
Kita teorema sutaupys nemazai laiko atliekant skaic¢iavimus.

Teorema 9. Jei skaidiniai tenkina sqrysi D1 < Do, tai

(6.7 E[B(¢ID)| D1 = By
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Proof. Pazymékime Dy = {D1; ..., Dy}, Do ={Dsy..., Do} ir
!
=Y ajly(w), Aj={w: {=u;}.
j=1

Zinome, kad
Dlp - U;qu.

Cia sgjunga ¢ia imama pagal kazkokius 1 < ¢ < n, priklausan¢ius nuo p. Pagal
apibrézima

|D2 Zl'j A |D2
ir
P(A,|D,) = Z P(4;|Day)1p,, ().

Pasinaudokime salyginio vidurkio tiesiSkumu ir perrasykime

(6.8) E[E(§|D2)‘Dl} = El(i%P(AHDQ))’Dl] = ileE[P(Aj|D2>‘D1:|'

Ir vél skai¢iuojame pritaikydami tiesiSkumo savybe

WE

E[P(Aj\DQ)\Dl]: P(Aj\ng)E[lpZQ(w)\Dl)]

i
I

Il
WE

P(A,|Day) [iP(Dqulp)lDlAw)

p=1

i
I

-

1, () [ip(AﬂDm)P(quwlp)

g=1

ki
L

I
(]
—
S
s

) [i P} Day) P(Day|Dsy)

ki
L

nes kitos sankirtos Do, Ds, = (). Likusiems ¢ turime Dy, D1y, = Doy ir todél

P(A;Dqy) P(D2yD1y)
P(D2q>P<D1p)
P(A;jDyy)P(Dyy) — P(A;D3y)

~ P(Dy)P(Dy,) — P(Dy)

= P(AjD2q’D1p)-

P(Aj|D2q>P(D2q|D1p> =
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Istatome j ankstesne lygybe ir gauname

E{P(AﬂDQ)’DJ = i 1p,,(w) [%:P(AjD2q|Dlp)1

I
Mz T

) 1p,, ()| P(4; Dyy)]

Griztame prie (6.8) ir, istate ka tik iSvesta lygybe, gauname

3
Il

[ (€ID2) ’Dl} Z% (A;]Dy) = E(¢|Dy).

Tai ir reikéjo jrodyti. 0

Isvada 1. Bet kokiems paprastiesiems a.d. £, 11,19 turime

E[E(¢ln.m)m | = ().

Teorema 10. Jei a.d. & ir n yra nepriklausomi arba & nepriklausomas su skai-
dinio D jvykiy seima, tai
E(n) =E(),  E(|D)=E().
Be to,
E(nln) = 1.
Proof. Trodykite savarankiskai. O
UzZduotis. Tegul £ ir n yra papraséiausi nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d.

Irodyti, kad

B(ele +n) = S0

Atlikite savarankiskai. Uzuomina: Pasinaudokite lygybe
E(+n§+mn) =&+

Jei ) yra baigtiné aibé, tai skaidinys D generuoja jvykiy algebra, kurig zy-
mésime «(D). Jei B yra algebra, tai yra ir baigtinis € skaidinys. Veiksmai su
ivykiais, apibrézti algebroje, pravercia tikrinant, kad

DE1 ,,,,, & — Dg,, ... Sk

¢ia S; =& + -+ &, 01 < j < k. Pabandykite!
Vadlna81 gahme visus apibrézimus ir teoremas perkelti algebroms (!) Palikime
ir Zymenis:
P(A|B),  E([B).
Cia B yra algebra. A.d. P(A|n) = P(A|D,) ir E(¢|n) = E(¢|D,) gali biiti
suprantami, kaip ,atzvilgiu a.d. n generuotos algebros”.
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7. UZDAVINIAI

Isspreskime Shiriaev’o vadovélio 83 psl. esancius uzdavinius. Ketvirtasis i ju
yra jsidémétinas. Jis atsako j tokj klausima. Tegul £ ir n yra du a.d., apibrézti
erdvéje (€2, F, P); pagal n stebéjimo duomenis reikia jvertinti . Kalp parinkti
funkcija g : R — R, kad g(n) buty artimas ¢ kvadratinio atsilenkimo prasme?
Kol kas galime imti tik paprasciausius a.d.

Teorema 11. Teisinga lygybé
inf B (¢ - 9(77))2 —E(¢ - g*(n))Q, g"(n) = E(&[n).

Proof. Taikysime iki Siol iSmoktas formules. Pradedame pridédami ir atimdami
minety salyginj vidurki:

B(s—g0n)" = B((¢ — Beh) + (Bleln) — o0n) )
— E(¢ ~E¢ln)” + E(B(gh) - 9(n)”
+2E[(§—E(€In))( (Eln) —g n))}

= E(¢ ~E(¢n) +E(EEn) - 9(n) +2ES.

Apsistokime ties paskutiniuoju démeniu 2ES. Salyginkime pagal 7, t.y. im-
kime

ES = E[E(S|n)].

Daugiklis (E(§|77) — g(n)) yra a.d. ir matus D, atzvilgiu; vadinasi, jj galime
iskelti pries vieng vidurkj ir testi

Es—E@wmﬂ—EF(@—E@mMEmm—mmN@]

— | (B(eh) - an)E{ (¢ - Bicln) )

~ | (Blel) - 9(0) (B(c) - Bicln))
=0.

Grjze prie ankstesnés lygybés ir praleide neneigiamag démenj, gauname
2 2
E(¢-g(n) > E(¢-E¢n)
OJ

Apibrézimas. A.dydzZius g(n), naudojamus aproksimuoti & vadiname ,jver-
tiniais”.
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Suradome geriausia jvertinj kvadratinio atsilenkimo (vidurkio) prasme. Jis
turi dar vieng gera savybe:

E(E(¢|n)) = EE,
t.y. jvertinio vidurkis sutampa su tiriamojo dydzio ¢ vidurkiu. [vertinius su
pastargja savybe vadinsime nepaslinktaisiais.
Grjzkime prie kity uzduociy.

3. Bet kokiems papraciausiems a.d.§ ir n bei funkcijai f : R — R teisinga
formule

E[f(E(En)] = E(¢f ().
Sprendimas. Pirmas pastebéjimas: f(n) yra D,-mati. Todél pagal 6.6 teorema

FEEln) = E(Sf)ln).
Toliau taikome 6.5 lygybe ir gauname

E|f(m)EE|n)] = E[E(f(En)] = E(¢f(n).
[rodyta.
2. Tegul V¢ yra a.d. ¢ dispersija. Apibrézkime salygine dispersija atzvilgiu
D:
2
v(eD) = E| (¢ - B@D)) D],
[rodyti, kad
V¢ =EV (D) + VE(|D).
Sprendimas. ..
5. Tegul &,...,&, ir 7 yra nepriklausomi a.d., &, 1 < k < n, - vienodai
pasiskirste ir 7 € {1,...,n}. Pazymékime
S, =G+t &
Irodyti, kad
E(S;|T) = TE&;, V(S.|1) =1V&.
Be to,
ES, = ET - E¢, VS, =Er- V& +Vr- (BE).

Sprendimas.
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8. MARTINGALAI

Dabar nagrinésime priklausomy paprasciausiy a.d. sekas &p,&,...,&,. Tai
galéty buti sumy seka

S0:07 51:771, 7Sk:771++77ka>5n7

cian; € {-1,1}ir P(n; =1)=p=1— P(n; = —1) = 1 — ¢, dazniau vadinama
klajojimu is$ nulinio tasko aibéje Z.

Apibrézimas. Tequl D; <X Dy = --- <X D, yra smulkéjanciy skaidiniy seka.
A.d. seka &,&, ..., &, vadinama martingalu, jeigu yra tenkinamos dvi sqlygos:

(i) & yra matus Dy atzvilgiu, k < n;

(ii) E(§g1|Dr) = & 1 < B <n— L

Pora ,a.d. seka' ir skaidiniy seka apibrézime neatsiejami, todél martingalg
Zymeésime

¢= (fk, Dk)

1<k<n’

Zinoma, tokius indeksus véliau praleisime. Jei Dy, = Dg, . ¢, tai martingalo
zymenyje néra reikalo dukart minéti &. Tada tiesiog rasysime ¢ = (& )k<n.
Pastaruoju atveju apibrézimo salyga (i) visada yra tenkinama, tikrinti tekty tik
(ii). Aisku, kad nepriklausomy démeny 7;, 1 < j < n, su nuliniais vidurkiais
atveju, (m + -+ + Mk )k<n = (Sk)r<n yra martingalas. IS tiesy,

E(Sk+1|Dsl,...,sk> = E(Sk+1|Dm,~-.,nk)
= E<Sk: + 77k+1|Dn1,---mk)

= E(‘S’k’Dm,.--mk) + E(Uk+1’Dm,...,77k>
= Sk + Engr1 = Sk.

Skaic¢iuodami pasinaudojome salyginio vidurkio tiesiskumu, dydziy n;, 1 < j <
n, nepriklausomumu ir jy nuliniais vidurkiais.

Paieskokime netrivialiy pavyzdziy.

L Teguln; € {-1,1}ir P(n; =1)=p=1-Pp=-1)=1-¢ 1 <j<n,
yra nepriklausomi Bernulio a.d. (modifikuoti), o Sg := n1 + - -+ + n% ju sumos.
Pazymékime

q\ %
M = (p) , =Sk = k(p—q).
Sekos (Mk)k<n it (Vk)k<n yra martingalai. Abiem atvejais apibrezimo (i) salyga
yra patenkinta. IS tiesy, pastebékime, kad

e Dm,---mk = D’Yla---ﬂ/k’ k=1,2,...,n

-----
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Tadeél tikriname tik (ii) salyga:

Antrasis atvejis paprastesnis.

Klausimas: Kokiems dar a.dydziams seka
(BOn[D0). D, )
k<n

yra martingalas?

Teorema 12. Tequl Dy <= Dy = --- 2D, yra smulkéjanciy skaidiniy seka ir n
- a.d. Jei
gk = E(77|Dk), kzl,...,n,
tas
¢ := (& Dr)k<n

yra martingalas.

Atvirksciai, jei ¢ := (&, Di)r<n yra martingalas, tai a.d. & yra vieno a.d.
sglyginiat vidurkiai:
Proof. Pirmajasis teiginys iSplaukia i$ apibrézimy. Nagrinékime antrajj.

Pradzioje patikriname lygybes

& = B(611D) = B(B(6ur2Dst)[Dr ) = B(éralDy).

Paskutiné is juy iSplaukia iS 6.7 teoremos. Panaudoje toliau indukcija, indeksa
k + 2 galime nuosekliai didinti iki n. O

Pastaba. Teoremoje svarbu, kad martingalas buty baigtiné seka! Akcentuoki-
me beveik akivaizdzig tiesa.

Teorema 13. Jei ( = (&, D), 1 < k < n, yra martingalas, tai vidurkiai
ES =ES, 1<k<n.
Proof. Pagal 12 teorema
&k = E(&a|Dy).
Todel
E¢, = E(E(G|Dy)) = ES,

su visais k < n. O
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Dar pora pavyzdziy.

4. Tegul ny,...,n, yra seka papraséiausiy nepriklausomy vienodai pasiskirs-
¢iusiy a.d., S = m + - - + 0, jei k < n. Apibrézkime
Dy =Ds,, Dy=Ds,s, ., -.- Dy=Ds,s, .. .5
ir
Sn Sn—l Sn+1—k
= 7’ == 5 .« .. — ) n = S *
G=2 6=t 6= 6=

Isitikinkime, kad ¢ = (&, Dk )k<n yra martingalas.
Sprendimas. Kadangi
Dy =Ds

nyesSn— (k1)
tai matumo salyga (i) yra tenkinama.

Toliau galime pasinaudoti ka tik jrodyta 12 teorema, o ne tikrinti salyga (ii).
Tam pakaks & isreiksti salyginiu kokio nors a.d. vidurkiu atzvilgiu Dy.

A.d. n; yra vienodai pasiskirste, tad

E(n;|Dy) = E(m|Dy), 1<j<n—k+1.

Sudéje pagal nurodytus 7, gauname

n—k+1
(n—=k+DEm[Dy) = > Em;|Di) = B(Sn_r41|Dr) = Snri1-
j=1
Taigi
Sn—k+1
=" —EKE D 1 <k<n.
e A (m|De), 1<k<n
[rodyta.

Pavyzdyje apibrézta seka (Si/k), kai k =n,n—1,..., 1 vadinama apgreztuoju
martingalu.

Matematinei statistikai svarby uzdavinj is Shiriaev’o vadoveélio (8-asis, psl.
110) ,,pakelkime” i teoremos lygj.

Teorema 14. Tegul 0y, ..., 0, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d. su
retksmémis y baigtinéje aibéje Y, o {po(y) = P(m =vy); y € Y} yra bet kurio is
Ju skirstinys. Jei f Y — R, yra bet kokia funkcija,

S fly) =1

yey

ir Dy, =Dy, ..., tai seka (&, Di)k<n SU

(8.1) &= o

yra martingalas.
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(Mh-+1
(
dél Dj-matumo ir nepriklausomumo atitinkamai. Be to,

Proof. Akivaizdu, kad &, yra Di-matus. Skaic¢iuojame
kp(nzm)
_ ng<f(77k+1) Dk)
P(Me+1)
kaE<f 771<:+1)>
p(nkﬂ)
f(nm)) f(y)
E I AN o .
(p(nkﬂ) Zy: (y) 1 =9) Xy:f(y) 1

Taigi
E(&+1|Dk) = &,k <n.
Teorema jrodyta. 0

A.d. &, k <n, apibrézti (8.1), vadinami tikétinumo santykiais.

UzZdaviniai namy darbams.
1. Tequl
Dy 2Dy =---D,, Dy={Q},
yra skaidiniy seka, o M yra Dy-matus a.d., ¢ia 1 < k < n. PaZymékime
k

=1 [m - E(m|DZ—1)]

=1
Irodyti, kad (&, Di)k<n yra martingalas.
2. Teguln,...,n, yra a.d., tenkinantys sqlygq

Bl s) =0, k<n
Apibrézkime sekg & = nq, ..,

k
Serr = D Misr [, -5 mi) - e
-1

Cia fi : R — R yra funkcijos. [rodyti, kad (£)k<n yra martingalas.
3. Tegul (&, Dy)r<n yra martingalas ir 1 < a < b < ¢ < d < n - naturalieji
skaiciai. Jrodyti, kad
COV(&) - gaa fb - 5&) =0.
Primename, kad cov(X,Y) =E(XY) - EXEY.
4. Tegul (&, Di)k<n i (M, Di)k<n yra martingalai bei & = n = 0. [rodyti,
kad

E&n, = Z E(&f - gk—1>E(77k - nk—l)'
k=2
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Atskiru atveju,

E¢, =Y E(& — &)

k=2

9. STABDYMO MOMENTAS

Kaip matéme, martingaly atskiras atvejis yra dalelés klajojimas Z. Pastarie-
siems galime klausti, kada pirma kartg dalelé pateks | A C Z arba iseis i$ Sio
poaibio. Apibendrinkime tokius uzdavinius martingalams.

Apibrézimas. A.d. 7 =71(w) € {1,2,...,n} vadinamas stabdymo momentu
atzvilgiu smulkéjanciy skaidiniy (D)g<n, = (D1 = -+ X D,,), jeigu indikatorius

Lir—py(w)
yra Dy-matus.

Kitaip tariant, $is indikatorius yra konstanta (0 arba 1), su visais w € D; ¢ia
D € Dy. Jei stebimi a.d. buvo ny,...,n, it Dy = Dy, ., ¢ia 1 <k < n. Pagal
pirmuosius k a.d. sustabdzius seka, apibréziamas Dy-matus jvykis {w : 7 = k}
-stabdymo momentas. Jis nepriklauso nuo to kaip elgsis ateitis, t.y. dydziai
Mk+1,---,"Mn). Dabar naturalu sakyti, kad 7 yra Sios sekos stabdymo momentas.
Pavyzdziui, jei A C R, tai

™ i=min{l <k<n: &eA

yra sekos (& )r<n stabdymo momentas. Aisku, kad turima omenyje naturalioji
skaidiniy seka D, ¢,. Jei ¢ = (&, Di)r<n yra martingalas, tai jo stabdymo
momentas yra sekos &, stabdymo momentas atzvilgiu Dy.

Jei B, = a(Dy) yra skaidinio generuota algebra, tai 7 matumas Dy atzvilgiu
yra ekvivalentus {w : 7(w) =k} € By.

Teorema 15. Tegul 7 yra martingalo ¢ = (§k, Di)1<k<n stabdymo momentas.
Tada

E(&|D) =&,
cia

& = Z Eelr=ry (w).
k=1

Proof. Irodymo idéja yra panaudoti martingalo savybe

Pagal apibrézima

E(&ID1) = Y- E(&|D)1p(w).

DeDy
Todél pakanka jsitikinti, kad

(9.1) E(&|D) = E(&[D).
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Pritaikome &, israiskg ir gauname

B(¢ID) = P(lmE(meD
i (ﬁkl{r rp(w)lp(w ))
E(B(6/Du) -y () 10(w)).

—_
\_/

M: I

e

(D

~—
i
—_

Cia pakeiteme &, = E(&,|Dy). Pritaike abiejy indikatoriy matuma platesnio
skaidinio atzvigiu, toliau gauname

E(&1D) = *) > B(B(6 Lo () 10()) D)
)i (6L gy (@) 1p(w))
1
“ro )
(&n| D).
Lygybeé (9.1), ir tuo paciu teorema, yra jrodyta. O

ISvada 2. (Wald’o lygybés). Jei Sy = my + -+, 1 < k < n, atsitiktinis
klajojimas su nepriklausomais Bernulio a.d. P(n; =1) =1/2=1-P(n; = —1),
1 <5 <n, tar

ES, =0, ES? =

Tokias lygybes matéme 24 puslapyje, 5 uzdavinyje. Esminis skirtumas - a.d.
7 dabar yra priklausomas nuo sumos Sy démeny. Antra vertus, jis yra stabdymo
momentas. Kokios nors salygos vis tiek reikéty, o pastaroji yra lengva taikyti ir
turi jsidémeéting prasme.

Panagrinékime dar karta Rinkimy problemg. Klausiama, kokia yra salyginé
tikimybeé, kad visoje rinkimy eigoje pretendentas pirmavo pries kitg, jeigu zino-
mas visuose rinkimuose uz jj ir jo priesininka balsavusiy skaic¢ius. Pasinaudoje
proga irodysime bendresne teorema, jos iSvada bus jau mums zinomas rinkimy
problemos rezultatas.

Teorema 16. Tequl 1y, ...,n, yra nepriklausomsi vienodai pasiskirste a.d., 1gy-
jantys sveikgsias neneigiamas reiksmes. PazZymékime Sy = ny + --- + ng ir
at = max{a,0}. Tada

+
P(S <k Vk,1§k§n|5n):(l—sn) .
n
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Proof. Poaibyje {w : S,(w) > n} C Q lygybé virsta 0 = 0. Nagrinésime tik jo
papildinj, t.y. tik atveji, kai S,, < n.
Imkime apgreztaji martingala

L L Sn—i—l—k
= <£k S ont1- k>1gk§n

ir jo stabdymo momentg
T::min{lgkgn: & > 1}
Aibéje Qg = {w D &(w) < 1VE K < n} apibrézima tenka papildyti. Tada
T:=7(w) :=n, jei w € Q. Pastebékime, kad is w € € iSplaukia
rw)=6==5 <1
Prisimine, kad n € Z,, gauname &, = 0 Sioje aibéje. Vadinasi,
(9.2) Qo C{w: & =0}
Kaip elgiasi &, aibéje

lez{w: maX?Zl, Sn<n}?

1<I<n
Pakeiskime stabdymo momentg a. dydziu

a::n+1—T:maX{1§k§n: Sy > k}.
Jei w € (), tai

o(w) <mn, S, > o, Sy <o+1.
Vadinasi,
Not1 =Og41 — e <0o+1—0=1
ir 7,41 = 0. Reziumuodami gauname
c0<S,=811<0+1,

t.y. S, = 0. Todél

kai w € Ql-
Pastebékime ir lygybe

QO UQl = {Sn < TL}
Sujunge §j pastebéjima su (9.2), gauname

{maXSZZL Sn<n}:{§T:1}U{Sn<n}.

1<i<n [
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Vadinasi, jei w € {S,, < n}, tai

P( max ? >1 Sn> = P(é} = 1|Sn)

1<I<n
= B(&1S,) = B(e D) =& = 2.

Pasinaudojome tuo, kad 7 € {0, 1}, ir jau jrodyta 15 teorema. Tiems patiems w
priesingo jvykio tikimybé
S, Sh
P<maxl<1Sn>:1—.
1<i<n [ n
Teorema jrodyta. 0
Susiekime su Rinkimy problema. Imkime nepriklausomus Bernulio a.d. & €
{1,-1}, k <mn,ir P(§ = 1) =1/2 bei S, =& + -+ + &. Vieno pretendento
pirmavima pries kita visoje rinkimy eigoje apraso jvykis
S1>O, 52>0,...Sn>0.
Jei rinkéjuy yra n, is kuriy a pasisakys uz pirmajj pretendenta, o b =n —a - uz
antrajji, tai salyga po rinkimy yra S, = a — b > 0. Todél reikia isvesti lygybe
a—b
a+b’
kuria jau buvome patvirtine kitu budu. Si besalyginé tikimybé yra paskuti-
nés teoremos atskiras atvejis. IS tiesy, del simetrijos pakeite visas nelygybes ir
naudodami zymenis n; = & + 1 bei Sy = Sk + k, galime testi:
P=P(S<0,8<0,...,8 <0[S,=—(a—b))
=P(Si+1<1, $+42<2,...,Sp+n<n|S,+n=n—(a-"b))

:P(§1<1, §2<2,...,§n<n’§n:n—(a—b)).

P:=P(S1>0, 8>0,...,5, >0/, =a—-b) =

A.d. n, > 0, todél sumoms S galime pritaikyti teorema ir gauti

—(a— Db\t _
P:<1_n (a b)> _a b‘
n a+b

Ta ir reikéjo patikrinti.
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Antroji dalis. BEGALINES TIKIMYBINES ERDVES

10. BECGALINE TIKIMYBINE ERDVE

Baigtiné elementariyjy jvykiy aibé €2 (tada |Q2] < oo) yra per skurdi apibréz-
ti pirmoje dalyje minétus geometrinj Ge(p), neigiama binominj NeBi(r, p) ir
Puasono Po(\) atsitiktinius dydzius. Bet ta galima padaryti skaicioje aibéje €2,
atitinkamai galétume imti N, {n € N: n > r} ir Ny = NU {0}. Didelés 8iy a.d.
reiksmeés pasirodo jvykdzius tik nemazesnj skaiciy Bernulio eksperimenty, o Pu-
asono dydziy, apibréziamy ribiniu peréjimu, atveju — eksperimenty turety buti
be galo daug. Atrodyty, kad vykdant begalinj skaic¢iy Bernulio eksperimenty,
problemos issisprendzia imant visy seky aibe, t.y.

0= {w: (W1, Way ey Wy oo ) Wy € {0,1}}.
Pastebékime, kad ji yra kontinumo galios. IS tiesy, atvaizdis
W T =w /24 w22+ Fw, /2"

yra bijekcija tarp Q ir [0,1]. Situacija darosi komplikuota, nes negalima imti
w € Q su vienodomis tikimybémis! Tada nenuliniy tikimybiy suma jau skaicia-
me begaliniame poaibyje buty begaliné. Jei tos tikimybés nulinés, neaisku, kaip
traktuoti jy suma pagal visg kontinumo galios aibe. Todél buvo prieita prie iSva-
dos — tikimybes reikia priskirti ne individualiems w, bet poaibiams is 2. Toliau
buvo rasta iSeitis — nagrinéti jos poaibiy, kuriuos vadiname jvykiais, algebras ir o
algebras (tariame, kad savokos dar nepamirstos:)). Sukurus erdve (€2, F), toliau
reikia joje apibrézti tikimybinj mata, kuris priskiria tikimybes visiems A € F.
Be kity savybiy matas turi buti o adityvus. Kai |Q2| = 0o, mato jvedimas yra ne
visai paprasta procedura. Pabandykime eiti tuo keliu.
Priminsime vieng iS dazniausiai taikomy teoremy.

Teorema 17. Tegul A yra aibés Q poaibiy algebra ir P: A — [0,1], P(Q) =1,
baigtinai adityvi funkcija. Sie teiginiai yra ekvivalentus:
e P yra o-adityvus;
e P yra tolydus is apacios, t.y., jei A, € A ir A, C Any1, kain € N, ar
A, €A, tai
lim P(A,) = P( U An>;
n=1

n—oo

e P yra tolydus is virsaus, t.y.,
jei Ap € Air Apyn C Ay, kain e N irnte A, € A, tai

num@_P<6AQ.

n—o0

e P yra tolydus tuscios aibés aplinkoje, t.y.,
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jei A, € Air Ay C Ay, kain € N ir N, A, =0, tai
lim P(A,)=0.

n—o0

Teorema jrodoma bakalauro studijose. [sidéemékime, kad paskutiniame punkte
minimas tolydumas labai palengvina o-adityvumo tikrinima.

Kaip ir Lebego mato atveju, tikimybiniy maty jvedimas prasideda nuo jo
reiksmiy apibrézimo paprastesnése aibése, o véliau apibrézimas yra pratesiamas.
Siame procese yra taikomos zemiau pateikiamos lemos.

Lema 5. Tegul D poaibiy is ) sistema, tai egzistuoja jos generuota maziausia
algebra (toliau Zymima (D)) ir maZiausia o algebra (toliau Zymima o(D)).

Proof. Algebry (atitinkamai o algebry) sankirta yra algebra (o algebra). O

Monotoniné poaibiy klasé M turi savybe:
A, eM, A, TA n=12---=>AeM
ir
A, e M, A, lA n=12---=>Aec M.
Lema 6. Algebra A yra o algebra tada ir tik tada, jei A yra monotoniné klasé.

Proof. Jei patenkinta pirmoji iS salygu monotonineés klases apibrézime, tai pasi-
naudoje sagjungy monotonisku augimu, gauname

AUl A T U Ay = A= Aec A

Atvirksciai, begaliné sajunga yra baigtiniy sajungy, kurios monotoniskai ple-
¢iasi, riba. Vadinasi, ir ji turi priklausyti monotoninei klasei. Todél pastaroji
yra o algebra. O

e Konstruojant tikimybine erdve galima pradéti nuo algebros ir po to, pasi-
naudojus monotoniskumu, gauti o algebras.

Tegul toliau i(.A) minimali monotoniska aibiy Seima, generuota A. Ja gali-
me jsivaizduoti kaip pacig A, papildyta jos monotoniniy poaibiy seky ribomis.
Pastarosios yra gana specialaus pavidalo sajungos. Kitos teoremos teiginys, tik-
riausiai, girdétas, tac¢iau jrodymo metodika verta prisiminti.

Teorema 18. Tegul A yra algebra. Tada
1(A) = o(A).

Proof. Pagal 6 lema p(A) C o(A), nes o(A) yra monotoniné klase, o u(A) yra
minimali. Atrodytu, kad lygybés tarp siu Seimy buti negali. Antra vertus, o(.A)
yra minimali o algebra, generuota A! [rodzius, kad p(A) yra o algebra, gautume
norimag nagrinéjamy Seimy sutapima.

Irodykime kuklesnj teiginj: u(.A) yra algebra, t.y. jos uzdaruma papildymo
iki € ir poaibiy kirtimosi atzvilgiu (vadinasi, ir ju jungimo atzvilgiu).
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Trumpumo délei pazymékime M = p(A) ir apibrézkime mums rupima aibe
(¢ia prasideda jsidéemetina idéjal)

M={B: BeM, Be M}

Aisku, kad A € M C M. Jrodykime, kad M irgi yra monotoniné klase. Dél M
minimalumo savybés ji tures sutapti su M. Tegul B,, € M ir yra monotoniskai
didéjanti (apibréztumo délei), tada

B, € M, B,eM, B,tB"=U2,B,eM, B,|lB =n2,B,eM,

be to, Bt = B . Pagal M apibrézima, BY, B~ € M. Taigi pastaroji Seima yra
ne tik monotoniné, bet ir uzdara poaibiy papildymo atzvilgiu.
Patogiau toliau nagrinéti ne sgjungas, bet sankirtas. Tegul dabar A € M ir

M:=Ms={B: BE M, AnB e M}.
Veél tas pats jrodymo principas — jei ne visos sankirtos priklauso M, tai pradé-
kime nuo susiaurintos klasés, kurioje Si savybé galioja. Pasirodo, ji irgi yra mo-

notoniné klasé. IS tiesy, paémus monotonine seka B, € M, jos riba lim,,_,, B,
turi priklausyti M. Be to, B,, N A irgi yra monotoniné, todél jos riba

lim B, A= (Jggan)mAeM.

n—oo

1§ &ia iSplaukia, kad lim,, .., B, € M.

Jei A,B € A, tai A B ANB € M. Todél A C M4 C M su bet kokia
A € A. Bet M buvo minimali monotoniné klasé, generuota A. PrieStaros néra,
jei My=M. Ciade A galéjo buti bet kokia. Todél ir M yra uzdara bet
kokiy dviejy aibiy kirtimosi atzvilgiu.

Monotoniné klase M, budama algebra, pagal 6 lema, yra ir ¢ algebra.

Teorema jrodyta. 0

Vietoje monotoniniy aibiy klasés galima vartoti ir kitokias salygas tenkinan-
¢ias €2 poaibiy sistemas. Shiriaev’o vadovélyje apibréziama d sistema ir jrodomas
paskutinés teoremos analogas.

11. MACIUY ERDVIU PAVYZDZIAI
[snagrinésime pagrindines erdves, kuriose bus apibréziami tikimybiniai matai.
1. (R, B(R)). Imkime realiyju skaiciy aibés intervaly
(a,b) ={xr €eR: a<x<b}

sistema

I::{(a,b]: —oo§a<b<oo}.
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Jos generuotos algebros a(Z) elementas bus baigtiné nesikertanciy intervaly sa-
junga, o o algebra bus o(Z) = o(a(Z)). Pastaraja zymésime B(R) ir vadinsime
Borelio o algebra.

Atkreipkime démesj, kad {z} € B(R). IS tiesy,

> 1
x} = x——, x|
wr=U (e 7]
Vadinasi, ir [a,b], [a,b), (a,b) € B(R).

Kontrolinis klausimas: Ar gautume tg pacia o algebra pradédami nuo sistemos
visy intervaly, apibrézty metrika

[z —yl
1+ [z -yl
t.y., pradéje poaibiais (vienamaciais atvirais rutuliais) {z € R : p(a,z) < r} ?
Cia0<r<liraeR.

2. (R™, B(R™)). Dabar ir visada R” = Rx - - - xR yra n realiyju tiesiy Dekarto
sandauga. Turime pasirinkimag apibrézdami jos poaibiy ¢ algebras. Pradékime
nuo visy staciakampiy

]1X"'X]n, Ik:(ak,bk],kzl,...,n,
kai —oo < ap < by < oo bet kokie skaiciai. Jie generuoja o algebra, vadinama
Borelio vardu. Paprastai, pastaroji Zymima B(R™).
Galime intervalus [ pakeisti jau apibréztomis vienamatémis Borelio aibémis

By, € B(R). Visos Seimos
{31 XX B, ByeBR), k=1,...n}
generuota o algebra daznai vadina tiesiogine sandauga ir Zymima

B X B,

Cia B, = B(R). Zenklas @ pabréZia, kad tai néra tik Dekarto sandauga, bet
gerokai platesné poaibiy Seima. Galima jrodyti, kad ji lygi B(R™). Irodymas
gana pamokantis, todél pabandykime.

p(r,y) =

Lema 7. Tegul £ yra aibés Q2 poaibiy Seima ir B C ) — bet kokia aibé. Tada
c(ENB)=0c(E)NB.
Proof. Pastebékime, kad ir desinéje puséje esanti aibiy sistema
o(€)NB={ANB: Aco(&)}
yra o algebra. Pagal apibrézima
ENBCo(é)NB,

todeél
o(ENB) Co(€)NB.
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Ar si implikacija yra apgreziama? pakartokime jau girdéta argumenta: jei ne
visos o algebros o(&) aibés, sukirstos su B, patenka j kairéje puséje uzrasyta o
algebra, tai bent ju dalis patenka. Nuo jos ir pradékime. Tegul

Gp:={Aca(€): AnBea(EnB)}
Tai vél o algebra, be to,
ECGpCall).
Atlikdami veiksmus su aibémis i$ € iS ¢ algebros nepabégsime. Vadinasi,
o) CcGgCal€)

ir 0(€) = Gp. Kitaip tariant, su bet kokia aibe A € (&) turime ANB € o(ENB).
Todel
o(£)NB C U(SHB).

Lema jrodyta. O

Teorema 19. Su bet kokiu n € N turime

BRY) =B, R X B

Proof. Nagrinésime tik atvejj n = 2. Tegul B; x B, yra bet koks Borelio stacia-
kampis, t.y., By, By € B. Akivaizdu, kad

B(R?) C B, R B,

todél pakaks jrodyti, kad By x By € B(R; xR;). Cia tik sunumeravome realigsias
tieses. Apibrézkime
BlZBXRQ, gngle.

Tai vertikaliy ir horizontaliy juosty, kuriy vienas is pagrindy yra vienamateée
Borelio aibé, seimos. Panasiai jvedame ir juosty, kuriy vienas i pagrindy yra
intervalas, Seimas. Jas pazymékime

.’Z~,-1:IXR2, iQZRlxz.

Tegul Ei € gﬁ bei fl € Z- yra atitinkamos juostos.
Dabar pasinaudoje tuo, kad vienamatés Borelio aibés yra generuotos intervaly,
o staciakampis yra juosty sankirta, turime

By X By =B, N B, €0(Z)N B,
= U(fl N ég) C J(i'l ﬂfg).
Priespaskutinis zingsnis yra lemos isvada. Pagaliau pastebéje, kad
o(INT) = o(Ty x Tp),

gauname
By x By € O'(Il X IQ)
Teorema jrodyta. O
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Apibrézimas. Aibes B" € B(R™) vadinsime n-matémis Borelio aibémis.
Kontrolinis klausimas: Ar gautume ta pacia o algebra o(R") pradédami nuo
sistemos visy atviry rutuliy

{xGR”: pn(a,x)<r}, a=(ay,...,a,) €ER", r>07

pn(a,z) = Z 2 %p1(ag, 71), = (21,...,2,) € R,
k=1

o p1(+,+) yra metrika realiojoje tieséje R.
3. (R*°, B(R*>)). Tai begaliniy seky erdvée. Vadovélyje vartojamas zymuo R>
nelabai dera su véliau apibrézty erdviy Zymenimis. Galima biity Zyméti RY.
Tegul
r=(21,...,Tp,...), x €R i>1,
yra R*> erdvés elementai. Apibendrindami pereitame skyrelyje vartotas juostas,
iveskime cilindrines aibes arba cilindrus pagrindu A C R”, t.y.,

C(A) = {z € R®: (z1,...,2,) € A},
Pastebékime keleta ju savybiy. Jei A, A;, @ = 1,2,... yra n-matés erdvés R"

poaibiai, tai
(1)
C(A) = {x eER®: (z1,...,2,) EZ}
irgi yra cilindras, kurj vadinsime papildanciuoju;
(i)

(i)
c( A A,) — MC(Ay).

Cia A; yra bet koks poaibiy i§ R” rinkinys.
Pasirodo, kad visai nesvarbu, kokios dimensijos yra pagrindas, nes

C(By x -+ x B, xR)=C(By x--- X By).

Tokiu budu padidinus dimensija, pereitume prie vienos ir galétume atlikti nu-
rodytas operacijas. Taigi, galésime kalbéti apie cilindry generuotas algebras. IS
esmeés, ¢ia mes susitariame dél jdéties: aibes, apibréztas mazesnés dimensijos
erdvése, jdedame j platesne erdve. Ta esame dar¢ nagrinédami erdve R™. Pri-
mename, kad vienamatis intervalas I C R; budavo pakei¢iamas juostuy (dabar
jos bus vadinamos cilindrais) sankirta:

I=(Ix Ry)N(Ry x{0}).
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Apibréziame tokias cilindrines aibes:
(11.1) Chx - xI):={zeR® :m €L,...,2, € I,},
¢ia Iy := (ag, bg), 1 < k < n yra intervalai; bei
(11.2) C(Byx -+ x By):={x €R®: 21 € By,...,x, € B, },

¢ia By :€ B(R), 1 < k < n yra Borelio aibés. Pirmuyjy cilindry pagrindai yra
n-maciai staciakampiai, antryjy — irgi staciakampiai, bet kiekviena pagrindo
koordinaté kinta atitinkamoje vienamatéje Borelio aibéje.

Galima pradéti ir nuo cilindry aibés

(11.3) C(B") = {z €R¥: (x1,...,2,) € B"},
¢ia B™ € B(R™) yra n-maté Borelio aibe.

Visi cilindrai (su jvairiais pagrindais ir jvairiais n € N, sudaro atitinkamas
cilindriniy aibiy klases. Jos generuoja o algebras. Tegul

B(R>),  Bi(R*®), By(R),
yra generuotos atitinkamy cilindry klasiy (11.1), (11.2 ir (11.3).
Teorema 20. Teisingos lygybés
B(R®) = B,(R) = By(R™).

Proof. Aisku, kad
(11.4) B(R>) C B1(R*) C By(R™).

Norédami apgrezti implikacija, issiaiskinkime, kokie yra pagrindai cilindry,
patenkanciy j siauriausig o algebra. Apibrézkime ty pagrindy klase

Gn:={ACR": C(A) € BR®)}.
Kaip jau jrodyta jvedant m-mate erdve, Borelio aibée B™ € B(R™) (pereitame
skyrelyje ja Zyméjome ir By(R™)) yra gaunama is stac¢iakampiy, todél
B" € B(R") = B" € G,.

Nesunku patikrinti, kad G,, pati yra o algebra, todél generuodami o algebras su
visomis B,,, gauname

B(R") C 6(Gn) = Gn C B(R™),

c¢ia n € N yra bet koks skaicius. Todél panaudodami galimybe jdéti aibes j dides-
nés dimensijos erdves ir atlikinéti papildymo, sajungos bei sankirtos veiksmus,
i$ visy kairéje puséje esanciy aibiy generave o algebra, gausime By(R>), kuri
nebus platesné uz siauriausia B(R*>). Formaliai uzrasasius,

By(R>) C B(R™).

Teorema jrodyta. O
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Nuo siol aibes teoremoje minimas o algebras vadinsime Borelio vardu, o pacias
aibes — erdves B(R*) Borelio aibémis.
PavyzdZiai.
1. Aibé
A= {x € R*: supz, > a} € B(R>).

IS tiesy,
{a: eR>®: z, > a} = Cu((a,0))
n=1

yra cilindry sajunga. Cia n nurodo, kad cilindro pagrindas yra n-ojoje asyje.
2. Aibeé
B = {x € R*: limsupz, < a} € B(R™).

n—oo

Prisiminkime limes inferio, lietuviskai — virsutiniosios ribos apibrézima:

limsup x,, = inf sup x,,.
n—oo nzl m>n

Vadinasi,

B:fj ﬁ{JEER"O: :Enﬁa}

n=1m=n
= J N Cul(—00,4a])
n=1m=n
yra generuota cilindry.
4. (RT,B(RT)). Paprastumo délei imsime T = [0,00), nes atvejis T =
{t1,t2, ..., tn, ...} is esmés sutampa su B(R*). Tai, kad T" turi kontinumo galia,

sukelia daugiau keblumy.
Tegul 0 <ty <ty < --- <t, yra bet kokia seka. Vél jveskime cilindrines aibes

(11.5) Coroay(hx - x L) i={z e R cay, € Iy, .. my, € L},

¢ia Iy := (ag, bg), 1 < k < n yra intervalai;
ir

(11.6) Currotn(Bix -+ x By) i={x € R : 2, € By,...,m, € By},

¢ia By :€ B(R), 1 <k < mn, yra vienamatés Borelio aibés.
Abiem atvejais galime sakyti, kad tai funkcijy x;, apibrézty pusasyje T ir

kuriy reiksmeés x;, € I arba x;, € By, su visais k = 1,...,n, aibés.
Panasiai, tegul
(117) Ctl,...,tn<Bn) = {x € RT : (xtl, .. ,xtn) € Bn},

¢ia B™ € B(R™) yra n-maté Borelio aibe.
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Visas cilindry klases, kai n € N ir sekos t; < --- < t,, yra bet kokios, generuoja

maziausias o algebras, kurias atitinkamai pazymekime
B(RT)a Bl(RT)7 BQ(RT)
Teorema 21. Tegul T' = [0,00). Tada
B(RT) - BI(RT) = BQ(RT)
Be to, jei A € B(RT), tai egzistuoja skaiti seka 0 < t; <ty < --- ir tokia Borelio
aibé B € B(R*), kad
(11.8) A={zeR": (v, 2,...) € B},
Proof. Nagrinékime visas (11.8) pavidalo aibes, kai sekos (¢;), i > 1 (kontroliniai
taskai) ir B yra jvairios. Seka A, Ay, ..., Ay, ... apibrézia
T® = {t’f <th < }, B® ¢ B(R™),

¢ia k € N. Galima pereiti prie bendros kontroliniy tasky sekos
ﬂm:UTw:{ﬁ<@<m}
k=1

Tai irgi skaiti aibé. Tada
A = {x eR": (v,,05,...) € Bk},

o By, k > 1, priklausys vienai ir tai paciai B(R*). Joje koordinatés indek-
suojamos taskais 7;. Jei kurio nors tasko 7; aibés A apibrézime nebuvo tarp
ankstesniy ¢;, atitinkama sritj By nusakanti 7-oji koordinaté 7; € R. Galime api-
brézti Ay, UpAy ir NgAg. Vadinasi, visuma aibiy A, nurodyty (11.8) jau yra o
algebra, kurig pazymeékime £. Ji apima visas virsuje iSvardintas aibes, vadinasi,
ir juy generuotas o algebras. Todél

BR") c B(RT) c By(RT) c €.

Dabar imkime aibe A € &, turincia pavidala (11.8). Gauname seka (¢;), ¢ > 1, ir
B € B(R>), kuri kaip Borelio aibé gali buti generuojama pradedant intervalais.
Vadinasi ir A priklauso aibiy (11.5) generuotai o algebrai B(RT). Atlikdami
veiksmus su visomis A neiSeisime i3 B(RT). Todeél

& C B(R").
Teorema jrodyta. 0
Aibes i8 B(R”) vadinsime Borelio aibémis. Svarbi savybé: jos apibréZiamos
per skaicias kontroliniy tasky sekas ir erdvés B(R>) Borelio aibes B. Jei T
kontinumo galios, B(R?) neapima daug poaibiy.
Pavyzdys. Tegul T = [0, 1] ir

A::{:EERT: sup mtga}.

0<t<1
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Tada A ¢ B(RT), kitaip tariant, néra Borelio aibé.
[$ tiesy, priesingu atveju egzistuoty tokia taskuy seka 7" := {t; <ty < ---} |
kad

A= {x e R osglilg)lxt < a} = {x e R ?clelgxtk < a}.

Kaip rodo funkcijos Xy = (a — 1)1{t € T'} + (a + 1)1{t & T"} pavyzdys, to buti
negali.

Visy funkcijy erdvé yra per plati. Nuojauta sako, kad Borelio aibes galima bu-
ty apibrézti funkcijy, kuriy savybes nusako skaitus juy reikSmiy rinkinys. Tokios
yra separabilios erdvés, bet ne visy funkcijy erdve

{x :10,1] = R : [|z]| :== sup |xt|}
0<t<1

5. Tolydziujy funkcijy erdvé (C,B(C)). Tegul T = [0,1], o z = x; yra
tolydi funkcija apibrézta vienetiniame intervale. Dabar drasiau galime pradéti
nuo ankséiau minéty cilindriniy aibiy klasiy. Jos generuoja ta pacia o algebra,
kuria pazymekime B(C). Kita o algebra generuosime praplésdami atviryjy aibiy
klase, kurios bazé yra rutuliai

Rut(y,r) := {x eC: ply,x) < r}, yeC, r>0.
Cia p(z,y) = maxo<i<1 |T: — y;|. Antraja o algebra zymeésime By(C).
Teorema 22. Teisinga lygybé B(C) = By(C).

Proof. Funkciné analizé sako, kad atviryjy aibiy klase sudaro (), C, visos rutuliy
sajungos (net neskaicios) ir baigtinés rutuliy sankirtos. Pavyzdzio délei, paste-
bésime, kad cilindriné aibé

{reC:az<a}= |J Rye)

e>0,y€Ye
yra atviroji aibe. Cia Y. := {y € C: a — y, > 2¢}. Panasiai, ir visos cilindrinés
aibés
{xGC:xtl eh,...,z, Gln},
cia I, 1 < k < n, yra intervalai, irgi yra atvirosios aibés. Todél
B(C) C By(C).

Atvirksciai, paéme rutulj su centru y ir spinduliu r ir pasinaudoje funkcijy
tolydumu, pastebime, kad

Rut(y,r) := {x e C:py,x) < r} =N {x €C:ly,, — x| < 7"} e B(C).

tLeQ

Cia Q yra racionaliyjy skai¢iy aibé. Dél o algebry uzdarumo aibiy papildymo,
skai¢iy sajungy ir sankirty atzvilgiu darome isvada:

Bo(C)  B(C).
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Teorema jrodyta. O

6. Skorochodo erdvé (D,B(D)). Nagrinékime erdve funkcijy, kurios yra
apibréztos intervale [0, 1] ir yra tolydzios i$ desinés ir egzistuoja ribos i kairés,
t.y. kai 0 < t < 1, riba i deSinés z;y = lims_,y x5 = x; ir egzistuoja riba
r = limgy_x,, kai ¢ > 0. Su supremumo metrika $i erdvé yra gautume
neseparabili. Taciau padétj galima isgelbéti.

Tegul A yra aibé tolydziy grieztai didéjanciy funkcijy A : [0,1] — [0, 1], ku-
rioms A(0) = 0 ir A(1) = 1. Pazymékime

d(x,y) = inf {8 XN €A, sup |A(t) —t] <e, sup |z —yy,| < 5}.
¢ ¢

I8 funkcinés analizés kurso (zr. V.Paulausko ir A.Rackausko vadoveélj) zinome,
kad (D, d) yra separabili, nors ir ne pilna metriné erdve.

Kaip ir tolydziyjuy funkcijuy erves atveju, apibréze B(D) per cilindrines aibes ir
By(D) per atvirasias aibes (jvestos metrikos d atzvilgiu) gautume juy sutapima.
Teorema 23. Turime By(D) = B(D).

Proof. Pakanka pakartoti pries tai nagrinétos teoremos jrodyma. O

Ateityje aibes i$ teoremoje minimy o algebry vadinsime Borelio vardu. Gali-
mas ir kitoks metrikos variantas, kada erdvé (D, By(ID)) buty separabili ir pilna.

Erdviy pavyzdzius galima buty testi.

12. TIKIMYBINIAI MATAI BAIGTINES DIMENSIJOS ERDVESE

Apbréziant matus jvestose erdvése, labai pravarti Karateodorio (Carathéodo-
ry’io) teorema.

Teorema 24. Tegul Q0 yra aibé ir A jos poaibiy algebra, o B = o(A) — jos
generuota o algebra. Jei g yra o adityvus matas erdvéje (2, A), tai egzistuoja
vienintelis matas p erdvéje (Q,B), kuris tenkina sqlygq

p(A) = po(A)
su kiekviena a € A.

Proof. Jrodoma bakalauro studijose nagrinéjant Lebego integrala. Zinoma, jis
remiasi minétu faktu, kad o algebra yra monotoniskumo klasé, todél mato pra-
tesimas atlieckamas ribiniu peréjimu. 0

Toliau nagrinésime tikimybiniy maty jvedimg atskirose erdveése.

1. (R,B(R)). Galimi du metodologiniai keliai teorijai kurti. Pirmasis buvo
isbandytas bakalauro studijose. Jei (2, F, P) yra tikimybiné erdve, t.y. tikimy-
binis matas jau apibréztas, galime nagrinéti a.dydzius. Tegul tai £ : Q — R; jis
turi buti matus:

{w:¢eBjerF
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su kiekviena B € B(R). Toliau vienareikSmiai apibréziama pasiskirstymo funk-
cija
(12.1) Flz)=P{weQ: £<z})=P(¢<x),

kuri tenkina salygas:

(i) F(x) yra nemazéjanti,

(i) F(—00) := lim,| o F(x) =0,

(ili) F'(00) = limypeo F(z) = 1,

(iv) F(x) kiekviename taske € R yra tolydi i$ deSinés ir turi ribg i$ kaires.

Tesiant, per F'(x) galima apibrézti visas a.d. charakteristikas (momentus, cha-
rakteristine funkcija,...) vartojant Rymano-Styltjeso integrala. Tai buvo girdéta.

Pradédami eiti kitu keliu, nesusiekime saves su a.dydziais. Funkcija, apibrézta
R ir tenkinancia (i-iv) salygas, vadinsime pasiskirstymo funkcija (p.f.). A.d.
pasitarnavo perkeliant jvykio {w € 2 : £ < z} € F mata intervalui (—oo,x] €
B(R). Pamirskime &, nes ta patj atlieka ir p.f. F(x). Kiek pakeite Zymenis,
turime

P((—o0,x]) := F(x).

Tuo paciu matome, kad ir kitiems intervalams P((a,b]) = F(b) — F(a), oo <
a < b < co. Pasirodo, toliau einant galime apibrézti t.mata visoms B(R).

Teorema 25. Jei F(z), x € R, yra pasiskirstymo funkcija, tai erdvéje (R, B(R))
egistuoja vienintelis tikimybinis matas, tenkinantis sqlygg

P((a,0]) = F(b) = F(a), —oo<a<b<oo.

Proof. Tegul (ay, bg] yra intervalai. Nagrinékime aibiy klase A, kurios aibés A
yra poromis nesikertanc¢iy intervaly sajungos, t.y.

A= U (CLk, bk]
k=1
Savarnankiskai jsitikinkite, kad A yra algebra.
Apibrézkime matg klaséje A, priskirdami
Po(A) =" P((ax, b)) = > (F(bx) — F(ax))
k=1 k=1

kiekvienai A € A. Mato P, adityvumas akivaizdus. Ar jis o adityvus? Pagal 17
teorema pakanka patikrinti tolyduma tusciosios aibés aplinkoje, t.y. salyga

Py(A) L0, A, 1D, A, €A

Tegu visos susitraukiancios aibés A,, yra intervalo [—N, N] poaibiai, ¢ia N > 0
baigtinis skaicius.

Kiekviena is A,, yra baigtiné sajunga intervaly, tai jbréze juose dalinius inter-
valus (pointervalius), mes galime gauti seka aibiuy B,, € A, kuriy uzdariniai [B,,]
irgi yra poaibiai, t.y.

B, C [B,] C A,.
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Be to, desiniuosius krastus aibése B,, ir A,, galime laikyti vienodais, o kairiuosius
B,, krastus taip parinkti, kad

P()(An) - Po(Bn) S g2,

Cia e € (0,1) yra bet koks fiksuotas skai¢ius ir pasinaudojome F(z) tolydumu
is kairés.

I$ apibrézimo iSplaukia, kad [B,] | 0. Uzdaroms aibéms taip gali buti, jeigu
egzistuoja baigtinis numeris ng, kad B,, = (). IS tiesy, turime atviraja uzdaro
intervalo danga

o0

(=N, N = U ([=N, N\ [Ba)).

n=1
Pasiréme Heinés-Borelio teorema ir iSrinke baigtine podanga, turétume

o

[=N, Nl = U ([=N, N\ [Bu]).

n=1

Todeél B,, = ), jei n > ny. Dabar, nepamirsdami, kad A4,, C --- C Ay,

Po(Ay,) = P(Ano \ ﬁ Bk> + P( ﬁ Bk>

k=1 k=1
no
k=1
< Po< U (Ak\Bk)> <Y P(A\B) <Y 2t <
k=1 k=1 k=1

Tarpiniame zingsnyje pasinaudojome baigtiniu P, adityvumu ir is to iSplaukian-
¢ia nelygybe susikertanciy aibiy matui jvertinti per maty suma.

Aiskumo délei, Sig vieta dar paaiskinsime paimdami itin atkirg atvejj, kai
Ay = (ag, b] ir By, = (bg,b], 0 a1 < by < ag < by < -+ < apy < by, = b. Dabar
akivaizdu, kad

(Gng, 0] C (Gpgy bl U -+~ U (ag, br] U -+~ U (ag, by].

Taigi, P(A,) 4 0, kai n — oo ir visos A,, yra intervalo [—N, N] poaibiai.
Jei tokio N, kad visos A,, buty intervalo [—N, N] poaibiai, néra, paimkime &
ir tokj NV didelj, kad

Py([-N,N]) > 1 —¢/2.
I[sskaidykime aibe tokiu budu

An = (AN [=N,N)) N (An N[N, N]).
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Todél pritaike jrodyta dalj aibéems {A, N [-N, N ]}, n > 1, gauname
Py(An) = Po(An 0 [=N,N]) + Py (A, N [=N, N])
< (AN [-N,N]) +e/2
<eg/2+¢/2=c¢,

jei n yra pakankamai didelis. Vadinasi, Py(A,) J 0, kai n — oo.
Teorema jrodyta. 0

Teoremoje per F(z) apibréztas matas vadinamas Lebego-Styltjeso matu. Jis
yra normuotasis, nes P(R) = 1. Erdve ([0, 1], B(]o, 1])), su

B(0,1]) = BR)N[0,1] = BRN[0,1])

nusipelno ypatingo démesio. Joje tolygiojo skirstinio funkcija F(z) = z, kai
0 < x < 1, apibrézia Lebego mata interval [0, 1] Borelio aibéms. Tegul jis bus
Zymimas .

Klasikinis Lebego mato jvedimas naudojantis vidinio ir iSorinio mato sgvoko-
mis apibrézia Lebego mata A Siek tiek platesnéje o algebroje, kurig pazymeésime
B([0,1]). Jai priklausantys poaibiai vadinami maciais Lebego prasme. Koks yra
skirtumas nuo Borelio poaibiy? Be pastaryjy, jiems priklauso ir aibés A, kurioms

egzistuoja tokios Borelio aibés A, B € B([0,1]), kad
ACACB, XNB\A)=0.
Prapleciant A iki A, imamos ne tik reikimes A(A) = A(A), bet ir A(A) = A(A).

Taigi, Lebego matas apibréziamas erdvéje

([0,11,B([0, 11)).

Tai irgi tikimybinis matas, o trejetas

(10.11.B([0, 1. 1)

yra tikimybiné erdve. Ji yra pilnoji.

Panasiai, ir visas jau iSnagrinétas erdves galésime pralésti papildant apibréztas
Borelio o algebras atitinkamais poaibiais.

Laiptinés pasiskirstymo funkcijos apibrézia diskreciuosius tikimybinius matus.
Primename, kad pasiskirstymo funkcija gali turéti tik skaicig aibe Suoliuky, te-
gul tai aibé {z1,...,x,,...}. Dabar matas sukoncentruotas Siuose taskuose ir
P({z,}) =: pn, n > 1. Rinkinj tikimybiu {p,, n > 1} vadiname diskrecivoju
skirstiniu. Pavyzdziy jau turéjome.

Kiekviena neneigiama Lebego prasme integruojama funkcija f : R — R, su
savybe

/Rf(u)du =1
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apibrézia pasiskirstymo funkcija

Gauname tikimybinj mata
P(A) = /A flwdu, A e B(R)

(arba A € B(R)), kuris yra absoliuciai tolydus Lebego mato atzvilgiu. Funkcija
f(u) yra jo tankis arba tankio funkcija.

Gali buti ir gabalais absoliuciai tolydi pasiskirstymo funkcija, kai atskiruose
taskuose yra sukoncentruota ne visa tikimybiné masé, o intervaluose tarp trukiy
funkcija yra isreiskiama per tankj. Tiksliau kalbant, galimas skaidinys

F(z) =1 Fy(x) + coF(x), 0<e¢1,60<1, ¢; +co=1.
Bet ir tai neiSsemia visy atvejy. Yra pavyzdziy, kai skirstinys yra singuliarusis.
Jo pasiskirstymo funkcija F'(z) yra tolydi visoje R, bet jos augimo tasky aibé
turi nulinj Lebego mata, todél tankis neegzistuoja. Konstrukcija panaudojant

Kantoro aibes, pateikta Shiriajev’o vadovelyje.
Galima buty jrodyti, kad kiekviena pasiskirstymo funkcija galima uzrasyti

F(z) = o1 Fy(x) + coF(x) + esFs(z), 0<c,00,03<1, c;+ca+e3=1
Cia Fy(x), Fy(z), Fi(z) yra diskreti, absoliuciai tolydi ir singuliari pasiskirstymo
funkcijos.

Tokia pat o adityviyju maty (pagal apibrézima, bet kokio baigtinio intervalo
matas yra baigtinis) konstrukcija erdvéje (R, B(R)) galima ir pradedant bet kokia
nemazéjancia tolydzia is desinés funkcija G : R — R. Pradedama nuo intervaly

p(la, b)) == G(b) = G(a)

ir tesiama panaudojant Karateodorio teoremos apibendrinima, kol gaunamas

matas u(A) kiekvienai A € B(R). Praplétus B(R) iki B(R) aibémis A C R,
kurioms A C A € B, A,B € B(R) ir u(B\ A) = 0 ir pratesus mata iki ji, t.y.
sulyginant i(A) = p(A), gaunamas Lebego-Styltjeso matas erdvéje (R,B(R)).
Kai G(z) = x, taip gautume Lebego matg.

Zr. absoliuciai tolydziyjy skirstiniy tankiy lentele, Shiriaev, 156 psl.

Koks x? skirstinio sqrysis su normaliaisiais a.d.?

2. (R™, B(R™)). Jei jau turime tikimybinj mata P ir a.d. £, tai pasiskirstymo
funkcija, aisku, yra

P(& € (—o0,x1],...,& € (—oo,an = Fp(z1,...,2p).

Kokios n kintamyjy funkcijos savybés isskiria jas i$ jy visy? [veskime tiesinj
skirtuminj operatoriy i-ajam argumentui:

Ao Fo(T1,. ) = Foxr, oo by x) — Fo(2, .04, .0, 2).
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ir jyu kompozicijas
Aalabl e Aa’rLab'rLFn(Il? e ’xn)'
Pavyzdziui,
Aal,blAaz,b2F2(xl7 Ty) = AVIRS [FQ(xla by) — Fy(x1, a2)}
= F5(by, by) — Fo(ay, bo) — (b1, a2) + Fo(ar, az).

Taip gi skaiciuojama tikimybé priskiriama plokstumos R? staciakampiui (ay, by] ¥
(a27 bQ] .

Trumpumo délei pazymékime = = (z1,...,2,),
(a1,b1] X -+ X (ap, by] = (a,b],
¢ia a := (ay,...,a,) ir ab = (by,...,by).

Apibrézimas. Funkcija F, : R" — [0, 1] vadinsime pasiskirstymo funkcija,
jeigu
(1)
Aaypy Doy b, Fru(xy, .o xy) > 0;
(ii) F,(x) yra tolydi i$ desinés visy argumentuy atzvilgiu, t.y.

kai z¥ | x; su kiekvienu 1 < i < n, kai k — oo;

(iif)
(iv)

Fo(o00,...,00) = 1;

liin F.(z) = F,(y) =0,
zly
jei bent viena is vektoriaus y koordinaciy y; = —oc.

Teorema 26. Jei F,,(z), x € R", yra pasiskirstymo funkcija, tai erdvéje (R™, B(R™))
egistuoja vienintelis tikimybinis matas, tenkinantis sqlygq
P((a1,ba] X+ X (@, bnl) = Dy - Dy Ful@r, -, 70)
su bet kokiais —o0 < a; < b; < 00, 1 <1 < n.
Proof. Pakanka pakartoti 25 teoremos jrodyma. U

Pavyzdziai. 1. Fy(xy,...,z,) = F'(xy) - F"(z,), ¢ia F'(z), 1 <i < n, yra
pasiskirstymo funkcijos erdvéje R.

2. Bet kokia neneigiama Lebego prasme (erdvéje R™) integruojama funkcija
fn: R" = R, tenkinanti salyga

[ hufudu =1

apibrézia pasiskirstymo funkcija

Fn(xl,...,xn):/ ' ---/nfn(ul,...,un)dul---dun.
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P.f-os tankio funkcija bus pati f,(z).

3. Panagrinékime daugiamacius normaliuosius skirstinius. PradZzioje tik inte-
gravimo pratimas.
Kontrolinis klausimas. Ar

1 1

f(xy,22) = 7 GXP{—§(I% — 2zym5 + 223)}

yra tankio funkcija erdvéje R2?

Panagrinékime bendresne situacija. Tegul A = (a;;), 1 <1,5 < n, yra simet-
riné teigiamai apibrézta matrica, m := (my,...,m,) € R" ir

A
122) )= Jlon o) = e - 1 5 gt = ma; - m

i,j<n

[sitikinkime, kad f(z) yra tankio funkcija erdvéje R". Funkcija yra teigiama,
todél pakanka jsitikinti, kad

/n f(z)dz = 1.

Tiesiniu keitiniu o — m = y suvestume j integralg, kuriame nebebuty m. Todél
tarkime, kad m yra nulinis vektorius. Toliau taikome kvadratiniy formy teorija.
Suma eksponentéje yra kaip tik tokia ir jg galima uzrasyti matricine forma

Z a;jrv; = Az,

hL,j<n

¢ia bruksnelis reiskia matricos transpomavima. Matricg A galime diagonalizuoti
ir ne bet kaip, o pritaikius ortogonaliaja matrica @), t.y. rasti ja ir gauti

Q'AQ =D,

¢ia D yra diagonali matrica. Be to, |A| = |D| = A1--- A, Cia Ay, ... 0\, -
matricos A (arba D) tikrinés reiksmeés. Atlikime integrale keitinj

x=yQ
kurio jakobianas

Ox ,
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nes ortogonalios matricos determinantas lygus vienam. Po integravimo kinta-
muyjuy pakeitimo gauname

| f(@)de W /R eXp{ - ;(yQ’)A(Qy’)}dy

AL )2 1
— ( 1(27T)n/2)/ exp{ yDy }dy
1/2 1 ) )
= 27r n/Q / / eXp{ 3 Alyl +-- +Anyn}}dy1 - dyy

()\1)1/2 5 (A7 o Ly oo
- 21)1/2 /_oo exp{ - 2)\1y1}dy1 U (2m)2 /—oo eXp{ a QAny"}dyn

=~

Pavyzdys.

V28 1
(1,20, 23) = e exp { - 5(31‘% + 4dx179 + 475 — dpTs + 5x§)}

yra normaliojo désnio tankis, nes kavadratinés formos matricos

3 2 0
2 4 =2
0 -2 5

determinantas lygus 28, o tikrinés reiksmes yra 1,4 ir 7. IS tiesy, charakteristinis
polinomas, t.y. matricos

0 -2 5-=A

determinantas yra —A\3 + 120% — 39\ 4+ 28 = —(A — 1)(A — 4)(A — 7). Attinkami
tikriniai vektoriai randami i sistemuy

2271 + 21’2 =0
2ZE1 + 3ZL‘2 — 21’3 = O;

—T + 25(]2 =0
201 —2x3 =0;

—4.1'1 + 2.1'2 =0
21’1 - 31‘2 - 2ZE3 = 0.

Paéme po normuotgjj spprendinj gauname naujaja ortonormuotaja erdvés R3
baze

er = (—=2/3,2/3,1/3),  es=1(2/3,1/3,2/3),  e3=(1/3,2/3,—2/3).
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Jei siy vektoriy koordinatés sudaro matrica @) (ji yra bazés keitimo matrica,
ji ortogonalioji; tai kad ji simetriné (@ = '), tik sutapimas), tai ieSkomasis
keitinys yra

-2/3 2/3 1/3

($1,952,$3):(?Jhy%y?))Q:(yhyQ,%) 2/3 1/3 2/3
/3 2/3 —-2/3

Vadinasi, pasukus trimates erdvés asis (kitaip tariant, pritaikius ortogonalyji
keitinj z = y@, ¢ia ortogonalioji matrica), gautume tokia tankio israiska.

(w1, 29, 23) = g(y1, y2,¥3) =

1 yi\ | 2 N V7 Ty3
= e { -5} men{- i) Jrew{- T}
Tegul < t,x >=< (t1,19,t3), (z1, 9, x3) >= ta’ yra skaliariné daugyba. Tada
funkcija

g(ty,ta, t3) := /3ei<t’m>f(x)dx
R

yra nurodyto normaliojo désnio charakteristiné funkcija. Raskite ja.
Apibrézimas. Tankio funkcijas ir atitinkamus matus erdvéje R™, apibréztus
formule (12.2), vadiname Gauss’o arba normaliaisiais tankiais ir matais. Pa-
bréziant, kad |A| > 0 pridedamas Zodis neissigimusiais. Matrica A~! vadinama
kovariacijy matrica.
Kontrolinis klausimas. Kodél?

13. TIKIMYBINIAI MATAI BEGALINES DIMENSIJOS ERDVESE

Pasiskirstymo funkcijos sgvokos begalinés dimensijos erdvése neturéjome. Kaip
apibrézti matus jose? Kelius nurodé A.N.Kolmogorovas. Juos galime nujausti
prisiming, kaip mes apibrézéme o algebras.

Erdveé (R, B(R*)). Tarkime, kad jau turime tikimybinj mata P Sioje erd-
véje, t.y. tikimybes P(A) kiekvienai A € B(R*). Tada cilindrinéms aibéms

B:= {$€ROO: (T1,...,2,) € B},
¢ia B € B(R™), turésime
P(B) =: P.(B)
ir pastarosios tikimybes apibrézia matg baigtines dimensijos erdvéje R”. Si maty
seka, kain =1,2,..., yra suderinta:
(13.1) P, 1(B xR) = P,(B).

Todél einant atgal, t.y. nuo maty mazesnés dimensijos erdvése prie maty
didesnés dimensijos erdvése, reikia islaikyti Sig suderinamumo salyga su visais
n. Pasirodo, jos pakanka apibréziant matus R>.
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Teorema 27. Tequl P, yra tikimybinis matas erdvéje (R™, B(R™)) irn =1,2,....
Jei tenkinama (13.1) salyga su kievienu n, tai egzistuoja toks vienintelis tikimy-
binis matas erdvéje (R, B(R*)), kad

P(B) = P,(B), BeR"
Proof. Aibéms i§ R" prirasysime virSutinj indeksa n. Apibréziant P, yra natu-
ralu cilindrams B™ su pagrindu B™ € B(R™) priskirti tikimybe
P(B") = P,(B").

Bet cilindras galéjo turéti kelias israiskas, pavyzdziui, Bn = Btk kai k > 1
pagrindo krastiniy buvo lygiy R. Ar nuo to nepriklausys tikimybés apibrézimas?
Ne, nes tada i$ (13.1) gauname

P(B") = Pn+k(Bn+k)
ir todeél
P(B") = P(B"+).

Jei a(R*>) yra visy cilindry aibé (ji bus algebra, nes naudojamas tik baigtinis

skaiCius aibiniy operaciju), tai seka
Bi,B,,.... By € a(R™)

galima jsivaizduoti kaip cilindrus su pakankamai didelés dimensijos (tegul n)
pagrindu, t.y.

o~

Jei EQB\] =0,1<i<j <k, talir juy pagrindai B turéjo poromis nesikirsti.

Todél
k —
r(Uz) -
i=1

P
I

U B?‘) = Pu(BY)

P(B)

k —_
U Br)

I
M=

1

-
I

Taigi, algebroje a(R*) turime adityvuyjj tikimybinj mata. Ar jis tolydus tus-
Cios aibés aplinkoje? Tegul B,, | 0, jei n — oo ir tarkime priesingai, kad

hmP(E;) >§5>0

kokiam tai posekiui n — oo. Papildomo posekio indeksa praleidziame. Nesiau-
rindami bendrumo, vél galime jsivaizduoti, kad By, 1 < k < n, yra cilindrai,
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kuriy pagrindai yra N dimensijos erdvéje (VADOVELYJE N = n, kas truk-
do supratimui!). Reikia net jsivaizduoti, kad N = N(n) nemazéja, kai n — oo.
Miusy zZymenimis turime

Kaip ir erdvés R atveju, i aibés B, vidy jbrézkime tokias kompaktines aibes
K, C B,, kad
Pn(B, \ K,) <6271

Cia § > 0 yra bet kokia maza konstanta. Atitinkamiems cilindrams
K, = {xeR“’: (1,...,2x) eKn}
turéesime -
P(B,\K,) = Py(B, \ K,) <627,
Imkime cilindry sankirta - -
Tada .
Co={r€R®: (z1,...,an) € Cu}, Cn=Ni Ky
Aisku, kad C,, = C¥ yra kompaktiné aibé pilnoje erdvéje RY.
Bet kokioms aibéms Dy, ..., D;, @ ir [ € N yra teisinga implikacija
Q\ My Di C U1 (Q\ Dy)
(Isitikinkite pritaikydami matematine indukcija). Todél pasinaudoje B, C Bk,
gauname

B \C Zn: \Kk
< ip(Bk\f(;) gdi?’“ <5/2.

Vadinasi,
lim P(C,,) = lim P(B,) —lim P(B, \ C,) > §/2 > 0.

Cia visos imamos ribos egzistuoja dél paaibiy seky monotoniskumo.

Antra vertus, netusciy cilindry su kompaktiniais pagrindais seka C, 10. I8
Cia gausime priestarg, rinkdami posekius jy pagrinduose C,, # 0.

Tegul

(x},...,2%) € C,.

Kiekvienam 7 = 1,..., N koordinates z]' priklauso vienamatéms kompaktinéms
aibéms todél galima iSrinkti konverguojancius posekius. Pradzioje gauti z7* —
2 v ehau nesugadmant jau gautojo sarysio, i$ n; iSrinkti dalinj posekj no ir

gauti (12, 25?) — (29, 29) t.t. Po k Zinksniy turésime

Nk Nk nk+1 Nk
(.Z‘l NP S ,...,xN> e Cy,
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ir
(2, ) = (2% 2.
Pakartoje dar kartg rinkimg ir pasinaudoje indukcijos principu, gauname korek-
tiskai apibreézta seka 29, ..., 20, ..., be to,
2= (2Y,...,2),...) Gli}}lé;
Tai priestarauja faktui, kad C, | 0.

Tolydus tuscios aibés aplinkoje adityvus matas yra o adityvus. Jis pagal
Karateodorio teorema is algebros «(R*°) pratesiamas iki vienintelio o adityvaus
mato o algebroje o(R*) = B(R).

Teorema jrodyta. O

Tokia pati maty konstrukcija tinka ir pilny separabiliy erdviu (Qg, B(€))
tiesioginei sandaugai

(U xQx-, BE) @B(Q) @+ ).

Pilnumas ir separabilumas yra tikrai reikalingi. Zr. vadoveélyje pateiktus pavyz-
dzius.

Erdve (RT, B(RT)). Apsiribokime atveju, kai T' = [0, 00). Kiekvienam taskui
t € T priskiriamg realiyju skai¢iy tiese indeksuosime tuo ¢, t.y. raSysime R;.
Konstruojant Borelio o algebra B(RT) naudojome kontroliniy tasky rinkinius ir
juos apjungdavome j bendra skaicig aibe, kurioje pirmasis vieno rinkinio taskas
galéjo tapti gerokai tolesniu tasku. Kitais zodziais tariant, kokia nors tvarka
is anksto negalima. Todél baigtinamaciy skirstiniy suderinamumo reikalavima,
kuris buvo pereitoje teoremoje tenka sustiprinti.

Apibrézimas. Tegul T = {t1,...,t,} yra nesutvarkytasis tasky is T rinkinys,
n>1 R =Ry x -+ xRy, ir (R,B(R")) — mati erdvé. Joje apibrézty
tikimybiniy maty Seima { P, }, kai T perbéga visas galimybes, yra suderinta, jeigu
kiekvienam poaibiui v = {s1,...,s,} C T yra teisingos lygybés

P.(B) = P7<{(x81, @) (Tayy s Ta) € B}>

= PT({(a:tl,...,wtn) D Ty, Ts,) € B})

su bet kokia B € B(RY).

Galima buty pradéti ir nuo sutvarkytuju kontroliniy tasky 7 = (¢1,...,t,)
rinkiniy, bet tada apibrézime esantj reikalavimg daliniams rinkiniams reikty
papildyti salyga

P(tlv"'vt’ﬂ) <At1 X X At") = P(tjl7"'7tjn)<Atj1 X X Atjn)
bet kokiam keitiniui
( t, ...ty )
tiyyevstin )
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Teorema 28. Tegul P, yra suderinta tikimybiniy maty Seima erdvéje (R™, B(RT)),
kai T perbéga visas galimybes iskaitant ir n kitimq. Egzistuoja toks vienintelis
tikimybinis matas erdvéje (RT, B(RT)), kad

P(C-(B)) = P,(B), BeR,
visiems nesutvarkytiems skirtingy tasky rinkiniams T = {t,,...,t,}. Cia
C;(B) = {x cR": (24,,...,14,) € B
Proof. Be jrodymo. OJ

Wiener’io matas. [vesime ypatingai svarby mata funkcijy erdveje (RT, B(RT)),
kai T' = [0, 00), kontroliniy tasky rinkiniui 7 := (0 < t; <ty < --- < t,,) ir sta-
c¢iakampiui [; X --- I, = B priskirdami tikimybes

PB) = [ - [ ou(@0)pu- (@aler) -+ ot (walanr)dar - da.

Cia )
— —(y—=)%/(2t)
th(y|x> - \/%e , 05z <y.

Tai suderinta maty Seima, todél pagal Kolmogorovo paskutine teorema ji prate-
siama iki mato visoms Borelio aibéms i§ B(RT). Ateityje ji vadinsime Vynerio
matu. Kaip buty jj galima interpretuoti? [sivaizduokime dalele, kuri i$ nulinio
tasko per laiko intervala t; pateko j atsitiktinj taska x;, po to nepriklausomai
nuo praeities klajojo toliau - iS xq | z9 per laiko tarpg nuo t; iki ¢, ir t.t. Ga-
vome atsitiktine trajektorija 7 — zo — --- — =z, su fiksuotais kontroliniais
momentais laiko skaléje.

14. ATSITIKTINIAI DYDZIAI, VEKTORIAI, ELEMENTAI

Pradéjome nuo maciy erdviy (X, B(X)), ¢ia X = R,R", R* RT o B(X) yra
atitinkamos Borelio ¢ algebros, apibrézéme tikimybinius matus P jose, t.y. o
adityvias funkcijas P : B(X) — [0, 1], tenkinanc¢ias normuotumo salyga P(X) =
1 ir turincias kitas savybes. Bakalauro studijose klausytas tikimybiy teorijos
kursas prasidéjo nuo abstrakéios tikimybinés erdves (Q, F, P) ir funkcijuy & :
Q — X, tenkinanciy matumo (arba F matumo) salyga

EYB)={we: (w)eBYeF, VBeB(X)?
Tokias funkcijas vadinome atsitiktiais dydziais, vektoriais, elementais (procesais)
atitinkamai erdvése X = R, R"®, R* ir R7.
Apskritai funkcijas funkcijas ¢ : R™ — R", ¢ia n,m € N, vadina Borelio
funkcijomis, jeigu
¢ YB):={zx €R™: ¢(x) € B} € BR™), VB e B(R").

Pastaroji salyga yra B(R™) matumas.
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Ar kiekviena mata, apibrézta (X, B(X)), galima taip susieti su kokiu nors &

(todeél ji zymékime F), kad galioty sarysis
P(¢!(B)) = P(B), VBeB(X)?

Apibrézimas. Mata P: ar tikimybiy Seimg {P:(B) : B € B(X)} vadinkime
& skirstiniu.

[8keltas klausimas, is tiesy yra trivialus, nes pakakty paimti (2, F) = (X, B(X))
ir {(z) = x su kiekvienu z € X. Problemos atsiranda, kai jau turime tikimybine
erdve (2, F, P) ir atvaizdj £ : Q — X. Ne visada jis yra a.d. Reikia tikrinti jo F
matuma. Sj Zingsnj galime supaprastinti, Zinant, kaip buvo generuota o algebra,
B(X).

Lema 8. Jei £ yra X poaibiy Seima ir o(£) = B(X), tai £ : @ — X yra F
matus tada ir tik tada, jei

&Y B)eF, VBeC&.
Proof. Pastarosios salygos butinumas yra akivaizdus.

Irodysime pakankamuma. Jei ne visos £71(B) su B € B(X) patenka j F, tai
dalis tikrai. Pagal salyga visos aibés i§ € yra tokios. Tegul D yra visy tokiy
D € B(X) klase, kad £71(D) € F. Turime € C D.

[sitikiname, kad D yra o algebra. Tam pakanka pritaikyti pirmavaizdziy
savybes:

67 (Ua Ba) = Uat ™' (B)
(N Ba) = Nag 7' (Ba)
E1(B) = ¢ (Ba).

Vadinasi,
£ CDcCBX).

Generuodami o algebras islaikome Sias implikacijas, todél
B(X)=0(f) Co(D)=D C B(X).
Ta ir reikéjo jrodyti. 0
Isvada 3. Jei £ : Q — X yra a.elementas, tai aibés
A=¢YB)eF, BeB(X),
sudaro §2 poaibiy o algebrq, Zymimg Fe. Be to, F¢ C F.
Proof. Pritaikyti lemos jrodyme pateiktas pirmavaizdziy savybes. 0

Isvada 4. Jei X =R, tai lemos teiginys yra teisingas su
E={l:1=(a,b], —c0o<a<b<oo}
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Isvada 5. Jei X = R", tai lemos teiginys yra teisingas su
E={L x- - x1I,: Iy = (ag,b], —00 < ap <b, <oo, 1 <k<n}.

Isvada 6. Funkcija f : R™ — R™ yra Borelio tada ir tik tada, jei su kiekvienu
staciakampiu S = I X - -+ x I,, turime f~'(S) € B(R").

Isvada 7. Jei Funkcija f : R™ — R"™ yra Borelio, ir £ : Q@ — R™ yra a.
vektorius, tai f(§) irgi yra a. vektorius.

Proof. Reikia patikrinti, ar superpozicija n(w) := f({(w)) yra F mati. Tegul
S C R” yra stac¢iakampis. Nagrinéjame aibe

N H(S) ={w: f(€Ww)) € S} ={w: &w) e FTI(S)} € F,
nes f~1(S) € B(R™). O

Panasias iSvadas galétume testi. Nagrinédami vienamaciy a.d. ribas, eilutes,
susiduriame su poreikiu pratesti a.d. apibrézimo sritj iki papildytos begaliniais
taskais tieses R = RU {+oo}. Atitinkama Borelio o algebra pazymékime B(R).
A.d. €:Q — R galés jgyti ir reikimes 400 su teigiamomis tikimybémis. Juos
vadinkime ispléstaisiais. Kita sako: apibendrintieji.

Prisiminkime, kad paprasciausieji a.d. jgyja tik baigtinj skaic¢iy reiksmiy su
teigiamomis tikimybémis. Juos galima uzrasyti

§=¢w) = ;xz’lAi(w% Aj =& ().

Teorema 29. Tegul & = £(w) yra vienamatis a.d. (gal but, ispléstasis). Tada
egzistuoja tokia paprasciausiyjy a.d. seka &1,&, ..., kad |&,] < [€] ir & (w) —
&(w) su kiekvienu w € €.

Be to, jei £ > 0, tai egzistuoja tokia paprasciausiyjy a.d. seka &1,&s, ..., kad
En(w) T €(w) su kiekvienu w € .

Proof. . Pradékime nuo antrojo teiginio. Irodymui pakanka apibrézti

2k —1
ﬁn(w) = Z on

k=1

Lin(w) + nlggwyzny (W),

¢ia 1y ,(w) yra aibés
{w: (k=1)/2" <¢(w) < k/2"}, keN.

indikatorius. Aisku, kad &,(w) 1 £(w) su kiekvienu w € Q.
Pirmajam teiginiui jrodyti pakanka isskaidyti £ = £ — ¢ ir kiekvienam i$
démeny pritaikyti jrodyta antrajj teiginj. O
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Pabréziame, pastarojoje teoremoje a.d. konvergavimas kiekviename taske w €
Q. Ispléstyjuy a.d. klasé patogi, nes ji uzdara ribinio peréjimo atzvilgiu. Riba
lim, &,(w) = &(w) bus rasoma, jei ji egzistuoja kiekvienma taske w. Kitaip
tariant, jei

lim inf &, (w) = lim sup &, (w)

su visais w € €.
Teorema 30. Jei &,, n € N yra ispléstieji a.d., tas

i%f &n, sup &, lirnninf &n, lim sup &,, lign &n
irgi yra tokie.

Proof. . Nagrinéjami dydziai jgyja reikSmes erdvéje R. Tegul B(R) yra jos
poaibiy Borelio o algebra. Pakanka patikrinti / matuma. tas matosi is lygybiu

{w: i%f§n<m}zun{w: o <} EF,

{w: sup§, >z} =U{w: & >} e F.

Be to,
liminf &, = sup inf &,,, limsup &, = inf sup &,,.
n n m>n n T m>n
Dabar, jei riba lim, &, = £ egzistuoja, tai pastarosios matumas isplaukia is
lygybiy

fo: €w) <o} = fw: lmé,(w) < 2}
={w: limsup¢, = limninf &y N{w: limsupé, <z}
=0nN{w :nlimsupfn <z} '
={w: limnsupzn <z} elrF.
0

Atliekant veiksmus su a.d. sekomis ir toliau pereinant prie riby, reikia iSvengti
neapibréztumy pavidalo oo — 0o, a/0, £00/ 4+ 0o. begalinés ribos ne béda, jei
turima omenyje isplestyjy a.d. klase.

Panagrinékime placiau o algebras F C F. Jei f : R — R yra Borelio, tai a.d.
n = f(&) yra F¢ matus. IS tiesy,

]:7] C ./—"5 C F.
Teisingas ir atvirkscias teiginys.

Teorema 31. Jei a.d. n yra F¢ matus, tai egzistuoja tokia Borelio funkcija
f:R—=R, kad n(w) = f(§(w)) su kiekvienu w € Q.
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Proof. Tegul ®¢ yra funkciju n : Q — R, kurios yra F; macios, klasé, o Pt
— klasé, funkcijy n : @ — R, turindiy pavidala n(w) = f(£(w)) su kokia nors
Borelio funkcija f, poklasé. Kodél Pt = PS?

Kiekviena A € F¢ yra pirmavaizdis, t.y. A = ¢7!(B) su kokiu nors B € B(R).
Todél ir pradékime nuo indikatoriy 7 = 14(w). Pagal apibrézima

w
B 1, jei {(w) € B
) = { 0, jei &(w) & B.

Matome, kad su funkcija f: R — R ir

1, jeix € B
fz) = -
0, jeix & B.

galime gauti norima israiska n(w) = f(£(w)). Todél visi indikatoriai 14(w)
priklauso ®¢. I§ ¢a isplaukia, kad jy tiesinés kombinacijos, t.y. papraséiausi
a.d.irgi yra ten pat. Kitaip tariant,

n

() = Z L (@) = 3 e ful€(w)),

k=1
kai
1, jet x € By

fil@) = { 0, jei x & By

priklauso ®¢. Pazyméje

n

(@) =" enfulx),

k=1

gauname 7, (w) = f"(£(w)) su kiekvienu w. Cia buvo 4, = ¢ 1(By)ir1 < k < n.

Jei n = n(w) yra bet kokia F¢ mati funkcija, pagal 29 teorema, egzistuoja
paprasciausiyju a.d. seka 7, (w) 1 n(w) su kiekvienu w. Be to, ka tik parodéme,
kad

(W) = f"(§(w))

su tam tikromis Borelio funkcijomis f* : R =+ R. Jei B={x € R: 3 lim,, f*(z) =:
f(x)}ir f(x) =0, kai x € B, tai f(x) yra Borelio funkcija, be to,

n(w) = lim f*(§(w)) = f(§(w))-
Ta ir reikéjo jrodyti. 0

Apskritai, paskutinéje teoremoje gautoji Borelio funkcija gali buti sudétinga.
Patogiau naudotis a.d. israiskomis, susietomis su elementariyjy jvykiy erdvés
skaidiniais. Dabar imsime nebutinai baigtinius skaidinius, bet juose poaibiy
aibé bus skaiti. Tegul tas skaidinys yra toks:

D={Dy,Ds,...}, Q=DUDyU---,
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¢ia D; yra poromis nesikertancios netuscios aibés. Jy sajungy Seima
A= { UiEI Di7 IC N}

iskaitant ir tusciaja sajunga yra algebra. Ji yra monotonineé klasé (patikrinkite!),
todél ji sudaro ir o algebra, sutampancia su o(D) C F.

Teorema 32. Jei a.d & = {(w) yra o(D) matus, tai ji galima isreiksti
f(w) = Z xlek(w>‘
k=1
Cia z € R kokie tai skaiciai.

Pastaba. Teorema teigia, kad o(D) matus a.d. yra diskretieji. Be to, bet
kurioje skaidinio aibéje &(w) yra konstanta. Tai girdéta: matumas baigtiniy
skaidiniy atzvigiu reiské pastovumag bet kurioje skaidinio aibéje. Vadovélyje
pateiktas jrodymas yra painus. Mes samprotausime panasiai, kaip jrodant 31
teoremay.

Proof. Jei £ yra paprasciausias a.d., jgyjantis baigtinj skaiciy reikSmiy zy, tai dél
D matumo {w : & = x,} € A. Todél bet kurioje aibéje D; turi buti pastovus.
Jei ne paprasciausias, jis aproksimuojamas D maciais paprasciausiais a.d. Jie
pastovus kiekvienoje is D;, tai tokig savybe turi ir riba. O

Nagrinékime kitas erdves (X, B(X)). Jei X = R", tada F matus atvaizdziai
£:Q — R" yra a. vektoriai. Juos galésime uzrasyti

£:<£17---7£n)7

o jo koordinates &; bus a.d., nes bet kokiam intervalui
{(,L)I ngIj}:{w: gERlx"'XIjX"'XRn}E.F.

Jei T = Ny, tai F maty atvaizdj ¢ : Q — RT vadinsime diskretaus laiko a.
procesu. Jo reiksmeé yra visa seka arba trajektorija

W) = (&(w), & (w),...) e RT.
Pagal 8 lema, matuma uztikrina salyga:
V&V, L,CR = {w:(&,... & ehx - xL}eF
O skirstinj P vienareikSmiskai apibrezia tikimybés
P((&,-- 6 € i x - x L),

Jei T = [0,00) ar kita kontinumo galios R poaibis, tai F maty atvaizdj £ :
Q — RT vadinsime tolydaus laiko a. procesu. Jo reikdmé yra visa seka arba
trajektorija

fw) = (&w): teT)eR”.
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Pagal 8 lema, matumg uztikrina salyga:
Vi, VI, ..., I, &V{0<t; <---<t,} CT
= {w: (&, . &)ehx-xI,}eF
O skirstinj P vienareikSmiskai apibrezia tikimybés
P((&- &) € Lix - x 1),

vadinamos baigtiniamaciais skirstiniais.

15. MATEMATINE VILTIS, LEBEGO, LEBEGO-STYLTJESO INTEGRALAI

Medziaga isdéstyta [2] vadovélyje, ji sudaro bakalauro studijy dalj. Keleta
savoky ir teiginiy verta prisiminti...
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Trecioji dalis. PRIKLAUSOMUMAS

16. SALYGINES TIKIMYBES IR SALYGINIAI VIDURKIAI

Tegul, kaip ir anksciau (2, F, P) yra tikimybiné erdveé ir
B¢ = / P(dw) =: / dP
£= [ )P = [ ¢

a.d. ¢ : Q — R matematiné viltis arba vidurkis. Zinoma, jei jis egzistuoja.

Jei D ={Dy,...,D;,...,},U,D; = Q, yra skaitus Q aibés skaidinys, be to,
P(D;) > 0, tai salyginés tikimybés ir salyginiai vidurkiai atzvilgiu skaidinio
apibréziami kaip ir baigtiniy skaidiniy atveju. Taigi

P(BD) = >_ P(B|Di)1p,(w).
i=1
Tai D matus a.d.. Jis matus ir o algebros o(D) atzvilgiu. Kodeél?
Panasiai, jei E¢ apibréztas, tai salyginis vidurkis atzvilgiu jvykio A, kurio
P(A) > 0, yra vidurkis E(§|A) = E({14)/P(A), o

E(¢[D) = §E<§|Di>1m<w>.

Visos turetos savybés islieka galioti.

Kai G C F yra bet kokia o algebra (pvz., G = B([0,1])) nulinés tikimybeés
ivykiy gali buti daug ir jie reikalingi, tenka jvesti salygines tikimybes ir vidurkius
tokiy jvykiy atzvilgiu. Pradékime nuo pastaryjy.

Apibrézimas.  Neneigiamo a.d. & sqlyginis vidurkis atZvilgiv o algebros
G C F yra toks ispléstasis a.d., Zymimas E(£|G) arba E(£|G)(w), kad

(i) E(&|G) yra G matus;

(i)  su bet kokiu A€ G

/AgczP:/AE(ag)dP.

Ar toks a.d egzistuoja? Va, ¢ia ir reikia pereitos dalies teoremy. Pastebékime,
kad integralai

[ gaP=Qu), aeq.

apibrézia mata erdvéje (,G). Be to, Sis matas yra absoliuciai tolydus mato
P atzvilgiu (t.y. P(B) = 0 = Q(B) = 0 su kiekviena B € G). Todél
pagal Radono-Nikodimo teorema, egzistuoja neneigiamas a.d., mes jj pasizymime
E(£|G)), tenkinantis lygybes

Q(4) = [ B(Elg)ap
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kokia bebuty A € G. Be to, a.d. E(£|G) yra apibréztas vienareikSmiai, isskyrus
nulinio mato aibe. Mes sakysime apibréztas P beveik visur. Patogus ir prasmin-
gas zymuo yra toks:

B(E[G) = 92 (w)

Tad, a.d. E(£|G) galima vadinti Radono-Nszdz’mo isvestine.

Jei € jgyja ir neigiamas reikSmes, galima iSskaidyti £ = £ — £ ir pritaikyti
jau turétg apibrézima jo démenims.

Apibrézimas. A.d. £ = £ —E& sqlyginis vidurkis atZvilgiu o algebros G C F
yra a.d. lygus

E(¢|G) = E(£7IG) — E(¢19),

jet yra tenkinama sqglyga
min{E({"]G),E(£7|G)} < oo

P beveik visur.

Toje nulinio mato aibéje, kurioje negalioja pastarasis reikalavimas, paprastai
laikoma, kad E(£|G) = 0. Pirmojo apibrézimo (ii) reikalavime paéme A = €,
gauname

E¢ = E(E(¢[9)).

Kontrolinis klausimas. Kada yra teisinga lygybe E(£|G) =

Apibrézimas. Sglyginé tikimybé

P(B|G) =E(1p(w)|G), Be€F.

Cia G C F.

Vadinasi, P(B|G) yra G matus ir

P(ANB) = /A 15(w)dP = /A E(15(w)|G)dP

(16.1) - /AP(B|Q)dP, VAeg.

[8skirkime jau minéta atvejji, kai G = o (D) yra skaidinio generuota o algebra.
Teorema 33. Jei G = o(D) ir P(D;) > 0 su bet kurivo i, tada G
E(¢]9) = ZE ¢|Di)1p,(w).
Proof. Matus atzvilgiu G = (D) a.d. turi pavidal@
£’g Z xz]-D

P beveik visur. Todél salyginio vidurkio apibrézime imdami A = D;, gauname

E(£1p,(w)) = z:P(D;).
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Taigi,
_B(g1p )
"SRy
E 1Di w
Emm:z(ﬁgﬂhwmzzmmmmwy
To ir buvo tikétasi. 0

Isidémékime, pastarieji musy apibrézimai nepriestarauja anksciau turétiesiems
skaidinio atZvilgiu, jei nekreipsime démesio | nulinio mato aibes. Jei G = F,, cia
7 yra a.d., tai Zymenis keisime:

P(B|F,;) = P(Bln),  E(|F;) = E(|n).

Apibrézimas. Salyginé dispersija yra vidurkis

V(€G) = E[(€ - E(€6))%g].

Visas salyginio vidurkio savybes iSvardinsime vienoje teoremoje. Toliau C' a, b
yra konstantos.

Teorema 34. Tegul Zemiau vartojami sglyginiat a.d. & ir n vidurkiai atZvilgiu
o algebros G C F yra apibrézti. Tada

Jei £ =C (b.v.), tai E(&|G) = C (b.v.).

B.  Jei £ <n (bv.), tai E(€|G) < E(n|G) (b.v.).

C. |BE9)] <E(lEl|g) (b.v).

D, E(af +byG) = aB(¢[G) + VE(|G) (b.v.).

E.  JeiG=(0,9), tai E(£|G) = EC.
F.

G

H

L

=

E(¢)F) =¢ (bv.).

E(E(G)) = E¢ (bv.).

Jei Gy C Gs, tai B[E(£]G2)|G1] = B(¢[G1) (b.v.).
Jei Gy C Gy, tai B[E(£]62)|G1| = B(¢]Ga) (b.v.).

J.  Jei & yra nepriklausomas nuo G, tai E(£|G) = EE (b.v.).
K. Jein yra G matus, tai E(¢n|G) = nEE (b.v.).

Proof. Reikalinga G matumo savybe jziuréti yra nesunku. Todél daugumos fakty
patikrinimas remsis salyginio vidurkio apibrézimo (ii) reikalavimu ir jo savybe,
kad jame esanciy integraly, kai A € G perbéga visas aibes, reikSmeés vienareiks-
miai (b.v.) nusako pointegrine funkcija. Zinoma, a.d. besalyginiy vidurkiy ir
integraly savybémis taip pat galésime pasinaudoti.

Nagrinésime tik kai kuriuos is teiginiy.

B. Turime integraly nelygybes

/Agdpg/AndP, Aeg.
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ir
| E€lg)ap < [ E@ig)ar. Aeg.
Kaip minéjome, is cia isplaukia

E(|9) <EM|9) (b.v.).

E. Konstantos E£ matumas trivialios o algebros atzvilgiu yra zinomas. Lieka
patikrinti apibrézimo (ii) reikalavima kai A = ) ir A = Q.

H. Pritaikome apibrézima, kai vietoje & yra E(£|Gy). Tegul A € G C Gs.
Tada

| E[E@€0:)|6]dP = [ B(ig)ap = [ ap

pagal ta patj apibrézima dél E(£|Gs), nes A € G,.
Bet A € G, todél galima grjzti atgal ir prilyginti

| E(€lgnar = [ cap.
Dabar is
[ E[EEg|G]aP = [ B(EgaP = [ EElgar, Aeg,
isplaukia teginys H.

J.Ad £ir1,(w), A € G, yra nepriklausomi. Taigi
E(¢1a(w)) = EEP(4) = [ &dP.
Kitaip uzrasius,
/AEgdP -~ /Agdp - /AE(§|g)dP, A€g.

Konstantos E¢ matumas nekelia abejoniy, todél dél vienaties (b.v.) gauname
norima israiska E(£|G) = EE.
Issinagrinékite kitas savybes savarankiskai. 0

Kaip ir vidurkiy atveju, galioja ribinio peréjimo po salyginio vidurkio zenklu
taisyklés, zinoma, tik pridéjus beveik visur.

Teorema 35. Tegul (§,),n > 1 yra a.d. seka, n,§ — a.d. ir G C F — kokia nors
o algebra. Teisingi sie teiginiai:
(a) Jeil&| <mn, & — & (bv.) ir En < oo, tai

E(60) = E(E9),  E(l& —¢l|G) — 0 (bv.).
(b) Jei& >n, & 1T E (b)) ir En > —oo, tai
E(&:|G) T E(£]G) (b.v.).
(c) Jei& <n, & L& (bov) ir En < oo, tai
E(&|9) L EG) (b.v.).
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(d) Jei &, >mn, (b.v.) ir En > —oo, tai

E(liminf&,|G) < liminf B(&|G) (bv.).
(e) Jei&, <mn, (bv.) irEn< oo, tai

limsup E(¢,|G) < E(lim supé}ﬂQ) (b.v.).
(f)  Jei &, >0 (bv.), tai

£(xs

Proof. Ir vél panagrinésime tik pora is jy. Visuose jrodymuose reikia pasinaudoti
atittinkama peréjimo po integralo zenklu galimybe ir pries tai buvusia teorema.

g) — S E(I9) (bv.),

n

(a). Jei e > 0 yra bet kokia konstanta ir n > ng(e), tai

€, — €| < e (ba).

Pagal salyga a.d. &, ir € vidurkiai yra aprézti. Pritaike paskutinés teoremos D.,
C. ir A. dalis, gauname

E(l9) ~E€I9)| = [E(¢ —€|9)| < B(l& — £I|0) < B(l9) < & (bv.).
Pirmasis ir antrasis teiginiai i$ (a) matosi i$ siy jverciy.

(b). Tegul pradzioje n = 0 (b.v.). Turime

E(&|9) < E(§u11lG), n =1
Vadinasi, egzistuoja riba (b.v.)
E(&|G) 1¢, n— oo
Lygybése
| &P = [ Elgar, aeg.

dél monotonisko konvergavimo galime pereiti prie ribos. Vadinasi,

/gdP:/ cdP, Aeg.
A A
Pagal apibrézima, ¢ = E(£|G) (b.v).
Jei i yra nebutinai 0, pritaike jau jrodyta dalj, gauname
E(&,19) T E(EFG) (b.v.).
Pagal salyga E£~ > —o0, todél
E(6.[G) = E(,19) — E(,1G) = E(£7]G) — E(|G) (b.).
Teiginys (b) irodytas.

Likusius teiginius jsirodykite savarankiskai. O
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17. SALYGINIAI VIDURKIAI ATSITIKTINIU DYDZIU ATZVILGIU

Prateskime praeito skyrelio medziaga paimdami G = F,, ¢ia n a.d. Natu-
raliai prateskime apibrézimus iSpléstiesiems a.d., apibréztiems erdvéje (2, F, P)
ir reikSmémis is (R,B(E)). Visos savybés, suminétos pereito skyrelio 35 teo-
remoje galioja ir salyginiams vidurkiams atzvilgiu F, ir jvykio {n = =}, taciau
atsizvelgdami j specifika dalj medziagos galime paaiskinti paprasciau.

Dabar salyginis vidurkis bus zymimas E(¢|F,) =: E(¢|n). Tai yra F, matus
a.d., todél pagal antrosios dalies 31 teorema egzistuoja tokia Borelio funkcija
m: R — R, kad

E(¢[n)(w) = m(n(w))

koks bebuty w € 2. Vadinasi,

(17.1) /AfdP - /AE(gm)dP - /Am(n)dp, A€ F,
Atkreipkime démesj, kad m(y) apibrézta P (b.v.). Jei n =y, tai

E(¢|n =y) = m(y).

Cia jau a.d. € sqlyginis vidurkis atZvilgiv juykio n = y. Kaip matome, apibrézi-
mas turi prasme, net jeigu P(n =1y) = 0.
Atlikus integravimo kintamojo pakeitima is (17.1) gauname lygybe

(17.2) /{MGB} ¢dp = /Bm(y)Pn(dy), B € B(R).

Aigku, ¢ia {w : n € B} = A, kuri buvo anksciau, o P, — a.d. 7 skirstinys.
Lygybé (17.2), galiojanti visoms B € B(R), irgi galéjo buti salyginio vidurkio
E(¢|n = y) apibrézimu. Jis lygus ¢ia P, b.v. apibréztai funkcijai m(y). Tokiam

apibrézimui ir m(y) egzistavimo pagrindimui galéjome pasinaudoti ir faktu, kad
| cap—aqB), BeBR)
{w:neB}

taip pat yra absoliuciai tolydus atZvilgiu P matas, bet jau erdvéje (R, B(R). Va-
c}inasi, pagal Radono-Nikodimo teorema egzistuoja tokia Borelio funkcija m(y).
Zinoma, turi egzistuoti vidurkis E£. Taigi, atsiminkime:

Apibrézimas. Jei egzistuoja vidurkis EE, tai a.d. & sqlyginis vidurkis atZvil-
giu guykio n =y, t.y., E({n =y), yra lygybe (17.2) P, (b.v.) apibrézta funkcija
m(y).

Kai B = R, i$ (17.2) gauname

B = [ cdP = [ my)P,(dy)
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Matg P, apibrézia a.d. n pasiskirstymo funkcija F),(y) = P(n < y), todél dazniau
vartojama israiska

(173) ES = | E(ly = y)dF, ()
Kai n yra diskretus a.d., t.y. P(n = y,) > 0, ir kai E¢ egzistuoja, lygybé virsta
E¢ =) E(&n = ye) P(=yr),
k

o absoliudiai tolydziam a.d. 7, turin¢iam tankio funkcija f,(y) -
E¢ = /EE(f\n =y)Ja(y)dy.

Apibrézimas. Tegul A € F yra bet koks a. jvykis. Jo sqlygine tikimybe
atzvilgiv jvykio {n = y}, kurig Zymésime P(Aln = vy), vadinsime indikatoriaus
14(w) sqlyging vidurks, t.y.

P(Aln =y) = B(1a(w)|n = y).
Pastebékime, kad lygybés
(17.4) P(An{neB}) = /B P(Aln=y)P,(dy). B e B(B),
irgi apibrézia P, (b.v.) funkcija P(A|77 = y).
Diskretaus a.d. n atveju, jei P(n = yx) > 0, k € N, i§ ¢ia isplaukia
P(A‘U = yk) = P(Aﬂ {n= yk})/P(U = Yr)-
Kai P(n =y) =0, t.y. a.d. 7 nejgyja reiksmeés y, galima susitarti, kad
P(A‘n = y) =0.

Detaliau panagrinékime absoliuciai tolydiniy a.d. £ ir n atvejus. Tegul fe(z)
ir f,(y) ju tankio funkcijos. Jos apibréziamos lygybémis

Pged) = [ @)z, PheB)= [ fydy. ABeB®)

Panasiai, tegul fe,(z,y) yra vektoriaus (£, n) tankis. Kitaip tariant,

P((ﬁ,n) € C') = /Cfm(a:,y)dxdy, C € BR?).

Pazymeékime

_ fﬁﬂ?(x7y)
fem(zly) = fni(y) )

jei fy(y) # 0ir fe,(x]y) =0, jei f,,(y) = 0, ir vadinkime a.d. & sqlyginiu tankiu
atZvilgiu a.d. n.
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Teorema 36. Jei fe,(x|y) yra a.d. & sqlyginis tankis atzZvilgiu a.d. 1, tai su bet
kokiu C € B(R) yra teisinga formulé

P(f €Cln= Z/) = /Cfgm(xly)d:c.
Jei E¢ egzistuoja, tai
E(¢ln =y) = /Rxfgm(:c\y)dx.

Proof. Tegul A := {w : ¢ € C}. Pirmajam teiginiui jrodyti pakanka jsitikinti,
kad

P(An{neB}) = /B [/Cfgm(ﬂy)dx] P(dy), B e B(B),

ir palyginti su (17.4). Desinése pusése esanciy integraly pagal P,(dy) pointegri-
nés funkcijos turi sutapti P, (b.v.), nes integralai sutapo visoms B € B(R).
Remdamiesi Fubinio teorema, skaic¢iuojame kartotinj integrala

LLL&MMMPWMZLLAMMW4E@@
- /Bxc fen(xly) fr(y)dxdy

= [ fealaly)dzdy
=P(¢eCneB)
= P(An{neB}).
O

Siriajevo vadovélyje yra keletas graziy pavyzdziy. Viena i$ juy mes iSskirsime
ir atidziau panagrinésime atskirame skyrelyje.

18. UZMARSUS A.D.

Apibrézimas. Neneigiamas a.d. X vadinamas neturinciu atminties arba
uZmarsiu, jeigu su visais t > 0 ir s > 0 yra teisinga lygybé
P(X >s+t|X >t)=P(X > s).
Eksponentinio a.d. skirstinio funkcija lygi 0, kai x < 0 ir
Flz)=1—¢e™
su A >0, jeiz > 0.

Teorema 37. UZmarsus a.d. be atminties turi eksponenting skirsting.
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Proof. Tarkime F'(z) = P(X < z) yraa.d. skirstinio funkcija, o F'(z) = 1—F(x).
Tada
P(X >s+t, X >1t)

P(X >1t)

P(X >s+t| X >t)= =P(X > s).

Vadinasi,

F(s+t) -
W—F(s).

Beveik visur tolydi funkcija, tenkinanti Kosi lygti yra eksponentine. Todél
F(x) = e7*. Parametro \ Zenklas bus teigiamas, nes F'(z) yra mazéjanti funk-
cija. 0

Apibrézimas. Neneigiamas a.d. X vadinamas stipriai uzmarsiu, jeigu su
visais s > 0 ir nepriklausomais a.d.s' Y > 0 yra teisinga lygybé

PX>s4+Y|X>Y)=PX >s).
Teorema 38. Eksponentinis a.d. yra stipriai uZmarsus.

Proof. Tvykio tikimybé yra jo indikatoriaus vidurkis, todél ir jg galime salyginti.
Jei a.d. Y pasiskirstymo funkcija yra F(y) = P(Y < y), tai

P(X>s+Y)=E(P(X >s+Y|Y)) :/RP(X > s+ Y|Y = y)dF(y)
Z/RP(X>S+?J|Y=1/)dF(y)
:/P (X > s+ y)dF(y)
_ / Nt g (y E(Q—A(SW))
Kai s =0, iS ¢ia gauname
P(X >Y)=E(re ).

Todél
PX>s+Y)
PX>Y)
Ta ir reikéjo jrodyti. 0

=P(X > s).

UZDUOTIS. [éjes i bankq pastebiu, kad yra du tarnautojai aptarnaujantys
klientus nepriklausomai vienas nuo kito. Abiejy klienty aptarnavimo laikas yra
eksponentinis a.d. su parametru \. Kokia tikimybé, kad sutvarkes savo reikalg
as iseisiu po abiejy klienty?

Sprendimas. Tegu X yra mano prabuvimo banke laikas, o Y, Z - klienty
aptarnavimo laikas nuo mano jéjimo. Tarkime, kad Y < Z. Jei n eksponentinis
a. dydis - pirmojo kliento aptarnavimo laikas. Man atéjus jau aptarnavimas
vyko, sakysim, atsitiktinj laiko tarpa S (i$ ¢ia nelygybé n > S) ir dar truks
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t, todel n > S +t. Kadangi mano atéjimas nepriklauso nuo pirmojo kliento
aptarnavimo, tai S ir n yra nepriklausomi. Vadinasi,

PY>t)=Pn>t+S|n>98)=Pn>t) =™

Cia pirmoji lygybé apibrézia Y skirstinj, o antroji - eksponentinio a.d. stipriojo
uzmarsumo savybeé. Vadinasi, ir a.d. Y pasiskirstes pagal eksponentinj désnj su
tuo paciu parametru kaip ir 7. Panasiai, randamas ir Z skirstinys. Jis irgi toks
pat kaip a.d. n.

Dar karta pakartokime tokius argumentus. Nagrinékime laiko momenta, kai
pirmojo kliento aptarnavimo laikas pasibaige ir pradéjo aptarnauti mane. Jei U
yra laiko tarpas tarp sio momento iki antrojo kliento aptarnavimo pabaigos, tai

P{U>u)=P(Z>Y +ulZ>Y)=P(Z>u)=e

Vadinasi, nuo to momento, kai pradéjo aptarnauti mane, antrojo kliento aptar-
navimo laiko likutis irgi turi ta patj skirstinj, kaip ir mano aptarnavimo laikas.
Kadangi visada vienodai pasiskirs¢iusiems ir nepriklausomiems dydziams 7, ir
1o dél simetrijos yra teisinga lygybe

Pl <nz) =1/2.
Tai toks ir yra uzdavinio atsakymas.

UZDUOTIS. Teskime ankstesnés uiduoties nagrinéjimq. Dabar reikia rasti
mano prabuvimo banke laiko X vidurkj, jei klerkai dirba skirtingais aptarnavimo
greiciais Ay ir Ag.

Sprendimas. Pagal pilnos tikimybeés formule

EX=EX|Y<2)PY <Z2)+EX|Y >2)P(Y > 2)

Jei n; yra eksponentiniai a.d. su vidurkiais A;, i = 1,2, tai

A A
EX = EX|Y < Z)AlJ:A2 +EX|Y > Z))\leZ

= E(Y+7]1]Y<Z))\l):/\2 +E(Z+772\YZZ)/\1)_\'_2)\2

= (E(v|Y < 2) +Em)AlilA2 +(E(Z|Y 2 2) +E”2)A1f&

= (E(min{Y,Z}) +1 /Al)AlilAg + (E(min{Y; Z}) + 1/ Aﬁm
- (Ali/\g +1/)\1))\1):>\2 " (Ali)\g +1/)‘2>>\1)1\L2)\2

3
A+ Ao
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UZDUOTIS. Ky tik atéjusius klientus pradéjo aptarnauti n darbuotuojy ir
visy jy aptarnavimo laikas yra eksponentinis su tuo paciu vidurkiu ir yra nepri-
klausomas vienas nuo kito. Rasti laiko tarpo tarp k-ojo ir (k + 1)-ojo klienty
aptarnavimy pabaigy skirstinio tank;.

19. PUASONO PROCESAS

Pradékime nuo tradicinio Puasono proceso apibrézimo. Kai kurias savokas
iveskime pries tai. Tegul X (¢), t > 0, yra procesas su trajektorijomis D[0, co)
erdvéje. Jo skirstinys apibréziamas visais baigtiniamaciais skirstiniais vektoriy

(X(t), X(ta),..., X(tn)),

dia 0 < t; <ty < -+ < t, yra bet kokie laiko momentai ir n € N — bet koks
naturalusis skaicius. Procesas X (¢) vadinamas stacionariuoju, jeigu bet kokiam
s > 0 sie skirstiniai yra invariantiski laiko postumiy atzvilgiu, t.y., ir vektoriy

(Xt +5), X(ta+5),-.. . X(ta +9)),
skirstiniai buty tie patys su kokiu bebuty s > 0. Daznai, aprasant procesus
imami jy prieaugiy
(X(t) = X(0), X(t2) = X (1), -, X(tn) = X(tn-1)
skirstiniai ir akcentuojamos pastaryjy savybeés. Pvz., proceso prieaugiai yra ne-
priklausomi arba prieaugiai yra stacionarus. Pastaroji savybeé, aisku, reiskia
prieaugiy skirstiniy stacionarumg. Vienamaciu atveju, tai galétume uzrasyti
lygybe
P(X(t) = X(0) <z) = P(X(t+s)— X(s) <z), s>0,z€R

Dabar skirstinys priklauso tik nuo laiko intervalo ilgio.

ApibréZimas. Atsitiktinis procesas (a.p.) II(¢), t > 0, vadinamas Puasono
(homogeniniu), jeigu

e II(0) =0;

o II(t) e ZT;

e [I(¢) turi stacionarius ir nepriklausomus prieaugius;

o P(II(t) > 2) = oft), jei t — 0;

o P(H(t) = 1) = A +o(t), jei t = 0; ¢ia 0 < X\ < oo yra konstanta.

Zinoma, pirmieji reikalavimai gali biiti ir su vienetine tikimybe. Kodél Puaso-
no vardas?

Teorema 39. Jei procesas tenkina apibréZimo sqlygas su 0 < \ < oo, tai

Py(t) == P(TI(t) = k) = ™ (Akt')k keZt.
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Proof. Nagrinéjame sSiy tikimybiy seka, kai k = 0, o t pakeistas t 4+ h, ¢ia h > 0
yra mazas. Gauname

Py(t+h) = P(TI(t + h) = 0) = P(T1(t) = 0, II(t + h) — TI(t) = 0)
= P(IN(t) = 0) P(II(t + h) — TI(¢) = 0)

P(TI(t) = 0)[1 = A + o(h)]

_Po(t)[1 Ah + o(h)].

IT
II(

Vadinasi,
Po(t + h) — Po(t)
h

= —=A\BRy(t) + o(1),

[$ ¢ia ir pradinés proceso reikSmés iSplaukia, kad Py(t) = e~
Panasiai samprotaujame ir toliau:

Pu(t+h) = P(TI(t + h) = n)
= P(H(t) =n, TI(t + h) = TI(t) = 0)

At

+ P(TI(t) = n— 1, T(t + h) = TI(t) = 1)
+P(H(t+h)_n T(t+ h) — 11(t) > 2)
Pa(t)Po(h) + Poo1(t) Pr(h) + o(h)
= (L = Xh)Py(t) + AhPy_yi(t) + o(h).

Dabar
Fult+ h})L — B _ — AP, (t) + AP,_1(t) + o(1),
todél peréje prie ribos gauname diferencialine lygti
Pl (t) = =AP,(t) + AP,_1(1).

Ja spresdami pertvarkome

M [PL(t) + APu(t)] = XM Py (1),

d

(19.1) y

Kain =1,

—(MP.(t)) = AM P, (1),

jt(e“Pl (1)) = AeMPy(t) = A,
Pi(t) = (At 4 c)e™,
Pasinaudoje P;(0) = 0, gauname ¢ = 0 ir
Pi(t) = Xte ™,
Toliau pakanka taikyti matematine indukcija ir (19.1).
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Taigi, jsirodykite savarankiskai, kad koks bebuty n € N

p) = e O

Teorema jrodyta. O

ApibréZimas. A.p. N(t),t > 0, vadinamas skaiciuojancivoju, jeigu jis isreiskia
ivykiy pasirodymo laiko intervale (0, ¢] skaiciy.

Taigi,

e N(t)eZt,

o Jeis<t, tali N(s) < N(t).

Susitarkime, kad proceso trajektorijos N(t) yra tolydzios i$ desinés su viene-
tine tikimybe.

Naudosimés tokia ribine teorema.

Lema. Tarkime, kad X,;, 1 < i < k,, yra nepriklausomi a.d., jgyjantys
sveikgsias neneigiamas reiksmes ir tokie, kad tikimybés pn; == P(Xn; = 1) ir
€ni = P(X,; > 2) tenkina sqlygas:

(1) maxick, P = o(1);
jei n — oo. Tada sumos

i<kn
skirstinys silpnai konverguoja j Puasono skirsting su parametru .

Irodymas bus pateiktas ribiniy teoremy kurse.

Kai A = 0, skirstinys issigimes nulio taske, o atveju A = oo ribinis a.d. iSsigi-
mes begalybéje, t.y. jo skirstinio funkcija yra tapaciai lygi nuliui.

Dabar galime skaiciuojanciyjy procesy klaséje isskirti Puasono procesa.

1 teorema. Jei skaiciuojantis procesas N (t) turi nepriklausomus stacionarius
prieaugius, jo Suoliai nevirsija vieneto, N(0) = 0 ir N(t) # 0, tai egzistuoja toks
A € (0,00), kad N(t) yra Puasono procesas su parametru A.

Irodymas. Tegul n > 1 ir t > 0. Apibrézkime a.d.

it ,— 1)t
X, :N<Z> —N((Z ) ) 1<i<om
2n 2"
Irodysime, kad jie tenkina lemos salygas. Islaikydami jos Zymenis, patikriname
Ivert]

(19.2) En=¢€n=P(Xni>2)=027"), 1<i<2",

jei n — oo. Tare priesingai, turime kazkokj posekj ny — oo ir § € (0, 00] su
savybe
2Me, =0,
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jei k — oo. Jveskime binominius a.d.
i = H{ X > 2}, 1 <0< 2™,
Tai nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d., be to,
P =1) = ep; = €5

Skaic¢iuojame tikimybe

PEI<2": Xy 22) = P( 3 nmzl):l—P( 3 nm-:o)

i<2"k i<2"k
= 1-J] Plhu=0)=1—(1-¢,)*" = 1,
i<2™k

jei 6 = 00. Jei § < o0, logaritmuodami gauname

P(Elz' <2 X, > 2) = 1—exp{2™log(l —en,)} ~ 1 —exp{—2"%¢,,}
~ 1—e?>0, k— .
Kadangi
N() = (N(t) = Nt —127")) + -+ + (N2 = N(0)) = 3 X,

paskutinieji jverciai rodo, kad N(t) turi nemazesnius uz du Suolius su teigia-
ma tikimybe. Priestara teoremos salygai rodo (1.2) lygybés teisinguma. IS jos
isplaukia lemos reikalavimas (iii).

Tikimybeés p, := ppi(t) = P(X,; = 1) yra vienodos visiems 1 < ¢ < 2". Kai
1 = 1, gauname

pn < P(N(t/2") > 1).
Vadinasi, naudodamiesi susitarimu, kad trajejktorijos yra tolydzios is desines,
gauname
limsupp, < P(N(+0) > 1) = P(N(0) > 1) =0.

n—o0 -
Tai yra lemos salyga (i).
[srinkime tokj neapréztai didéjantj indeksy posekj ny, kad egzistuoty riba
lim 2"+ =: .
Jim 2% pn, =: g(t)

Pagal lema
N(t) = Z X = Hg(t)

1<2™k
skirstiniy konvergavimo prasme. Cia 4 yra Puasono a.d. su parametru g(t).
Kitais zodziais tariant, N(t) = IIy). Kadangi
E(N(t)) = E(Ilye) = g(t),
is lygybeés N(s +t) = N(s) 4+ N(t) iSplaukia Kosi funkcine lygtis g(t + s) =
g(t) 4+ g(s). Monotoniskai didéjanti funkcija, tenkinanti Sia lygtj, turi pavidala
g(t)=At, cia A >0irt > 0.



76

Teorema jrodyta.

Mus daznai domina ne a.d. sumos elgesys, bet démeny skaicius, kada suma
pasiekia tam tikrg sritj. Sj pozifirj nelengva psichologiskai jsisamoninti, todél
panagrinésime paprasta uzdavinj.

Lietuviskas nesékmés paradoksas. Tarkime, kad man ir draugams finan-
sinés nesékmés yra vienodai pasiskirste tolydiniai a.d. Xi,...,X,,.... Sulaukes
nesékmés, as noriu zZinoti, kiek reiks laukti, kad mano draugas patirs dar didesniy
nuostoliy. Koks to laukimo laiko vidurkis?

Tegul mano numeris yra 1. Nagrinékime seka X, Xs,..., X,. Pazymékime
N = min{k : X} > X;}. Pastebékime, kad N > n, n > 2, tada ir tik tada,
jei maksimalus Sios sekos narys yra pirmasis. Bet Sis jvykis yra simetrinis, t.y.
maksimalus galéjo buti bet kuris jos narys. Todél

P(N >n)=1/n.
Is cia

P(Nzn)ZP(N>”_1)_P(N>n):nil_n:"(n—l)

Vadinasi,

E(N 3 !
(V) ;nn(n -1) >
Man is tiesy nesiseka, nes vidutiniskai teks laukti begalo daug, kol kam nors
nesiseks dar labiaul!
Grjzkime prie Puasono proceso. Pastebésime, kad skaiciuojantysis procesas,
tenkinantis 1 teoremos sglygas, egzistuoja. Sekanciame teiginyje skaiciuosime
a.d. sumas, nevirsijancias tam tikros ribos.

2 teorema. Jei Xy, k > 1, yra nepriklausomi a.d. pasiskirste pagal tg paty
eksponenting su parametru X > 0 désny, tai procesas

N(t) ::sup{nZO: ZXkSt}, t>0,

k<n
yra Puasono.
Irodymas. Akivaizdu, kad P(N(0) = 0) = P(X; > 0) = 1. Pagal stipryji

didziyjy skaiciy deésnj

1

=Y X = E(Xp) =1/,

k<n

su vienetine tikimybe, jei n — co. Vadinasi, beveik visada X} suma yra monoto-
niskai didéjanti, todél fiksavus ¢ > 0, rasime tokj baigtinj numerj N (), nurodyta
jo apibrézime. Kitais zodziais tariant, N () < oo su tikimybe vienetas. Sis pro-
cesas turi vienetinius Suoliukus, nes P(X = 0) = 0, ir trajektorijos yra tolydzios
i$ desinés. Jo prieaugiai N(t+s) — N(s) isreiskia naujy démeny Xy, prisidéjusiy
prie sumos, skaic¢iy. Jis priklauso tik nuo laiko intervalo ilgio ¢, todél jie yra
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stacionarus. IS §iy démeny nepriklausomumo iSplaukia ir paties proceso N (t)
prieaugiy nepriklausomumas. Pagal 1 teorema N(t) yra Puasono procesas.
Irodysime, kad jo grei¢io parametras Ay = A. Turime E(N(t)) = A\t. Kadangi
N({t)>n< S, =) X, <t,
k<n
tai
Fs (t) = P(S, <t)=P(N(t) > n).
A.d. S, tankio funkcija yra gama skirstinio tankio funkcija
e ()
(n—1)V
Is tiesy, kai n = 1, tai iSplaukia iS apibrézimo. Tare kad ji teisinga dél n,
skaiCiuojame (n + 1)-o démens sumos tankio funkcija. Pagal sasukos formule
)\n—i—ltn—le—/\t t )\n—i—ltne—)\t
_— / 2"dy = ————
(n—1)! Jo
kaip ir buvo manyta. Toliau skai¢iuojame vidurkj kitu budu. Pasinaudojame
Abelio sumavimu ir gauname

E(N(t) = Y kP(N(t)=k) =Y k(P(N(t) > k) = P(N(t) > k + 1))

gn(t) = fs,(t) = Xe t>0.

Y

Gn1(t) = /Ot gn(t = x)g1(x)dr = n!

k>1 k>1
= > P(N@{t)>m)=> P(S, <t)
m>1 m>1
_ m; /0 fo. (u) du = /0 mgl fo. (u) du
_ N ()‘u)m_l Y L uw g
- /O)\e A m22:1<m_1>!du—/0 e M M dy = M.

Vadinasi, is tiesy A\ = A.

Teorema jrodyta.

Tegul toliau II(t) yra Puasono procesas su parametru A > 0. Pazymékime
X; pirmojo II(t) suolio laiko momenta, X5 - laiko tarpa tarp pirmojo ir antrojo
suolio, X3 - sekantj laiko tarpa tarp Suoliy ir X, - laiko tarpa tarp (n—1)-o ir n-
o Suoliy. Galima jsivaizduoti, kad Puasono procesas skaiciuoja kazkokiy jvykiy
pasirodyma, jvykiui jvykus jo reikSmeé padidéja vienetu. Tokioje interpretacijoje

suma
Sn=> Xk
k<n
reiksty n-o jvykio laika, o X buty tarpai tarp tu jvykiy.
Sekantis teiginys tam tikra prasme yra atvirkstinis 2 teoremai.
3 teorema. Jei I1(t) yra Puasono procesas, kurio greitis yra A, o a.d. X,
k > 1, - latko tarpai tarp jvykiy, kurivos skaiciuoja procesas, pasirodymo, tai
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pastarieji yra nepriklausomi ir pasiskirste pagal eksponenting désng su parametru
A.

[rodymas. Turime

P(X, >t)=P(II(t) = 0) = e .

Dabar
P(X; > t) = B(P(X; > t[X1)).

Taciau déka prieaugiy nepriklausomumo, turime

P(Xy > t|X; = s) = P(II(t) nedare suoliu intervale (s, s + t] | X1 = s)
= P(II(t +s) —T(s) = 0) = e
koks bebuty s ir

P(Xo>t, Xi > u) = /OO P(Xo > | X1 = $)d(1 — e™)
_ eqi/\t o~
Todél X, ir X5 yra nepriklausomi, be to,
P(Xy>t)=eM.
Pakartoje samprotavimus su bet kokiu a.d. X} rinkiniu, (galima buty pritaikyti
matematine indukcija) baigtume griezta 3 teoremos jrodyma.

UZDUOTIS. Tarkime, kad 0 < s < t. Rasti sqlygine tikimybe
P(X; < s|l(t)=1)
ir skirstinio
P(S) < x,8, <y|l(t) = 2)
tank;.
Atsakymai: s/t ir 2xy/t?, kai r <y < t.
Nekantriesiems ir nesugebantiems pateikiame sprendimg !
Sprendimas. Pirmaja ieskomg tikimybe uzrasome
P(X1 < s, T(t) = 1)
p(li) =1)
Analizuojame vykj, esantj po tikimybe skaitiklyje. Jei X; < s, tai pirmasis
Puasono proceso suolis buvo iki laiko momento s, vadinasi, II(s) = 1. Antrasis
ivykis po $ia tikimybe rodo, kad laiko intervale (s, ] Suolio nebuvo. Apgrezdami
Siuos samprotavimus, pastebime net jvykiy ekvivalentuma. Gauname
P(Ti(s) = 1, TI(t) — T(s) = 0)
P(Ti(t) = 1)
)\se—)\s . e—)\(t—s)

s
Ate—At Tt

P(X, < s|l(t)=1) =
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Antrame pratime reikia imti mazus d;, 05 > 0 ir nagrinéti tikimybe
P(x< Sy <x 461,y < Sy <y+ 6y, (1) :2)
P(Ti(t) = 2) '

Ivyki po tikimybe skaitiklyje veél reikia isreiksti Puasono proceso Suoliais. Jei
antrasis Suolis jvyko momento y aplinkoje, tai ¢ turi buti didesnis uz y. Tad,
sumazine d, (panasiai ir dél d1), galime imti 0 < x+3d; < y < t—0do. Pazymékime

J =04\ ((z,2+ 6] U (y,y + 6.

Pakei¢iame nagrinéjama jvykj ir iSvedame
P(Tl(z + 6;) — TI(x) = 1,TI(y + 6

) -
P(1(t) = 2)
) -
)=

b M(y) = 1,11(t) = 2)

P(H(m +61) — Il(z) = 1,1(y + d2) — [I(y) = 1, int. J suoliu nera)

P(n() = 2)

_ ()\51661)‘)\52652’\ Nt=51-22) ) /(()\t)z At/z) 95,6012,

Jei 01,09 — 0, gauname,
dQP(Sl < iL',SQ <y ’H(t) = 2)
dx dy

Gavome dvimacio a.d. tankio funkcija. Integruodami pagal 0 < =z < a ir
0 <y < b isvestume atsakyma (su x = a ir y = b).

=2/t%

Apibendrine Sig lygybe, gauname svarbig Puasono proceso savybe.

4 teorema. Sqlyginis skirstinys
P(S; <z, 1 < n|l(t) = n)

sutampa su n nepriklausomy tolygiai pasiskirsciusiy intervale [0,t] a.d. Uy, ...,
U, sutvarkytosios statistikos U;, < --- < U, skirstiniu.

Savarankiskai pakartokite virsuje uzrasytus samprotavimus bendru atveju!
Primename, kad minimos statistikos tankio funkcija yra

flz, ... x,) =nl/t",

kai 0 <y < 29 < -++ <z, < tir f(xq,...,2,) = 0 prieSingu atveju. IS tiesy,
antrasis atvejis akivaizdus. Kadangi i§ visy vektoriy X := (U,...,U,) bet
kaip perstacius tolygiai apsiskirsciusius a.d. U; gaunama ta pati sutvarkytoji
statistika, tai atsiranda daugiklis n!. Be to, reikia pastebéti, kad a. vektoriaus
X tankio funkcija yra lygi ™", jei 0 < a; < t, 1 <14 < n, ir lygi nuliui likusioje
R" dalyje. Suintegrave tankj gautume pasiskirstymo funkcija.
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Taikant Sia teorema, patogu jsivaizduoti, kad esant salygai I1(t) = n, ivykiy,
kuriuos skaic¢iuoja Puasono procesas, pasirodymo momentai yra nesutvarkyti
laiko skaléje ir yra nepriklausomi tolygiai intervale [0,¢] pasiskirste a.d. Seka
S1, ... S, jau yra sutvarkytoji. Tuo pasinaudosime kituose skyreliuose.

20. MASINIO APTARNAVIMO TEORIJOS UZDAVINYS

Nagrinésime aptarnavimo sistema, kurios standartinis Zymuo yra M/G/occ.
Pirmoji raidé paprastai zymi laiko tarpy tarp klienty atvykimy skirstinj, o M
- eksponentinj skirstinj su parametru A > 0. Antroji raidé - aptarnavimo laiko
skirstinj. Skaic¢ius uz pasvirojo bruksnio reiskia serveriy skaic¢iy. Taigi, musy
sistemoje klientai atvyksta pagal Puasono procesa.

Palyginkite su kita vieno serverio sistema G/M/1. Joje klienty atvykimas
vyksta pagal procesg, kuriame laiko tarpai tarp atvykimy turi skirstinj G, o
aptarnavimo laikas yra eksponentinis a.d.

UZDUOTIS Tarkime, kad klientai atvyksta i aptarnavimo stotj pagal Puasono
procesqg su greiciu A > 0 ir yra is karto aptarnaujami. Tegul jy aptarnavimo
laikai yra vienodai pasiskirste a.d., nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklausoms
nuo Puasono proceso bei turi pasiskirstymo funkcijo G(x). Rasti klienty, esanciy
aptarnavimo stotyje momentu t, skaiciaus skirsting.

Sprendimas. Nagrinéjama aptarnavimo sistema M/G/oco. Tegul X(t) yra
tiriamasis a.d. Jvesdami salyga, gauname

(A"

s §=01...

P(X(H) = ) = i P(X(t) = jIT(t) = n)e

Salygine tikimybe aprasomi j klienty, o i$ viso ju yra n. Taigi, galime pasi-
naudoti binominiu désniu. Gauname

P(X () = |11(t) = ) :{ (e -y =01

0, J > n.

Cia p yra tikimybé, kad vienas klientas yra aptarnaujamas momentu ¢.

Raskime p. Nagrinédami tik ta vieng klienta, turime II(¢) = 1. Prisimename,
kad esant salygai I1(t) = 1, to kliento atvykimo laikas yra tolygusis a.d. U su
pastovia tankio funkcija f(x) = 1/t, kai x € [0,t]. Todeél

p = P(klientas yra aptarn. laiko momentu t)
= E (P (klientas yra aptarn. latko momentu t |U))

da

¢
= / P(klientas yra aptarn. laiko momentu t |U = ZL‘) =
0
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Pasinaudodami zinomu aptarnavimo laiko skirstiniu, skaiciuojame tikimybe po
integralo zenklu. Klientas dar stotyje, vadinasi, jo aptarnavimo laikas buvo ne
trumpesnis uz t — x ir tokio jvykio tikimybe lygi 1 — G(t — z). Taigi,

p=[a-ct-on

Istate sig formule j auksciau iSvesta lygybe, gauname

. = (N i o (AE)"
Pex =) = X (1) a-pre
n=j :
_ e*M(Atf)J i (M1 =)™ eAtpO‘t.I'?)J.
it (n=g)! 7!

Cia j =0,1,..., o p yra anksdiau apskai¢iuota tikimybe.

21. PATIKIMUMO TEORIJOS UZDAVINYS

Sakant, kad procesai Ny(t), No(t),..., t € T, yra nepriklausomi, turima ome-

nyje, kad bet kokiam k > 1, bet kokiom Borelio aibéms A;;, C R ir bet kokiems
laiko momentams ¢;;, € T'ir 1 <7 < k, jvykiy Seima

Nl(tljl) S A1j17 cee Nz<t”1) S Aij“ cee Nk(tk]k) c Akjk

yra nepriklausoma.

Problema. Zinoma, kad nekokybiskos detalés aparaturoje laiko intervale t >
0 sukelia nemalonius jvykius, pasiskirsciusius pagal Puasono su greiciais A; > 0
procesus. Tarkime, kad jie yra nepriklausomi. Atlikus testavimaq, vis tiek islieka
brokuoty detaliy. Ar galima, pagal testo rezultatus jvertinti likusiy nekokybisky
detaliy, tikimybes?

Kokj dydj reikty vertinti? Tegul
ei(t) = 1{ILi(t) = 0}

yra indikatorius jvykio, kad po testo i-0ji brokuota detalé nesukélé pasekmiy ir
neisryskejo, ¢+ > 1. Tada

P(vi(t) = 1) = P(IL(t) = 0) = e " = 1 = P(II(t) = 0).

Cia II;(t) - Puasono procesas, kurio greitis yra );. Natiiralus zinotinas dydis yra
sumos

A(t) - Z )\ﬂ/fi(t)

vidurkis.



82

Po testo matome tik blogy detaliy poveikj. Tarkime, M;(t) yra skaiCius de-
fektuoty detaliy, kurios sukélé j pasekmiy iki laiko ¢, o X;(¢) - indikatorius, kad
1 brokuota detalé per ta patj laikotarpj sukele lygiai vieng jvykj. Tada

P(Xi(t) =1) = P(I(t) = 1) = Ate ™ = 1= P(X(t) = 0).

Turime
B(M(t)) = E(Z X,-(t)) =3 Ate
Antra vertus,
E(A()) —E(inwl ) ZAP( —0) = S e
Vadinasi,

E<A(t) _
ir dydis M;(t)/t gali buti nezinomo A(t) nepaslinktoji statistika (jvertinys).
Jos kokybé? Vertinkime

Var (A(t) — ‘M;(t)> .

Prisimename, kad
Var(X —Y)=Var(X)+ Var(Y) — 2Cov(X,Y),
¢ia
Cov(X,Y) =E(XY) - EX)E(Y)
yra a.d. kovariacija.
Taikome Sias formules. Gauname

var(a) - 210 ) 3 Var(Awilt) - X:(0)/1)

S <)\?Var(¢,~(t)) v ;Var (X)) — 2):((:01) (:(0), Xi(t)))

%

= Y ()\fe_)‘it(l — e

1 Ai :
4+ Nte N1 = Nte M) 4 2 e Mt )\ te Nt )
12 t

Cia pasinaudojome lygybe v;(¢)X;(t) = 0. Sutvarke reiskinj gauname

Var (A(t) — Ml(t)) Z ()\fe’\it + /ziem>

i

Z e~ Mt 4 E(Af;(t)) = ;E(QMQ(t) + Ml(t)).
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Cia pasinaudojome lygybémis
My(t) = > 1{IL;(t) = 2}
J

EMy(t) = ) P(T1(t) = 2) = (1/2)(\t)%e ",

Taigi, ir dispersija, charakterizuojanti testo kokybe, gali buti jvertinta is jo
rezultaty.

22. PUASONO PROCESU SUMOS

Pirmasis teiginys yra nesunkiai patikrinamas.

1 teorema. Jei I1;(t), 1 < i < r yra nepriklausomi Puasono procesai su
greiciais N; > 0, tai jy suma I1(t) = I1;(¢)+- - - +1L.(¢) irgi yra Puasono procesas,
kurio greitis yra A = Ay + - -+ + A,

[rodykite savarankiskai.

Zymiai jdomesnis yra atvirkstinis teiginys.

2 teorema. Tarkime, kad juykiy, kuriuvos skaiciuoja Puasono procesas I1(t)
su parametru X > 0, pasirodymo metu mes galime juos skirstyti j r klasiy su
tikimybémis p;, nepriklausomai nuo kity jvykiy. Jei I1;(t) yra procesas, skaiciuo-
jantis i1-os klasés juykius, tai jis irgi yra Puasono, jo parametras yra \; = p;\,
be to, 11;(t), 1 <i <r, - nepriklausoma procesy Seima.

[rodymas. Paprastumo délei imsime atvejj » = 2. Tada p; = p, 0 po = q =
1 —p. Aisku, kad II(¢) = II;(¢) + II5(¢). Nagrinéjame dvimatj skirstinj

P(T0(t) = k, Ta(t) = m)

= i)P(Hl(t) =k, Iy(t) = m[1I(t) = n) P(II(t) = n).

Cia ir toliau k, m > 0. Pastebékime, kad Sios tikimybés yra nenulinés tik atveju,
kai n = k+m. Tada

P(T0y(t) = k, Thy(t) = m |11(t) = k + m) P(TI(t) = k + m)
()\t)k—‘rm
(k+m)!

Esant salygai po tikimybés zenklu, is k+m jvykiy k yra pirmo tipo. Pasinaudoje
binominiu skirstiniu, gauname

= P(Iy(t) = k, TIo(t) = m [TI() =k +m)e ™

P(TL () = k, Ta(t) = m[TI(t) = k +m) = (k —;m>pkqm.
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Taigi,
k;—i—m) k m_—\t (At)kem

P(Ty(t) = k, y(t) = m) = ( I (& +m)!

__ _—Apt ()‘pt)k —Agqt ()‘qt)m
=e P—-¢
k! m)!
Matome, kad nagrinéjami procesai yra nepriklausomi. Susumave pagal m > 0,

randame pirmojo proceso skirstinj:
P(T(t) = k) = > P(I(t) = k, a(t) = m)
m=0

_ 6—)\pt ()\pt)k

N ko
Vadinasi, IT;(¢) yra Puasono procesas, o jo greitis lygus Ap. Taip pat pasielge su
I15(t), baigiame teoremos jrodyma.

Patikrinkite teoremq, kai r yra bet koks naturinis skaicius.

Taikydami Sig teorema, neskubékime daryti klaidingy iSvady. Panagrinékime
pavyzdj. Jei ] parduotuve zmoneés atvyksta pagal Puasono procesa, o motery
ir vyry tikimybés yra vienodos, tai is fakto, kad per pirmas 10 valandy atéjo
100 vyry, neisplaukia, kad per ta patj laika turéjo ateiti ir 100 motery. Netgi
atéjusiy motery vidurkis nebus 100.

Paprasta UZDUOTIS Emigrantai j Airijg atvyksta pagal Puasono procesq, ku-
rio greitis 10 Zmoniy per savaite. Lietuviai sudaro 1/12 visy imigranty, atvyks-
tanciy § Sig Saly. Kokia tikimybé, kad per keturis sekancius ménesius neatvyks
joks lietuvis?

Pavyzdys. Masinio aptarnavimo teorijos uzdavinyje, tirdami sistema M /G /oo,
esame rade klienty dar esanciy stotyje skirstinj. Raskime klienty, kurie jau yra
aptarnauti momentu ¢ vidurkj.

Sprendimas. Klientai atvyksta pagal Puasono procesa! Anksc¢iau buvome rade
dar aptarnaujamuy klienty skirstinj. Jo vidurkis buvo Apt, ¢ia

p=1 [(1-G(t— )

o G(x) - aptarnavimo laiko skirstinio funkcija. Atvyke klientai skirstosi j dvi
klases, aptarnautus ir dar ne, tai pasinaudoje ka tik iSvestu teiginiu, kad abu
klienty srautai yra Puasono, randame, kad ieskomasis vidurkis lygus

t t
A — Apt = A/ G(t — ) = /\/ G(y)dy.
0 0

Kai kada nagrinéjama uzdavinj yra patogu jvilkti j Puasono proceso ruba. Tai
vadinama puasonizacija.

Kolekcionieriaus problema. Kolekcionierius nori surinkti m tipy monety
kolekcijg. Kiekvieng kartg, kai jis randa kokig, su tikimybe p;, 1 < i < m, ji yra
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1-0jo tipo ir tai nepriklauso nuo praeities. Kiek vidutiniskai jam teks nupirkti
monety, kad susidaryty geidZiamas komplektas?

Sprendimas. Galima jsivaizduoti, kad monetos kolekcionieriui pasiulomos pa-
gal Puasono procesa II(t) su grei¢iu 1. Kitokio parametro atveju skai¢iavimai
buty tie patys. Tada i-ojo tipo moneta patenka pas ji pagal Puasono procesa
II;(t) su grei¢iu p;. Jei X (i) yra pirmos i-o tipo monetos laukimo laikas (jis
yra eksponnentinis a.d. su parametru p;), tai visas laukimo laikas iki pilnos
kolekcijos bus

X = max X ().

Jei T1,Ts, ... yra laiko tarpai tarp monety patekimo ir Y yra visas supirkty
monety skaicius, tai

Y
X =T
k=1

Modelyje T}, yra vienodai pasiskirste eksponentiniai dydziai su vidurkiu 1. Tad,
E(T;) = 1, be to,

E(X) = E(Y)E(Ty) = E(Y).
Kadangi

P(X < 1) = P(max X (i) < ) = ﬁ (1 _ em>,

tai atsakymas yra toks:

Eﬁj:EMj:foﬁ¥>ﬂﬁ:[f(L—ﬁ(l—éﬁg>ﬁ.

1
Atskiru atveju, kai p; = 1/m, 1 < i < m, gautume

E(Y)=m> 1/i~mlogm, m — cc.

i<m

23. BENDRESNI PUASONO PROCESALI

Skaic¢iuojanciyjy procesy prieaugiai yra nebutinai stacionarus. Nepriklausomy
prieaugiy procesas I1(t) su skirstiniu

m(t
PI(t) =m) = e_g(t)g('), m=20,1,..., t >0,
m

¢ia g : Rt — R yra funkcija, tenkinanti salyga ¢(0) = 0, vadinamas nehomo-
geniniu Puasono procesu. Jei g(t) yra tolydi funkcija, tai procesas stochastiskai
tolydus. Atsisakius stacionarumo salygos, kai Suoliai yra nedideli, i$ skaic¢iuo-
janciyjy procesy klasés galima isskirti nehomogeninius Puasono procesus.

Teorema. Tegul N(t) yra skaiciuojantysis procesas su nepriklausomais prie-
augiais, o jo suoliy didumas yra 1, N(0) = 0 bei kiekvienam fiksuotam t > 0
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suolio momentu t tikimybé yra nuliné. Tada egzistuoja tokia tolydi funkcija g(t),
kad kiekvienam fiksuotam t a.d. N(t) skirstinys yra Puasono su parametru g(t).
Be jrodymo.
Funkcija ¢(t) apibrézia proceso baigtiniamacius skirstinius ir tuo paciu patj
procesa. Jei

o) = [ As)ds,

tai funkcija A(s) vadinama proceso II(t) intensyvumu. Homogeninio proceso
atveju intensyvumas lygus jo greiciui.

Homogeninj Puasono procesa galima jsivaizduoti kaip atsitiktinj tasky realioje
tieséje rinkinj. Tai bus tiesiog jvykiy, kuriuos skaiciuoja tas procesas, pasirody-
mo momentai. SkaiCius tasky intervale (a,b] lygus II(b) — II(a) turi Puasono
skirstinj su parametru A(b — a). Taskus galime jsivaizduoti ir erdvéje. Todél yra
ivedama taskiniy procesy klasé.

Apibrézimas. Atsitiktine aibé tasky Euklido erdvéje R? vadinama taskiniu
procesu, jei tasky, esanciy apréztoje macioje aibéje A C RY, skai¢ius N(A) yra
baigtinis su tikimybe vienetas.

Teorema. Tegul N(A) yra taskinis procesas Euklido erdvéje R® ir turi savy-
bes:

(*) kiekvienam poromis nesikertanciy poaibiy rinkiniui A; a.d. seima {N(A;)}
yra nepriklausoma;

(**) a.d. N(A) skirstiniai priklauso tik nuo aibés A turio |A|.

Tada egzistuoja toks A € [0,00), kad a.d. N(A) turi Puasono skirstinj su
parametru \|A|.

Be jrodymo.
ApibréZimas. Jei T1(t) yra Puasono procesas su grei¢iu A, o X}, - nepriklau-
somy a.d., turin¢iy ta patj skirstinj F'(x), Seima, nepriklausoma nuo TI(¢), tai

suma
X(t)= > Xi
k<TI(t)
yra vadinama sudétiniu Puasono procesu.
Jo parametru laikoma pora (F'(z),\). IS anksCiau turéty teiginiy isplaukia
formulés

E(X(t) = E(N(#)E(X)) = ME(X)),  Var(X(t)) = ME(X?).

24. IMPULSU AMPLITUDES MODELIS

Ir sudétiniai Puasono procesai neapraso visy taikomuyjy uzdaviniy. Panagri-
nékime pavyzdj.

UZDUOTIS Tarkime, kad elektros impulsai patenka i skaitikly pagal Puasono
procesq su greiciu A > 0, bet jy amplitudés determinuotai eksponentiskai mazéja,
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aT

t.y. A didumo amplitudé po laiko T bus lygi Ae=*". Tarkime, kad pradinés amp-
litudés yra vienodai pasiskirste a.d., nepriklausomi tarpusavyje ir nepriklausoms
nuo Puasono proceso bei turi pasiskirstymo funkcijo G(x). Rasti visy impulsy
amplitudziy momentu t sumos skirstinio charakteristine funkcijq ir vidurk;.

Sprendimas. Jei S, yra n-o impulso, kurio amplitudé yra A,,, patekimo mo-
mentas, tai tirlama amplitudziy suma lygi

TI(t)
A(t) == A(t; S1, ..., Suw)) = Z A, e=o(t=Sn),
n=1

Nors démeny skaicius ¢ia yra I1(t), patys démenys yra priklausomi nuo Sio pro-
ceso, nes turi a.d. 5,.
Reikia rasti

D(u) = B(e"A0) = iE(ei“A(t) IN(t) = n>P(H(t) — ).

Toliau naudojameés 4 teorema. Jei Uy, Us, ..., U, yra nepriklausomi a.d., tolygiai
pasiskirste intervale [0,t], o U;, < --- < U, - sutvarkytoji statistika, tai pagal
uzpraeito skyrelio 4 teorema

E(ei“A(t) |II(t) = n) = E(exp{z’uA(t; Uy, Ui )})
= E(exp{iuA(t; Up,..., Un)}>
Paskutiné lygybé teisinga dél to, kad is lygybés
Z Uij = Z Ui
j=1 i=1
isplaukia
14(15,(]“7,UvZ )ZA(t7U1,,Un)
ir vietoje integravimo srityje
0<rm <---<z2, < 1/2

pagal mata
(n!/t")dx; ... dx,
galime imti integralg srityje
0<ay <1/t,...0<wz, <1/t
pagal mata
(1/t")dxy ... dx,.
Taigi

E(ei“A(t) |II(t) = n> = E(exp {zu > Ajeo‘(tUj)}> .
j=1
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—a(t=U;

Pazymékime Z; = Aje ). Sie a.d. yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirs-

te, vadinasi,

E<eiuA(t) ’H(t) = Tl) = E(exp {zuz ZJ}) — lE(eiuZl)] )
j=1
Skaic¢iuodami Cia esancig charakteristing funkcija vél vidurkiname:

B(c"4) = E(E(ei“ZwUl))
t
— / E(exp {iuAle_a(t_Ul)} Uy = y) dty
0
t
= / E<exp {iuAle_o‘(t_y)}> dy
0 t
1 t
= 7/ da (uea(ty))dy.
tJo

Cia ¢4 (v) yra a.d. A; charakteristiné funkcija. Surinke gautas lygybes, gauname

o) = SO o (ueet)ay|

|
n=0 n:

= e Mexp {)\/Ot A (ueo‘y)dy}.

Momentai skaic¢iuojami diferencijuojant. Gauname

AE(4;)

E(A(L)) = &'(0) /i = )\/Ot %@ e oy — (1—e o).

Uzduotis atlikta.
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Ketvirtoji dalis. MATEMATINES STATISTIKOS ELEMENTAI

25. STATISTINIS MODELIS

Stebima populiacija (tiksliau, kokia nors viena jos savybé; mes ja jsivaizduo-
kime kaip vienamatj dydj) ir po n stebéjimy metu gaunamas vektorius z =
(x1,...,2,). Ji traktuojame kaip atsitiktinio vektoriaus X = (Xy,..., X,), vadi-
namo imtimi, realizacija. Cia X1, ..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
a.d.; ta pabréziant daznai priduriama paprastoji imtis ir jos realizacija atitinka-
mai. A.d. yra apibrézti tikimybinéje erdveéje (§2, F, P) ir vektorius X indukuoja
tikimybinj mata Py macioje erdvéje (R™, B(R™)). Tai a.v-iaus skirstinys, kuris
néra visiSskai zinomas. Problema: kaip gauti informacija apie ji, i$ realizacijy.
Bet kai kg galime nuspéti: pavyzdziui, skirstinys Px priklauso skirstiniy Seimai,
pvz., priklauso nuo parametro, tegu 6 ir jis gali buti i$ kokios nors aibés ©. Todél
studijy objektu tampa skirstiniy Seima

{Px(10), 0 € ©}

arba t.erdviy Seima
{(rBE"). Pe(10)). 0 € 0},

Sios Seimos vadinamos eksperimento ar stebéjimo statistiniais modeliais. Jis nu-
sako, kokios imties skirstiniy klasés duomenis mes analizuosime. Daznai sakoma
imtis imama is skirstinio Px(-|0). Pats 6 gali buti ir kokybinis apibudinimas,
nebitinai skaitmeninis ar vektorinis dydis. Pastaraisiais atvejais sakysime, kad
analizuojamas parametrinis modelis. Puasono skirstiniy seima turi vienamatj pa-
rametra A > 0, normalieji skirstiniai - dvimatj (u, 0?) € (R, R0), kurie atitinka
vidurkj ir dispersija ir t.t.
Dazniausiai parametras jtraukimas j Zymenis:

Px(B|0), Fx(zl0), fx(z[0),
arba
Px(B;0), Fx(z;0), fx(x;0),

kai svarbu pabreézti, apie kokia imtj X kalbame. Jei imtis n-maté, tai ¢ia atitin-
kamai yra vektoriaus skirstinys, jo pasiskirstymo funkcija ir jo tankio funkcija,
oBeBR") irx e R™.

Trumpesnis budas akcentuoti parametra ji rasant indekso vietoje.

P@(')? FO(‘I)7 f&?(x)

Atsargiai(!) Sie Zymenys vartojami ir vienamaciu atveju, t.y., ir paprastosios
imties bet kurios koordinatés skirstiniui apibudinti.
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Daznai statistiniuose tyrimuose aiskinamasi, ar objektas turi savybe ar ne. Va-
dinasi, im¢iy modeliuose bus a.vektoriai, kuriy koordinatés jgis tik dvi reikSmes
0 arba 1. Jie bus apibréziami diskreciy tikimybiy rinkiniais.

1 pavyzdys. Nagrinekime n Bernulio eksperimenty, tikédamiesi isaiskinti nezi-
noma seékmeés tikimybe p. Vadinasi, imtis paprastoji, tai vektorius X, sudarytas
i$ n nepriklausomy Bernulio a.d. X; =Be(p), o modelis Px(-|f) — tikimybiu
Seima

P(X = z|p) = ptrtton(l — p)yr-@tten) - g — (2, x,) € {0,1}7,

cial<p<l1.

Pabrézdami, kad imtis nebutinai yra paprastoji imkime kitokj stebéjimy sta-
tistinj modelj.

2 pavyzdys. Tarkime atrankinei kontrolei pateko N gaminiy partija, kurios de-
fektiniy gaminiy skaicius M € {0,1,..., N} yra nezinomas. Atsitiktinai negrazi-
nant paimama n < N gaminiy ir nustatoma, kurie yra defektiniai. Tegul X; = 1,
jei i-tasis gaminys yra defektinis ir X; = 0 priesingu atveju, ¢ia ¢+ < n. Vel tiria-
me imtj X = (X1,...,X,,) ir jos realizacijas x = (z1,...,2,) € {0,1}". Atskiros
koordinatés X; skirstinys yra Bernulio Be(M/N) (arba binominis Bi(1, M/N)),
taciau imtis X = (X,..., X,,) néra paprastoji. Dabar modelis Px(-|0) nusako-
mas tikimybeémis

<HX:xMD:PC&:xM“g&:wﬂM>

5.1 M- (M=m41)-(N=M)--- (N =M~ (n—m)+1)
' B N---(N—n+1) ’
¢ia z perbéga visus vektorius is {0, 1}", kuriuose yra tiksliai m,

max{0, M — N +n} <m <min{M,n},

vienety. Imties vektoriaus koordinatés yra priklausomi a.d.! Todél ji néra
paprastoji.

Apibrézimas. Jei T : R* — R® yra macioji funkcija, o X yra imtis, tai
T(X) vadinama statistika, o imties reiksmé T(x) — statistikos realizacija.

Sprendimai dél modelio P := (P, 6§ € O) priimami turint statistika, vadinama
sprendimy funkcija §(X). Tegul D yra jos reikSmiy aibé. Pagaliau, norédami
palyginti sprendimus, turime turéti nuostuoliu funkcija L(0,d) > 0, ¢ia 6 € ©, o
d € D. Pvz., vertinant vienamatj parametra tai galéty buti L(0,d) = (d — 6)?,
od = T(X) - statistikos, aproksimuojancios 6, reiksmé. Dazniausiai ieSkoma
taisyklés, minimizuojancios vidurkj

/ CL(6,6(X))Py(dx) = EL(6,6(X)) =: R(6,)

koks bebuty 6 € ©. Tai vadinamoji rizikos funkcija.
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Isidémékime: Parametrinés statistikos uzdavinj salygoja trejetas (P, D, L)
— stebéjimy statistinis modelis, sprendimy aibé ir nuostoliy funkcija.

Stai trejetas uzdaviniy tipy ir sprendimy priémimai juos sprendziant.

1. Hipoteziy tikrinimo uZdavinys. Keliama hipotezé, kad imties X skirstinys
Px priklauso siauresnei negu P = (P, 6 € ©) klasei Py = (P, 6 € Oy), ia
©p C O. Tada naturalu turéti dvi sprendimy funkcijos reikSmes D = {dy, d; },
Cia dy reiksty, kad hipotezé teisinga, o dy, kad teisinga alternatyva — Px € P\ Py.

Atskiru atveju, galéty buti P = (N(u,0%): p€R,0 >0),0 Py = (N(1,0?):
o > 0). Sprendimy priémimo taisyklé galéty buti pagal normuoto skirtumo

Vn|X —1]/s =: A,
kuriame
n 1 n o
Yx, 2= Y (X - X)% 5=V

n—1:H

Pasirinke lygj ¢, hipoteze priimtume (sprendimas dy), kai A < ¢, ir priimtume
(sprendimas dy), jei A > ¢,.

Tai daryti naturalu, nes X reikSmeés issisklaidziusios apie vidurkj. Cia jvestas
s sumazina matavimy sklaidos jtaka.

2. Pasikliovimo sriciy konstravimo uzdavinyje ieskotume atsitiktinés srities
7, kuri su didele tikimybe uzdengia parametro 6 reikSme. Tada sprendimai buty
priimami jei tikimybés

POel)y>q>1—c¢
yra didelés.

Pasikliovimo intervalus normaliojo statistinio modelio atveju konstravote ba-
kalauro studijose.

UZDAVINIAI (V.Bagdonavicius ir J.Kruopis, Mat. Stat., 99-101 psl.).

1. Tegul turime dvi paprastasias nepriklausomas imtis
(le"'ann)a (}/17"'7Yn2)7
¢ia X;,Y; yra Be(p) a.d. Pazymékime U = X1 +--- 4+ X, r V=Y +---+Y,,.

1 X
Uzrasykite imties (U, V') statistinj modelj ir raskite statistikos

T=U/ny —V/ns.
vidurkj ir dispersija.

Sprendimas.  Aisku, kad vektoriaus (U, V') koordinatés yra nepriklausomi
Bi(ny,p) ir Bi(ng, p) a.d. Todél statistinis modelis aprasomas tikimybémis

P(U =m, V = m2) — (:;) (77;1 >pm1+m2<1 _ p)n1*m1+n27m2’
1 1

0<m <ny, 0<my <ng, 0 <p<1.
Be to, ET =0, VarT = p(1 — p)(ny + na)(ning) '
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2. Auksciau pateiktame 2 pavyzdyje apie atrankg negrazinant, kai statistinis
modelis buvo aprasytas (25.1), raskite statistikos S = X; + - - - + X, skirstinj ir
jo vidurkj. Jei sprendimo funkcija yra dy := 1{S < ¢}. Kaip partijos priémimo
tikimybé priklauso nuo M?

Sprendimas. Tarp tikimybiy (25.1) yra daug vienodu. Atsizvelgdami j tai
gauname S skirstinj:

o= (2] (2) (2 ) <

(hipergeometrinis skirstinys). Partijos priémimo tikimybé yra

> h(m|N,M,n).

0<m<c

3. Objekty, turinciy savybe A, dalys generalinése aibése yra 7y, ..., 7.

a) Atsitiktinai pasirenkama generaliné aibé ir i jos imama grazinant n didumo
imtis. Sudarykite statistinj modelj.

b) Atsitiktinai pasirenkama generaliné aibé ir i jos atsitiktinai imamas gra-
zinant vienas elementas. Po to §i procedura kartojama n karty. Sudarykite
statistinj modelj.

c) Abiem atvejais raskite statistikos S/n = (X; + --- + X,,)/n vidurkj ir
dispersija.

Sprendimas. a) Tikimybé pasirinkti generaline aibe, pvz., r-aja, yra 1/k.
Imties skirstinys X (modelis) apibréziamas tikimybémis

1 & . .
P<X = (]17 . 7]71)) = k Z,H-JIJF “+jn (1 _ 7]'7,)”_(-71—"_“"".771)’
r=1
Gia j; €{0,1}, 1<i<nir0O<m <1 kail<r <k

b)

(25.2) P(X:(jl,...,jn))_zﬂll( )Zﬁaz@_ﬁ - ﬁ}

¢ia j; € {0,1}, 1 <i<nir0O<m <1,kail <r <k
c) Atsakymas atveju a).

B(S/n) = i im, V(S/n) = — Z e

Atveju b) detalizuokime. Is (25.2) matome, kad vienody tikimybiu, kai j; +
-+ Jn = m, yra (;) Atskyre sandaugose daugiklius su j; = 1 ir j; = 0,
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son-g: o) 1]l

m=1 7i=1 Lr=1 7:=0 Lr=1

nknznjm<> " (k = k),

nes pirmoje sandaugoje buvo m vienody daugikliy, o antrojoje — (n —m). Vadi-
nasi,

E(S/n) = Zm( )‘m — )" =T

Pastaroji suma buvo binominio a.d. Bi(n,7), padalyto i§ n, vidurkis.
Atveju b) dispersija skai¢iuojama panagiai: V(S/n) = +7(1 — 7).
Kituose uzdaviniuose panagrinékime nuostoliy ir rizikos funkcijas.
4 (2.28). Tiriama paprastoji imtis X = (Xi,...,X,), kai X; ~ Bi(1,p) ir
€ (0,1). Vertinant parametra p naudojamasi kvadratine nuostoliy funkcija
L(p,T(X)) = (p—T(X))?* ir statistika T'(X). Apskaiciuokite rizikos funkcijas,
kai o
a) T(X)=X = % X
b)
0, jei daugiau negu pusé X; yra 0;
To(X) =<1, jei daugiau negu pusé X; yra 1;
1/2, jei tiksliai pusé X; yra 0.

Sprendimas. a) Rizikos funkcija yra

R(p,T) = /IR (p—17) Py(de),

¢ia x = (1/n)(xy + -+ + x,), 0 Py(x) yra Bernulio a.d. sudaryto vektoriaus
X = (Xy,...,X,) skirstinys. Todél integralas yra suma pagal visus jo Suolius.
Grupuodami pagal a.d. X;, jgyjanciy reikSme 1, skaic¢iy k, gauname

= -4 (o

k=0
1 & n
- —k 2 k 1 — n—k
= kgo(np ) <k>p( p)
1

p(l—p)‘

1 & 1
= ;VarXi = ﬁnp(l —p) =

Pakeliui jziuréjome, kad skaic¢iuojama suma yra a.d. sumos S = X; +---+ X,
dispersija.
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Sprendimas. b) Dabar rizikos funkcija yra
Rip.To) = [ (p=To(@)) F(de) = pP(S < 0/2) + (1 = p)*P(S > n/2)
+1{n = 2m}(1/2 — p)*P(S = m).
Cia aisku,
n

P(S<u)= > <k>pk(1 —p)"*  u>0.

0<k<u

26. EMPIRINE PASISKIRSTYMO FUKCIJA

Statistinio modelio tyrimas remiasi imties a.d. X, skirstiniy klasés zinojimu,
isskyrus, gal but, aptariamajj parametra 6 € ©. Kaip kyla mintys apie paciy
désniy klase? Jas atrandame tirdami im¢iy realizacijas. Jei x = (xq,...,2,) yra
paprastosios imties realizacija, tai galime apibrézti funkcija

1 n
Fn(u) = — Z 1(_00714 (CIZZ), u € R.
N i=1
Apibrézimas. Atsitiktine funkcija
~ 1™
i=1

vadiname empirine pasiskirstymo funkcija, o funkcija F,(u) — jos realizacija.

Aisku, kad ﬁn(u) yra vienamateé statistika, kai v fiksuotas; ji skirta jvertinti
imtj apibréziancia p.f-a F(u). Trumpumo délei pazymeékime u A v = min{u, v},
¢ia u,v € R.

Teorema 40. Kokie bebuty fiksuoti realieji skaiciai u ir v, turime

B(F(w) = Fw),  Var(F, ) = ~F(u)(1 - Fw).

Cov(F(u), Fu(v)) = i[F(u Av) = F(u)F(v)].
Be to,
(26.1) P(An(u) — F(u), kain — oo) =1
Proof. A.d.

turi skirstinj Bi(n, F'(u)). Todél
E(F.(u)) = ~E(Du(u)) = F(u)
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ir

~ 1 1

Var(Fn(u)) = EVQT<Dn(u)> = ﬁF(u) (1 - F(u))
Skai¢iuodami kovariacija, pastebime, kad atveju i # j a.d. 1o (X;) ir
1~ (X;) yra nepriklausomi, o

Cov {1(,00714()(1‘), 1(7oo,v}(Xi)}

= Eh(—oonmv} (Xz-)] - E{1<—oo,u] (Xz-)}E[h—oo,v} (X -)]
= F(uAv)— F(u)F(v).
Dabar

~

Con (B, Fa) = 13 3033 OovL (X0 T ()

Teoremos (26.1) sarySis yra atskiras stipriojo didziuju skai¢iy désnio atvejis

OJ
Pastarajj teiginj 1933 m. gerokai sustiprino V. Glivenka, jrodes, kad konver-
gavimas yra tolygus atzvilgiu u € R.

Teorema 41. Kokia bebuty pasiskirstymo funkcija F(u), turime
(Sup’F F(u)‘—>0>:1.
u€R

Proof. Remsimés zinoma lema, kad skaiciai a.jvykiy Seimai A;, ¢+ > 1, tenkinan-
¢iai salyga P(A;) = 1, galioja

A0
Pradzioje pasinaudosime jau jrodytu faktu (26.1) dél baigtinio skaic¢iaus uy, k =
1,....N.

Tegul € > 0 yra bet koks, ir fiksuokime tokius taskus

—0 =Uy <UL < s < UnN-—1 < UN = 00O,

kad

Flupyr = 0) = Flug) <e,

0<k<N
irN2N0(€).

Kaip ir (26.1),
P(ﬁnmk —0) = Fluy —0), kain— oo) — 1.
su parinktuoju baigtiniu tasky wu; rinkiniu. Fiksuokime viena realizacija

Fu() = ﬁn('aw)
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ir jvertinkime skirtumuy prieaugius, kai u € [ug, ug41):
Fn(u) — F(u) S Fn(uk+1 — 0) — F(uk) S Fn(uk+1 — 0) - F(ukﬂ — 0) + €,

Fo.(u) — F(u) > F,(ug) — F(ugs1 — 0) > F(ug — 0) — F(ug) — €.
Todeél su bet kuriuo w € €2

sup
u€R

Fo(u,w) = F(u)

?

< [Bax, max {‘Fn(uk,w) — F(ug)

=: Anp(w) +¢,
jei tik N > Ny(e). Jei Ay = Anp(w) < €, kai n > ny(e, N)}, tai

{w
parinkdami pakankamai didelj ny(e, N), galime uztikrinti, kad P(Ay) = 1 koks
bebuty N > N, (¢). Vadinasi,

Fo(ur — 0,w) = Fluy — 0)|} +&

P(sup

u€eR

Fo(u,w) — F(u)] gza) zP( N AN> _

N>Nj

Tikimybes atzvilgiu € yra monotoniskos, todél pereidami prie ribos, kai ¢ — 0,
baigiame jrodyma. O

A .Kolmogorovas zymiai sustiprino 41 teorema.

Teorema 42. Jei pasiskirstymo funkcija F(u) yra tolydi, tai

P(Visup [Fuw) ~ Flu| <u) = Kl s= S8,

u€eR kEZ

kaiy > 0 ir n — oo.
Proof. Be jrodymo. 0
Palyginkime su panasiu teiginiu, galiojanciu kiekvienam fiksuotam wu.
Teorema 43. Koks bebuty fiksuotas u a.d.
Vi (Fy(u) = F(u))
skirstinys konverguoja j mormaliojo a.d. N(O,F(u)(l — F(u))) skirsting, jei
n — o0.

Proof. Tai yra centrinés ribinés teoremos atskiras atvejis. Normuodami tik kvad-
ratine Saknimi i$ n, o ne i$ visos dispersijos (zr. 40), negavome vienetinés ribinio
désnio dispersijos. O
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27. PASISKIRSTYMO FUNKCIJU SARYSIAI

Teorinéje analizéje itin svarbiy statistiky pasiskirstymo funkcijos ar tankiai
daznai buna nelengvai randamos. Pavyzdziui, Kolmogorovo teoremoje atsira-
do jdomus ribinis désnis. Pasitreniruokime analizuoti skirstinius ir jy sarysius.
Reikia prisiminti pora specialiyjuy funkcijy:

Oilerio gamma funkcijg —

apibrézty visiems Rz > 0 ir analiziskai pratesiamg j visg kompleksine plokstuma,
isskyrus sveikuosius neteigiamus skaicius;

Beta funkcijg —
1
B@wy:/t%%1—w%wu Ror >0, Ry > 0,
0
ir ju sarysj —

['(z)l(z)
T(z+y)’

Sios funkcijos vartojamos apibréziant skirstinius.

B(z,y) = x>0,y>0.

1. Gamma skirstinio tankis yra:

Aé
pr(z|A, 0) = mx‘sfleﬂx, x>0,
o charakteristiné funkcija —
5
t) = teR.
er(®) (A-—it)’

Kai 0 = 1, gamma skirstinys tampa jau ne kartg sutiktu eksponentiniu skirstiniu.

2. Beta skirstinys yra sukoncentruotas intervale [0, 1]. Jo tankis

) = xla — an_l —x b—1
1 a—1 b—1

Kai a = b = 1, turime tolyguji intervale [0,1] désnj.
UZduotis. Irodykite, kad beta a.d. X su parametrais (a,b) momentai
F(a+b)'(a+ k)

EXF =
I'(a+b+k)T(b)’

k=1,2,...
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Vidurkis ir dispersija:

a ab
27.1 EX = VarX = .
(27.1) atb T a2 (I +b+1)

3. A.d. x*:=X2(n), turintis n laisvés laipsniy ir jo skirstinys. Pagal apibre-
Zima,
X2 =xn) =224+ 722,
cdia Z;, 1 < i < n, yra nepriklausomi standartiniai normalieji a.d. Bakalauro
programoje yra numatyta apskaiciuoti charakteristing funkcija

o 1 n/2
27.2 t::EZW::( ) teR.
(27.2) o) =B = (=), te

Tai nesunku, taciau skaic¢iavimai ilgoki. Pirmiausia randama (1) charakteristi-
né funkcija. Tegul Z = Z;, tada

du
2 t) = Zt“dp 7| < / ztufu/2

e —y2(1— 2lt/2d

vl

Toliau pritaikomas keitinys z = y+/1 — 2it ir integravimo kelio kompleksinéje
plokstumoje pakeitimas ir gaunama

1 1/2
g0’<2(1>(7t):<1—2z'1t) - PER

Dél nepriklausomumo i$ ¢ia iSplaukia (27.2). Po to, pritaikius apvertimo formule
ir vél kompleksinj integravima gaunamas tankis

1
- = n/2-1_—x/2
(27.3) P2y () = 2”/2I’(n/2)x e "=

kai z > 0, ir p,2(x) =0, z < 0.
Irodymo detales rasite J.Kubiliaus vadovélyje, skirtame bakalauro studijoms.

4. Stjudento skirstinys ir a.d.. Jei Z, 7y, ..., Z, yra nepriklausomi standarti-
niai normalieji a.d., tai

Z B Z
JZ 122 m \em)/n
yra vadinamas Stjudento a.d., turinc¢iu n laisvés laipsniy. Jo tankio funkcija lygi
1 T'((n+1)/2) <1 _q;'2> —(n+1)/2
v T(n/2)

t:=1t,:=

ft,(x) =

, T el
n
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Skaiciuojant pasiskirstymo funkcijg, integruojamas atitinkamas integralas. IS
pradziy randama a.d. Y := /x?(n)/n pasiskirstymo funkcija

PY <z)= P(X2(n) < n:c2) = /Om2 Py (u)du

_ 2—n/21—\(n/2)—1/ W2 o2 gy,
0
_ 2—n/2+1nn/2r(n/2)—1/ vn—le—rw2/2dv
0
=: An/ v"’le’””z/zdv,
0
kai z > 0. Be to, P(Y < z) = 0, jei x < 0. Taigi, sio a.d., sukoncentruoto
teigiamojoje pusaséje, tankis lygus
fyr(@) = Apa" e ™2 1> 0.

A.d. Z ir Y yra nepriklausomi, todeél Stjudento a.d. pasiskirstymo funkcija lygi

1 2 2
PZ)Y <z) = An/ ( e ¥ /z)v”_le_"” 2 dy
(Z/Y <) o \Var
M((n+1)/2) e
27.4 = —/ 1 2 /p)~ (D2 gy,
(274) Vit (2) ot T v
Integruodami paeiliui daréme pakeitimus u = wv ir (n + w?)v?/2 = y. Po ju
atsirades vidinis integralas pagal y iSsireiské per gamma funkcija.

5. Fiserio skirstinys ir a.d.. Pagal apibréZimg tai dviejy normuoty y? a.d.
santykis:

_mym
F(m,n) = E(n)jn ,n € N.

Raskime pasiskirstymo funkcija, kai x > 0, atsisakydami santykio n/m, t.y.

F(x) = P((m/n)F(m,n) < x) = /WDO P2 (m) (1) Py2 () (V) dudy

u/v<w
=B o w2l 2y 2710 2 gy o,
w/v<z
Cia ] 1
Bm,n =

2m/2T(m /2) 27/2T'(n/2)
Atlike pakeitimg u/v = w ir pasinaudoje gama funkcijos savybe gauname

F(z) = B /f"‘ w21 /OO () /21~ (Lw) g
0 0

_ I'((m+n)/2)
['(m/2)T'(n/2)

/x w™ (1 4 w) M2 gy,
0
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Kai z < 0, aisku, kad F(x) = 0. Diferencijuodami pagal x gautume tankio
funkcija. Ateityje naudosime

F((m + n)/2) m/2, n/2 m/2—1(n + mx)—(m—i—n)/Q

PF(m,n) (:L“) = F(m/?)f‘(n/2)m n'“x
(27.5) = Wmm/21(n +maz)~ 2 g >0,

Uzdavinys. Tegul X yra Po(\) a.d. Irodyti, kad

m—1 )\k \ 1 00 )
_ P N m—1_—x/2
P(X<m)—kz::0k!e _QmF(m)/z,\x e " dx

= P(x(2m) > 2)).

Charakteristinés funkcijos ¢,2(t) formulé primena sarysius su jau zinomais
eksponentiniais skirstiniais, kuriy tankiai pegpon(x) = Ae ™ ir charakteristinés
funkcijos

A

— it

Pexp(N) (t) = )\
sandaugas. IS tiesy, yra sarysiy. Pavyzdziui,
©x2(2k) (1) = Peapi/2y ()", k€N

Todel x?(2k) ir X; + -+ + X}, turi ta patj skirstinj; ¢ia X;, 1 < j < k, yra
nepriklausomi eksponentiniai su parametru 1/2 a.d.
V. Bagdonavic¢iaus ir J. Kruopio vadovélyje skirstiniai graziai susisteminti.

28. VARIACINE EILUTE
Jei paprastoji imtis Xi,..., X, tai surikiavus a.d. pagal nemazéjancias ju
reikSmes, gauname variacine eilute
Xy =X < = X
Kiekvienas is$ siy a.d yra vadinamoji poziciné statistika. Pagal ja net lengviau
uzrasyti anksciau jvestg empirine pasiskirstymo funkcija
~ 127
(28.1) Flz) = =3 1oou(Xp)-
i=1
Turédami atitinkamg imties realizacija z(1) < x@2) < -+ - < 1), galime uzrasyti
ir pacios funkcijos realizacija
0, jei x < xqy;
Fo(z) =i/n, jeizg <z <zipy, i=1,...,n—1;
1, jei > ().
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Variaciné eilute eiluté itin paranki tiriant kvantilius. Pasiskirstymo funkcijos
F(z) kvantilis (p kvantilis, 0 < p < 1) yra taskas

x(p) = inf {x . F(z) > p}.
Pagal analogija, empirinis p kvantilis yra
~ Xnp)s jei np € N;
i(p) =inf{a: Pa)=pl=20 O
X(ppl+1), Jeinp € N;
Cia [u] yra skaidiaus u € R sveikoji dalis. Lygybés iSplaukia is (28.1).
Rasime poziciniy statistiky skirstiniy, bet pradzioje labai pravartus pastebe-
jimas.
Lema 9. Jei F(z) yra a.d. X pasiskirstymo funkcija ir egzistuoja tankis F'(z),
tai tankis

/ 0, jeiu¢][0,1];
P (F(X) < u) - {1’ j’eiu € [0,1].

Proof. Trivialu. 0

Lemoje gavome tolygiojo intervale [0, 1] désnio tankio funkcija. [sidémékime,
kad Y; = F(X;) yra tolygieji a.d., jei F;(z) - absoliuciai tolydzios p. funkcijos.
Iveskime ir jy variacing eilute

Yoy = F(X) €Yo = F(X) < - <Yy = F(X@m)-

Teorema 44. A. d. vektoriaus Y = Yy, Y2), .., Ym)) tankio funkcija yra

_ 07 ]ezy: (yl;---7yn> ¢Q1n7
Py (yh ayn) - I ..
n!, jeiy € Qqp.

Cia
Qu={y: 0y <p<-- <y, <1}
Proof. 1$ variacinés eilutés nariy sudarytas vektorius visada yra srityje @y, ir

jis gaunamas iS bet kokio i§ n! kéliniy rikiuojant vektoriaus ¥ = (Y3,...,Y})
koordinates. Pastarasis yra tolygiai kube Qy, := [0, 1]" pasiskirstes a.v-ius. [
Dabar nagrinekime tik dalj vektoriaus Y™ koordinadiy.
Teorema 45. Tequl
1<k <ky---<k.<n.
A. d. vektoriaus Y (") := (Yer), Yiko)s - - -5 Yii)) tankio funkcija yra sukoncentruo-
ta aibéje Qq, ir ten ji lygi
( ) n!
PyerWt i) = g ey — e — D)L by — ky — D)1 — &)!
<y e —y) TR (e — )T T (L)
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Proof. Taikoma indukcija r atzilgiu, bet pradedama nuo didziausios galimos
reikSmés. Kai r = n, tai ankstesnioji teorema. Tare, kad formulé galioja dél
r + 1, skaiC¢iuojame r-matj tankj. Integruojame pagal v, intervale [y,, 1] tankj
Py WLy -+ Yr, Yry1) I8kéle daugiklius, nepriklausancius nuo kintamojo .1,
turime integrala

1
Ir= / (Yr1 = y) N1 = gy
jame pakanka atlikti kintamojo pakeitima

U= (yr+1 - yr)/(l - yT)

Tada 0 < u < 1,01 —y41 = (I —y)(1 —u). Tuo pasinaudoje integrala
perrasome

1
Ir — (1 o yr)nfkr/o ukr+1*krfl(1 - u)nfkﬂ_ldu

et (Krg1 — kp — )Y (n — Kpp)!

= (1 -y,
[state tai, uzbaigiame skaic¢iavimus. O

ISvada 8. Tankis j-osios pozicinés statistikos Y(; yra

n! - nej
pi(y) 3:p1’<j>(y): G=1Dln— ,)'yj (1—y)"7, O0<y<l.

Pastaba. Tai yra Beta skirstinys su parametrais (j,n — j + 1). Faktorialy
atsiradima nesunku paaiskinti. Turime p;(y)dy ~ P(Y(;) € [y,y + dy]). Todél
visus imties Y = (Y;,...,Y,) a.d. galime skirstyti i klases, turindias (j — 1)-a,
l-a ir (n — j) dydziu. Tai dydziai mazesni uz y, vienas dydis intervale [y, y + dy]
ir didesni uz y + dy. Skirstymo varianty skaicius yra multinominis koeficientas

n B n!
i—Lln—j5)  (j—1)1(n—

Daugikliai ¢/ ~!-1-(1—y)"7 yra atrinktyjy a.d. patekimo j intervalus tikimybeés.
Dabar panasus teiginys, bet kokio absoliuciai tolydinio skirstinio atveju.

Teorema 46. Tegul F'(z) = p(x) yra a.d. X;, 1 < i <n, tankis,
1§k1<k2---<k‘r§n.

A. d. vektoriaus X = (Xk1)s X(ha)s - - » X (k) tankio funkcija yra sukoncen-
truota aibéje

Qr::{(xl,...,xT): —oo<x1§~-§xr<oo}
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ir ten lygi

n!

P (T, 1) = (b — (ks — k1 — D)l (ky — k1 — Dl(n — k)
X Ffl_l(xl)(F(mg) - F(xl))kz_kl_l o
n—ky

- X (F(xr) - F(xr_l)kr_kril_l (1 — F(a:r)) p(x1) - p(x).

Proof. Galima samprotauti, kaip ir ka tik padarytoje pastaboje. Kitas budas
— taikyti a.d. transformacija ir Lema. Trumpumo délei, pazymeéje pozicinés
statistikos X(,) tankj q(z;), turime

P(Xv(’”) < (x1,... ,:L‘T>) = / q(z1) - q(z,)dzy - - - da,.

T

Darome pakeitimg z; = F~!(y;) arba y; = F(z;), kai 1 < j <r. Jo jakobianas

lygus
1= (G2 = st e,

Nelygybé X, < x; = F~'(y;) virsta F (X)) = Yy < w5 a(e;) = ¢(F (1)
1 arba 0, atitinkamose srityse, o sritis @), keiciasi j @1, su y; = F(x;). Vadina-
si, pakanka pritaikyti pries tai buvusia teorema, kai y; = F(x;) ir nepamirsti
padauginti is jakobiano. OJ

UZduotis. Variacine eiluté X(q),... X(,), n > 2, gauta stebint a.d., kurio tankio
funkcija yra

f(z) = f(z|p,0) = iexp{ - x;”} T > 1.

Raskite statistikos
T:T, W .= Z(X(i)—X(l) .

tikimybinj tankj.

Sprendimas. Stebéjimo statistinis modelis yra vektoriaus X = (Xi,...,X,,)
skirstinys, kurio marginaliniai skirstiniai turi ta patj tankj f(z|u,o). Todél va-
riacinés eilutées X := (X(1), ..., X(,)) skirstinio tankio funkcija yra

pX<1>,...,X(n> ('U/]_, ct 7un) - n'f(ul) e f(un)7

jel —oo < up < - <y, < 00.
Patogiau dirbti su variacinés eilutés prieaugiais

Zy =Xy =y Z2i= Xy = Xy, Zn = Xy = Xy,
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nes jie sudaro nepriklausomy a.d.rinkinj (!) IS tiesy, galime lengvai rasti ju
jungtine pasiskrstymo funkcija. Skai¢iuojame

P(Zi <y, Zo <) = P(Xey = <y Xy = Xinot) < 0n)
= /A X1y Xy (UL oy U )y - - - duy,
=n! /A flur) - fup)duy - - - duy,.
Integravimo sritis A C R™ aprasoma nelygybémis
O0<u—p<y, O0<u—u <y2...,0 <up—uUp1 < Yn
Todél pritaikykime keitinj

tl:ul_u? tQZUQ—U1,...,tn:Un—Un_1,

1= ()

lygus vienetui. Gauname

Y1 Y2
P(2) <1 20 < _m// [ s v

kurio jakobianas

;o 1<4,5<n,

Istate pateiktaja tankio funkcija, nustembame, kad

ftr+p)flta+to+p) - fltn+-+t+p)

1 { nty  (n— 1)ty tn}
= —exXpy —— — ——————— - — — .
om o o o

Vadinasi, integralai atsiskiria. Jy sandauga lygi

I
P(Zléyl,,anyn):% ; e—ntl/a'dtl

% /y2 e—(n—l)tQ/Udt2 L /Z/n e_t"/adtn
0 0
= (1 _ e—nyl/U) <1 _ e—(n—l)y2/0> - (1 _ e—yn/a)‘

IS ¢ia, paéme y; = oo, kai i # k, taip pat matome, kad
P(Zk‘ < yk‘) =1- e_(n_k+1)yk/av Yk > 07 k= 1a 27 R

Taigi a.d. Z1,...,Z, yra nepriklausomi eksponentiniai su parametrais (n — k +
1)/o a.d.
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Toliau nagrinéjame a.d.

W = L i(X(i)—X(l)):ni1i<2k+“‘+22)

n—1:= i—2

_ ! 1((n—1)22+~~+Zn).

n —

IS ¢ia matome, kad statistikoje T" esantys a.d. X(;) — p ir W yra nepriklausomi.
Be to, galime rasti ir W skirstinj. Paprasc¢iau pradzioje nagrinéti charakteristing
funkcija

Eeit(n-1)W _ ﬁ Eeit(n—k+1)Z _ ﬁ 1 _ < 1 )n—l.
Pt oo L —ito 1 —ato

Ja jau matéme nagrinedami y?(k) skirstinj. Palyging darome iSvada, kad 2(n —
1)W/o ir x*(2n — 2), kai n > 2, skirstiniai yra tie patys.

Panasiai, sutampa ir 2nZ; /o bei x?(2) skirstiniai. Uzduotj baigiame apskai-
¢iuodami

2nZ,/(20) <y
n—1)W/(2(n—1)o) ~ >

- P<x2<2nx—2<22>)//<2n e ””“)

_ P(F(z, o —2) < x)

P(nT < z) = P(z(

Cia F (k,m) yra Fiserio a.d. Istate jo skirstinj, gautume atsakyma.

Naudojantis pozicine statistika, zymiai patogiau tirti empirinés pasiskirstymo

funkcijos F(x) kvantilius. Kaip prisimename

~ X o)y .. c N;
i(p)=inf{x: F(z) >p} =" jei np
X(p+1), jeinp € N;
C¢ia [u] yra skai¢iaus u € R sveikoji dalis.

Teorema 47. Tegul imties X = (Xy,...,X,) komponenciy X; pasiskirstymo
funkcija yra F(x), o x(p) yra jos p kvantilis, 0 < p < 1. Jei ji turi tolydzig
atvirkstine funkcijg F~'(x), tai

&(p)—"x(p).

Proof. Tegul § = 1, jei np € R\ Z, ir § = 0 jei np € Ny. Pagal pries teorema
parasyta formule

&(p) = X@y, k= I[np]+o0.
Patogiau §j a.d. transformuoti ir imti k-ajj variacinés eilutés narj

Yy = F(Xw),
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kuris pagal 45 teorema turi beta skirstinj su parametrais (k,n — k + 1). Kitaip
tariant, jo tankis yra
n k—1 n—k
= 1-— 1).

o) = (100 e @

Pagal (27.1) formule
k(n—k+1)

(n+1)2(n +2)
jei n — oo. Patikrinti! Remiantis CebySovo nelygybe, koks bebtity ¢ > 0,

— 0,

k
EYqy = o — D, VarYy,) =

PGKM—EﬂmﬁEQjEVMKMKQ%O.

Vadinasi,

Y — EYy =" Yy —p+o(1) =70,
pagal tikimybe. Kitais zodziais tariant, F’ (X(k)) —P p. Dél teoremos salygos,
tai ekvivalentu jos teiginiui. 0

Teorema 48. Tegul paprastosios imties X = (Xi,...,X,) komponenciy X;
pasiskirstymo funkcija yra F(z), o z(p) yra jos p kvantilis, 0 < p < 1. Jei
F(z) yra tolydzZiai diferencijuojama tasko x(p) aplinkoje ir jos isvestiné (tankis)
f(z(p)) >0, tai
A p(l—p)
Vn(z(p) — z(p) :>./\/<0,>, n — 0o,
( ) S (p))
Proof. Be jrodymo. Jj galite rasti Bag-Kr [1] vadovélio 110-111 psl. O
Pastaroji teorema reikalinga konstruojant z(p) pasikliautinuosius intervalus.
Skyrelj baigsime pavyzdziu, kai kvantilio tyrimas yra iS esmés reikalingas.
Pavyzdys. Kosi désnis K (p,0), ¢ia u € R ir 0 > 0 yra parametrai, turi tankj
1 o

f(x) = fx;p,0) = ;m,

Atkreipkime démesj i labai létg tankio funkcijos mazéjima, kai z — oo. Kitais
zodziais tariant, Kosi skirstinys yra sunkiauodegis. Jo matematiné viltis (vidur-
kis) yra begalinis. Mediana arba pusinis kvantilis #(1/2) = p tam tikra prasme
pakeicia vidurkj.

Kaip skaic¢iuoti kvantilius? Visy pirma, turime

2(p) 1 (ao-w/e  dy
= tﬁ:—/
p [ N f(t) —| e

— 71T<72T + arctan((x(p) — M)/U)>

= ; + iarctan((x(p) — /o).

z € R.
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Taigi, is
1/2=1/2+ (1/m)arctan((x(1/2) — p) /o)
gauname z(1/2) = p, o kai p = 1/4, turime
1/4=1/2+ (1/m)arctan((x(1/4) — p) /o)
ir 2(1/4) = p — 0. Panasiai, x(3/4) = p+ o ir t.t.
Paskutiné Sio skyrelio teorema, pritaikyta tokiam atvejui, sako, kad

Vi (2(1/2) = ) :>N<0, o

o
Taigi, jei p nezinomas, ji su didele tikimybe aproksimuoja empirinis kvantilis

z(1/2).
Jei 0 nezinomas, turédami israiska
7 = (2(3/4) — 2(1/4)) 2,
vel galime eiti tokiu pat keliu. Tam reikalingas teoremos isplétimas dvimaciu
atveju, nes jpinti du kvantiliai. Paéme atitinkama empiriniy kvantiliy skirtuma
& = (£(3/4) — #(1/4))/2, galetume tikétis, kad
\/ﬁ(& = 0) :>N(0,01), n — 00.

su kazkokia dispersija o1 > 0. Toks sarysis jrodytas [1] vadovélyje.

), n — oo.

29. EMPIRINIY MOMENTU SKIRSTINIAI

Pagrindinés statistikos tiriant imties X = (Xj,...,X,) skirstinio F(z) =
P(X; < ) momentus yra empiriniai momentai:

~ 12
i /Rx (=) ni=

ir
kD 1 & k
= /(x —ay)fdE,(x) = — S (X — an)-.
R n ‘-
Jie atitinkamai vadinami pradiniais ir centriniais empiriniais momentais. Aisku,

kad |
a)p = Y = — Z Xz
=1
yra empirinis vidurkis. Taip pat isskirtina empiriné disppersija:
1 & —
Mo — EZ(Xz — X)2 = Q2 — CL%.
i=1

Tai a.d., todeél nagrinékime juy vidurkius. Ne visada jie egzistuoja, todél reika-
laujame, kad atitinkami skirstinio F'(z), apibréZto statistiniame modelyje, mo-
mentai EX* =: of ir E(X — a1)* =: u; egzistuoty ir biity baiginiai.
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Trumpindami Zymésime p = o = EX ir 0% := py = VarX.
Bakalauro studijose buvo minéta (ir tai nesunkiai patikrinama), kad

Teorema 49. Tegul paprastosios imties X = (X1,...,X,,) komponentés X; yra
normalieji a.d. su vidurkiais p ir dispersija o*. Tada a.d.

1 n
=1 n—1;

82:

(X; — X)?

yra nepriklausomi ir jy skirstiniai yra tokie:

X —
V-

o

— standartinis normalusis;

n—1)s?

ol 02) - X'(n—1);

X—p
S

Vn

Proof. Trodyma pradésime faktu, kad nekoreliuoti normalieji a.d. Z := (Z1,...,Z,),
turintys parametrus (j;, 0’?), yra nepriklausomi. IS tiesy, jei ju kovariacijy mat-
rica

tn—1 Stjudento su (n — 1) laisv. laipsn..

A= (Cov(Zi, Zj))

1<ij<n

yra diagonali, tai naudojant matricy daugybg ir vektoriaus bei matricos daugyba,
jungtiné charakteristiné funkcija uzrasoma sandauga:

i7" L tAY n , o3t?
Ee'*?) = exp {z(tu’) -3 } = H exp {ztj,uj — —JQJ }
j=1

Cia t == (t1,...,t,) € R", i := (..., 1n) € R" vidurkiy vektorius, 0]2 =
VarZ;, o t' reiskia vektoriaus ¢ transponavima.

Pritaike Sig pastaba, [sitikiname, kad normalieji a.d. X ir X; — X yra neko-
reliuoti. IS tiesy,

Cov(X,X; — X) = Cov(X, X;) — Cov(X, X)

1 n
= - Cov(X;, X;) — — > Cov(X;, X;)
"= i,j<n

o? o?

=——-—=0.
n n
Pritaike pradzioje padaryta pastaba, gauname a.d. X ir X; — X nepriklausomu-
ma, tuo paciu ir X bei s? nepriklausomuma. Dabar pirmasis teoremos teiginys
dél centruoto ir normuoto X yra beveik akivaizdus.
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Kaip s? skirstinys siejamas su x*(n — 1), kodeél laisvés laipsniy yra ne n? Dé-
meny buvo n. Ta pacia proga pastebékime, kad s? yra nepaslinktasis dispersijos
o? jvertinys (statistika), nes tiesioginiu skai¢iavimu gaunama

Es? = o2
Patikrinkite!
Patogiau nagrinéti a.d.
, n—1, 1 T R —
(29.1) SPi=—— == (X; - X)) == X?-X
n n = n =

Ir ji galima suprastinti atliekant vektoriaus ortogonaligja transformacija, t.y.
pakeidiant Y := (Y1,...,Y,) = XB, ¢a B = (b;), 1 < [,j < n, yra ortogo-
nalioji matrica. Tokia transformacija islaiko nepakeista vektoriaus koordinaciy
kvadraty suma!

Pasirinkime pirmuoju stulpeliu vektoriy o', kai

b= (b1, bt - .., but) = (1/v/m, 1/v/m, ..., 1/v/n),

o kitus raskime iS ortonormuotumo sarysiy

= L, jeik=j;
birby; = . .
; ! {O, jei k # j.

IS jy, kai k£ = 1, isSplaukia véliau taikomos lygybés
Zblj:O, ]:2,,77,
I=1
[stirkime a.d. vektoriy Y. Kaip minéjome,

Y24+ YEP=XP 4+ X2

Pasirodo, jo koordinatés yra normalieji a.d. ir nepriklausomos. Pirmas faktas
akivaizdus, nes tiesinés nepriklausomy normaliyjy a.d. kombinacijos yra norma-
lieji a.d.. Kaip pasikeité vektoriaus X jungtiné charakteristiné funkcija

- 1
ox(t) =" = exp {z',ut’) — 2022575’)}
Ji tapo
oy (1) = eitY" = (iltB)X’
1
= px(tB') = exp {i/lBt') — 5aQ(tB’ : Bt’)}

1
= exp {m\/ﬁtt’ — 2a2tt’},
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nes BB’ = I - vienetiné matrica. Cia

I?:u(l?l)"'?l)B:u<\/ﬁazbl2>-"azbln>
=1 =1
:u\/ﬁ(Lo,...,o).

Taigi, transformacija pakeité tik a. vektoriaus vidurkj, charakteristiné funkci-
ja irgi yra sandauga vienamaciy charakteristiniy funkcijy. Tai jrodo Y7,...Y,
nepriklausomuma ir normaliskuma.

IS @y (t) iSraiskos matome, kad

}/’1:”71/2<X1+"'+Xn)=\/ﬁ~Y;
EY: =vip,  EY; =0, j=2,...,n
VarYj:Vaer:U2, 7=12...,n.

Vadinasi,
n

nS? =3 (X, - X2 =3 X?—nX =3 V2
=1 =1 1=2
yra (n — 1)-o standartinio normaliojo a.d. kavadrato suma, be to nepriklausoma
nuo Y;.
Dabar teoremos teiginiai iSplaukia i$ x(n — 1) ir Stjudento skirstinio apibrézi-
mi.

OJ

Kai imtis néra normalioji, retai kada pasiseka rasti tikslius empiriniy momenty
skirstinius. Tenka skaic¢iuoti skaitines juy charakteristikas, dazniausiai, momen-
tus, ir iS ju spresti apie galimus skirstinius. Pateiksime tik vieng paprastesnj
pavyzdj.

Teorema 50. Tegul imtis X = (X1,...,Xn) yra paprastoji, o Xy skirstinio pra-
diniai momentai oy = EXY egzistuoja iki eiliy j < 2m imtinai. Tada empiriniy
momenty,

vidurkis, dispersija ir kovariacijos:

2
Qg — Oy — OOy
Ea, = a4, Var(ax) = — Cov(ag, @) = B —

jei k1 < m.
Be to, Plar — ay) =1,

Vvn

A — Oy

/ 2

=" N(0,1),

kai n — oo.
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Proof. Pritaikyti vienodai pasiskirsc¢iusiy nepriklausomy a.d. sumy vidurkio,
dispersijos ir kovariacijos skaic¢iavimo formules. Pavyzdziui, jrodant dispersijos
formule, skaic¢iuojame:

Var(ay) = n2 S E(XEXF) — (Bay)?

7,l<n
n
_ k 2t)
- SEUDB( + 5 SRS —of
n —
J#
1 Qg
— —(n? =)ol + 2% _ o2
n n
. agf — Oék
—
Paskutinis teoremos teiginys isplaukia is centrinés ribinés teoremos. 0

Teoremoje pateiktos ir panasios kity eiliy momenty israiskos, apjungtos j sis-
temas, daznai leidzia iSspresti nezinomus skirstiniy parametrus per empirinius
momentus. Taip gaunami parametry jvertiniai. Mes to jsitikinome nagrinédami
Kosi deésnj isreiksdami jo parametrus per empirinius kvantilius.

30. PAKANKAMOSIOS STATISTIKOS

Tarkime, jau esame apibréze statistini modelj - imties X = (Xi,...,X,)
skirstiniy Seima (Px, # € ©), priklausancia nuo Seimos parametro 6. Ji pa-
prastumo délei laikysime vienamaciu, t.y. © C R. Primename, kad imties
X = (Xy,...X,) skirstinys Py, apibréziamas tikimybémis

Px(B) = Py({w: X € B}), BeBR").

Pridéjome indeksg 6 tikimybinés erdveés (€2, F) matui P. Tikimeés, kad dvipras-
mybé Py ir Py nekels sunkumy. Tai matai skirtingose erdvese!

Iveskime svarbia salyga: matai Px turi tankio funkcijg f(x,0) kokio nors o
baigtinio mato p atzvilgiu, t.y.

Py(B) = Py(X € B) = /B f(a,0)u(dx), B e B(R).

Cia v = (21,...,2,) € R" (vadovélyje vektoriai pajuodinti!) ir, aisku, kad
f(z,0) turi buti integruojama funkcija. Kai galioja toks sarysis, sakoma, kad
matas p dominuoja skirstiniy Seima Px arba (P, 6 € ©).

Panagrinékime skirstiniy dominavimg. Absoliuciai tolydiniy skirstiniy atveju,
dominuojantysis matas yra Lebego. Ir diskretieji skirstiniai gali buti dominuo-
jami.
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1 pavyzdys. Tegul imtis yra paprastoji, o stebimas a.d. jgyja reikSmes wu is
skaicios aibés A su tikimybeémis py(u), u € A, § € ©. Apibrézkime mata

u(B):H(ul,...,un)eB: uiEA,i21}, B € B(R"),

ir funkcija

po(x) = po(a1, ..., 2n) = po(ur) - - - po(un),
kai © = (z1,...,2,) = u := (uy,...,u,) ir pg(xr) = 0 priesingu atveju. Tada
imties X = (Xj,...,X,) skirstinys uzrasomas formule

Pu(B) = [ po()u(dz). B e BER").

Dominavimo svarba siejasi su tokia statistiky klase.

Apibrézimas. A.d. T = T(X), T : R" — R, vadinamas pakankamagja
parametro 0 statistika arba pakankamaja klasei (Pp, 0 € ©), jeigu egzistuoja
sglyginés tikimybés variantas
(30.1) Py(X € BIT(X) =t) = Px(B|IT'(t)), Vt€©CR,
nepriklausantis nuo 6.

Frazés ,egzistuoja salyginés tikimybés variantas" reikalinga, nes salyginé tiki-
mybé apibréziama Py beveik visur. Salyga T'(X) = t antroje israiskoje pakeitéme
atitinkamu jvykiu kitoje erdvéje, nes Ay := {X € T~1(t)}. Jei nuo tokiy jvykiy
informacijos tikimybés dar priklausyty nuo @, tai statistika 7" buty bloga; pa-
naudoje ja, kitaip vertintume parametra. Jei nepriklauso, tai jvykiai A; nebegali
duoti papildomos informacijos apie €, todél terminas pakankama yra pagristas.

Pavyzdys. Paprastoji imtis gauta stebint Puasono a.d., todél imame modelj

(Px, A > 0). Zinodami, kad parametras yra skirstinio vidurkis imame statistika
T=25,=X,+- -+ X,. Arji pakankama tokiai skirstiniy Seimai? Tikriname

P)\(Xl =my,..., X, = mn’Sn _ N) _ P>\<X1 :gl(?szpj\;j(n =m,)

(o ") ()

jeimy,...,my, € Ng, m; +---+m, = N; kitoms m; reikSmeéms tikimybeés lygios
nuliui. Visais atvejais parametras A yra iSprastintas.
Darome isvada, kad statistika yra pakankamoji.

Teorema 51. Tegul T : R™ — R yra mati funkcija. Statistika T(X) yra pa-
kankama klasei (Py, 0 € ©), dominuojamai mato p su tankiu pg(u), tada ir tik
tada, kai visiems 0 € © egzistuoja neneigiama mati funkcija go : R — R ir tokia
Borelio funkcija h : R™ — R, nepriklausanti nuo 0, kad

po(x) = go(T(x))h(x) 11— b,
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Pries pradédami jrodyma, pasakysime, kad suformuluota teorema yra atskiras
Neimano-Fiserio faktorizavimo kriterijaus atvejis. ISskaidyma rasti yra gerokai
lengviau, nei iSnagrinéti salygines tikimybes pakankamosios statistikos apibrézi-
me. A.d. pg(X) vadinamas imties tikétinumo funkcija.

Proof. 1. Diskretusis atvejis. Jrodant pakankamuma, reikia rasti salygine tiki-
mybe (30.1). Pakanka nagrinéti patekimo j vienataske aibe B = {u}. Tegul a.
vektorius X = u su teigiama tikimybe. Pagal dominavimo salyga

(30.2) Py(X = u) = pg(u)u({u}) > 0.

(Pastaba: Jei matas p kaip nurodyta 1 pavyzdyje, u({u}) = 1.) Jei T'(u) # t,
tai

Px(BIT'(t)) = Py(X = u|T(X) = t) < Py(T(X) = T(u)|T(X) =) = 0.
Priesingu atveju, T'(u) = t, todél pagal (30.2) ir teoremos salyga
Py(X =u,T(X) =t) _ Py(X = u)
Py(T(X) =t) P(T(X)=t)

Py(X =ulT(X)=t) =

Pagal (30.2) ir teoremos salyga skaitiklis lygus

go(H)h(u)p({u}),

o vardiklis —

Py(T(X)=1t) = Ry(X € T”(t)) = 2 hX=u

weT1(t)
= > pe(up({u})
ueT—1(t)
-5 %( u)) b {u})
a5 M)
uweT—1(t)

Taigi, santykis suprastinus is gg(), virsta funkcija
-1
P =ulr(x) =) =) X nwutta)
ueT—1(t)

kuri nepriklauso nuo 6.
Butinumas. Tegul statistika yra pakankama, t.y., tikimybés

P@(X =z|T(X) = t) =: w(z,t)
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variantas, rastas Py b.v., nepriklauso nuo 6. Jei T(z) = ¢, skai¢inojame
Py(X = 1) = Py(X =2, T(X) = t)
= Py(X = 2|T(X) = )P (T(X) = 1)
= w(x, )Py (T(X) = t).
Vadinasi, kai Py(X = z) > 0,
po(w) = Py(T(X) = T(x)) - wlz, T(x))/p({x}) = go(T(x) ) h(x).

Diskretyjj atvejj iSnagrinéjome.
2. Tolydusis atvejis, esant papildomai glodumo salygai, yra vadovélyje [1]. O
2 pavyzdys. Tarkime, kad paprastoji imtis i§ normaliojo désnio A (a,0?) ir a
yra zinomas. Kokia statistika yra pakankama rasti 0?7 Atsakymas néra vienin-

telis, bet faktorizavimo kriterijus turi buti tenkinamas. Paimkime

n

T(X)=> (X;—a)

j=1
Normalusis désnis yra absoliuciai tolydus (Lebego mato atzvilgiu), jo tankis,
kaip zinome, yra

1

o\ 21

f(z;a,0) = exp{ - 2}‘2 En:l(x] — a)Q}.

Akivaizdu, kad jis issiskaido

fz;a,0) = ! exp{ — lT(x)} 1= gU(T(x)) - h(x).

oV 2w 202

3 pavyzdys. Tarkime imtis paprastoji imtis X = (Xj,...,X,,) imama i$ Pu-
asono désnio Poi(\) ir A > 0 yra nezinomas. Kaip matéme 1 pavyzdyje, imties
skirstinys

1
kylee k!
yra dominuojamas mato u(B) := |[BNNj|, B € B(R), nes
1

Py(B) = / —nA yortan dz).

Pasinaudojome lygybe I'(m + 1) = m!. Tankis p atzvilgiu faktorizuojamas:
1
—nA Yzt — [ m\T(®)
e AT ) = <e A )h x
( My 4+1)---T(x, + 1) (z)

jei T(x) := z1 + -+ + z,. Vadinasi, T(X) := X; + --- + X,, yra pakankama
statistika.

PX(k) - H PA(X] = kj) = e_n)‘Akl"F"'-‘rkn
7j=1




115

IS esmés buvo svarbus tikétinumo funkcijos

1
“nAT(X)
(e A >X1!-~Xn!

faktorizavimas.

Sudétingesnis pavyzdys i§ matematinés genetikos.! Zinoma, kad imant genus
net is to paties lokuso, kei¢iasi jo aleliniai tipai, kuriuos galima atskirti vieng nuo
kito. Genas lyg ir tas pats, bet tipai jvairus. Jie gali nesikartoti, atsirasti nauji,
t.y., vyksta mutacija. Bakterijose - net eksperimenty vykdymo metu. Mutacijos
greitis, kurj pazymeékime 6, yra susijes su aleliniy tipy skai¢iumi. Intuicija sako,
kuo tipy daugiau, tuo mutacija didesné.

Formalizuokime, jsivaizduodami vieng is geny imc¢iy. Joje bus jvairiy geny
aleliniy tipy atstovy, vieni tipai atstovaujami dazniau, kiti - re¢iau. Bet geny
imtyje galima suskaiciuoti, kiek yra aleliniy tipy, turinciy j atstovy! Jei X; € Ny,
1 < j < n, yra tokiy tipy skaicius, tai jie turi tenkinti lygybe

(30.3) UX)=1X1+ - +jX;+--+nX, =n.
Persasi isvada, kad statistinj modelj turi sudaryti a. vektorius X = (Xq,...,X,,),
juolab, kad

T(X):=X;+--+ X,

yra jau minétas visy aleliniy tipy, pasirodziusiy imtyje, skaic¢ius. Ji manéme
esant labai informatyviu tiriant mutacijos greitj . Ar teorija tg patvirtins?

Sudarant statistinj modelj, reikia uzrasyti a. vektoriaus X = (Xi,...,X,)
skirstinj, jpinant parametrg . Kokios naturalios prielaidos gali buti X; skirs-
tiniui? Jis sukoncentruotas aibéje Ny, bet sunku tikétis dideliy a.d. reiksmiy,
ypac kai j didelis. Tokiais atvejais dazniausiai taikomi Puasono désniai su ma-
zéjanciais parametrais (vidurkiais). IS kitos pusés, mutacijai intensyvéjant X
turéty didéti. Persasi naturali prielaida, kad reikia imti nepriklausomy Puasono
a.d. Xi,...,X,, turin¢iy parametrus \; = 6/ atitinkamai, rinkinj ir uztikrinti
(30.3) sarysj. Taigi gana naturalus statistinis modelis galéty buti toks:

Px (k) := Py(X = k[0(X) = n),
jei k = (ki,...,k,) € NI Sis skirstinys yra sukoncentruotas aibéje £~1(n) =

{keNr: (k) =n}.

T Autoriaus darby salyéiai su Sia tematika padéjo jam ir prof. Gutti Jogesh Babu i§ Pen-
silvanijos valstijos universiteto gauti JAV Nacionalinés tyrimy agentiiros granta 1999-2000 m.
bendriems tyrimams.
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Puasonines tikimybes mokame apskaiciuoti. Tegul s := (s1,...,5,) € Nj yra
bet koks vektorius, tada pagal pinosios tikimybés formule

P@(f ) ZPg( =5, 0(X )— > P@( —s,E(X):n>

seNpy L(s)=

= >, h(X=s5= ) ﬁP i = 5i)

£(s)=n L(s)=nj=1
0] & /60\% 1
- £
Z(sz;n { Jj= 1‘7}.7:1_[1 J Sj!
" 0 TN 1
ool -£2) £ RO
X0
"0
=: exp{—Z,}Mn.
=17

Pastaraja suma galima apskaiciuoti kombinatorinémis primonémis. IS tiesy,
dviem budais raskime n-ajj koeficientg formalioje eilutéje

(1= 0 = exp{ ~ Olog(1 ~ ) = exp{eix'j}
e {%} - TT5 (4) 5 - S ot

Antra vertus,

Taigi,

Kai k = (ky,...,k,) € Ny ir £(k) = n, tai modelyje esancios salyginés tikimybeés

skaitiklis lygus
i)
S\ kY

7=1 J

Py(X =k t(X)=n) = P(X =k) = exp{ —~ ie}

i=1J

Vadinasi,
n! Lo /0N\% 1
Px(k) = By (X = k6(X) = n) = 1= ] () =,
| 1

jei k€ (71 (n).

Si Seima yra dominuojama, pavyzdziui, o baigtinio mato

W(B) = BNl (n), BeBR,
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nes o1t
nlgFiT T L 1
Px(B) = /B ( o0 ) <gl_[1 T (z + 1)>,u(dx).

Po integralu esanti funkcija (tankis mato p atzvilgiu) faktorizuojama, todél
pagal Neimano-FiSerio faktorizacijos kriterijy, statistika T(X) = X; + --- +
X, yra pakankama ir suteikia visg galimg informacijg apie mutacijos greicio
parametra 6.

31. DIDZIAUSIO TIKETINUMO METODAS

Populiariausias statistinio modelio (a.v-iaus X = (X7, ..., X,,) skirstinio), pri-
klausancio nuo nezinomo parametro 6 € © jvertiniy, statistiky 6 = 6(X), suda-
rymo budas yra vadinamasis didZiausio tikétinumo metodas.

Tegul modelio a.d. turi bendra pasiskirstymo funkcijg, kuri yra absoliuciai
tolydi o baigtinio mato p atzvilgiu, t.y. turi atitinkama tankj f(z;0), tenkinantj
lygybe

Px(B) = [ f(z:0)u(dz), 0€6.
B
Kaip jau minéta, a. d.
L(X) := Lx(0) := f(X;0),
vadinama tikétinumo funkcija. Jos realizacijos (tankiai p atzvilgiu) parodo, kiek
tikétina, jog imtis jgys reikSme z diskrec¢iuoju atveju ar reikSme is Sio tasko
(x,z + dx] aplinkos tolydziuoju atveju, nes pirmuoju atveju
Po(X =) = f(z;0)u({z}) = f(x;0),
kai u(B) = |B|, B € B(R), o antruoju atveju -

PQ(X € (x,x+ dx]) ~ f(x;0)u(dx).

Geras 0 turi realizuoti Sios funkcijos maksimuma. IS ¢ia kyla idéja, kaip rasti
gerus # jvertinius. Daznai patogiau ieskoti funkcija

[(6) :=log L(X) :=log Lx(0)

maksimizuojanciy . Jie tenkina lygti

d
(31.1) gl =0.
Jei 0 = (04,...,0,,) buty m-matis parametras, turéetume m lygc¢iu. Vektorine
forma jas uzrasytume
(31.2) (alw)”.69M@>:0€RW
06, 77 00,

Pavyzdziai.
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1. Tegul imtis, imama i$ normaliojo désnio su parametrais (u,o?) yra pa-
prastoji. Tada tikétinumo funkcija
1

1 n
wmmm{2§; }

L(ﬂ? 02) =
o jos logaritmas
U, 0%) = ——loga - —log (2m) Z

Dalinés iSvestinés (vadinamosios informantés) yra

0
F@M, _0_22

ir
0 n 1 &
907 1o 7) = 51 + g7 11X

Prilygine nuliui, gauname nesunkiai issprendziama lygciy sistema. Jos sprendi-
niai yra didZiausio tikétinumo parametry (i, o?) jvertiniai:

I -
MZ%ZX] :X7
j=1
1 n
02:*Z(Xj—X)2:m2
njfl

Kaip ir reikéjo tiketis, sutampa su empiriniais momentais.
Ivertinys (ji,0?) maksimizuoja tikétinumo funkcija. Tuo jsitikiname neskai-
¢iuodami antryjy isvestiniy:

— n Mo 1 & 1 &
10 ma) = l(0%) =~ o 2 = 22370 = X+ 525 3 (X
2 o?  2my i 20% 4
n my N 1 & — _ 2
= D™ My LN (X - X) + (X -
n.,  ms nmy  n(X — p)?
= Dee 2 _ 1
2% Tt g T o
Zg(u—logu—l) >0, wu:=my/o?

nes funkcijos g(u) := u — logu — 1, u > 0, minimumo taskas yra u = 1, be to,
g(1) = 0. Vadinasi, didziausias tikétinumas pasiekiamas imant rastus jvertinius.

2. Daug jvertiniy randama panaudojant imties skirstinio Py tankio f(z,6)
(atzvilgiu o adityviojo mato ) faktorizacija, kuri yra butina ieSkant pakankamuy-
ju statistiky 7'(X). Vadinamuju eksponentiniy skirstiniy atveju galima pradéti
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nuo pavidalo (zr. auksciau pateiktus pavyzdzius)

F(,0) = h(x)go(T(x)) = h(z) exp {0T (x) — b(0) };
paprastumo délei, ¢ia laikoma, kad parametras 6 yra vienamatis. Tada didziausio
tikétinumo statistika 0 = (X)) bus lygties
0=10(0)=T(X)—-V(0), v (0) =T(X),
sprendinys, uztikrinantis funkcijos f(z, ) maksimuma. Jei funkcija b(u) yra di-
ferencijuojama, o jos iSvestiné turi atvirkstine (t.y., mus lydéty sekme), rastume
0(X) = v(T(X)).
Panasi situacija ir esant didesnio matmeny skaiciaus parametrui 6.

Savarankiskai iSsinagrinékite [1] vadovélio 4.5.11 pavyzdj apie beta skirstinio
parametry poros didziausio tikétinumo jvertiniy radima.
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32. EGZAMINO STRUKTURA

Bilietas
Pirmai ir antrai dalims atskirai:
1. (3 balai) Be knygos: jrodyti suformuluota teorema ar teorinj teiginj.

2-3. (po 1 bala) Su knyga ar konspektu: uzdaviniai, pratimai, skirti konkre-
tiems atvejams.

KAS BUTINA ZINOTI?

2016 m. is [3] vadovelio iSmokti:

I skyriy be ,,Arcsine law" 10 skyrelyje ir be 11 skyrelio;

IT skyriy 1-8 skyrelius.

[ [4] jsisavinti 5 skyriaus medziaga apie Puasono procesa.

Statistikos medziaga pagal [1] vadoveélj:

1 skyrius:  suprasti apibrézimus, mokéti pasinaudoti ten esanciomis formu-

lémis turint po ranka knyga.

2 skyrius, skyreliai 2.1 ir 2.2:  apibrézimai, uzdaviniai.

3 skyrius, skyreliai 3.1, 3.3 ir 3.5.2:  mokeéti jrodyti teoremas ir jas taikyti.
Skyreliai 3.2, 3.4, 3.5.1:  teoremos be jrodymu, mokéti jas taikyti.
Skyrelis 3.5.3:  mokéti taikyti ten iSdéstytus metodus skaic¢iuojant empi-

riniy momenty ir vidurkius ir dispersijas.

4 skyrius, skyreliai 4.5.1 ir 4.5.2:  teoremos be jrodymy, mokeéti taikyti meto-

dologija sprendziant pratimus.

Naudojantis vadoveliu mokéti spresti uzdavinius, kuriems pakanka isvardin-
tuose skyreliuose pateiktos medziagos.

Linkiu sékmés, E.M.
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