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APŽVALGA

Pateikiamas 24 straipsniu
‘
, paskelbtu

‘
1982-2014 metais, rinkinys yra viso iki šiol at-

likto mokslinio tiriamojo darbo dalis. Pilname autoriaus publikaciju
‘
sa
‘
raše būtu

‘
per 200

darbu
‘
, ǐs ju

‘
per 100 sudarytu

‘
straipsniai recenzuojamuose ir referuojamuose Lietuvos bei

užsienio moksliniuose žurnaluose ir konferenciju
‘
darbuose. Pristatomi straipsniai, kuri-

uose yra daugiau originaliu
‘
idėju

‘
, nauju

‘
uždaviniu

‘
, pakankamai ǐsbaigti rezultatai arba

ǐssamus tematikos aptarimas. Apžvalgoje rezultatai rikiuojami pagal potemes ir ban-
doma prisilaikyti chronologinės tyrimu

‘
eigos. Siekdami istorinio tikslumo ir i

‘
terpdami

savo rezultatus i
‘
bendra

‘
mokslo plėtote

‘
, minime kitu

‘
autoriu

‘
ir savo darbus, nei

‘
dėtus i

‘
ši
‘
rinkini

‘
. Todėl apžvalgos gale yra du bibliografiniai sa

‘
rašai. Pirma

‘
ji
‘
ǐs sudaro tik šio

rinkinio straipsniai, jie cituojami panaudojant numeracija
‘
[1],..., [24]. Minėdami kitus

darbus, naudojame autoriu
‘
inicialus ir metu

‘
nuoroda

‘
.

Apžvalga
‘
dalijame i

‘
dvi dalis, skirtas tikimybinei skaičiu

‘
teorijai (TST) ir tikimybinei

kombinatorikai (TK).
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I. TIKIMYBINĖ SKAIČIU
‘
TEORIJA

Tikimybinė skaičiu
‘
teorija – ,,lietuvǐska” mokslo šaka. Jai pagrindus padėjo profe-

soriaus Jono Kubiliaus mokslinis i
‘
našas. Be jo, šiuolaikinei problematikai susiformuoti

buvo svarbūs Vengrijos (P. Erdős, I. Ruzsa, I. Kátai, G.Halász), Prancūzijos (H. Delange,
G. Tenenbaum), JAV (A. Hildebrand, P.D.T.A. Elliott), Rusijos (B.V. Levin, N.M. Ti-
mofeev), Vokietijos (W. Schwarz, K.-H. Indlekofer) ir kitu

‘
matematiku

‘
darbai. Siaura

‘
ja

prasme TST suprantama kaip aritmetiniu
‘
funkciju

‘
reikšmiu

‘
pasiskirstymo teorija, kai

argumentas, kuris yra natūralusis skaičius, imamas atsitiktinai.
Tegul N ir R yra natūraliu

‘
ju
‘
ir realiu

‘
ju
‘
skaičiu

‘
aibės, o νn – tolygusis tikimybinis

matas, apibrėžtas aibėje {1, . . . , n}. Pagal apibrėžima
‘
funkcija h : N → R yra adi-

tyvioji funkcija, jei kiekvienai porai tarpusavyje priminiu
‘
skaičiu

‘
m,n teisinga lygybė

h(mn) = h(m) + h(n). Todėl šias funkcijas galima apibrėžti pirminiu
‘
skaičiu

‘
natūraliu

‘
ju
‘

laipsniu
‘
aibėje {pk : p − pirminis, k ∈ N}. Tarp ju

‘
yra, pavyzdžiui, skaičiaus m

skirtingu
‘
pirminiu

‘
daugikliu

‘
kiekis ω(m), kitos svarbios skaičiu

‘
teorijos funkcijos. Nors

ω(pk) ≡ 1, funkcijos ω(m) elgsena, kai m perbėga visus natūraliuosius skaičius, yra
gana chaotǐska. Egzistuojančius dėsningumus tenka aprašyti tikimybiu

‘
teorijos termi-

nais. Išskirsime keleta
‘
nagrinėtu

‘
uždaviniu

‘
tipu

‘
.

1.1. Pagrindinė TST problema.

J. Kubiliaus monografijoje [JK62] buvo suformuluota ir dalinai ǐsspre
‘
sta pagrindinė

TST problema.

Problema. Kada egzistuoja tokios normuojančios sekos α(n) ∈ R ir β(n) > 0, kad
skirstiniai νn(u) := νn

(
h(m) < α(n)+xβ(n)

)
, x ∈ R, silpnai konverguotu

‘
i
‘
ribini

‘
dėsni

‘
?

Čia ir toliau ribiniuose sa
‘
ryšiuose n → ∞. J. Kubilius naudojo vadinama

‘
ji
‘
standartini

‘
normavima

‘
, kai

α(n) = A(n) :=
∑
pk≤n

h(pk)

pk
, β(n) = B(n) :=

( ∑
pk≤n

h2(pk)

pk

)1/2

.

Jo rezultatai yra galutiniai, jei h(m) priklauso jo vardu pavadintai klasei H, apibrėžiamai
sa
‘
lyga

B(n) ∼ B(nu) → ∞, ∀u ∈ (0, 1).

Iki šiol nerasta galutinio ǐskeltos problemos sprendimo, kai β(n) → ∞, todėl buvo keliami
nauji artimi uždaviniai.

Viename ǐs pirmu
‘
ju
‘
[EM73] darbu

‘
mes ǐsnagrinėjome funkcijos h(m) reikšmiu

‘
trup-

meniniu
‘
daliu

‘
{h(m)} ribinio skirstinio egzistavimo problema

‘
, nustatydami būtinas ir

pakankamas sa
‘
lygas, kada pasiskirstymo funkcijos νn

(
{h(m) − α(n)} < u

)
konverguoja

moduliu vienetas i
‘
ribini

‘
dėsni

‘
intervale [0, 1]. Abi darbo teoremos, sujungtos i

‘
viena

‘
teigini

‘
yra ǐsdėstytos P.D.T.A. Elliott’o monografijoje [El79] (1 t. 8.9 teorema). Vėliau

mums buvo pavyke
‘
nustatyti bendriausias tuo metu žinomas sa

‘
lygas, kada νn(u) kon-

verguoja i
‘
ǐssigimusi

‘
nulio taške dėsni

‘
; deja, mokslines lenktynes sprendžiant pastara

‘
ji
‘

uždavini
‘
laimėjo I. Ruzsa. Po poros dešimtmečiu

‘
, nagrinėjant didžiu

‘
ju
‘
skaičiu

‘
dėsni

‘
kombinatorǐskai apibrėžtiems dydžiams, pavyko būti pirmuoju (žr II skyreli

‘
ir [13]).
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Šio rinkinio pirmame straipsnyje [1] ǐsplečiama Kubiliaus H klasė ir apibendrinami
jo rezultatai. Pagal apibrėžima

‘
platesnės klasės H(α, β) adityviosios funkcijos tenkina

sa
‘
lygas:

1

B(n) log n

∑
p≤n

h(p) log p

p
= α+ o(1),

1

B2(n) log n

∑
p≤n

h2(p) log p

p
= β + o(1).

Dabar |α| ≤ min{1/
√
2,
√
β}, 0 ≤ β ≤ 1 ir H = H(0, 0).

Pateiksime tik paprasčiau formuluojamus teiginius. Toliau visur B(n) → ∞.

1 teorema. Tegul h(m) ∈ H(α, β). Pasiskirstymo funkcijos νn(x) silpnai konverguoja
i
‘
neǐssigimusi

‘
dėsni

‘
tada ir tik tada, jei egzistuoja tokia nemažėjanti aprėžta funkcija

K(u), kad K(−∞) < K(∞) ir

Kn(u) :=
1

B2(n)

∑
p≤n

h2(p)

p
I{h(p) < uB(n)}

silpnai konverguoja i
‘
K(u). Jei pastaroji sa

‘
lyga yra patenkinta, tai tolygiai aťzvilgiu u ǐs

kiekvieno baigtinio intervalo

B(nu)/B(n) → uβ/2(1−β), β < 1,

ir
A(nu)−A(n)

B(n)
→

{
0, jei β = 0,
α(2−β)

β

(
uβ/2(1−β) − 1

)
, jei β ̸= 0.

Lyginant su J. Kubiliaus rezultatais galima pastebėti, kad šioje teoremoje galimi ribi-
niai dėsniai sudaro platesne

‘
negu neaprėžtai daliu

‘
skirstiniu

‘
aibe

‘
. I

‘
normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
gali

konverguoti skirstiniai adityviu
‘
ju
‘
funkciju

‘
, nebūtinai priklausančiu

‘
Kubiliaus H klasei.

Tačiau tokiu
‘
funkciju

‘
reikšmės pirminiu

‘
skaičiu

‘
aibėje negali būti pastovaus ženklo. Ta

‘
rodo šis referuojamo darbo rezultatas.

Tegul I{·} žymi nurodyto i
‘
vykio indikatoriu

‘
.

2 teorema. Tegul δ > 0 yra bet kokia konstanta ir

1

log n

∑
p≤n

log p

p
I{h(p) < −δB(n)} = o(1).

Skirstiniai νn(x) konverguoja i
‘
standartini

‘
normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
tada ir tik tada, jei patenkinta

Lindebergo sa
‘
lyga

1

B2(n)

∑
p≤n

h2(p)

p
I{|h(p)| ≥ εB(n)} = o(1) ((L))

su kiekvienu ε > 0.
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Teorema apibendrina B.V. Levin’o ir N.M. Timofeev’o ([LeTi74], [LeTi77]) bei P.
Elliott’o darbus šiuo klausimu (plačiau žr. monografijos [El79]) antra

‘
ji
‘
toma

‘
. Mūsu

‘
straipsnyje buvo ǐskeltas uždavinys nagrinėti adityviu

‘
ju
‘
funkciju

‘
skirstiniu

‘
logaritminio

tankio prasme konvergavima
‘
susiejant tai su pirmu

‘
ju
‘
momentu

‘
konvergavimu. Tokiu

būdu buvo pasiekta pažanga sprendžiant pagrindinės TST problemos analoga
‘
.

Tegul

µn(x) :=
1

log n

∑
m≤n

1

m
I{h(m) < An + xB(n)},

o a(µ) bei b(µ) yra skirstinio µ pirmieji du momentai.

3 teorema. Šie teiginiai yra ekvivalentūs:
• µn(x) silpnai konverguoja i

‘
µ(x), a(µ) = 0 ir b(µ) = 1;

• h(m) ∈ H ir egzistuoja tokia pasiskirstymo funkcija K(u), kad Kn(u) silpnai kon-
verguoja i

‘
K(u).

Išvada. Pasiskirstymo funkcijos µn(x) silpnai konverguoja i
‘
standartini

‘
normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
tada ir tik tada, kai patenkinta Lindebergo sa

‘
lyga (L).

Panašiai, buvo ǐsspre
‘
sta ir logaritminiam tankiui performuluota pagrindinė TST prob-

lema, kai žinomi ribiniu
‘
skirstiniu

‘
pirmieji du momentai, o normavimas yra standartinis.

Daug dėmesio autorius skyrė pasiskirstymo funkciju
‘
νn(x) (ir ju

‘
analogu

‘
multip-

likatyviosioms funkcijoms) konvergavimo i
‘
normalu

‘
ji
‘
dėsni

‘
(logaritmini

‘
normalu

‘
ji
‘
) grei-

čiui nustatyti. Mūsu
‘
1974 m. straipsnis [EM74] ǐssiskyrė tuo, kad jame pirma

‘
karta

‘
analizinis Halász’o metodas buvo pritaikytas kiekybinei analizei. Jis turėjo i

‘
takos J. Ku-

biliaus mokiniu
‘
Z. Kryžiaus [ZKdis] ir A. Mačiulio [AMdis] disertacijoms ir vėlesniems

tyrimams.

1.2. Funkcinės ribinės teoremos.

Nupjaudami kanonines sumas, ǐsreǐskiančias adityvia
‘
sias funkcijas h(m), ir i

‘
vesdami

laiko parametra
‘
t ∈ [0, 1] apibrėžiame trajektorijas, priklausančias funkciju

‘
erdvėms

C[0, 1] arba D[0, 1] (žr. [Bi68k]). Kai m ≤ n imame atsitiktinai, dažniausiai pagal
tikimybini

‘
mata

‘
νn, ǐs determinuotu

‘
objektu

‘
gauname atsitiktiniu

‘
procesu

‘
seka

‘
. Iškyla

ju
‘
skirstiniu

‘
konvergavimo minėtose erdvėse problemos.

Trumpumo dėlei, tegul h(m) yra stipriai adityvioji (t.y. h(pk) = h(p) kiekvienam
pirminiam skaičiui p ir k ∈ N) funkcija, A(n) ir B(n) anksčiau i

‘
vestos standartinės

normuojančios sekos ir B(n) → ∞. Pažymėkime

Wn := Wn(m, t) = B(n)−1

( ∑
p≤x(t)
p|m

h(p)−A(x(t))

)
,

čia
x(t) := xn(t) := sup{u : B2(u) ≤ tB2(n)}, 0 ≤ t ≤ 1.

ErdvėjeD su Skorohodo topologija galima tirti skirstiniu
‘
νn◦W−1

n konvergavima
‘
, kai n →

∞. Tiesǐskai sujungdami Wn(m, t) grafiko trūkius galima apibrėžti tolydžias trajektorijas
4



ir erdvės C[0, 1] procesus. Matu
‘
silpna

‘
ji
‘
konvergavima

‘
žymėsime simboliu ⇒. Jei νn ◦

W−1
n ⇒ P ◦X−1, čia X := X(t) koks nors atsitiktinis procesas, apibrėžtas tikimybinėje

erdvėje {Ω,F , P}, mes taip pat žymėsime Wn ⇒ X, o Wn vadinsime aritmetiniu proceso
X modeliu. Toliau W yra standartinis Brauno judesys intervale [0, 1].

J. Kubiliaus 7.3 teorema ǐs [JK62] nagrinėja specialaus funkcionalo, apibrėžtoWn(m, t)
trajektorijose, konvergavima

‘
. Bendresnės teoremos priklauso W. Philip’ui [WP73] ir

P. Bilingsley’iui [Bi74], kurie i
‘
rodė νn ◦W−1

n konvergavima
‘
i
‘
Vynerio mata

‘
, kai h(p) yra

aprėžtos. Prasidėjo varžytuvės gauti bendras aritmetǐskai apibrėžtu
‘
procesu

‘
konvergav-

imo sa
‘
lygas. N.M. Timofeev’as ir H.H. Usmanov’as [TiUs82] i

‘
rodė, kad anksčiau minėta

Lindebergo sa
‘
lyga (L) yra netgi būtina ir pakankama konvergavimui i

‘
ribini

‘
standartini

‘
Brauno judesi

‘
.

Nagrinėjant bendresnius modelius, ypač procesu
‘
su begaline dispersija atveju, B(n)

reikia keisti ir vietoje x(t) i
‘
vesti kita

‘
nupjaunančia

‘
ja
‘
seka

‘
. Tegul toliau β(n) → ∞ yra

bet kokia, u∗ = min{1, |u|} sgnu,

B2(v, n) =
∑
p≤v

(
h(p)

β(n)

)∗2

1

p
,

Pažymėkime

y(t) := yn(t) = sup{u : B2(u, n) ≤ tB2(n, n)},

čia 0 ≤ t ≤ 1. Aritmetiniai procesu
‘
modeliai apibrėžiami tokiu būdu:

Hn := Hn(m, t) =
∑

p≤y(t)
p|m

h(p)

β(n)
−

∑
p≤y(t)

(
h(p)

β(n)

)∗
1

p
.

Straipsniuose [EM84] ir [EM85] nustatėme būtinas ir pakankamas konvergavimo i
‘

stabiliuosius ir bendresnius Levý procesus sa
‘
lygas. Kita

‘
žingsni

‘
vėl žengė minėtieji

N.M. Timofeev’as ir H.H. Usmanov’as [TiUs84], aprėpdami visa
‘
klase

‘
ribiniu

‘
procesu

‘
,

kuriu
‘
prieaugiai yra nepriklausomi, o skirstiniai yra saviskaidūs. Svarbūs Puasono ir kiti

neaprėžtai dalūs procesai liko nepaliesti, ju
‘
modeliavimui netinka viena nupjautinė adi-

tyvioji funkcija. Reikia pradėti nuo ju
‘
seku

‘
. Paskutinis žodis šioje problemoje priklauso

mums. Suformuluosime šiame rinkinyje pateikto straipsnio [2] rezultata
‘
.

Tegul X := X(t) yra stochastǐskai tolydus procesas, apibrėžtas erdvėje {Ω,F , P} ir
turintis nepriklausomus prieaugius bei trajektorijas, priklausančias erdvei D[0, T ]. Čia
T > 0 bet koks fiksuotas skaičius. Proceso charakteristine

‘
funkcija

‘
užrašykime tokiu

būdu:

EeiλX(t) = exp

{
iλγ(t) +

∫ ∞

−∞
(eiλw − 1− iλw∗)w∗−2

d(Ψt(w))

}
,

čia γ(t) yra tolydi funkcija, o Ψt(w) yra aprėžta, tolydi atžvilgiu t ir nemažėjanti atžvilgiu
t bei w. Be to, fiksuotoms poroms 0 ≤ s < t ≤ T skirtumas Ψt(w) − Ψs(w) taip pat
nemažėja.
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Apibrėždami X(t) aritmetini
‘
modeli

‘
, imkime tokia

‘
realiu

‘
ju
‘
skaičiu

‘
hn(p) seka

‘
, kad

hn(p) = o(1) kiekvienam p, ir pažymėkime

Zn := Zn(m, t) =
∑
p|m

p≤zn(t)

hn(p)−
∑

p≤zn(t)

(
hn(p)

)∗ 1
p

Čia zn : [0, T ] → {1, . . . , n} – monotonǐskai didėja ir tenkina sa
‘
lyga

‘
: jei zn([0, T ]) := {1 =

kn1 < · · · < knjn}, tai
(i1) max{kn,j+1 − knj : 1 ≤ j < jn} = o(nε) su bet kokiu ε > 0

ir

(i2) max{meas z−1
n (knj) : 1 ≤ j ≤ jn} = o(1).

Trumpumo dėlei pažymėkime

D(n, v) =
∑
p≤v

(
hn(p)

)∗2 1

p
, Ψn

t (w) =
∑

p≤zn(t)

1

p

(
hn(p)

)∗2

I{hn(p) < w}.

4 teorema. Procesu
‘
seka Zn silpnai konverguoja i

‘
X tada ir tik tada, kai

(I) Ψn
t (w) ⇒ Ψt(w) ir Ψn

t (±∞) → Ψt(±∞) su bet kokiu t, 0 ≤ t ≤ T ;

(II) D(n, n)−D(nε, n) = o(1) su bet kokiu ε, 0 < ε < 1.

Netgi tradiciniai funkciniu
‘
ribiniu

‘
teoremu

‘
taikymai procesu

‘
funkcionalams aprašyti

pasiteisino skaičiu
‘
teorijoje. Suformuluotos teoremos ǐsvada yra P. Erdös’o [Er46] be i

‘
ro-

dymo paskelbtas teiginys. Toliau naudosime santrumpa
‘
Lu = logmax{u, e}, kai u ∈ R.

Išvada. Tegul p1(m) < · · · < pω(m) yra visi skirtingi skaičiaus m ∈ N pirminiai daugik-
liai. Tada

νn
(
#{k ≤ ω(m) : LLpk(m) < k} < uLLn

)
⇒ 2

π
arcsin

√
u,

čia 0 ≤ u ≤ 1.

Visi bandymai i
‘
rodyti ši

‘
arksinuso dėsni

‘
, panaudojant santykio L

(
Lpk+1(m)/Lpk(m)

)
elgsena

‘
”beveik visiems m”, buvo nesėkmingi. Mums patikslinus šio santykio asimp-

totikas, buvo realizuota ir ši i
‘
rodymo idėja [EM94].

1995 m., gave
‘
ES individualu

‘
granta

‘
tyrimams Bordeaux 1-ame universitete, mes pir-

mieji apibrėžėme naujus aritmetinius procesus, kuriuose pirminiai dalikliai pakeičiami
natūraliaisiais. Rezultatai buvo paskelbti straipsnyje [3], i

‘
trauktame i

‘
ši
‘
rinkini

‘
. Jie par-

odo, kad nupjautinė natūraliu
‘
ju
‘
dalikliu

‘
funkcija τ(m,x) := #{d ∈ N : d|m, d ≤ x}, čia

x ≥ 1, taip pat ,,žaidžia” Brauno judesi
‘
.

5 teorema. Pažymėkime

Un := Un(m, t) =
1√
LLn

(
log2 τ(m, exp{(Ln)t})− tLLn

)
, 0 ≤ t ≤ 1.

Tada νn ◦ U−1
n ⇒ W .

Tegul 1 = d1(m) ≤ d2(m) ≤ · · · ≤ dτ(m) – yra visi natūralieji m dalikliai, I+ – aibės
{x : x > 0} indikatorius.
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Išvada. Visiems 0 ≤ u ≤ 1 turime

νn

( ∑
j≤τ(m)

1

j
I+

(
log2 j − LLdj(m)

)
< u(L2)LLn

)
→ 2

π
arcsin

√
u.

Kartu su N.M. Timofeev’u [4] žengėme kita
‘
žingsni

‘
– pradėjome tirti bendrus dalinėmis

sumomis apibrėžtus aritmetinius procesu
‘
modelius. Tarkime, kad f(d) yra neneigiama

multiplikatyvioji funkcija,

F (m, v) :=
∑

d|m,d≤v

f(d), F (m,m) =: F (m)

ir
Xn := Xn(m, t) := F (m)−1F (m,nt), 0 ≤ t ≤ 1.

6 teorema. Jei f(p) = κ > 0 ir f(pk) ≥ 0 su visais pirminiais skaičiais p ir k ≥ 2,
tai skirstiniai νn ·X−1

n silpnai konverguoja i
‘
ribini

‘
mata

‘
, apibrėžta

‘
erdvės D[0, 1] Borelio

aibiu
‘
σ algebroje.

,,Ant kulnu
‘
lipo” G. Tenenbaum’as, paraše

‘
s prieda

‘
[Te97] mūsu

‘
darbui. Šiu

‘
modeliu

‘
tyrimai buvo prate

‘
sti kartu su G. Bareikiu. Pristatytame darbe [5] ǐstirtas vidurkis.

7 teorema. Tegul Xn yra apibrėžtas procesas, n ≥ 3, f(d) tenkina 6 teoremos sa
‘
lygas

ir f(pk) yra aprėžti visiems pirminiu
‘
skaičiu

‘
laipsniams pk. Tada

1

n

∑
m≤n

Xn(m, t) = B(t;α, β) +O

(
1

logα n
+

1

logβ n

)
.

Čia B(t;α, β) yra beta skirstinio funkcija, o α = a/(1 + κ) = 1− β.

Rezultatas paneigė tuo metu vyravusia
‘
specialistu

‘
nuomone

‘
, kad ši vidurkio riba visada

turinti būti arcsinuso dėsnio skirstinio funkcija. Gautasis konvergavimo greičio i
‘
vertis yra

optimalus.
Visos TST funkcinės ribinės teoremos iki 1999 m. ǐssamiai apžvelgtos studijiniame šio

rinkinio [6] straipsnyje, susilaukusiame itin palankaus i
‘
vertinimo referatiniuose žurnaluose

(Žr. Mathematical Reviews, MR1954708(2004b:1115), F. Saidak). Todėl atsitiktiniu
‘

procesu
‘
, apibrėžtu

‘
panaudojant skaitmenu

‘
sumas i

‘
vairiose adityviosiose bazėse, tyrimu

‘
(žr., pavyzdžiui, [EM97], [9]) nekomentuosime. Kitu aspektu pastarasis darbas bus anali-
zuojamas sekančiame skyrelyje.

1.3. Kartotinio logaritmo dėsniai.

Šiai tematikai atstovauja trys rinkinio straipsniai - [7], [8] ir [9]. Pirmieji rezultatai ǐs
jos buvo paskelbti dar 1986 m. [EM86a], [EM86b] ir kt.

Nagrinėjamas stiprusis atsitiktiniu
‘
aritmetiniu

‘
objektu

‘
(funkciju

‘
, procesu

‘
) seku

‘
kon-

vergavimas. Problemos formuluojamos tikimybiniu
‘
erdviu

‘
sekoje (N,N , νn), o ne fik-

suotoje erdvėje, kaip i
‘
prasta tikimybiu

‘
teorijoje. Pirmiausia teko ǐsplėsti konvergavimo

7



su tikimybe vienetas koncepsija
‘
. Tokia

‘
galimybe

‘
dar 1946 m. [Er46] gana neformaliai

paminėjo P. Erdős. Pateiksime pagrindine
‘
sa
‘
voka

‘
.

Tegul (S, d) yra separabili metrinė erdvė, n ∈ N ir Y, Y1, . . . , Yn yra S-reikšmiai
atsitiktiniai elementai, apibrėžti tikimybiniu

‘
erdviu

‘
sekoje (Ωn,Fn, Pn). Pažymėkime

d(X,A) = inf{d(X,Z) : Z ∈ A}, A ⊂ S, elemento X atstuma
‘
nuo aibės A ⊂ S. Sakome,

kad Yk stipriai konverguoja i
‘
Y matu

‘
sekos P := {Pn} atžvilgiu, jeigu su kievienu ε > 0

lim
x→∞

lim sup
n→∞

Pn

(
max

x≤k≤n
d(Yk, Y ) ≥ ε

)
= 0.

Jei Pn nepriklauso nuo n, tai šis sa
‘
ryšis ǐsreǐskia konvergavima

‘
su tikimybe vienetas.

Kompaktinė aibė A ⊂ S, tenkinanti sa
‘
lygas

lim
x→∞

lim sup
n→∞

Pn

(
max

x≤k≤n
d(Yk, A) ≥ ε

)
= 0

ir
lim
x→∞

lim inf
n→∞

Pn

(
max

x≤k≤n
d(Yk, X) ≥ ε

)
= 1

su bet kokiais ε > 0 ir X ∈ A, vadinama sekos {Yk} sankaupos aibe P beveik tikrai
(P-b.t.). Šiuos du sa

‘
ryšius pažymėkime Yk ↪→ A (P-b.t.). Darbu

‘
cikle buvo ǐsvestas

stiprusis didžiu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
dėsnis, kartotinio logaritmo dėsniai ir rastos i

‘
vairiu

‘
aritmetiniu

‘
objektu

‘
reikšmiu

‘
sankaupos aibės (ν-b.t.), čia ν := {νn}. Pradžioje pateiksime paprasta

‘
ǐsvada

‘
.

Kaip ir anksčiau, tegul ω(m, k) yra m skirtingu
‘
pirminiu

‘
daugikliu

‘
, neviršijančiu

‘
k,

skaičius, o Lju žymi j kartotinumo logaritma
‘
, tada(

2(L2k)L4k
)−1/2(

ω(m, k)− L2k
)
↪→ [−1, 1] (ν − b.t.)

Iš gilesnio Felerio teoremos analogo (žr. pristatyta
‘
[8] darba

‘
) ǐsplaukia informacija apie

j-ojo skaičiaus m pirminio daugiklio pj(m) elgsena
‘
: su kiekvienu s ≥ 2 ir 0 < ε < 1

i
‘
vertis ∣∣L2pj(m)− j

∣∣ ≤ (
2j
(
L2j +

3

2
L3j + L4j + · · ·+ (1 + ε)Lsj

))1/2

galioja ν-b.t., bet negalioja +ε pakeitus −ε. Tokiu
‘
rezultatu

‘
reikia tiriant natūraliu

‘
ju
‘

skaičiaus m dalikliu
‘
savybes (žr. [HaTe88]). Pastarosios knygos autoriai kitu metodu

sugebėjo gauti pj(m) asimptotika
‘
beveik visiems m, tik kai s = 2. Beje, pastara

‘
ja
‘

formule
‘
jau buvo spėje

‘
s P. Erdős [Er69].

Rinkinio [8] darbe pirma
‘
karta

‘
skaičiu

‘
teorijoje nustatomos artimetiniu

‘
procesu

‘
tra-

jektoriju
‘
sankaupos aibės ir i

‘
rodomi vadinamieji Strassen’o kartotinio logaritmo dėsniai.

Pagal apibrėžima
‘
Strassen’o aibe

‘
K ⊂ C[0, 1] sudaro tokios absoliučiai tolydinės funkcijos

g : [0, 1] → R, kad g(0) = 0 ir ∫ 1

0

(
g(t)

)2
dt ≤ 1.

Pateiksime viena
‘
ǐs bendresniu

‘
teoremu

‘
. Tegu

h(m, q) :=
∑

pα||m,p≤q

h(pα), 2 ≤ q ≤ n,

8



yra nupjautinė adityvioji funkcija, A(n) – anksčiau apibrėžta centruojanti konstantu
‘
seka,

D(u) :=
∑
p≤u

h2(p)

p

(
1− 1

p

)
, β(u) =

√
2D(u)L2(u).

Tegul 2 ≤ q < q′ ≤ n yra funkcijos D(u) gretimi trūkio taškai. Nagrinėjamas laiptiniu
‘

trajektoriju
‘
procesas Uk(m, t), apibrėtas lygybėmis

Uk(m, t) = β(k)−1
(
h(m, q)−A(q)

)
,

kai D(q)/D(k) ≤ t < D(q′)/D(k) ir q ≤ k.

8 teorema. Jei D(p) → ∞ ir

h(p) = o
(√

D(p)
/√

L2D(p)
)
, p → ∞,

tai Uk(m, ·) ↪→ K (ν b.t.

Funkcionalai, apibrėžti šio proceso trajektorijose, ǐsreǐskia pirminiu
‘
daugikliu

‘
beveik

visiems m savybes. Anksčiau suformuluota
‘
j-ojo daugiklio pj(m) asimptotika

‘
, papildysi-

me funkcine ribine teorema. Patogumo dėlei, dabar pažymėkime p[u](m) =: p(m,u), kai
0 ≤ u ≤ ω(m), ir p(m,u) = 0, kai 0 ≤ u < 1. Tegul, be to,

Pk(m, t) :=
L2p(m, tk)− tk√

2kL2k
, 0 ≤ t ≤ 1.

9 teorema. Tegul K yra Strassen’o aibė. Tada

Pk(m, t) ↪→ K (ν − b.t.)

Darbe [8] analogǐska teorija buvo ǐsplėtota ir aritmetiniams procesams, apibrėžtiems
per natūraliuosius daliklius. Tegul 1 = d1(m) < d2(m) < · · · < dτ(m)(m) yra atsitiktinio
skaičiaus m natūraliu

‘
ju
‘
dalikliu

‘
seka. Pažymėkime d[u](m) =: d(m,u), kai 0 ≤ u ≤ τ(m),

ir d(m,u) = 0, kai 0 ≤ u < 1, ir

Dk(m, t) :=
L2d(m, kt)− t(Lk)/L2√

2
(
(Lk)L3k

)
/L2

, 0 ≤ t ≤ 1.

10 teorema. Tegul K yra Strassen’o aibė. Tada

Dk(m, t) ↪→ K (ν − b.t.)

Šis rezultatas toli pralenkia 13-a
‘
knygos [HaTe88] teorema

‘
. Pacituosime I. Berkes ir

M. Weber [BeWe] žodžius, parašytus adityviu
‘
ju
‘
aritmetiniu

‘
funkciju

‘
kartotinio logaritmo

dėsniu
‘
teorijos apžvalgoje:

9



Erdos’ teorema vėliau buvo ǐsplėsta Kubiliaus (žr. [Ku62], 7.2 teorema) ir keletoje Mans-
tavičiaus darbu

‘
. Naudodamas konvergavimo su tikimybe vienetas koncepsijos plėtini

‘
,

pritaikoma
‘
tikimybiniu

‘
erdviu

‘
seku

‘
kontekste, Manstavičius atliko gilu

‘
adityviu

‘
ju
‘
funkciju

‘
KLD (kartotinio logaritmo dėsniu

‘
) savybiu

‘
studija

‘
, apimančia

‘
modifikuotas Strassen’o

tipo funkcines KLD versijas.

Dar 1996 m. (žr. [EM97] ir kt.) pradėjome plėtoti aritmetiniu
‘
funkciju

‘
, susijusiu

‘
su

sveikojo neneigiamo skaičiaus m adityviuoju dėstiniu skaičiavimo sistemoje pagrindu q,
t.y.

m =
N∑
j=0

aq,j(m)qj ,

čia q ≥ 2 yra natūralusis skaičius, N + 1 := Nq + 1 skaitmenu
‘
skaičius, o aq,j(m) ∈

{0, . . . , q−1} – skaitmenys. Skaitmenu
‘
suma sq(m) ir bendresnės q adityviosios funkcijos

h(m), turinčios pavidala
‘

h(m) =

N∑
j=0

h(aq,j(m)qj),

imant m ǐs aibės {0, 1, . . . , n − 1} su vienodomis tikimybėmis (pagal tolygu
‘
ji
‘
tikimybini

‘
mata

‘
νn) yra paslaptingas TST objektas. Pradžioje pavyko i

‘
rodyti vienamates ir funkci-

nes ribines teoremas, nagrinėjančias silpna
‘
ji
‘
skirstiniu

‘
konvergavima

‘
. Pavyzdžiui, buvo

i
‘
rodyta, kad procesas

1

σ
√
N

( ∑
0≤j≤Nt

(
aq,j(m)− q − 1

2

))
modeliuoja Brauno judesi

‘
. Čia σ :=

√
(q2 − 1)/12. Po to, nagrinėdami stipru

‘
ji
‘
konverga-

vima
‘
, i
‘
rodėme, kad laužtėmis, einančiomis per taškus,( i

k
,

1

σ
√
2k log log k

(
sq(m, i)− (q − 1)i

2

)
, i = 0, 1, . . . , k,

apibrėžta procesu
‘
seka Sq,n,k(m, t) paklūsta Strassen’o dėsniui.

Prate
‘
sdami [8] darba

‘
, rinkinio kolektyviniame straipsnyje [9], uždavinius apibendri-

nome nagrinėdami superpozicijas h(P (m)), čia P (m) yra polinomas su sveikaisiais koe-
ficientais, su teigiamu vyriausiuoju koeficientu ir laipsnio degP = r. Be to, pradėjome
nagrinėti dvimates teoremas. Ta

‘
paskatino Gelfondo hipotezė, teigianti, kad skirtingose q

bazėse apibrėžtos adityviosios funkcijos yra asimptotǐskai stochastǐskai nepriklausomos.
Ji pasitvirtino netgi funkcinėse ribinėse teoremose stipriojo konvergavimo prasme, t.y. (ν-
b.v.). Teko apsiriboti vadinamaisiais likiniu

‘
klases (mod qk) perstatančiaisiais polinomais

(toliau šia
‘
savybe

‘
žymėsime P ∈ P).

10 teorema. Tegul P1(m), P2(m) ∈ P, q1 ̸= q2 yra du skaičiavimo sistemu
‘
pagrindai,

ir Sq1,n,k(P1(m), t) bei Sq2,n,k(P2(m), t) – dvi ka
‘
tik apibrėžtos procesu

‘
sekos. Natūraliai

praplėtus stipriojo konvergavimo sa
‘
voka

‘
ir jo žymeni

‘
dvimačiu atveju, turime(

Sq1,n,k(P1(m), t), Sq2,n,k(P2(m), t)
)
↪→ K×K (ν − b.t.)
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Pastara
‘
ja
‘
teorema

‘
pritaikius i

‘
vairiems funkcionalams, gaunama i

‘
domiu

‘
skaičiu

‘
teorijos

faktu
‘
.

1.4. Aritmetiniai pusgrupiai.

Dirbdami Paderborno (VFR) universitete vizituojančiu profesoriumi 1989-1990 m.,
i
‘
sitraukėme i

‘
adityviu

‘
ju
‘
aritmetiniu

‘
pusgrupiu

‘
tematika

‘
. Šie objektai apibendrina poli-

nomu
‘
virš baigtiniu

‘
kūnu

‘
pusgrupius ir yra ǐsskirtinai svarbi teorinėje informatikoje

bei kriptologijoje. Aritmetinio pusgrupio G elementas a ̸= e, (čia e yra neutralu-
sis elementas) yra ǐsskaidomas vieninteliu būdu baigtine pirminiu

‘
elementu

‘
ǐs P ⊂ G

sandauga. Yra apibrėžiama visǐskai adityvi funkcija ∂ : G → N0, tenkinanti sa
‘
lyga

‘
∂(p) ≥ 1 kiekvienam p ∈ P, vadinama laipsniu. Bendra

‘
analizine

‘
teorija

‘
praeito amžiaus

aštuntajame dešimtmetyje kūrė J.Knopfmacher’is [Kn79]. Teorijos pagrindu tapo

A aksioma. Egzistuoja tokios konstantos A > 0, q > 1 ir 0 ≤ α < 1, kad

Gn :=
∣∣{a ∈ G : ∂(a) = n}

∣∣ = Aqn +O(qαn).

Keliama problema: Rasti m-ojo laipsnio pirminiu
‘
elementu

‘
skaičiaus asimptotine

‘
elgsena

‘
, kai n → ∞.

Kitaip sakant, reikia ǐstirti sekos

π(m) :=
∣∣{p ∈ P : ∂(p) = m}

∣∣
asimptotika

‘
, kai m → ∞. Kaip ir tradicinėje analizinėje skaičiu

‘
teorijoje, sprendimas

remiasi dzeta funkcijos savybėmis. Šiuo atveju tai laipsninė eilutė

G(z) =

∞∑
n=0

Gnz
n =

∞∏
j=1

(1− zj)−π(j),

apibrėžianti analizine
‘
skritulyje |z| < q−1 funkcija

‘
, kuri turi paprasta

‘
ji
‘
poliu

‘
taške z = q−1

ir yra analizǐskai prate
‘
siama srityje |z| < q−α. Pasirėme

‘
s klaidingu savo rezultatu, kad

G(z) ̸= 0 apskritimo |z| = q−1 taškuose, J. Knopfmacher’is paskelbė klaidinga
‘
bendru

atveju π(m) asimptotika
‘
. Ta

‘
pastebėje

‘
, kartu su bendraautoriais K.-H. Indlekofer’iu ir

R. Warlimont’u ėmėmės darbo. Štai pora rezultatu
‘
ǐs [10].

11 teorema. Egzistuoja tokia teigiama konstanta θ, max{1/2, α} < θ < 1, kad

π(m) =
(
1 + (−1)m+1I0

)qm
m

+O(qθm).

Čia I0 yra galimo funkcijos G(z) nulio taške z = q−1 indikatorius.

Čia pirma
‘
karta

‘
atskleistas naujas efektas - pirminiu

‘
elementu

‘
skaičius gali kisti prik-

lausomai nuo ju
‘
laipsniu

‘
lyginumo. Antrajai teoremai knygoje [KnZh] suteiktas vardas.
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12 (Indlekofer-Manstavicius-Warlimont) teorema. Tegul galioja A aksioma. Jei
G(−q−1) = 0, tai G(z) ̸= 0 visame skritulyje |z| < q−α. Be to, tada π(m) liekamojo
nario i

‘
vertis yra teisingas su bet kokiu θ ∈ (α, 1).

Teoremai paskirtas monografijos [KnZh] 5.1 skyrius. I
‘
trauktas i

‘
ja
‘
, mūsu

‘
darbas ne-

beteko cituojamumo rodiklio augimo.
Vėiau gavome ǐssamius rezultatus (žr. [EM92K] ir [EM92]) dėl pusgrupiu

‘
elementu

‘
,

neturinčiu
‘
mažo laipsnio pirminiu

‘
daaugikliu

‘
, skaičiaus asimptotinės elgsenos. Jie buvo

pastebėti ir pritaikyti faktorizavimo algoritmu
‘
analizėje (žr. A.M. Odlyzko apžvalga

‘
[Od00]). I

‘
domu pažymėti, kad mūsu

‘
straipsniai aplenkė JAV Georgia’os ir Michigan’o

universitetuose parašytu
‘
R. Lovorn’o [Lo92dis] ir K. Soundararajan’o disertaciju

‘
pub-

likavima
‘
. Vėliau pasitaikė rezultatu

‘
pakartojimo atveju

‘
(žr. Mathematical Reviews,

2001e:11119).
Darbu

‘
cikle, parašytame kartu su K.-H. Indlekofer’iu (žr. [InEM94], [InEM95],

[InEM01] ir kt.) atsiliepėme i
‘
J. Knopfmacher’io raginima

‘
sukurti tikimybine

‘
aritmetiniu

‘
pusgrupiu

‘
teorija

‘
, adekvačia

‘
Kubiliaus teorijai (žr. [Kn79], Open Problems). Mūsu

‘
pa-

grindiniai rezultatai užpildė buvusiu
‘
spraga

‘
. Tyrimai buvo prate

‘
sti būnant vizituojančiu

profesoriumi Witwatersrand’o universitete Johanesburge (PAR) ir Lietuvoje, straipsniu
‘

buvo parašyta su A. Knopfmacher’iu [KnEM97] ir R. Skrabutėnu EMSk03.

II. ANALIZINĖ IR TIKIMYBINĖ KOMBINATORIKA

Nuo 1996 m. (žr. [EM96] ir vėlesnius) sprendėme simetrinės grupės keitiniu
‘
, visu

‘
baigtinės aibės atvaizdžiu

‘
, svoriniu

‘
multiaibiu

‘
skaičiavimo ir bendresniu

‘
kombinatoriniu

‘
struktūru

‘
tikimybinius uždavinius. Tematika turi nemaža sa

‘
lyčio tašku

‘
su statistikine

fizika, teorine informatika ir net matematine genetika. Mūsu
‘
tikslas buvo atlikti tik

teorinius tyrimus panaudojant žinomus ir plėtojant naujus analizinius bei tikimybinius
metodus.

2.1 Kombinatoriniai atsitiktiniu
‘
procesu

‘
modeliai.

Išryškindami atsitiktiniu
‘
keitiniu

‘
, imamu

‘
ǐs simetrinės grupės su Ewens’o tikimybe,

sa
‘
ryšius su genetiniais uždaviniais (plačiau [BaEM99]), mes su partneriu ǐs Pensilvanijos

valstijos universiteto G.J. Babu parengėme projekta
‘
JAV Nacionalinės Mokslo Tarybos

1998–1999 m. Twinning programos grantui ir sėkmingai ji
‘
gavome. Bendru

‘
darbu

‘
ser-

ijoje (ǐs jos šiame rinkinyje pateikti [11] ir [12]) realizavome iki tol nepastebėta
‘
idėja

‘
,

kad TST rezultatai, aprašyti šios apžvalgos 1.3 skyrelyje, turi savo analogus ir kombina-
torikoje. Be to, labai tinka mūsu

‘
jau ǐsrutuliota i

‘
rodymu

‘
technika. Anksčiau kitu

‘
autoriu

‘
J.M. DeLaurentis’o ir B. Pittel’io [DePi85], P. Donnelly’io, T.G. Kurtz’o ir S. Tavaré
[DoKuTa91] ir J. Hansen [Ha90] buvo apibrėžti tik Brauno judesio modeliai, ir tik panau-
dojus ciklu

‘
skaičiaus keitinyje nupjautine

‘
funkcija

‘
. Suformuluosime pora

‘
mūsu

‘
gautu

‘
galutiniu

‘
rezultatu

‘
.

Tegul σ yra simetrinės grupės Sn, n ≥ 1, keitinys, kj(σ) žymi jo j ilgio ciklu
‘
skaičiu

‘
.

Tada vadinamasis ciklu
‘
vektorius k̄(σ) :=

(
k1(σ), . . . , kn(σ)

)
tenkina sa

‘
lyga

‘
ℓ(k̄(σ)) = n

su kiekvienu σ ∈ Sn. Čia ir toliau ℓ(s̄) = 1s1 + · · · + nsn, jei s̄ := (s1, . . . , sn) ∈ Nn
0 .
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Jei keitinys yra atsitiktinis, pastaroji sa
‘
lyga nusako koordinačiu

‘
priklausomuma

‘
, kuri

‘
tenka i

‘
veikti netradicinėmis tikimybiu

‘
teorijoje priemonėmis. Kitu

‘
autoriu

‘
buvo plačiau

nagrinėtas ciklu
‘
skaičius w(σ) := k1(σ) + · · ·+ kn(σ).

Ewens’o tikimybinis matas grupėje Sn apibrėžiamas formule

νn,θ({σ}) = θw(σ)

( ∑
σ∈Sn

θw(σ)

)−1

= θw(σ)(θ(n))−1, σ ∈ Sn.

Čia θ > 0 ir θ(n)) := θ(θ + 1) · · · (θ + n− 1). Ciklu
‘
vektorius turi toki

‘
skirstini

‘
:

νn,θ(k̄(σ) = s̄) = 1{ℓ(s̄) = n} n!

Θ(n)

∏
j≤n

1

sj !

(
θ

j

)sj

= Pn({s̄}).

Tikimybės, priskirtos aibės ℓ−1(n) vektoriams, yra vadinamos Ewens’o Atrankos Formule,
pirma

‘
karta

‘
apibrėžta matematinėje genetikoje. Mes nagrinėjome konvergavima

‘
procesu

‘

Hn := Hn(σ, t) =
1

B(n)

( ∑
j≤y(t)

hj(kj(σ))−A(y(t))

)
,

čia

A(u) := θ
∑
j≤u

a(j)

j
, B2(u) := θ

∑
j≤u

a(j)2

j
,

hj(1) =: a(j), ir

y(t) := yn(t) = max{u ≤ n : B2(u) ≤ tB2(n)}, t ∈ [0, 1].

Straipsnyje [11] buvo i
‘
rodytas toks galutinis rezultatas.

13 teorema. Tegul B(n) → ∞. Procesu
‘
Hn skirstiniai mato νn,θ aťzvilgiu silpnai kon-

verguoja i
‘
Vynerio mata

‘
tada ir tik tada, jei su bet kokiu ε > 0

1

B2(n)

∑
j≤n

a(j)2

j
I{|a(j)| ≥ εB(n)} = o(1).

Ir vėl Lindebergo sa
‘
lyga yra būtina ir pakankama. Ji reǐskia, kad modeliuojant Brauno

judesi
‘
, ilgi ciklai turi būti eliminuoti. Neužilgo straipsnyje [12] problema

‘
ǐssprendėme bet

kokio proceso su nepriklausomais prieaugiais atveju. Modelyje, kai siekiama modeliuoti
procesa

‘
su begaline dispersija, B2(n) nebetinka. Ir laika

‘
i
‘
vedančia

‘
seka

‘
y(t) tenka pakeisti

kita.
Tegul dabar u∗ = (1 ∧ |u|)sgn u, jei a ∧ b := min{a, b}. Imkime bet kokia

‘
neaprėžtai

didėjančia
‘
seka

‘
β(n) > 0 ir pažymėkime

B(u, n;h) =
∑
j≤u

(
a(j)

β(n)

)∗2

1

j
, A(u, n;h) = θ

∑
j≤u

(
a(j)

β(n)

)∗
1

j
,

13



be to, tegul

y(t) := yn(t) = max{l ≤ n : B(l, n;h) ≤ tB(n, n;h)}, t ∈ [0, 1].

Nagrinėkime bendresni
‘
procesa

‘

Hn,h := Hn,h(σ, t) =
1

β(n)

∑
j≤y(t)

hj(kj(σ))−A(y(t), n;h), t ∈ [0, 1],

apibrėžta
‘
D[0, 1] erdvėje su Skorohodo topologija. Išskirkime stabilaus ribinio proceso

atveji
‘
, užbaigta

‘
straipsnyje [BaEM02].

14 teorema. Tegul X yra atsitiktinis procesas su nepriklausomais prieaugiais X(t) −
X(s), kuriu

‘
charakteristinė funkcija

exp

{
(t− s)a1

∫ 0

−∞
(eiλu − 1− iλu∗) d(|u|−α)− (t− s)a2

∫ ∞

0

(eiλu − 1− iλu∗) d(u−α)

}
,

čia a1, a2 ≥ 0, a1 + a2 > 0, 0 < α < 2, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, λ ∈ R. Tam kad Hn,h ⇒ X, yra
būtina ir pakankama, kad su bet kokiu u > 0,∑

a(j)<−uβ(n), j≤n

j−1 → a1θ
−1u−α,

∑
a(j)>uβ(n), j≤n

j−1 → a2θ
−1u−α

ir
lim
ε→0

lim sup
n→∞

β−2(n)
∑

|a(j)|<εβ(n), j≤n

a(j)2j−1 = 0.

Taigi, net priklausomu
‘
dėmenu

‘
atveju sa

‘
lygos yra tokios pat, kokios būtu

‘
ir nagrinėjant

tokius procesus su nepriklauomais prieaugiais

Xn,h := Xn,h(t) =
1

β(n)

∑
j≤y(t)

a(j)ξj −A(y(t), n;h), t ∈ [0, 1].

Seku
‘
Hn,h konvergavimo i

‘
neaprėžtai dalius procesus problema buvo ǐsspre

‘
sta bend-

rame darbe [12].

15 teorema. Tam kad Hn,h silpnai konverguotu
‘
i
‘
ribini

‘
nepriklausomu

‘
prieaugiu

‘
proce-

sa
‘
, kuris i

‘
gyja ne viena

‘
reikšme

‘
laiko momentu 1, yra būtinos ir pakankamos šios dvi

sa
‘
lygos:
• β(n) yra lėtai kintanti Karamatos prasme;
• seka funkciju

‘

Ψn(u) :=
∑
j≤n

( a(j)

β(n)

)∗2
1

j

silpnai konverguoja i
‘
kokia

‘
nors nemažėjančia

‘
funkcija

‘
Ψ(u), apibrėžta

‘
R̄ ir tokia

‘
, kad

0 = Ψ(−∞) < Ψ(∞) < ∞ bei Ψn(∞) → Ψ(∞).
14



Be to, jei šios sa
‘
lygos galioja, ribinio proceso X(t) charakteristinė funkcija

EeivX(t) = exp

{∫
R

(
eivu − 1− ivu∗)u∗−2

dMt(u)

}
, v ∈ R,

čia

Mt(u) =

∫ u/b(t)

−∞

(
zb(t)

)∗2

z∗
−2

dΨ(z), b(t) = limβ(yn(t))/β(n).

Funkcija b(t) taip pat randama ǐs lygties Mt(∞) = tΨ(∞).

Funkcinės ribinės teoremos leidžia giliau i
‘
siskverbti i

‘
sekos

j1(σ) < j2(σ) < · · · < js(σ),

sudarytos ǐs skirtingu
‘
ilgiu

‘
ciklu

‘
, kuriais ǐssiskaido atsitiktinis keitinys σ ∈ Sn. Pvz., ǐs

ju
‘
ǐsplaukia toks teiginys.

Išvada. Visiems x ∈ R turime

νn
(
max
k≤s

| log jk(σ)− k| ≤ x
√

logn
)
=

1√
2π

∑
l∈Z

(−1)l
∫ x

−x

e−(u−2lx)2/2du+ o(1).

Vėliau darbuose [EM02K] ir [BoEM12] panašiai ǐsnagrinėjome kombinatorinius pro-
cesus, apibrėžtus panaudojant adityviu

‘
ju
‘
funkciju

‘
sekas hn, nebūtinai pavidalo hn(σ) =

h(σ)/β(n) ir apibrėžtas bendresnėse nei keitiniai struktūrose. Tada tarp ribiniu
‘
pasirodo

ir Puasono procesas. Kaip pademonstravome straipsnyje [EM09], galima nagrinėti ir kom-
binatorinius procesus, apibrėžtus keitiniu

‘
laipsniu

‘
poaibiuose arba atžvilgiu apibendrintu

‘
Ewens’o matu

‘
(žr. [24]). Procesu

‘
, kuriu

‘
prieaugiai yra priklausomi, modeliai buvo na-

grinėti kolektyviniame darbe [BaEMZa07].

2.2. Vienamatės ribinės teoremos.

Pirmoji 15 teoremos sa
‘
lyga normuojančiai konstantu

‘
sekai nebėra būtina, jei sprendžia-

mas tik vienamatis uždavinys, t.y. ji neǐsplaukia ǐs silpnojo a.d. Hn,h(σ, 1) konvergavimo.
Apibendrinkime ši

‘
uždavini

‘
, prisilaikydami TST stiliaus. Tegul

hn(σ) =
∑
j≤n

hnj(kj(σ)),

čia {hnj(k)} ∈ R yra dvimatis masyvas, hj(0) ≡ 0, jei 1 ≤ j ≤ n.
Problema. Kada egistuoja tokia centruojanti konstantu

‘
seka, kad skirstiniai

Fn(x) := νn(h
n(σ)− α(n) < x)

silpnai konverguotu
‘
i
‘
ribine

‘
pasiskirtymos funkcija

‘
.?

15



Šio rinkinio [13] straipsnyje problema yra ǐssprendžiama, kai ribinis dėsnis yra ǐssigime
‘
s

viename taške. Atsakyma
‘
suformuluosime. Apibrėžkime

hnj(k, λ) := hnj(k)− λjk, anj(λ) := anj − λj = hnj(1)− λj

Primename, kad a.d. X, apibrėžto erdvėje {Ω,F , P}, Lévy atstumas nuo konstantu
‘
aibės

yra
L(X;P ) := inf

{
ε+ P (|X − a| ≥ ε): a ∈ R, ε > 0

}
.

Pažymėkime L(h; νn) =: Ln(h),

Un(h, λ) :=
∑
jk≤n

hj(k, λ)
∗2

jkk!
,

Un(h) = min{Un(h, λ): λ ∈ R} ir Vn(h) = 1 ∧ Un(h).

16 teorema. Bet kokiai adityviajai funkcijai h(σ) galioja

Vn(h) ≪ Ln(h) ≪ Vn(h)
1/3,

čia konstantos simbolyje ≪ yra absoliučios.

Minėtas atsakymas i
‘
ǐskelta

‘
klausima

‘
yra šios teoremos ǐsvada.

Išvada. Tegul hn(σ) yra anksčiau apibrėžtu
‘
adityviu

‘
ju
‘
funkciju

‘
seka. Dažniai Fn(x)

konverguoja i
‘
ǐssigimusi

‘
nulio taške dėsni

‘
tada ir tik tada, jei

Un(h, λ) = o(1)

su kažkokiu λ = λn ∈ R ir

α(n) = nλ+
∑
j≤n

aj(λ)
∗

j
+ o(1).

Kai hn(σ) = h(σ)/β(n) ir β(n) tenkina pirma
‘
ja
‘
15 teoremos sa

‘
lyga

‘
irgi turime su-

formuluotos teoremos sprendima
‘
. Deja, kaip mes esame pastebėje

‘
dar 1996 m. [EM96],

ribinius Fn(x) dėsnius galima gauti net su β(n) ∼ nα, α > 0; tarp ju
‘
yra ir stabilieji, ir

net nebūtinai neaprėžtai dalūs.
Pažanga buvo padaryta nagrinėjant suformuluota

‘
problema

‘
sveikareikšmėms sekoms

hn(σ).

17 teorema. Tarkime, hn(σ) yra seka visǐskai adityviu
‘
ju
‘
funkciju

‘
ir aj := hnj(1) ∈

{0, 1}, o Πa(x) yra Puasono pasiskirstymo funkcija su parametru a > 0. Skirstiniai

F̃n(x):= νn
(
h(σ) < x

)
silpnai konverguoja i

‘
Πa(x) tada ir tik tada, jei

∑
j≤n

1

j
I{aj = 1} = a+ o(1)
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ir ∑
εn<j≤n

1

j
I{aj = 1} = o(1)

su bet kokiu fiksuotu 0 < ε < 1.

Aptariamame [13] darbe ǐsryškėjo vienalaikio skirstiniu
‘
ir ju

‘
momentu

‘
konvergavimo

svarba. Ši idėja buvo ǐsplėtota šiemet pasirodžiusiame straipsnyje [14], parašytame su
doktorante T. Bakšajeva. Jos disertacijoje [TBdis] gauti 17 teoremos apibendrinimai, kai
skirstiniai imami Ewens’ mato atžvilgiu.

Kitokio tipo ribinėms teoremoms buvo skirtas [15] darbas. Iš jo pacituosime lokalia
‘
ja
‘

teorema
‘
apie sutvarkytosios ciklu

‘
ilgiu

‘
statistikos {jk(σ)}, k ≤ w(σ), ribini

‘
skirstini

‘
.

Pažymėkime

L(t,m) = log
m

1 + t/ logm
, lim

n→∞
νn(jk(σ) = m).

18 teorema. Tegul m ≥ 3, 0 < ε < 1, and 1 ≤ k ≤ m1−ε. Tada

dk+1(m)

dk(m)
=

L(k,m)

k

(
1 +O

( 1

logm

))
.

Be to,

max
1≤k≤m

dk(m) =
1

m
√
2π logm

(
1 +O

( 1

logm

))
ir maksimumas pasiekiamas, kai k = km = logm+O(1).

2.3. Momentu
‘
vertinimas.

Tikimybine prasme adityviosios funkcijos, apibrėžtos natūraliu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
tiek keitiniu

‘
aibėse, yra priklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
(a.d.) sumos. Nagrinėjant ju

‘
momentus

pavyko patikslinti ir klasikinius nepriklausomu
‘
a.d. sumu

‘
momentu

‘
i
‘
verčius, kuriuos

buvo gave
‘
B. von Bahr’as ir C.G. Esseen’as [BaEs65]. Rinkinyje pateiktas straipsnis [16],

susilauke
‘
s nemaža dėmesio.

Tegul X1, . . . , Xn yra nepriklausomi a.d., Fk(x) - ju
‘
pasiskirstymo funkcijos, F̃k(x) -

simetrizuotu
‘
a.d. pasiskirstymo funkcijos atitinkamai ir Yn := X1 + · · · +Xn. Tarkime,

kad EXk = 0, k = 1, n, ir pažymėkime

Λn(s, t) =

( n∑
k=1

∫
|u|<t

u2 dF̃k(u)

)s/2

+
n∑

k=1

∫
|u|≥t

|u|s dF̃k(u), t ≥ 0,

and

Λn(s) = inf
t≥0

Λn(s, t).

17



19 teorema. Jei nepriklausomi a.d. X1, . . . , Xn turi E|Xk|s < ∞, kai 1 ≤ s < 2, tai
egzistuoja tokios teigiamos konstantos c1(s) ir c2(s), priklausančios tik nuo s, kad

c1(s)Λn(s) ≤ E|Yn|s ≤ c2(s)Λn(s).

Atvejis, kai 0 < s < 1, o centruojama medianomis, buvo taip pat ǐsnagrinėtas. Nely-
gybės pateko i

‘
kitu

‘
autoriu

‘
monografijas (žr., pavyzdžiui, [Pe87]). P. Elliott’as ja

‘
plačiai

panaudojo monografijoje [El97], i
‘
vesdamas netgi termina

‘
Manstavičiaus nelygybė. Atveji

‘
s ≥ 2 užpildo klasikinė Rosenthal’io nelygybė. Iškilo problema, ar galima gauti ju

‘
ana-

logus kombinatorikoje, kai sumuojami a.d. yra specifiškai priklausomi. Ja
‘
galutinai

ǐsnagrinėjome straipsniuose [17] ir [EM06]. Suformuluosime pora
‘
rezultatu

‘
ǐs šio rinkinio

[17] darbo, skirto adityviu
‘
ju
‘
funkciju

‘

h(σ) :=
∑
j≤n

hj

(
kj(σ)

)
momentu

‘
i
‘
vertinimui.

Pažymėkime Enf(σ) funkcijos f : Sn → R vidurki
‘
atžvilgiu tikimybinio mato νn.

Tegul hj(k;λ) = hj(k)− λjk ir h(λ)(σ) = h(σ)− λl(σ) yra adityvioji funkcija. čia

ℓ(σ) := ℓ
(
k̄(σ)

)
= 1k1(σ) + · · ·+ nkn(σ) ≡ n, σ ∈ Sn,

irgi yra adityvi pagal apibrėžima
‘
. Kaip atskiras dėmuo, ji gali i

‘
eiti i

‘
nagrinėjama

‘
funkcija

‘
h(σ), o jos ,,ǐsfiltravimas” sukelia nemaža techniniu

‘
sunkumu

‘
. Nagrinėkime

Mn(h,A, β) :=
(
En|h(σ)−A|β

)1/β
,

jei

An(h) =
∑
jk≤n

hj(k)

jkk!
, Bn(h, β) =

( ∑
jk≤n

|hj(k)|β

jkk!

)1/β

,

čia A ∈ R ir β > 0. Trumpumo dėlei, vietoje O(·), vartosime simboli
‘
≪ ir a ≍ b,

reǐskianti
‘
, kad a ≪ b ≪ a. Pabrėždami priklausomuma

‘
nuo parametru

‘
, pridėsime indek-

sus.

20 teorema. Tegul n ≥ n0(β) yra pakankamai didelis. Jei β ≥ 2, tai

Mn(h,A, β) ≍β min
{
|An(h

(λ))−A+ λn|+Bn(h
(λ), 2) +Bn(h

(λ), β) : λ ∈ R
}
.

Tai yra minėtos Rosenthal’io nelygybės analogas. Prieš pateikdami likusi
‘
atveji

‘
, pa-

žymėkime

h′
j(k;λ, c) =


hj(k;λ), jei |hj(k;λ)| < c,

0, jei |hj(k;λ)| ≥ c,

ir h′′
j (k;λ, c) = hj(k;λ)− hj(k;λ, c). Panaudoje‘ šias sekas, galime apibrėžti dvi adityvia

‘
-

sias funkcijas h′(σ) := ĥ(λ,c)(σ) ir h′′(σ) := ȟ(λ,c)(σ). Kitaip tariant, ǐsskaidome h(λ)(σ) =
h′(σ) + h′′(σ).
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21 teorema. Tegul n ≥ n0(β) yra pakankamai didelis. Jei 1 ≤ β < 2, tai

Mn(h,A, β) ≍β inf
{
|An(h

(λ))−A+ λn|+Bn(ĥ
(λ,c), 2) +Bn(ȟ

(λ,c), β) : λ ∈ R, c > 0
}
.

Jei 0 < β < 1, tai

Mn(h,A, β) ≍β inf
{
|An(ĥ

(λ,c))−A+ λn|+Bn(ĥ
(λ,c), 2) +Bn(ȟ

(λ,c), β) : λ ∈ R, c > 0
}
.

Pastarosios teoremos yra adityviu
‘
ju
‘
funkciju

‘
erdviu

‘
nagrinėjimo pagrindas ([EM07k]).

Antrajam momentui pavyko [EM06] nustatyti optimalia
‘
konstanta

‘
viršutiniame i

‘
vertyje.

Dar i
‘
domiau tao padaryti, kai adityvioji funkcijos momentai nagrinėjami Ewens’o mato

atžvilgiu. Galime kelti tokia
‘
hipoteze

‘
.

Hipotezė. Tegul Enθ žymi vidurki
‘
Ewens’o mato su parametru θ > 0 aťzvigiu. Tada

Enθ

(∑
j≤n

a(j)
(
kj(σ)−

θa(j)

j

))2

≤
(θ + 2

θ + 1
+ o(1)

)∑
j≤n

a2(j)

j
.

Kai θ = 1, darbe [EM06] ji buvo patvirtinta netgi su tikslesniu liekamuoju nariu.
Rinkinyje i

‘
dėtas mūsu

‘
bendras darbas [18], atliktas kartu su doktorantu Ž. Žilinsku.

Jame hipotezė i
‘
rodyta atveju θ = 2. I

‘
rodymuose ǐskyla atskira klasė iki šiol nenagrinėtu

‘
integraliniu

‘
operatoriu

‘
, kuriu

‘
tikrinės funkcijos yra Jacob’io polinomai. Neseniai kartu su

doktorantu V. Stepanausku [EMSt15] gavome antrojo momento Ewens’o mato atžvilgiu
i
‘
verti

‘
visiems θ > 0. Atsiradusios konstantos priklausomybė nuo θ-os, t.y. hipotezės

galutinis patvirtinimas - tolesniu
‘
tyrimu

‘
tikslas. Jau minėtame [14] darbe rasta nemaža

sudėtingu
‘
momentu

‘
ǐsraǐsku

‘
ir ju

‘
konvergavimo faktu

‘
.

2.4. Stiprusis konvergavimas kombinatorikoje.

Patirtis TST padėjo i
‘
vesti stipru

‘
ji
‘
konvergavima

‘
i
‘
TK. Mūsu

‘
darbas [EM98], skirtas

atistiktiniams keitiniams, tapo pirma
‘
ja kregžde. Te

‘
sinys buvo publikuotas straipsnyje

[EM04]. Vėliau tematika
‘
plėtojome kartu su doktorante J.Norkūniene (žr. [NoDis],

[EMNo08]). Su ja pradėjome nagrinėti bendras struktūru
‘
klases, ne tik keitinius. Eilės n,

n ≥ 1, ansambliai yra sudaromi ǐsskaidant n aibe
‘
i
‘
poaibius ir juose i

‘
vedant papildomus

sa
‘
ryšius, pavyzdžiui, brėžiant grafo briaunas tarp elementu

‘
poru

‘
. Poaibiai su i

‘
vestais

sa
‘
ryšiais tampa komponentėmis, o pati pradinė aibė - ansambliu. Jei ǐs j galios poaibio

padaroma mj komponenčiu
‘
, tai n eilės ansambliu

‘
poklasio An galia p(n) := |An| susisieja

su mj per formalias eksponentines generuojančias eilutes (žr. [FlSe09]:

P (x) := 1 +
∑
n≥1

p(n)

n!
xn = exp

{∑
j≥1

mj

j!
xj

}
,

čia x yra kintamasis. Keitiniams p(n) = n! ir mj = (j−1)!. Logaritminėms struktūroms,
i
‘
vestoms [ABTkn], reikalaujama, kad

mj/j! = θρj/j(1 + r(j))
19



su fiksuotomis konstantomis ρ ir θ > 0 bei tam tikru greičiu nykstančiu liekamuoju nariu
r(j), kai j → ∞. Dažniausiai r(j) = O(r−α) su α > 0. Tada

p(n) =
∑

ℓ(k̄)=n

Qn(k̄) := n!
∑

ℓ(k̄)=n

n∏
j=1

(
mj

j!

)kj 1

kj !
.

Sekos p(n) elgsena, kai n → ∞, yra sudėtinga net logaritminiu
‘
struktūru

‘
atveju. Mums

pavyko logaritmǐskumo sa
‘
lyga

‘
pakeisti aprėžtumo reikalavimu

mj/j! ≍ θρj/j.

Išvengti ρ nesunku, todėl toliau ji
‘
laikysime vienetu. Straipsnyje [19] i

‘
rodytos atsitiktiniu

‘
seku

‘
, apibrėžtu

‘
ansambliuose, stipriojo konvergavimo teoremos. Ju

‘
gyli

‘
pademonstru-

osime pavyzdžiu, nagrinėdami silpnai logaritminius ansamblius. Jie tenkina vidurkine
‘

reguliarumo sa
‘
lyga

‘ ∑
j≤m

mj/j! = κ logm+O(1), m → ∞.

Tarkime, kad σ ∈ An imami su vienodomis tikimybėmis µn({σ}) = 1/p(n), s := s(σ)
yra skirtingu

‘
eiliu

‘
komponenčiu

‘
skaičius, o j1(σ) < · · · < js(σ) – sutvarkytoji šiu

‘
eiliu

‘
statistika. Apibrėžkime norimai ilga

‘
suma

‘

ηsm(±ε)2 = 2
(
L2m+

3

2
L3m+ L4m+ · · ·+ (1± ε)Lsm

)
,

čia 0 < ε < 1, s ≥ 2 ir Lkm žymi k-ojo kartotinumo natūralu
‘
ji
‘
logaritma

‘
.

22 teorema. Jei ansambliu
‘
klasė tenkina vidurkinio reguliarumo sa

‘
lyga

‘
, tai

lim
k→∞

lim sup
n→∞

µn

(
|κjm(σ)−m|
ηsm(+ε)

√
m

≥ 1

)
= 0.

Pakeitus +ε i
‘
−ε pastaroji riba lygi 0.

Kitaip tariant, µ-b.v. σ ∈ An yra teisinga nelygybė

|κjm(σ)−m| ≤ ηsm(+ε)
√
m, m ≥ m0 ≥ 3,

ir s gali būti norimai didelis.

2.4. Analiziniai metodai.

Kartu su tikimybiniais metodais ir ju
‘
variacijomis, kilusiomis sprendžiant TST proble-

mas, naudojome ir plėtojome metodus, paremtus kompleksinio kintamojo funkciju
‘
anal-

ize. Pradžia buvo mūsu
‘
darbas [EM96], pralenke

‘
s P. Flajolet ir A.D. Odlyzko metodika

‘
[PhOd90] tuo, kad jis taikytinas net tuo atveju, kai generuojančiosios funkcijos neturi
analizinio ar meromorfinio te

‘
sinio už eilutės konvergavimo skritulio. Vėliau sekė idėja

‘
20



plėtojantys straipsniai, pavyzdžiui, [EM99kn]. Rinkinio straisnyje [20] vertinama adi-
tyviosios funkcijos

h(σ) :=
∑
j≤n

ajkj(σ), aj ∈ R, 1 ≤ j ≤ n,

apibrėžtos simetrinėje grupėje, reikšmiu
‘
koncentracija

Qn(l) = sup
x∈R

νn(x ≤ h(σ) < x+ l), l ≥ 0.

Pažymėkime

Vn(l;λ) =
∑
j≤n

l2 ∧ (a(j)− λj)2

j
, Vn(l) = min

λ∈R
Vn(l;λ).

23 teorema. Egzistuoja tokia absoliuti konstanta C > 0, kad

Qn(l) ≤ Cl(Vn(l))
−1/2.

Nelygybe remiamasi visose ribiniu
‘
dėsniu

‘
egzistavimo teoremose i

‘
rodant sa

‘
lygu

‘
būti-

numa
‘
. Jos kokybė tokia pati kaip ir nepriklausomu

‘
a.d. atveju.

Vertindami konvergavimo greiti
‘
centrinėje ribinėje teoremoje, gavome optimalu

‘
i
‘
verti

‘
,

kuris yra Berry-Esseen’o teoremos analogas. Priešingai negu ju
‘
nagrinėtame nepriklau-

somu
‘
a.d. sumu

‘
atveju, adityviosioms funkcijoms, apibrėžtoms simetrinėje grupėje, tiks-

lus greitis ǐssireǐskia per trečia
‘
ji
‘
normuota

‘
momenta

‘
, pakelta

‘
laipsniu 2/3. Suformulu-

osime [21] darbo rezultata
‘
. Priminsime 2.2 skyrelio žymenis ir i

‘
vesime kitus. Tegul vėl

h(σ) := hn(σ) yra visǐskai adityviu
‘
ju
‘
funkciju

‘
seka, normuota taip, kad

∑
j≤n

a2nj
j

= 1.

Pažymėkime aj := anj ,

An =
∑
j≤n

aj
j
, Ln =

∑
j≤n

|aj |3

j
, Dn =

∑
1≤j,k≤n
j+k>n

ajak
jk

.

24 teorema. Jei νn(x) := νn(h(σ)−An < x) ir Φ(x) yra standartinio normaliojo dėsnio
pasiskirstymo funkcija, tai

sup
x∈R

∣∣∣∣νn(x)− Φ(x)− Dnx

2
√
2π

e−x2/2

∣∣∣∣ = O(Ln).

Čia konstanta simbolyje O(·) yra absoliuti.
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Išvada. Teisingas toks nepagerinamas eilės aťzvilgiu i
‘
vertis:

sup
x∈R

|νn(x)− Φ(x)| = O(L2/3
n ).

Darbo idėjas plėtojo doktorantas V. Zacharovas [VZdis].
Pastaru

‘
ju
‘
metu

‘
darbuose tobulinamas laipsniniu

‘
eilučiu

‘
koeficientu

‘
palyginimo meto-

das, pradėtas dar 2002 m. mūsu
‘
[22] darbe. Imkime jau 2.3 skyrelyje matytas funkcijas

pavidalo

Z(x) := 1 +
∑
n≥1

D(n)xn = exp

{∑
j≥1

dj
j
xj

}
ir

Y (x) := 1 +
∑
n≥1

Q(n)xn = exp

{∑
j≥1

bj
j
xj

}
su bj ∈ C, |bj | ≤ dj = O(1), kai j ≤ n. Problema: rasti santykio Q(n)/D(n) asimptotika

‘
.

Straipsnyje [22] ji gauta, kai dj ≥ c > 0 visiems j ≤ n. Jame panaudotios bend-
ros sa

‘
lygos neleidžia prate

‘
sti Z(x) ir Y (x) už skritulio |x| ≤ 1, todėl Flajolet-Odlyzko

[FlOd00] metodika netinka. Vėliau [23] darbe palyginimo metoda
‘
pritaikėme spre

‘
sti

2.2 skyrelyje apibūdinta
‘
vienamačiu

‘
skirstiniu

‘
konvergavimo uždavini

‘
. Ten naudojome

charakteristines skirstiniu
‘
funkcijas, rezultatai papildė mūsu

‘
tyrimus, publikuotus [13]

darbe. Greitai pasirodysiančiame straipsnyje [EM15] metodas pritaikytas struktūru
‘
be

tam tikru
‘
komponenčiu

‘
skaičiaus analizėje.

Plačios metodo taikymo perspektyvos atsivėrė sprendžiant atstumo pagal variacija
‘

i
‘
vertinimo uždavinius. Juos formuluosime ansambliu

‘
, i
‘
vestu

‘
2.3 skyrelyje, atveju. Tegul

A := ∪n≥0An yra visa ansambliu
‘
klasė, A0 = {∅}. Visa kiekybinė informacija apie

A užkoduota formalioje eilutėje P (x). Poklasyje An apibrėžtas tolygusis tikimybinis
matas. Pažymėkime λj = mj/j!. Tegul σ ∈ An, jo komponenčiu

‘
vektorius k̄(σ) =(

k1(σ), . . . , kn(σ)
)
nurodo, kad jame yra kj(σ) ≥ 0 eilės j. Aǐsku, kad ℓ

(
k̄(σ)

)
= n

visiems σ ∈ An.

Apibrėžimas. Pora
(
An, µn

)
vadinama silpnai logaritmine, jeigu egzistuoja tokie ne-

priklausomi Puasono a.d. ξj, j ≤ n, kad Eξj =: λj ≥ 0,

µn(k̄(σ) = s̄) = P
(
ξ̄ = s̄|ℓ(ξ̄) = n

)
, s̄ ∈ Nn

0

ir egzistuoja n0 ∈ N bei teigiamos konstantos Θ, θ, θ1, tenkinančios sa
‘
lygas:

• jλj ≤ Θ, 1 ≤ j ≤ n;
• ∑

j≤u

jλj ≥ θu, n0 ≤ u ≤ n;

• nP
(
ℓ(ξ̄) = n

)
≥ θ1, n ≥ n0.

Straipsnyje [23] buvo naudota sudėtingiau formuluota paskutinė sa
‘
lyga. Šis variantas

atsirado mūsu
‘
darbe [EM12]. Beveik visos iki šiol tyrinėtos ansambliu

‘
klasės yra silp-

nai logaritminės. Išimti
‘
, pavyzdžiui, sudaro nesenas A.D. Barbour ir A. Posfai darbas
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[BaPo10]. Tikimybiniu
‘
metodu

‘
, naudojamu

‘
atsitiktiniu

‘
ansambliu

‘
teorijoje, pagrindas

yra vadinamoji Fundamentalioji lema, primenanti J.Kubiliaus lema
‘
TST. Suformuluosime

savo rezultata
‘
.

Tegul s̄r =
(
s1, . . . , sn

)
, 1 ≤ r ≤ n, yra ,,sutrumpintas” vektorius ir k̄r(σ) atitinkamas

komponenčiu
‘
vektorius. Tradicǐskai L(X) žymi a.d. X skirstini

‘
, o x+ := max{x, 0}, jei

x ∈ R. Vertiname atstuma
‘
pagal pilna

‘
ja
‘
variacija

‘
.

25 teorema. Tarkime, kad (An, µn) yra silpnai logaritminė ir n ≥ 1. Egzistuoja tokia
teigiama konstanta α, kad

ρTV

(
L
(
k̄r(σ)

)
,L(ξ̄r)

)
:=

∑
s̄∈Nr

0

(
µn

(
k̄r(σ) = s̄

)
− P (ξ̄r = s̄)

)
+
= O

(( r

n

)α
)
,

čia 1 ≤ r ≤ n, o visos konstantos priklauso tik nuo n0, Θ, θ bei θ1.

Jei r = o(n), priklausomus a.d. galima aproksimuoti nepriklausomais Puasono a.d.
Likusios komponenčiu

‘
vektoriaus dalies, kai r ≤ j ≤ n, i

‘
takos eliminavimui buvo sukurta

kita metodika (žr. [11], [19] ir kitus darbus).
Gauti rezultatai prisidėjo ǐskeliant atsitiktiniu

‘
struktūru

‘
teorija

‘
i
‘
ta
‘
lygi

‘
, kuris yra

pasiektas TST. Ju
‘
paklausa atsitiktiniu

‘
matricu

‘
teorijoje (žr. [Wi03], [DaZe14] ir kt. )

ar su geroku pavėlavimu fiziku
‘
teoretiku

‘
[BeUeVe11] ǐs naujo atrandami apibendrintieji

Ewens’o skirstiniai, kuriuos pradėjome nagrinėti dar 2002 m., teikia vilčiu
‘
šios tematikos

perspektyvoms.
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