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APZVALGA

Pateikiamas 24 straipsniu, paskelbtu 1982-2014 metais, rinkinys yra viso iki Siol at-
likto mokslinio tiriamojo darbo dalis. Pilname autoriaus publikaciju sarase butu per 200
darbu, i$ ju per 100 sudarytu straipsniai recenzuojamuose ir referuojamuose Lietuvos bei
uzsienio moksliniuose zurnaluose ir konferenciju darbuose. Pristatomi straipsniai, kuri-
uose yra daugiau originaliu idéju, nauju uzdaviniu, pakankamai isbaigti rezultatai arba
iSsamus tematikos aptarimas. Apzvalgoje rezultatai rikiuojami pagal potemes ir ban-
doma prisilaikyti chronologinés tyrimu eigos. Siekdami istorinio tikslumo ir iterpdami
savo rezultatus i bendra mokslo plétote, minime kitu autoriu ir savo darbus, neidétus i
Si rinkini. Todél apzvalgos gale yra du bibliografiniai sarasai. Pirmaji i§ sudaro tik Sio
rinkinio straipsniai, jie cituojami panaudojant numeracija [1],..., [24]. Minédami kitus
darbus, naudojame autoriu inicialus ir metu nuoroda.

Apzvalga dalijame i dvi dalis, skirtas tikimybinei skai¢iu teorijai (TST) ir tikimybinei
kombinatorikai (TK).
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I. TIKIMYBINE SKAICIU TEORIJA

Tikimybiné skaic¢iu teorija — ,lietuviska” mokslo Saka. Jai pagrindus padéjo profe-
soriaus Jono Kubiliaus mokslinis inasas. Be jo, Siuolaikinei problematikai susiformuoti
buvo svarbus Vengrijos (P. Erdés, I. Ruzsa, 1. Katai, G.Haldsz), Prancuzijos (H. Delange,
G. Tenenbaum), JAV (A. Hildebrand, P.D.T.A. Elliott), Rusijos (B.V. Levin, N.M. Ti-
mofeev), Vokietijos (W. Schwarz, K.-H. Indlekofer) ir kity matematiku darbai. Siauraja
prasme TST suprantama kaip aritmetiniu funkciju reikSmiu pasiskirstymo teorija, kai
argumentas, kuris yra naturalusis skai¢ius, imamas atsitiktinai.

Tegul N ir R yra naturaliyju ir realiuju skaiciu aibés, o v,, — tolygusis tikimybinis
matas, apibréztas aibéje {1,...,n}. Pagal apibrézima funkcija h : N — R yra adi-
tyvioji funkcija, jei kiekvienai porai tarpusavyje priminiu skaic¢iu m,n teisinga lygybé
h(mn) = h(m) + h(n). Todél sias funkcijas galima apibrézti pirminiu skai¢iu naturaliyju
laipsniu aibéje {p* : p — pirminis, k € N}. Tarp ju yra, pavyzdziui, skai¢iaus m
skirtingu pirminiu daugikliu kiekis w(m), kitos svarbios skai¢iu teorijos funkcijos. Nors
w(p®) = 1, funkcijos w(m) elgsena, kai m perbéga visus natiiraliuosius skaicius, yra
gana chaotiska. KEgzistuojancius désningumus tenka aprasyti tikimybiu teorijos termi-
nais. Isskirsime keleta nagrinétu uzdaviniu tipu.

1.1. Pagrindiné TST problema.
J. Kubiliaus monografijoje [JK62] buvo suformuluota ir dalinai iSspresta pagrindiné
TST problema.

Problema. Kada egzistuoja tokios normuojancios sekos a(n) € R ir f(n) > 0, kad
skirstiniai vy, (u) := v, (h(m) < a(n) +zB(n)), « € R, silpnai konverguoty i ribini désni?

Cia ir toliau ribiniuose sarysSiuose n — oo. J. Kubilius naudojo vadinamaji standartini
normavima, kai

k 20 k\\ 1/2
a(n) = A(n) = Y h(ﬁ), B(n) = B(n) := ( 3 h;ﬁf )> .

pF<n pk<n

Jo rezultatai yra galutiniai, jei h(m) priklauso jo vardu pavadintai klasei H, apibréziamai

salyga
B(n) ~ B(nu) = oo, Yu € (0,1).

Iki siol nerasta galutinio iSkeltos problemos sprendimo, kai 5(n) — 0o, todél buvo keliami
nauji artimi uzdaviniai.

Viename i§ pirmuju [EM73] darbu mes iSnagrinéjome funkcijos h(m) reikSmiu trup-
meniniu daliu {h(m)} ribinio skirstinio egzistavimo problema, nustatydami butinas ir
pakankamas salygas, kada pasiskirstymo funkcijos vy, ({h(m) — a(n)} < u) konverguoja
moduliu vienetas i ribinj désni intervale [0,1]. Abi darbo teoremos, sujungtos i viena
teigini yra isdéstytos P.D.T.A. Elliott’o monografijoje [E179] (1 t. 8.9 teorema). Véliau
mums buvo pavyke nustatyti bendriausias tuo metu zinomas salygas, kada v, (u) kon-
verguoja i iSsigimusi nulio taske désni; deja, mokslines lenktynes sprendziant pastaraji
uzdavini laiméjo I. Ruzsa. Po poros deSimtmeciu, nagrinéjant didziuju skaiciu désni
kombinatoriskai apibréztiems dydziams, pavyko buti pirmuoju (zr II skyrelj ir [13]).
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Sio rinkinio pirmame straipsnyje [1] iSple¢iama Kubiliaus #H klasé ir apibendrinami
jo rezultatai. Pagal apibrézima platesnés klasés H(a, 8) adityviosios funkcijos tenkina
salygas:

1 h(p)logp _
B(n)logng p = a+o(l),

1 h?(p)logp
B2(n)logn§ p = B+o(l).

Dabar |a| < min{1/v2,v/B}, 0 < B < 1ir H = H(0,0).
Pateiksime tik papras¢iau formuluojamus teiginius. Toliau visur B(n) — co.

1 teorema. Tegul h(m) € H(a, B). Pasiskirstymo funkcijos vy, (x) silpnai konverguoja
1 neissigimust désng tada ir tik tada, jei egzistuoja tokia memazZéjanti aprézta funkcija

K(u), kad K(—o00) < K(00) ir
1 1?(p)
o 2 Hk) < uB(n)

p<n

K,(u):=

silpnai konverguoja i K(u). Jei pastaroji salyga yra patenkinta, tai tolygiai atzvilgiv u i§
kiekvieno baigtinio intervalo

B(n*)/B(n) — 2079 g <1,

i

A(’I’Lu) — A(?’L) 07 ]62 ﬁ = O:
Blm) | 2 (u20-) 1), jei B4 0.

Lyginant su J. Kubiliaus rezultatais galima pastebéti, kad Sioje teoremoje galimi ribi-
niai désniai sudaro platesne negu neapréztai daliu skirstiniu aibe. I normaluji désni gali
konverguoti skirstiniai adityviuju funkciju, nebitinai priklausanciu Kubiliaus H klasei.
Taciau tokiu funkciju reikSmeés pirminiu skaic¢iu aibéje negali buti pastovaus zenklo. Ta
rodo §is referuojamo darbo rezultatas.

Tegul I{-} Zymi nurodyto ivykio indikatoriu.

2 teorema. Tegul § > 0 yra bet kokia konstanta ir

1
logn

> loipf{h(p) < —3B(n)} = o(1).

Skirstiniai v, (x) konverguoja i standarting normalyji désnj tada ir tik tada, jei patenkinta
Lindebergo salyga

o7 2 D) 2 B} = o) ()

p<n

su kiekvienu € > 0.



Teorema apibendrina B.V. Levin’o ir N.M. Timofeev’'o ([LeTi74], [LeTi77]) bei P.
Elliott’o darbus $iuo klausimu (placiau zr. monografijos [EI79]) antraji toma. Musu
straipsnyje buvo iskeltas uzdavinys nagrinéti adityviuju funkciju skirstiniu logaritminio
tankio prasme konvergavima susiejant tai su pirmuju momentu konvergavimu. Tokiu
budu buvo pasiekta pazanga sprendziant pagrindinés T'ST problemos analoga.

Tegul

1

- logn

(@) = = 3" L I1{h(m) < A, + zB(n)},

m<n
o a(p) bei b(p) yra skirstinio p pirmieji du momentai.

3 teorema. Sie teiginiai yra ekvivalentis:

e [y, (x) silpnai konverguoja i p(x), a(p) =0 ir b(p) = 1;

e h(m) € H ir egzistuoja tokia pasiskirstymo funkcija K(u), kad K, (u) silpnai kon-
verguoja i K(u).

Isvada. Pasiskirstymo funkcijos p,(x) silpnai konverguoja i standarting normaluji désnj
tada ir tik tada, kai patenkinta Lindebergo salyga (L).

Panasiai, buvo iSspresta ir logaritminiam tankiui performuluota pagrindiné TST prob-
lema, kai zinomi ribiniy skirstiniu pirmieji du momentai, o normavimas yra standartinis.

Daug démesio autorius skyré pasiskirstymo funkciju v,(x) (ir ju analogu multip-
likatyviosioms funkcijoms) konvergavimo i normaluji désni (logaritmini normaluji) grei-
¢iui nustatyti. Musu 1974 m. straipsnis [EMT74] issiskyré tuo, kad jame pirma karta
analizinis Haldsz’o metodas buvo pritaikytas kiekybinei analizei. Jis turéjo itakos J. Ku-
biliaus mokiniu Z. Kryziaus [ZKdis] ir A. Maciulio [AMdis| disertacijoms ir vélesniems
tyrimams.

1.2. Funkcinés ribinés teoremos.

Nupjaudami kanonines sumas, isreiskiancias adityviasias funkcijas h(m), ir ivesdami
laiko parametra t € [0,1] apibréziame trajektorijas, priklausancias funkciju erdvéms
C[0,1] arba DJ0,1] (zr. [Bi68k]). Kai m < n imame atsitiktinai, dazniausiai pagal
tikimybini mata v,, i§ determinuotu objektu gauname atsitiktiniu procesu seka. Iskyla
ju skirstiniu konvergavimo minétose erdvése problemos.

Trumpumo délei, tegul h(m) yra stipriai adityvioji (t.y. h(p*) = h(p) kiekvienam
pirminiam skaiciui p ir & € N) funkcija, A(n) ir B(n) anksciau ivestos standartinés
normuojancios sekos ir B(n) — oco. Pazymékime

W, i= Wy (m,t) = B(n)—1< > hp) - A(:z:(t))),

p<z(t)
plm

Cla
x(t) := 2, (t) := sup{u : B*(u) <tB*(n)}, 0<t<1.
Erdveéje D su Skorohodo topologija galima tirti skirstiniu v, oW, ! konvergavima, kai n —

oo. Tiesiskai sujungdami W,,(m, t) grafiko trukius galima apibrézti tolydzias trajektorijas
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ir erdves CJ0, 1] procesus. Matu silpnaji konvergavima zymésime simboliu =. Jei v, o
W1 = PoX™! ¢a X := X(t) koks nors atsitiktinis procesas, apibréztas tikimybinéje
erdvéje {Q), F, P}, mes taip pat zymeésime W,, = X, o W,, vadinsime aritmetiniu proceso
X modeliu. Toliau W yra standartinis Brauno judesys intervale [0, 1].

J. Kubiliaus 7.3 teorema i§ [JK62] nagrinéja specialaus funkcionalo, apibrézto W, (m, t)
trajektorijose, konvergavima. Bendresnés teoremos priklauso W. Philip’ui [WP73] ir
P. Bilingsley’iui [Bi74], kurie jrodé v, o W, ! konvergavima i Vynerio mata, kai h(p) yra
apréztos. Prasidéjo varzytuves gauti bendras aritmetiskai apibréztu procesu konvergav-
imo salygas. N.M. Timofeev’as ir H.H. Usmanov’as [TiUs82] irodé, kad anks¢iau minéta
Lindebergo salyga (L) yra netgi butina ir pakankama konvergavimui i ribini standartini
Brauno judesi.

Nagrinéjant bendresnius modelius, ypa¢ procesu su begaline dispersija atveju, B(n)
reikia keisti ir vietoje x(t) ivesti kita nupjaunanciaja seka. Tegul toliau 5(n) — oo yra
bet kokia, u* = min{1, |u|} sgnu,

Pazymékime
y(t) := yn(t) = sup{u : B*(u,n) <tB?*(n,n)},

¢ia 0 <t < 1. Aritmetiniai procesu modeliai apibréziami tokiu budu:

(g — hp) h(p) "L
Hyi=Halmt) = 3 5= 2 <ﬁ<n>> »

p<u(t) p<u(t)

Straipsniuose [EM84] ir [EMS85] nustatéme butinas ir pakankamas konvergavimo i
stabiliuosius ir bendresnius Levy procesus salygas. Kita zingsni vel Zengé minétieji
N.M. Timofeev’as ir H.H. Usmanov’as [TiUs84|, aprépdami visa klase ribiniu procesu,
kuriu prieaugiai yra nepriklausomi, o skirstiniai yra saviskaidis. Svarbtis Puasono ir kiti
neapreztai daliis procesai liko nepaliesti, ju modeliavimui netinka viena nupjautiné adi-
tyvioji funkcija. Reikia pradéti nuo ju seku. Paskutinis zodis Sioje problemoje priklauso
mums. Suformuluosime Siame rinkinyje pateikto straipsnio [2] rezultata.

Tegul X := X (t) yra stochastiskai tolydus procesas, apibréztas erdvéje {Q2, F, P} ir
turintis nepriklausomus prieaugius bei trajektorijas, priklausancias erdvei D|0, 7. Cia
T > 0 bet koks fiksuotas skaicius. Proceso charakteristine funkcija uzrasykime tokiu
budu:

oo

EeM ) = exp{z’)\’y(t) + /

— 00

(e — 1 — idw*)w* d(\Ift(w))},

¢ia y(t) yra tolydi funkcija, o W (w) yra aprézta, tolydi atzvilgiu ¢ ir nemazéjanti atzvilgiu
t bei w. Be to, fiksuotoms poroms 0 < s < t < T skirtumas ¥;(w) — ¥4(w) taip pat
nemazeja.
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Apibrézdami X (¢) aritmetini modeli, imkime tokia realiuju skai¢iu h,(p) seka, kad
hn(p) = o(1) kiekvienam p, ir pazymékime

* ]_
Ly = Zn<m; t) = Z hn<p) - Z (hn(p)) -
pspz'?m pSza(t) !

Cia 2, : [0,T] = {1,...,n} — monotoniskai didéja ir tenkina salyga: jei z,([0,T]) := {1 =
kni < -+ < kpj,}, tai
(1) max{ky j+1 — knj: 1 <j <jn} =o0(n) su bet kokiu e > 0

ir

(i2) max{meas z,, ! (kn;) : 1 <j < jn} = o0(1).
Trumpumo délei pazymékime

D(n,v)zzwn(p))*} W) = Y () () < w}.

p<v pgzn(t)
4 teorema. Procesy seka Z, silpnai konverguoja ¢ X tada ir tik tada, kai
(I) U (w) = V(w) ir U} (+oo) — Vy(+oo) su bet kokiut, 0 <t < T
(IT1) D(n,n) — D(n®,n) = o(1) su bet kokiu e, 0 < e < 1.

Netgi tradiciniai funkciniu ribiniu teoremu taikymai procesu funkcionalams aprasyti
pasiteisino skaic¢iu teorijoje. Suformuluotos teoremos ivada yra P. Erdés’o [Erd6] be iro-
dymo paskelbtas teiginys. Toliau naudosime santrumpa Lu = log max{u, e}, kai u € R.

Isvada. Tegul pi(m) < -+ < py(m) yra visi skirtingi skaiciaus m € N pirminiai daugik-
liai. Tada
2 .
Un (#{k <w(m): LLpy(m) < k} <uLLn) = = arcsin/u,
T

ca 0 <u<l.

Visi bandymai irodyti §i arksinuso désni, panaudojant santykio L(ka+]_ (m)/ ka(m))
elgsena "beveik visiems m”, buvo nesékmingi. Mums patikslinus Sio santykio asimp-
totikas, buvo realizuota ir i irodymo idéja [EM94].

1995 m., gave ES individualu granta tyrimams Bordeaux 1-ame universitete, mes pir-
mieji apibrézéme naujus aritmetinius procesus, kuriuose pirminiai dalikliai pakei¢iami
naturaliaisiais. Rezultatai buvo paskelbti straipsnyje [3], itrauktame i §i rinkinj. Jie par-
odo, kad nupjautiné naturaliuju dalikliu funkcija 7(m,z) := #{d € N : d|m, d < z}, ¢ia
x > 1, taip pat ,,zaidzia” Brauno judesi.

5 teorema. PazZymékime
1

vVLLn

U, :=Upp(m,t) = (logy 7(m,exp{(Ln)'}) —tLLn), 0<t<1.

Tada vy, o Ut = W.

Tegul 1 = dy(m) < do(m) < -+ < dy(y) — yra visi natiiralieji m dalikliai, It — aibés
{z : z > 0} indikatorius.
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Isvada. Visiems 0 < u <1 turime

1 2
Vn( > —I'(log,j — LLd;(m)) < u(L2)LLn) — —arcsin N

j<r(m)

Kartu su N.M. Timofeev’u [4] Zengéme kita zingsni — pradéjome tirti bendrus dalinémis
sumomis apibréztus aritmetinius procesu modelius. Tarkime, kad f(d) yra neneigiama
multiplikatyvioji funkcija,

F(m,v):= Y f(d),  F(m,m)=:F(m)

dlm,d<v

ir

X, = X, (m,t) := F(m) ' F(m,n'), 0<t<1.
6 teorema. Jei f(p) = k > 0 ir f(p*) > 0 su visais pirminiais skaiciais p ir k > 2,
tai skirstiniai vy, - X, L silpnai konverguoja i ribini mataq, apibréita erdvés D[0,1] Borelio
aibiy o algebroje.

,,Ant kulnuy lipo” G. Tenenbaum’as, parases prieda [Te97] masu darbui. Siu modeliu
tyrimai buvo pratesti kartu su G. Bareikiu. Pristatytame darbe [5] istirtas vidurkis.

7 teorema. Tegul X, yra apibréztas procesas, n > 3, f(d) tenkina 6 teoremos salygas
ir f(p*) yra aprézti visiems pirminiy skaiciy laipsniams p*. Tada

1 1 1
- Xn ) =B y « .
~ Y Xou(m.t) = Blta 5)+O<10g ~+ 1og5n)

m<n

Cia B(t; o, B) yra beta skirstinio funkcija, o a = a/(1 + k) =1— .

Rezultatas paneigé tuo metu vyravusia specialistu nuomone, kad si vidurkio riba visada
turinti buiti arcsinuso désnio skirstinio funkcija. Gautasis konvergavimo greicio ivertis yra
optimalus.

Visos TST funkcinés ribinés teoremos iki 1999 m. iSsamiai apzvelgtos studijiniame Sio
rinkinio [6] straipsnyje, susilaukusiame itin palankaus ivertinimo referatiniuose zurnaluose
(Zr. Mathematical Reviews, MR1954708(2004b:1115), F. Saidak). Todél atsitiktiniu
procesu, apibréztu panaudojant skaitmenu sumas jvairiose adityviosiose bazése, tyrimu
(zr., pavyzdziui, [EM97], [9]) nekomentuosime. Kitu aspektu pastarasis darbas bus anali-
zuojamas sekanciame skyrelyje.

1.3. Kartotinio logaritmo désniai.

Siai tematikai atstovauja trys rinkinio straipsniai - [7], [8] ir [9]. Pirmieji rezultatai i3
jos buvo paskelbti dar 1986 m. [EM86a], [EM86b] ir kt.

Nagrinéjamas stiprusis atsitiktiniu aritmetiniu objektu (funkciju, procesu) seku kon-
vergavimas. Problemos formuluojamos tikimybiniu erdviu sekoje (N, N,v,), o ne fik-
suotoje erdvéje, kaip iprasta tikimybiu teorijoje. Pirmiausia teko iSplésti konvergavimo
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su tikimybe vienetas koncepsija. Tokia galimybe dar 1946 m. [Er46] gana neformaliai
paminéjo P. Erdés. Pateiksime pagrindine savoka.

Tegul (S,d) yra separabili metriné erdvé, n € N ir Y|Yy,...,Y,, yra S-reikdmiai
atsitiktiniai elementai, apibrézti tikimybiniu erdviu sekoje (€2, F,, P,). Pazymékime
d(X,A) =inf{d(X,Z): Z € A}, A C S, elemento X atstuma nuo aibés A C S. Sakome,
kad Y} stipriai konverguoja i Y matu sekos P := {P,} atzvilgiu, jeigu su kievienu € > 0

lim lim sup Pn( max d(Yy,Y) > 8) = 0.
T—00 500 z<k<n

Jei P, nepriklauso nuo n, tai Sis sarysis iSreiskia konvergavima su tikimybe vienetas.

Kompaktiné aibé A C S, tenkinanti salygas

lim lim sup Pn< max d(Yy, A) > 5) =0
T n—oo z<k<n
ir
lim liminf Pn< max d(Vy, X) > e) =1
T—00 N—00 z<k<n
su bet kokiais ¢ > 0 ir X € A, vadinama sekos {Yi} sankaupos aibe P beveik tikrai
(P-b.t.). Siuos du sarysius pazymékime Yj < A (P-b.t.). Darbu cikle buvo isvestas
stiprusis didziuju skai¢iu désnis, kartotinio logaritmo désniai ir rastos ivairiu aritmetiniu
objektu reiksmiu sankaupos aibés (v-b.t.), ¢ia v := {v,, }. Pradzioje pateiksime paprasta
iSvada.
Kaip ir ankséiau, tegul w(m,k) yra m skirtingu pirminiu daugikliu, nevirsijanciu k,
skaicius, o L;ju Zymi j kartotinumo logaritma, tada

(2(Lok) Lak) ™% (w(m, k) — Lok) < [=1,1] (v —b.t.)

I8 gilesnio Felerio teoremos analogo (zr. pristatyta [8] darba) iSplaukia informacija apie
j-ojo skaiciaus m pirminio daugiklio p;(m) elgsena: su kiekvienu s > 2ir 0 < e < 1
ivertis

. .3 . A\ /2
| Lopj(m) — j| < (2](L2] +5Llsj+ Laj+--+(1 +€)L83)>

galioja v-b.t., bet negalioja +¢& pakeitus —e. Tokiu rezultatu reikia tiriant naturaliuju
skai¢iaus m dalikliu savybes (zr. [HaTe88]). Pastarosios knygos autoriai kitu metodu
sugebéjo gauti p;(m) asimptotika beveik visiems m, tik kai s = 2. Beje, pastaraja
formule jau buvo spéjes P. Erdés [Er69].

Rinkinio [8] darbe pirma karta skai¢iu teorijoje nustatomos artimetiniu procesu tra-
jektoriju sankaupos aibés ir irodomi vadinamieji Strassen’o kartotinio logaritmo désniai.
Pagal apibrézima Strassen’o aibe K C CJ0, 1] sudaro tokios absoliu¢iai tolydinés funkcijos
g:10,1] - R, kad ¢(0) =0 ir

/1 (g(t))dt < 1.
0

Pateiksime viena i§ bendresniu teoremu. Tegu

Momeg) = S0 h(p™), 2<q<n,
p||m,p<q

8



yra nupjautiné adityvioji funkcija, A(n) — anks¢iau apibrézta centruojanti konstantu seka,

D(u) = ; h ;p) (1- ]13) B(u) = /2D (W) La(w).

Tegul 2 < ¢ < ¢’ < n yra funkcijos D(u) gretimi trukio taskai. Nagrinéjamas laiptiniu
trajektoriju procesas Uy(m,t), apibrétas lygybémis

Uk(mv t) = B(k)_l (h(m7 Q) - A(q))’

kai D(q)/D(k) <t < D(q")/D(k) ir ¢ < k.

8 teorema. Jei D(p) — oo ir

() = o(VD)/VID®)), p—ox,

tai Ug(m,-) — K (v b.t.

Funkcionalai, apibrézti sio proceso trajektorijose, iSreiskia pirminiu daugikliu beveik
visiems m savybes. Anksc¢iau suformuluota j-ojo daugiklio p;(m) asimptotika, papildysi-
me funkcine ribine teorema. Patogumo délei, dabar pazymékime pp, (m) =: p(m,u), kai
0 <u<w(m),ir p(m,u) =0, kai 0 < u < 1. Tegul, be to,

Lop(m, tk) — tk
Po(m, ) = L2 ) =tk g

V2kLok

9 teorema. Tequl IC yra Strassen’o aibé. Tada

Pi(m,t) - K (v—10.t.)

Darbe [8] analogiska teorija buvo iSplétota ir aritmetiniams procesams, apibréztiems
per nattraliuosius daliklius. Tegul 1 = dy(m) < d2(m) < --- < d;()(m) yra atsitiktinio
skaiciaus m nattraliuju dalikliu seka. Pazymékime dp,)(m) =: d(m,u), kai 0 < u < 7(m),
ir dim,u) =0,kai 0 <wu<1,ir

 Lod(m, k') — t(Lk) /L2

Di(m,t) :=
) \/2((Lk;)L3k;)/L2

0<t< 1.

10 teorema. Tegul KC yra Strassen’o aibé. Tada

Di(m,t) - K (v—10.t.)

Sis rezultatas toli pralenkia 13-a knygos [HaTe88] teorema. Pacituosime I. Berkes ir
M. Weber [BeWe] zodzius, parasytus adityviuju aritmetiniu funkciju kartotinio logaritmo
désniu teorijos apzvalgoje:

9



Erdos’ teorema véliau buvo isplésta Kubiliaus (Zr. [Ku62], 7.2 teorema) ir keletoje Mans-
taviciaus darby. Naudodamas konvergavimo su tikimybe vienetas koncepsijos pléting,
pritaikoma tikimybiniy erdviy seky kontekste, Manstavicius atliko gily adityviyju funkcijy
KLD (kartotinio logaritmo désniy) savybiy studija, apimancia modifikuotas Strassen’o
tipo funkcines KLD wversijas.

Dar 1996 m. (zr. [EMO97] ir kt.) pradéjome plétoti aritmetiniu funkciju, susijusiu su
sveikojo neneigiamo skaiciaus m adityviuoju déstiniu skai¢iavimo sistemoje pagrindu g,
t.y.

N
=0

¢ia ¢ > 2 yra natturalusis skaic¢ius, N + 1 := Ny + 1 skaitmenu skaicius, o a4 ;(m) €
{0,...,q—1} — skaitmenys. Skaitmenu suma s,(m) ir bendresnés ¢ adityviosios funkcijos
h(m), turin¢ios pavidala

N .
h(m) = h(ag;(m)q’),
j=0

imant m i§ aibés {0,1,...,n — 1} su vienodomis tikimybémis (pagal tolyguji tikimybini
mata v,) yra paslaptingas TST objektas. Pradzioje pavyko irodyti vienamates ir funkci-
nes ribines teoremas, nagrinéjancias silpnaji skirstiniu konvergavima. Pavyzdziui, buvo

irodyta, kad procesas
1 qg—1
U\/N( Z (aq,j(m) - T))

0<j<Nt

modeliuoja Brauno judesi. Cia o := /(¢2 — 1)/12. Po to, nagrinédami stipruji konverga-
vima, irodéme, kad lauztémis, einanciomis per taskus,

i 1 _ (q—l)i) _
- - =0,1,...,k
(kz’a 2kloglogk<8q(m’z) 2 » TRl

apibrézta procesu seka Sy . (m,t) paklusta Strassen’o désniui.

Pratesdami [8] darba, rinkinio kolektyviniame straipsnyje [9], uzdavinius apibendri-
nome nagrinédami superpozicijas h(P(m)), ¢ia P(m) yra polinomas su sveikaisiais koe-
ficientais, su teigiamu vyriausiuoju koeficientu ir laipsnio deg P = r. Be to, pradéjome
nagrinéti dvimates teoremas. Ta paskatino Gelfondo hipotezé, teigianti, kad skirtingose q
bazése apibréztos adityviosios funkcijos yra asimptotiskai stochastiskai nepriklausomos.
Ji pasitvirtino netgi funkcinése ribinése teoremose stipriojo konvergavimo prasme, t.y. (v-
b.v.). Teko apsiriboti vadinamaisiais likiniu klases (mod ¢*) perstatanéiaisiais polinomais
(toliau 8ia savybe zZymeésime P € ).

10 teorema. Tegul Py(m), Po(m) € B, q1 # q2 yra du skaiciavimo sistemy pagrindai,
ir Sqy nk(P1(m),t) bei Sgy n.i(Pa(m),t) — dvi ka tik apibréztos procesy sekos. Naturaliai
praplétus stipriojo konvergavimo squokaq ir jo Zymeni dvimaciu atveju, turime

(Slh,n,k(Pl (m)at)a ng,n,k(P2(m),t)> S Kx K (I/ — bt)
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Pastaraja teorema pritaikius ivairiems funkcionalams, gaunama idomiu skaiciu teorijos
faktuy.

1.4. Aritmetiniai pusgrupiai.

Dirbdami Paderborno (VFR) universitete vizituojanc¢iu profesoriumi 1989-1990 m.,
isitraukéme i adityviuju aritmetiniu pusgrupiu tematika. Sie objektai apibendrina poli-
nomu vir§ baigtiniu kunu pusgrupius ir yra iSskirtinai svarbi teorinéje informatikoje
bei kriptologijoje. Aritmetinio pusgrupio G elementas a # e, (¢ia e yra neutralu-
sis elementas) yra iSskaidomas vieninteliu budu baigtine pirminiu elementu is P C G
sandauga. Yra apibréziama visiSkai adityvi funkcija 9 : G — Ny, tenkinanti salyga
d(p) > 1 kiekvienam p € P, vadinama laipsniu. Bendra analizine teorija praeito amziaus
astuntajame deSimtmetyje kuré J.Knopfmacher’is [Kn79]. Teorijos pagrindu tapo

A aksioma. FEgzistuoja tokios konstantos A >0, ¢ >1ir0 < a <1, kad

Gpn :=|{a € G: d(a) =n}| = A¢" + O(¢*").

Keliama problema: Rasti m-ojo laipsnio pirminiu elementy skaiciaus asimptotine
elgsena, kai n — oo.
Kitaip sakant, reikia istirti sekos

m(m) = {p e P: d(p) = m}|

asimptotika, kai m — oo. Kaip ir tradicinéje analizinéje skai¢iu teorijoje, sprendimas
remiasi dzeta funkcijos savybémis. Siuo atveju tai laipsniné eiluté

oo

o0
G(2) =3 Goz = [[(1 - )70,

n=0 j=1
apibrézianti analizine skritulyje |z| < ¢~ funkcija, kuri turi paprastaji poliu taske z = ¢~1
ir yra analizikai pratesiama srityje |z| < ¢~®. Pasirémes klaidingu savo rezultatu, kad
G(z) # 0 apskritimo |z| = ¢~! taskuose, J. Knopfmacher’is paskelbé klaidinga bendru
atveju m(m) asimptotika. Ta pastebéje, kartu su bendraautoriais K.-H. Indlekofer’iu ir
R. Warlimont’u émémés darbo. Stai pora rezultaty is [10].

11 teorema. FEjgzistuoja tokia teigiama konstanta 6, max{1/2,a} < 0 < 1, kad

m

m(m) = (1+ (1) o) T + O(¢"™).

1

Cia Iy yra galimo funkcijos G(z) nulio taske z = g~ indikatorius.

Cia pirma karta atskleistas naujas efektas - pirminiu elementu skai¢ius gali kisti prik-
lausomai nuo ju laipsniy lyginumo. Antrajai teoremai knygoje [KnZh] suteiktas vardas.
11



12 (Indlekofer-Manstavicius-Warlimont) teorema. Tegul galioja A aksioma. Jei
G(—q™ 1) = 0, tai G(z) # 0 visame skritulyje |z| < ¢~®. Be to, tada m(m) liekamojo
nario jvertis yra teisingas su bet kokiu 0 € (o, 1).

Teoremai paskirtas monografijos [KnZh] 5.1 skyrius. Itrauktas i ja, musu darbas ne-
beteko cituojamumo rodiklio augimo.

Véiau gavome issamius rezultatus (zr. [EM92K] ir [EM92]) dél pusgrupiu elementu,
neturinc¢iuy mazo laipsnio pirminiu daaugikliu, skaic¢iaus asimptotinés elgsenos. Jie buvo
pastebéti ir pritaikyti faktorizavimo algoritmu analizéje (zr. A.M. Odlyzko apzvalga
[0d00]). Idomu pazymeéti, kad musu straipsniai aplenké JAV Georgia’os ir Michigan’o
universitetuose parasytu R. Lovorn’o [Lo92dis] ir K. Soundararajan’o disertaciju pub-
likavima. Véliau pasitaiké rezultatu pakartojimo atveju (zr. Mathematical Reviews,
2001e:11119).

Darbu cikle, parasytame kartu su K.-H. Indlekofer’iu (zr. [InEM94], [InEM95],
[InNEMO1] ir kt.) atsiliepéme i J. Knopfmacher’io raginima sukurti tikimybine aritmetiniuy
pusgrupiu teorija, adekvacia Kubiliaus teorijai (zr. [Kn79], Open Problems). Misu pa-
grindiniai rezultatai uzpildé buvusiu spraga. Tyrimai buvo pratesti biinant vizituojanciu
profesoriumi Witwatersrand’o universitete Johanesburge (PAR) ir Lietuvoje, straipsniu
buvo parasyta su A. Knopfmacher’iu [KnEM97] ir R. Skrabuténu EMSk03.

II. ANALIZINE IR TIKIMYBINE KOMBINATORIKA

Nuo 1996 m. (zr. [EM96] ir vélesnius) sprendéme simetrinés grupés keitiniu, visu
baigtinés aibés atvaizdziu, svoriniu multiaibiu skaic¢iavimo ir bendresniu kombinatoriniu
struktiru tikimybinius uzdavinius. Tematika turi nemaza salycio tasku su statistikine
fizika, teorine informatika ir net matematine genetika. Miusu tikslas buvo atlikti tik
teorinius tyrimus panaudojant zinomus ir plétojant naujus analizinius bei tikimybinius
metodus.

2.1 Kombinatoriniai atsitiktiniu procesuy modeliai.

Isryskindami atsitiktiniu keitiniu, imamu iS simetrinés grupeés su Ewens’o tikimybe,
sarySius su genetiniais uzdaviniais (placiau [BaEM99]), mes su partneriu i§ Pensilvanijos
valstijos universiteto G.J. Babu parengéme projekta JAV Nacionalinés Mokslo Tarybos
1998-1999 m. Twinning programos grantui ir sékmingai ji gavome. Bendru darbu ser-
ijjoje (i$ jos Siame rinkinyje pateikti [11] ir [12]) realizavome iki tol nepastebéta idéja,
kad TST rezultatai, aprasyti Sios apzvalgos 1.3 skyrelyje, turi savo analogus ir kombina-
torikoje. Be to, labai tinka musu jau iSrutuliota irodymu technika. Anksé¢iau kitu autoriu
J.M. DeLaurentis’o ir B. Pittel’io [DePi85|, P. Donnelly’io, T.G. Kurtz'o ir S. Tavaré
[DoKuTa91] ir J. Hansen [Ha90] buvo apibrézti tik Brauno judesio modeliai, ir tik panau-
dojus cikly skaiciaus keitinyje nupjautine funkcija. Suformuluosime pora miisu gautu
galutiniu rezultatu.

Tegul o yra simetrinés grupés S,,, n > 1, keltlnys k (o) zymi jo j ilgio ciklu skaiciu.
Tada vadinamasis cikly vektorius k(o) := (ki ( ky(0)) tenkina salyga ((k(c)) = n
su kiekvienu o € S,,. Cia ir toliau E( ) = 131 -I- + NSp, jei § := (s1,...,8,) € Nj.
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Jei keitinys yra atsitiktinis, pastaroji salyga nusako koordinaciu priklausomuma, kuri
tenka iveikti netradicinémis tikimybiu teorijoje priemonémis. Kitu autoriu buvo placiau
nagrinétas cikly skaicius w(o) := k(o) + -+ + k,(0).

FEwens’o tikimybinis matas grupéje S,, apibréziamas formule

—1
Vn,@({g}) _ 011)(0)( Z ew(a)) _ gw(a) (e(n))—lj o e Sn

ogES,

Cia 0 > 0ir ™) :=0(0+1)---(§ +n — 1). Ciklu vektorius turi toki skirstini:

(g>sjzzfa({§}y

J

Vn,@(]%(O') =35)=1{{(5) = n}%;) H i‘

S;.
j<n ™/

Tikimybés, priskirtos aibés £=1(n) vektoriams, yra vadinamos Ewens’o Atrankos Formule,
pirma karta apibrézta matematinéje genetikoje. Mes nagrinéjome konvergavima procesu

H, = H,(0,t) = (}:fz xMMﬂO,

J<y(t)

cla

ZT] BQ(u) ::92 a(j)’

y(t) == yn(t) = max{u < n: B*(u) <tB*(n)}, tc]|0,1].

Straipsnyje [11] buvo irodytas toks galutinis rezultatas.

13 teorema. Tegul B(n) — oo. Procesy H,, skirstiniai mato v, g atZvilgiu silpnai kon-
verguoja ¢ Vynerio matq tada ir tik tada, jei su bet kokiu € > 0

Ir vél Lindebergo salyga yra biitina ir pakankama. Ji reiskia, kad modeliuojant Brauno
judesi, ilgi ciklai turi buti eliminuoti. Neuzilgo straipsnyje [12] problema i$sprendéme bet
kokio proceso su nepriklausomais prieaugiais atveju. Modelyje, kai siekiama modeliuoti
procesa su begaline dispersija, B?(n) nebetinka. Ir laika ivedancia seka y(t) tenka pakeisti
kita.

Tegul dabar u* = (1 A |u|)sgn u, jei a A b := min{a,b}. Imkime bet kokia neapréztai
didéjancia seka 5(n) > 0 ir pazymékime

=T ()5 =i (58

j<u j<u
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be to, tegul
y(t) ;== yn(t) =max{l <n: B(l,n;h) <tB(n,n;h)}, te]l0,1].

Nagrinékime bendresni procesa

Hn,h = Hn,h(av t) = o7 Z h](kj(a)) - A(y(t)vnv h)’ le [07 1]7

apibrézta D[0, 1] erdvéje su Skorohodo topologija. Isskirkime stabilaus ribinio proceso
atveji, uzbaigta straipsnyje [BaEMO02].

14 teorema. Tegul X yra atsitiktinis procesas su mepriklausomais prieaugiais X (t) —
X (s), kuriy charakteristiné funkcija

exp{(t— s)ar /_Ooo(em S i) d(ul~®) — (£ — s)az /Ooo(em 4 —i)\u*)d(u_o‘)},

¢iaaj,a2 >0, a1 +ax >0, 0<a<2, 0<s<t<1, AeR. Tam kad H, }, = X, yra
butina ir pakankama, kad su bet kokiu u > 0,

Z I e Tl Z f Y e T
a(j)<_uﬁ(n)a JS” a(j)>u/8(n)7 JS”
i
. . 9 N2 -1
i lim sup 3 (n) > a(j)*i~" =0.

la(s)|<eB(n), j<n

Taigi, net priklausomu démenu atveju salygos yra tokios pat, kokios biitu ir nagrinéjant
tokius procesus su nepriklauomais prieaugiais

Xn,h = Xn,h(t) = L Z a(])gj - A(y(t)7n; h)7 te [0’ 1]'

() 7<y(t)

Seku H,, , konvergavimo i neapréztai dalius procesus problema buvo iSspresta bend-
rame darbe [12].

15 teorema. Tam kad H, ; silpnai konverguoty i ribing nepriklausomuy prieaugiy proce-
sa, kuris igyja ne vienq reiksme latko momentu 1, yra butinos ir pakankamos sios dvi
salygos:

e (3(n) yra létai kintanti Karamatos prasme;

o scka funkcijuy G)\+ 1
U (u) ::Z</3(2)) j

j<n

silpnai konverguoja i kokiq nors nemazéjancia funkcija W (u), apibrézta R ir tokiq, kad
0="(-0) < ¥(0) < 00 bei ¥p(00) = ¥(0).
14



Be to, jei sios salygos galioja, ribinio proceso X (t) charakteristiné funkcija

EeX(®) — exp { / (e“’“ —1- z'vu*)u*2th(u)}, veR,
R

u/b(t) 2
My(u) = / (=b(t)" = "dU(z),  b(t) = lim Bya (1))/B(n).

Funkcija b(t) taip pat randama is lygties Mi(oco) = tW(oc0).

Funkcinés ribinés teoremos leidzia giliau isiskverbti i sekos
ji(o) < ja(o) <--- < js(o),

sudarytos i$ skirtingu ilgiu cikluy, kuriais issiskaido atsitiktinis keitinys o € S,,. Pvz., i$
ju iSplaukia toks teiginys.

Isvada. Visiems x € R turime

. 1 1 —(u— 2
< _ N (u—212)? /2 _
”"(%25“0&”(0) k| < z+/logn) Nors E (—1) / e du + o(1)

xT
leZ -z

Véliau darbuose [EMO02K] ir [BoEM12] panasiai iSnagrinéjome kombinatorinius pro-
cesus, apibréztus panaudojant adityviuju funkciju sekas A", nebutinai pavidalo h™ (o) =
h(o)/B(n) ir apibréztas bendresnése nei keitiniai strukturose. Tada tarp ribiniu pasirodo
ir Puasono procesas. Kaip pademonstravome straipsnyje [EM09], galima nagrinéti ir kom-
binatorinius procesus, apibréztus keitiniu laipsniu poaibiuose arba atzvilgiu apibendrintu
Ewens’o matu (zr. [24]). Procesu, kuriuy prieaugiai yra priklausomi, modeliai buvo na-
grinéti kolektyviniame darbe [BaEMZa07].

2.2. Vienamatés ribinés teoremos.

Pirmoji 15 teoremos salyga normuojanciai konstantu sekai nebéra butina, jei sprendzia-
mas tik vienamatis uzdavinys, t.y. ji neisplaukia is silpnojo a.d. H,, 5 (o, 1) konvergavimo.
Apibendrinkime §i uzdavini, prisilaikydami TST stiliaus. Tegul

h" (o) = Z hnj(kj(o)),

jsn

¢ia {hn;(k)} € R yra dvimatis masyvas, h;(0) =0, jei 1 < j <n.
Problema. Kada egistuoja tokia centruojanti konstanty seka, kad skirstiniai

F,(x) :=v,(h"(0) — a(n) < x)

silpnai konverquoty ¢ ribine pasiskirtymos funkcija.?
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Sio rinkinio [13] straipsnyje problema yra idsprendziama, kai ribinis désnis yra issigimes
viename taske. Atsakyma suformuluosime. Apibrézkime

hnj(k, )\) = hnj(k) — )\jk, anj()\) = CLnj — )\j = hn]<1) — /\]

Primename, kad a.d. X, apibrézto erdvéje {Q2, F, P}, Lévy atstumas nuo konstantu aibés
yra
L(X;P):=inf{e+ P(|X —a| >¢): a € R,e > 0}.

- L,

(h),

Pazymékime L(h;vy,) =

hi(k, \)*
T

Un(h, M) i= )
jk<n
Un(h) = min{Uy,(h, \): A € R} ir Vi,(h) = 1 AU, (h).

16 teorema. Bet kokiai adityviajai funkcijai h(o) galioja
Vi(h) < Ly (h) < Vi (h)Y/3,

¢ra konstantos simbolyje < yra absoliucios.
Mineétas atsakymas i iskelta klausima yra Sios teoremos iSvada.

Isvada. Tegul h™ (o) yra anksciau apibrézty adityviuju funkciju seka. Dazniai F,(x)
konverguoja i issigimusi nulio taske désng tada ir tik tada, jei

Un(h, A) = o(1)

su kazkokiu N = A\, € R ir

a(n) =n\ + Z @ +o(1).

Jjsn

Kai h"(0) = h(o)/B(n) ir f(n) tenkina pirmaja 15 teoremos salyga irgi turime su-
formuluotos teoremos sprendima. Deja, kaip mes esame pastebéje dar 1996 m. [EM96],
ribinius F,,(z) désnius galima gauti net su 5(n) ~ n®, o > 0; tarp ju yra ir stabilieji, ir
net nebutinai neapréztai dalus.

Pazanga buvo padaryta nagrinéjant suformuluota problema sveikareikéméms sekoms

h" (o).

17 teorema. Tarkime, h"™ (o) yra seka visiskai adityviujy funkcijy ir a; = hp;(1) €
{0,1}, o ,(x) yra Puasono pasiskirstymo funkcija su parametru a > 0. Skirstiniai
Fo(z):= v, (h(c) < z) silpnai konverguoja i I1,(x) tada ir tik tada, jei

3 %I{aj — 1} =a+o(l)

Jj<n
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ir

> %1{% =1} =o(1)

en<j<n
su bet kokiu fiksuotu 0 < e < 1.

Aptariamame [13] darbe iSryskéjo vienalaikio skirstiniu ir ju momentu konvergavimo
svarba. Si idéja buvo isplétota Siemet pasirodziusiame straipsnyije [14], parasytame su
doktorante T. Baksajeva. Jos disertacijoje [TBdis] gauti 17 teoremos apibendrinimai, kai
skirstiniai imami Ewens’ mato atzvilgiu.

Kitokio tipo ribinéms teoremoms buvo skirtas [15] darbas. IS jo pacituosime lokaliaja
teorema apie sutvarkytosios ciklu ilgiu statistikos {jx(0)}, & < w(o), ribinj skirstinj.
Pazymékime

L(t,m) = log lim v, (ji(o) =m).

1+t/logm’ n—00

18 teorema. Tequlm >3,0<e <1, and1 <k <m'~¢. Tada

ity =2 (1 0lim))

Be to,

1 1
= (1
1%2dek(m) m\/27rlogm( +O<logm>>

ir maksimumas pasiekiamas, kai k = k,, =logm + O(1).

2.3. Momenty vertinimas.

Tikimybine prasme adityviosios funkcijos, apibréztos naturaliuju skaiciu tiek keitiniu
aibése, yra priklausomu atsitiktiniu dydziu (a.d.) sumos. Nagrinéjant ju momentus
pavyko patikslinti ir klasikinius nepriklausomu a.d. sumu momentu jvercius, kuriuos
buvo gave B. von Bahr’as ir C.G. Esseen’as [BaEs65]. Rinkinyje pateiktas straipsnis [16],
susilaukes nemaza démesio.

Tegul X1, ..., X, yra nepriklausomi a.d., Fj(z) - ju pasiskirstymo funkcijos, Fj(z) -
simetrizuotu a.d. pasiskirstymo funkcijos atitinkamai ir Y,, := X7 + --- + X,,. Tarkime,
kad EX = 0, k = 1, n, ir pazymékime

Ap(s,t) = (,é/w« u? dﬁk(u)) +Z/u|>t u|® dEy(u), t >0,

and

A, (s) = inf A, (s, t).

>0
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19 teorema. Jei nepriklausomi a.d. Xi,..., X, turi E|Xg|® < 0o, kai 1 < s < 2, tai
egzistuoja tokios teigiamos konstantos c1(s) ir ca(s), priklausancios tik nuo s, kad

c1(8)An(s) < E|Y,|° < ca(s)An(s).

Atvejis, kai 0 < s < 1, o centruojama medianomis, buvo taip pat iSnagrinétas. Nely-
gybés pateko i kitu autoriu monografijas (zr., pavyzdziui, [Pe87]). P. Elliott’as ja placiai
panaudojo monografijoje [E197], ivesdamas netgi termina Manstaviciaus nelygybé. Atveji
s > 2 uzpildo klasikiné Rosenthal’io nelygybé. Iskilo problema, ar galima gauti ju ana-
logus kombinatorikoje, kai sumuojami a.d. yra specifiskai priklausomi. Ja galutinai
iSnagrinéjome straipsniuose [17] ir [EMO06]. Suformuluosime pora rezultatu is sio rinkinio
[17] darbo, skirto adityviuju funkciju

- Z h; (kj (o)

j<n

momenty jvertinimui.
Pazymékime E,, f(o) funkcijos f : S,, — R vidurki atzvilgiu tikimybinio mato v,,.
Tegul h;i(k; \) = h;(k) — Ajk it K™Y (o) = h(o) — (o) yra adityvioji funkcija. ¢ia

U(o) :=Ll(k(0)) = 1ki(0) + -+ nky,(0) =n, o €S,,
irgi yra adityvi pagal apibrézima. Kaip atskiras démuo, ji gali jeiti i nagrinéjama funkcija
h(o), o jos ,,isfiltravimas” sukelia nemaza techniniu sunkumu. Nagrinékime
1/8
My (h, A, B) i= (Bnlh(o) — AJP)"7,
jei
hy (k) s (k)P \ 7
A= M B = (X )
jk<n jk<n

¢cia A € Rir § > 0. Trumpumo délei, vietoje O(-), vartosime simboli < ir a =< b,
reiskianti, kad a < b < a. Pabrézdami priklausomuma nuo parametru, pridésime indek-
sus.

20 teorema. Tegul n > no(B) yra pakankamai didelis. Jei 5 > 2, tai

M, (h, A, B) =5 min {|An(h<*>) — A+ |+ Bp(h™,2) + B(h™, 8) : A e R}.

Tai yra minétos Rosenthal’io nelygybés analogas. Pries pateikdami likusi atveji, pa-
zymekime
hi(k; N), jei |hj(k;N)| <,

W (ks A, ) =
0, jet [hj(k; A)| > c,
ir b (k; A, c) = hj(k; )\) h;(k; A, ¢). Panaudoje 8ias sekas, galime apibrézti dvi adityvia-
sias funkcua,s B (o) := h*9) (a) ir (o) :== hM9) (o). Kitaip tariant, isskaidome hM (o) =

(o) + 1" (o). "



21 teorema. Tegul n > ng(B) yra pakankamai didelis. Jei 1 < 8 < 2, tai
M, (h, A, B) =z inf {|An(h(*)) — A4 20|+ B (h™9,2) + B, (A9 8): A e R, ¢ > 0}.
Jei 0 < B <1, tas

M, (h, A, ) =g inf {|An(ﬁ<%0>) — A+ M|+ B, (A9 2) + B, (A9 8) : A e R, ¢ > o}.

Pastarosios teoremos yra adityviuju funkciju erdviu nagrinéjimo pagrindas ([EMO07k]).
Antrajam momentui pavyko [EMO06] nustatyti optimalia konstanta virsutiniame ivertyje.
Dar idomiau tao padaryti, kai adityvioji funkcijos momentai nagrinéjami Ewens’o mato
atzvilgiu. Galime kelti tokia hipoteze.

Hipotezé. Tegul E,g Zymi vidurki Fwens’o mato su parametru 6 > 0 atzvigiu. Tada
, a(j)\\> _ (0 +2 a(j)
> (o) — < (—= Y —=

Ene( a(])<k3(0) ' )) = <9+1 +O(1)> ; ]

j<n J j<n 7

Kai 8 = 1, darbe [EMO06] ji buvo patvirtinta netgi su tikslesniu liekamuoju nariu.
Rinkinyje jdétas musu bendras darbas [18], atliktas kartu su doktorantu Z. Zilinsku.
Jame hipoteze irodyta atveju § = 2. Irodymuose isSkyla atskira klase iki Siol nenagrinétu
integraliniu operatoriu, kuriu tikrinés funkcijos yra Jacob’io polinomai. Neseniai kartu su
doktorantu V. Stepanausku [EMSt15] gavome antrojo momento Ewens’o mato atzvilgiu
iverti visiems # > 0. Atsiradusios konstantos priklausomybé nuo #-os, t.y. hipotezes
galutinis patvirtinimas - tolesniu tyrimu tikslas. Jau minétame [14] darbe rasta nemaza
sudétingu momentu israisky ir ju konvergavimo faktu.

2.4. Stiprusis konvergavimas kombinatorikoje.

Patirtis TST padéjo ivesti stipruji konvergavima i TK. Musu darbas [EM98], skirtas
atistiktiniams keitiniams, tapo pirmaja kregzde. Tesinys buvo publikuotas straipsnyje
[EM04]. Véliau tematika plétojome kartu su doktorante J.Norkuniene (zr. [NoDis],
[EMNo08]). Su ja pradéjome nagrinéti bendras strukturu klases, ne tik keitinius. Eilés n,
n > 1, ansambliai yra sudaromi isskaidant n aibe i poaibius ir juose ivedant papildomus
saryS§ius, pavyzdziui, bréziant grafo briaunas tarp elementu poru. Poaibiai su ivestais
sarySiais tampa komponentémis, o pati pradiné aibé - ansambliu. Jei i§ j galios poaibio
padaroma m; komponenciu, tai n eilés ansambliu poklasio A,, galia p(n) := | A, | susisieja
su m; per formalias eksponentines generuojancias eilutes (zr. [F1Se09]:

P(x) :=1—|—ZT.CE :exp{ZT!J:EJ},
n>1 j=>1

¢ia x yra kintamasis. Keitiniams p(n) = n!ir m; = (j —1)!. Logaritminéms strukttiroms,
ivestoms [ABTkn]|, reikalaujama, kad

m;/j! = 0p" /5(1 +7(j))
19



su fiksuotomis konstantomis p ir € > 0 bei tam tikru grei¢iu nykstanciu liekamuoju nariu
r(j), kai j — oo. Dazniausiai r(j) = O(r~%) su a > 0. Tada

p= X e X I1(H) L

L(k)=n L(k)=nJj=1

Sekos p(n) elgsena, kai n — oo, yra sudétinga net logaritminiu strukturu atveju. Mums
pavyko logaritmiskumo salyga pakeisti apréztumo reikalavimu

m; /! = 0p7/j.

Isvengti p nesunku, todél toliau ji laikysime vienetu. Straipsnyje [19] irodytos atsitiktiniu
seku, apibréztu ansambliuose, stipriojo konvergavimo teoremos. Ju gyli pademonstru-
osime pavyzdziu, nagrinédami silpnai logaritminius ansamblius. Jie tenkina vidurkine
reguliarumo salyga

Z m;/jl = xlogm + O(1), m — oc.

jsm

Tarkime, kad o € A,, imami su vienodomis tikimybémis pu,({c}) = 1/p(n), s := s(o)
yra skirtingu eiliu komponenéiu skaicius, o ji(o) < -+ < js(o) — sutvarkytoji siu eiliu
statistika. Apibrézkime norimai ilga suma

3
nsm(:lzs)Q = 2<L2m + §L3m +Lym+---+(1+£ 5)L3m>,

a0 <e<1,s>2ir Lpym zymi k-ojo kartotinumo naturaluji logaritma.
22 teorema. Jei ansambliy klasé tenkina vidurkinio requliarumo salyga, tai

. . ‘%jm(a) - m‘ )
lim limsup yp,| ——————+—>1)] =0.
— 00 n—>oopu ( nsm(‘l'g)vm

Pakeitus +¢ 1 —e pastaroji riba lygi 0.
Kitaip tariant, u-b.v. o € A, yra teisinga nelygybeé

|%jm () = m| < Nsm(+e)v/m, m >mg >3,
ir s gali buti norimai didelis.

2.4. Analiziniai metodai.

Kartu su tikimybiniais metodais ir ju variacijomis, kilusiomis sprendziant T'ST proble-
mas, naudojome ir plétojome metodus, paremtus kompleksinio kintamojo funkciju anal-
ize. Pradzia buvo musu darbas [EM96], pralenkes P. Flajolet ir A.D. Odlyzko metodika
[PhOd90] tuo, kad jis taikytinas net tuo atveju, kai generuojanciosios funkcijos neturi
analizinio ar meromorfinio tesinio uz eilutés konvergavimo skritulio. Véliau seke idéja
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plétojantys straipsniai, pavyzdziui, [EM99kn|. Rinkinio straisnyje [20] vertinama adi-
tyviosios funkcijos

h(o) == Zajk‘j(a), aj €R, 1<j5<n,

jsn

apibréztos simetrinéje grupéje, reikSmiu koncentracija

Qn(l) =supvy(x < h(o) <z+1), 1>0.
z€R

Pazymékime

Vatn = 3 A (“(‘? AP ) = min Vi)

Jj<n
23 teorema. FEgzistuoja tokia absoliuti konstanta C > 0, kad

Qn(l) < CUV, (1)) 72,

Nelygybe remiamasi visose ribiniu désniu egzistavimo teoremose irodant salygu biiti-
numa. Jos kokybé tokia pati kaip ir nepriklausomu a.d. atveju.

Vertindami konvergavimo greiti centrinéje ribinéje teoremoje, gavome optimalu iverti,
kuris yra Berry-Esseen’o teoremos analogas. PrieSingai negu ju nagrinétame nepriklau-
somu a.d. sumu atveju, adityviosioms funkcijoms, apibréztoms simetrinéje grupéje, tiks-
lus greitis issireiskia per treciaji normuota momenta, pakelta laipsniu 2/3. Suformulu-
osime [21] darbo rezultata. Priminsime 2.2 skyrelio zZymenis ir jvesime kitus. Tegul vél
h(o) := h™(o) yra visiskai adityviuju funkciju seka, normuota taip, kad

Pazymeékime a; := ay;,

N o o _ a;ak
An—j;j, Ln—g . Dy= ), TR

J 1<j,k<n
jt+k>n

24 teorema. Jeiv,(z) :=v,(h(o)—A, < x) ir ®(z) yra standartinio normaliojo désnio
pasiskirstymo funkcija, tai

Dx 2
n(@) — O(z) — ——e"" 2| = O(L,
sup |vn(z) = ®(z) = =2=e (Zn)

Cia konstanta simbolyje O(-) yra absoliuti.



Isvada. Teisingas toks nepagerinamas eilés atzZvilgiu jvertis:

sup |, (2) — @(x)| = O(L/?).
zeR

Darbo idéjas plétojo doktorantas V. Zacharovas [VZdis].
Pastaruju metu darbuose tobulinamas laipsniniu eiluciu koeficientu palyginimo meto-
das, pradétas dar 2002 m. musu [22] darbe. Imkime jau 2.3 skyrelyje matytas funkcijas

pavidalo
di .
Z(z) =1+ Dn:):":exp{ —J:zzj}
(z) > D(n) > -

n>1 j=>1
ir

Y(z)=14) Q(n)a" = exp { > bj—%ﬂ}

n>1 i>1

subj € C, |b;| <d; =O(1), kai j < n. Problema: rasti santykio Q(n)/D(n) asimptotika.

Straipsnyje [22] ji gauta, kai d; > ¢ > 0 visiems j < n. Jame panaudotios bend-
ros salygos neleidzia pratesti Z(zx) ir Y (x) uz skritulio |z| < 1, todél Flajolet-Odlyzko
[F10d00] metodika netinka. Véliau [23] darbe palyginimo metoda pritaikéme spresti
2.2 skyrelyje apibuidinta vienamaciu skirstiniu konvergavimo uzdavini. Ten naudojome
charakteristines skirstiniu funkcijas, rezultatai papildé musu tyrimus, publikuotus [13]
darbe. Greitai pasirodysianciame straipsnyje [EM15] metodas pritaikytas strukturu be
tam tikru komponenciu skaic¢iaus analizéje.

Placios metodo taikymo perspektyvos atsivéré sprendziant atstumo pagal variacija
ivertinimo uzdavinius. Juos formuluosime ansambliu, ivestu 2.3 skyrelyje, atveju. Tegul
A = Up>0A, yra visa ansambliu klasé, Ay = {0}. Visa kiekybiné informacija apie
A uzkoduota formalioje eilutéje P(x). Poklasyje A, apibréztas tolygusis tikimybinis
matas. Pazymékime \; = m;/j!l. Tegul ¢ € A,, jo komponenéiu vektorius k(o) =
(k1(o),...,kn(c)) nurodo, kad jame yra k;(c) > 0 eilés j. Aisku, kad ((k(0)) = n
visiems o € A,,.

Apibrézimas. Pora (An, un) vadinama silpnai logaritmine, jeigu egzistuoja tokie ne-
priklausomi Puasono a.d. &, j <n, kad E{; =: \; > 0,

n(k(0) = 5) = P(E=510(€) =n), 5€Nj

ir egzistuoja ng € N bei teigiamos konstantos ©, 0,01, tenkinancios salygas:
e ) <O, 1<j<n;
®
Zﬁ\j >0u, ng<u<mn;
J<u

. nP(Z(f)zn)Z@l, n > ng.

Straipsnyje [23] buvo naudota sudétingiau formuluota paskutiné salyga. Sis variantas
atsirado musu darbe [EM12]. Beveik visos iki Siol tyrinétos ansambliu klaseés yra silp-
nai logaritminés. ISimti, pavyzdziui, sudaro nesenas A.D. Barbour ir A. Posfai darbas
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[BaPol0]. Tikimybiniu metodu, naudojamu atsitiktiniu ansambliu teorijoje, pagrindas
yra vadinamoji Fundamentalioji lema, primenanti J.Kubiliaus lema TST. Suformuluosime
savo rezultata.

Tegul 5, = (31, e ,sn), 1 <r <mn, yra ,sutrumpintas” vektorius ir k,(c) atitinkamas
komponenciu vektorius. Tradiciskai £(X) zymi a.d. X skirstini, o =y := max{z,0}, jei
x € R. Vertiname atstuma pagal pilnaja variacija.

25 teorema. Tarkime, kad (A, pn) yra silpnai logaritminé ir n > 1. Egzistuoja tokia
teigiama konstanta o, kad

prv (L(Re(@).£E)) = D (malkr(0) =5) ~ P& =35)) = o((f)“),

SENY
cia 1 < r <n, o visos konstantos priklauso tik nuo ng, ©, 0 bei ;.

Jei r = o(n), priklausomus a.d. galima aproksimuoti nepriklausomais Puasono a.d.
Likusios komponenciu vektoriaus dalies, kai r < j < n, itakos eliminavimui buvo sukurta
kita metodika (zr. [11], [19] ir kitus darbus).

Gauti rezultatai prisidéjo iskeliant atsitiktiniu strukturu teorija i ta lygi, kuris yra
pasiektas TST. Ju paklausa atsitiktiniu matricu teorijoje (zr. [Wi03], [DaZel4] ir kt. )
ar su geroku pavélavimu fiziku teoretiku [BeUeVell] i§ naujo atrandami apibendrintieji
Ewens’o skirstiniai, kuriuos pradéjome nagrinéti dar 2002 m., teikia vil¢iu Sios tematikos
perspektyvoms.
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