I 5. Rekurentieji sarysiai

5.1. Generuojanciyjy eiluciy algebra

Ankstesniuose skyriuose daZnai naudojomeés polinomais. Nagrinéjant begalines sekas
{an}, n > 0, patogu jvesti formalias begalines eilutes

o0
A(z) == ap + a1x + apa® 4 - = Zan:vn,
n=0

vadinamas generuojanciosiomis eilutémis. Cia a,, gali buti realieji skai¢iai arba prik-
lausyti kokiam nors kitam kiinui. Kol kas apsiribosime realiaisiais skaiciais. Susitarkime
visada vadovautis tokiu principu. Tegul

B(x) :== by + b1z + boz? 4 - = anx".
n=0

Lygybe A(x) = B(x) raSysime tada ir tik tada, jei a,, = b,, kickvienam n > 0.

Jei a,, = 0 visiems m > n, tai generuojanti eiluté virsta polinomu. Kaip ir poli-
nomy algebroje, neZinomajam z nesuteikiame jokios prasmeés. Prisiminkime, kad poli-
nomy atveju lygybe A(z) = B(x) uZtikrina tai, kad jy reik§més sutampa didesniame
skai¢iuje tasky negu yra jy laipsniai. Funkcijy teorijoje Teiloro!'” koeficientai yra vien-
areikSmiskai nusakomi, jei laipsniné eiluté konverguoja netrivialiame intervale |x| < 4,
0 > 0. Bet mes kol kas nesinaudosime eilutés konvergavimu vienokia ar kitokia prasme,
kaip yra jprasta matematingje analizéje. Sios eilutés neapibrézia funkcijos. Bet kuri jos
reikSmé A(xg), g € R, i8skyrus A(0) = 0, bendru atveju yra neapibrézta. Nors i§
iprocio generuojancios eilutés vadinamos funkcijomis. Pajvairindami kalbg ir mes Sitaip
retsykiais pasielgsime.

Generuojancios eilutés yra puiki priemoné apibréZti algebrines operacijas begalin-
iy seky aibéje. Formaliai eiluciy veiksmai apibréZziami kaip ir polinomy. Eilu¢iy A(x)
ir B(z) suma vadinama eiluté

A(z) + B(z) := ag + by + (a1 + by)x + (ag + ba)2® + - - -

o0

— Z(an + by)z",

n=0

o sandauga — eiluté
A(QZ)B(Z) = agbg + (a()bl + albo).%' + (aobg + a1by + a2b0)2a:2 + -

= i( n akbn_k>$n.
k=0

n=0

"Brook Taylor (1685-1731) — angly matematikas.
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5 skyrius. Rekurentieji sgrysiai

Atkreipkime démesi, kad ¢ia sudedame ar dauginame panariui, o su koeficientais atlickame
aritmetinius veiksmus, bet visada tik su baigtiniu jy skai¢iumi. IS skaiciy veiksmy savy-
biy iSplaukia generuojanciy eiluciy veiksmy ypatybés. Kaip ir polinomams, galioja tie
patys désniai.

1) Komutatyvumo:
A(z) + B(z) = B(z) + A(z), A(x)B(x) = B(z)A(z).
2) Asociatyvumo:

(A(z) + B(z)) + C(z) = A(z) + (B(z) + C()),

¢ia C(x) yra tre€ia eiluté.

3) Distributyvumo:
(A(z) + B(z))C(z) = A(x)C(z) + B(z)C(x).

Kai a,, = 0, eilutei tenka nulio vaidmuo, o kai ag = 1ir a, = 0, n > 1, — vieneto.
Jas zymékime O ir 1. Eilutés A(z) prieSingoji eiluté turi koeficientus —ay,, n > 0.
Taigi galime sakyti, kad generuojanciy eiluciy aibé, kurioje apibréZtos Sios sudéties ir
daugybos operacijos, sudaro komutatyvy Zieda su vienetu.

Apibrézg realaus skaiciaus c ir eilutés A(z) sandauga

cA(x) = cag + carx + - - = Z canz",

n=0

nesunkiai patikrintume, kad eilutés sudaro tiesing erdve vir§ realiyjy skaiciy kiino.
Galima jvesti ir daugiau formaliy operacijy su eilutémis. Pavyzdziui, eilutés A(z)
iSvestine vadinama eiluté

oo
Al(z) == a1 +2a0w + -+ = Znanxnfl,
n=1
o integralu — eiluté
z o0
ai o a2 3 an  n+1
A(u)du := — — cee = .
/ (u)du aoaj+2m+3x+ T;)n-l-lx
0 =

Vien tik i§ apibréZzimy iSplaukia lygybés
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Kaip paprasta, jokiy konvergavimo reikalavimy! Taciau sunkumy iskyla norint
apibreézti dviejy eiluciy superpozicija A(B(x)). Bandykime skaiCiuoti:

A(bg 4+ byx +bax?® +---) = ag + a1 (bo + bz + box® + - - )
+ag(bo + b1z +boa? + )2 4. (5.0)

Pakelti laipsniais mokame, bet véliau reikty sutraukti panasSiuosius narius, t.y. su vien-
odais x laipsniais. Kq daryti su laisvaisiais nariais

a0+a1bo+a2b3+---?

Deja, i begaliné suma neapibréZta. Todél tenka reikalauti, kad by = 0. Kiti koeficientai
prie ", kai n > 1, (5.1) reiskinyje nesunkiai sutraukiami, nes jie iSsireiskia per baigt-
inj skai¢iy pirmyjy koeficienty. Isidémékime, kad superpozicija A(B(x)) apibréziama
formaliai atliekant veiksmus tik esant salygai by = 0.

NeprieStaraudami matematinés analizés teiginiams, palikime standartinius Zyme-
nis atskiroms eilutéms:

o 1—ax
1
Z ﬁx” = ¢e" = exp{z},
n=0
oo
-1 n—1
(=1 2" =In(1+ z)
n
n=1

Pirmoji lygybé nepriestarauja sandaugai (1 — az)(a + ax + ---) = 1. Eilutés 1 — ax
ir a + ax + - - - yra viena kitai atvirkstinés. Apskritai eiluté B(x) yra atvirkstiné A(x),
jeigu A(x)B(z) = 1. Zymésime B(z) = A~!(x). Ar atvirkitiné eiluté visada egzis-
tuoja? Tarkime, koeficientai ag, aq, ... yra Zinomi. leSkokime koeficienty bg, b1, . . .,
tenkinanciy sarysi

(ao—i-alx—i-'-~+anxn+~--)(b0—|—b1x—i—~-+bnxn+--'):1.

Pagal sandaugos ir dviejy eiluciy lygybés apibréZima tai yra ekvivalentu begalinei lygciy
sistemai

agby = 1, apby + a1bg = 0, apbn, + a1by_1 + - + aynby =0,....

Jei ag = 0, koeficientas by yra neapibréZtas ir sistema sprendinio neturi. Jei ag # 0, rade
bp = ay ! randame vienintelj b;. Targ, kad visi bg, 0 < k < n — 1, jau Zinomi, randame

by, = _aal(albn—l +---+ anbO)-

Remiantis indukcijos principu, eilutés B(x) koeficientai yra vienareik§miskai apibréZti.
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5 skyrius. Rekurentieji sgrysiai

Vadinasi, atvirkstiné eilute A~!(z) egzistuoja tada ir tik tada, jei ag # 0. Isidémékime
tai!

Tarkime, kad « yra bet koks realus skaicius, o k € Z. Iveskime apibendrintaji
Niutono binomo koeficienta:

« _(Oz)k . ay .
(k')_k‘!, kai k > 0, <k)—0, kai k < 0.

Apibendrintoji Niutono binomo formulé

1+2)*=1+ <?>x+ <Z>x2+:i<z>$n

n=0
taip pat suprantama kaip formalioji eiluté. Dydis, esantis kairiojoje lygybés puséje, yra
tik eilutés Zymuo, neprieStaraujantis analizés tradicijoms.
Taip Zymédami analizéje aptinkamas eilutes, iSsaugome ir jy sarysius, Zinomus i$
matematinés analizés. PavyzdZiui,

1
1—a’
Pastarajame sarySyje pridédami ir atimdami vieneta mes pabréZéme, kad raSant super-
pozicija vidiné eiluté turi turéti nulinj laisvaji nari. Eiluté e® — 1 Sig salyga tenkina.
Diferencijavimo taisyklés

(c1A(x) + caB(x)) = c1A'(2) + 2 B'(2),
(A(z)B(z))" = A'(x)B(x) + A(z)B'(z)

exp(—In(1—2x)) = In(14 (e —1)) ==z.

yra lengvai patikrinamos naudojantis apibréZimais. PanaSiai musy apibréZti formalts
integralai turi jprastas integraly savybes. Visi uZraSytieji sarySiai reiskia tik viena fak-
ta: eilutés, esancios kairiojoje lygybés puséje, n-asis koeficientas sutampa su eilutés,
esancios desiniojoje lygybés puséje, n-uoju koeficientu.
ISvedant formaliy generuojanciy eiluciy savybes, pakanka kombinatorikos priemoniy.

Kad biity lengviau isivaizduoti, kaip tai yra daroma, pateikiame pora paprasty pavyzdziy.
5.1 pavyzdys. Patikriname, ar

et-eT¥ =1. (5.2)
Sudauginame panariui kairéje esancias eilutes ir palyginame su eilute, lygia 1. Laisvieji nariai
sutampa. Jei n > 1, tai gautos eilutés koeficientas prie 2™ yra lygus

1 1 1 (=1)"
ol = T T o

=1 (1) () - ()

=nl(1-1)"
=0.

Vadinasi, (5.2) lygybé yra teisinga.
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5.2 pavyzdys. Jei o, 8 € R yra bet kokie skaiiai, tai
(1+2)%TF = (1 +2)*(1 +2)°.

Kaip minéjome, toks sarysis yra ekvivalentus teiginiui, kad abiejose lygybés pusése esancCiy
eiluciy atitinkami koeficientai sutampa. Vadinasi, reikia irodyti, kad

(1) -2 ()

su kiekvienu k£ > 0. Pastaroji lygybé, kai o, 5 € Z, jau buvo jrodyta 3.16 teoremoje. To-
liau remsimés polinomy algebra. [ dydZius, esancius kairiojoje ir deSiniojoje paskutinés lygy-
bés pusése, zilrime kaip i polinomus su nezinomaisiais « ir 5. Kaip minéjome, Siy polinomy
reikSmés sutampa begalinéje aibéje taSky. Vadinasi, jie yra tapaciai lygus.

I$vardytos lygybés daZnai tikrinamos matematinés analizés priemonémis. Turint
netrivialia eilutés A(x) konvergavimo sritj |x| < xq, zg > 0, ir kartu funkcija z — A(z)
Sioje srityje, pasinaudojama Teiloro koeficienty formulémis. [rodyti saryS$iai tarnauja
jvairiy lygybiy eiluciy koeficientams i§vesti.

Tiriant laipsnines eilutes matematinés analizés metodais, tenka pagristi eiluciy
konvergavima netrivialioje taSko x = 0 aplinkoje. Kai koeficienty seka didéja paly-
ginti greitai, galima normuoti juos Zinoma seka. Panagrinésime daZniausiai pasitaikantj
atveji, kai sekos koeficientas dalijamas iS$ jo indekso faktorialo.

Sekos {ay}, n > 0, eksponentine generuojanciagja eilute (toliau vartojama san-
trumpa e. g. e.) vadinama formali eiluté

~ azr  asz? apx”
T T

Taigi vienety sekos e. g.e. yra e, o sekos {n!}, n > 0, —eilute 1/(1 — x).
Pastebékime pora savybiy, labai palengvinanciy skaiciavimus.

5.1 lema. Jei A(x) yra sekos {a,}.n = 0, e.g.e., tai A'(x) —sekos {an41}, n >0,
e.g.e.
Jei B(x) yrasekos {b,}, n > 0,e.g.e., tai

Cp = Z <Z> arpbn—k
k=0

e.g.e. yra sandauga A(z)B(z).
Irodymas. Pirmasis teiginys iSplaukia i§ apibréZimy. Pagrisdami antraji tvirtin-
ima, eilutes sudauginame panariui ir gauname

A(z)B(x) = Zx Zﬁi(n YAy = e
n=0 k=0 n=0

Lema irodyta. 4
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5 skyrius. Rekurentieji sgrysiai

5.3 pavyzdys. Naudodamiesi e. g.e., kitu bidu raskime netvarkingyjy n-osios eilés keitiniy
skai¢iy. Kaip ir anksciau, ji Zymékime ¢,,, n > 1. Susitarkime, kad ¢y = 1. Prisiminkime (4.5)

lygybe ;
TL' - Z (Z) tn—ka

k=0
jau jrodyta 4.2 skyrelyje. IS jos ir 5.1 lemos iSplaukia eksponentiniy generuojanciy eiluciy sarysis
1 =~ ~ At
=e"T(x), T(z):= Z — "

n!
n=0

Dabar randame funkcijos koeficientus:

T(x) =e¢ /(1 —x)

= (1x+ -+

x"z kl

=0 k=0

oo

3

Sulygine dvi koeficienty iSrai$kas, gauname formule:

Ar taip seka ¢,, rasti yra lengviau negu taikyti récio principa? Gal atlikote 4 skyr-
iaus 4.4 uzduoti ir iSmokote Sig formulg iSvesti treciuoju budu? Patirtis tikrai praversty.

Daugelis eiluciy gali biiti iSreikStos begalinémis sandaugomis. Kaip dauginti be-
galinj skaiCiy begaliniy eiluciy? Antrame skyriuje mes jteisinsime daliniy sandaugy
konvergavimg i begaling, o dabar iSmokime tik formaliy operacijy. Tegul

= _fi(k)a?",
k=0

¢ia fj(k) € R, be to (ir tai labai svarbu!), f;(0) = 1 kiekvienam j > 1. Kaip ir anks¢iau
apibréZty funkcijy atvejais, tarsime, kad begaliné sandauga Zymi formalig eilutg, kurios
visi koeficientai prie ", n > 0, apskai¢iuojami sutraukiant panasiuosius narius, gau-
tus dauginant panariui eilutes Fj(x). AiSku, galima atlikti tik baigtinj skai¢iy veiksmy.
Patariame eiluCiy bendriesiems nariams suteikti skirtingus indeksus ir Siuos narius su-
dauginti. Kai indeksai perbégs visa ju kitimo sriti, gausime visas kiekvieno nario is
kiekvieno sandaugas.

Pabandykime:

H =1+ A2+ -+ fi(k)a" +-0)
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x (1+ fj(l)xj + -+ fi(k )x]kﬂ +--4)
X e

= > k™ filky)ad -

Ktk 20

Atlikome pirmaji Zingsnj. Dabar sutraukime panaSiuosius narius. NeZinomojo x laips-

niai gali baiti 0,1, ..., n,.... Koeficientas prie " susiformuoja i§ démeny, kai
1k 4+ +nky+ (n+ Dkpi1 + -+ =n.
Sia lygybe tenkina tik k,, 41 = knqo = - - - = 0. Kadangi f;(0) =1, tai
(o] o
[[Fi) = Zﬂ( >, Alk)- fnucn)).
j=1 n=0 k1o b 20

1k1+-4nkn=n

Skliaustuose esanti suma ir yra n-asis formalios eilutés, uzrasytos begaline sandauga,
koeficientas.

Taip pries pustreCio Simto mety elgési L. Oileris. Akcentuodami iSvesta lygybe,
suformuluosime lema.

5.2 lema. Teisinga formali lygybé

ﬁ(lJer xf’“)—i( klz Hfj ) (5.3)

n=0 \ ki, kn 20
1k1+-+nknp=n

I galima klausima, kiek démeny turi $i koeficienty skaic¢iavimo formulé, atsakysime ki-
tame skyrelyje.
I$plétoje eiluciy dauginimo idéja, irodysime viena ateityje reikalinga formule.

5.1 teorema. (Kosilygybé). Su kiekvienu n € N yra teisinga lygybé

> I

k1kn>0 = 1‘7
1k1+-+nknp=n

ik ke

Irodymas. Nagrinéjame vienety sekos generuojancia eilutg. Pritaike Zinomus
sarysius, gauname

Zx"zﬁzexp{—ln(l—x)}
n=0
—exp{; } Hexp{ }
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o0 n
n 1
=2 > e
J
n=0 kim0 =1 NI

Tos pacios generuojancios eilutés dvi koeficienty iSraiskos turi sutapti.
Teorema jrodyta. 4

Atidus skaitytojas turéty pastebéti, kad Kosi lygybeé iSplaukia ir i§ 4.8 teoremos. IS
tiesy, sudéje jungtiniy keitiniy klasiy galias, rastas toje teoremoje, gautume visy keitiniy
skaiciy n!. Po to likty tik padalyti i$ $io faktorialo.

5.2. Natuaraliojo skaiCiaus adityvieji skaidiniai

Nagrinésime viena svarbiausiy skaiCiy teorijos ir kombinatorikos objekty — nattraliojo
skaiCiaus n skaidinius nattiraliyjy skai¢iy sumomis — ir susiesime juos su generuojanciy
funkcijuy teorija. Spreskime klasikinj uzZdavinj:

Kiek karty natiiralyji skaiciy n galima uzrasyti suma
n=mny+ng+---+n?

Cia k ir ny, yra bet kokie natiiralieji skaiciai. | démeny tvarka neatsizvelgsime, todél
papildomai galime reikalauti, kad bty n; > --- > ng > 1. leSkomasis skaicius vadi-
namas Oilerio-Hard%io'8~RamanudZano'® seka (funkcija) ir Zymimas p(n). Sugrupave
vienodus démenis, Sia iSraiSka galime uZraSyti ir taip:

no=1ky + -+ jkj + - + nkn. (5.4)

Dabar k; > 0 parodo, kiek lygiy j démeny buvo ankstesniame n skaidinyje. Paste-
békime, kad p(n) yra (5.4) lygties sveikuju neneigiamy sprendiniy skaiCius. Abi n
iSraiSkas vadiname adityviaisiais skaidiniais. Seka p(n) palyginti labai greitai didéja.
Stai

2=1+1, 3=24+1=1+1+1, 4=3+1=2+1+1=1+1+1+1,

9=4+1=3+2=3+1+1=2+4+2+1=24+14+14+1=1+1+1+1+1

ir t.t.
Taigi
p(1)=1, p(2)=2, p3)=3, p4) =41,

p(5) =17, ..., p(20)=627, ..., p(100)=190569292,....
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L[]

25=8+5+5+5+1+1 12=4+4+2+2

5.1 pav.

Skaidinius galima vaizduoti lentelémis, kaip parodyta 5.1 paveiksle.

Sios lentelés vadinamos Jungo?® arba Fererso?! diagramomis. Jose tasky arba
langeliy skaicius lygus n. Eiluciy skaicius parodo démeny kieki skaidinyje.

[rodysime bent pora elementariy Sios sudétingos sekos savybiy. Susitarkime Zyméti
p(n|...)) skaiCiaus n adityviujy skaidiniy, tenkinan¢iy daugtaskio vietoje nurodyta sa-
lyga, skaiciy.

5.2 teorema. Tegul 1 < r < ntada
p(n|démeny skaiCius nevirsija r) = p(n + r|démeny skaiCius lygus r).

Irodymas. Tegul pirmaja klas¢ sudaro visi skaiciaus n + r adityvieji skaidiniai,
o0 antraja — skaiCiaus n adityvieji skaidiniai. Nustatysime abipusiSkai vienareikSmi Siy
klasiy sarysi.

Kadangi n + r skaidinys turi lygiai » démeny, tai jo Fererso diagrama turi r
eiluiy. Nutryng joje visus 7 pirmojo stulpelio taskelius, gautume vienintelg skaiCiaus
n diagrama, kurioje buty ne daugiau kaip r eilu¢iy. AtvirkscCiai, turédami n skaidinio
diagrama i$ ne daugiau kaip r eiluciy, galime priekyje prirasyti viena stulpelj su r tasky
ir gauti viena n + r skaidinio su r démeny diagrama.

Teorema jrodyta. 4

5.3 teorema. Tegul k € Nir
p¥)(n) = p(n|démeny skaicius lygus k).
Tuomet teisinga tokia rekurencioji formulé:

p® ) =p®n— k) +p* DV —k) + -+ pMn—k).

8Godfray Harold Hardy (1877—1947) — angly matematikas.
19Srinivasa Aiyangar Ramanujan (887—1920) — indy matematikas.
Heinrich Wilhelm Ewald Jung (1876-1953) — vokieciy matematikas.
2'Norman Macleod Ferrers (1829-1903) — angly matematikas.
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Irodymas. Pritaikome 5.2 teoremg ir skaiCiaus n—k skaidiniy, turinciy ne daugiau
kaip k£ démeny, aibg uZrasome jos poaibiy tiesiogine sajunga. 4

Kadangi
p(n) =Y " (n),
k=1

tai naudojantis Sia teorema labai patogu skaiciuoti sekos p(n) narius.

5.4 teorema. Tegul 1 < m < n. Tada
p(n|démeny skaiius lygus m) = p(n|didziausias démuo lygus m).

Irodymas. Kaip ir 5.2 teoremoje, tarp skaidiniy klasiy reikia apibréZti abipusiSkai
vienareikS§mi atvaizdi. Tam pakanka transponuoti Fererso diagrama, t.y. skaidinio dia-
gramos eilutes ir stulpelius sukeisti vietomis. Taip m eiluciy diagrama tampa diagrama
su ilgiausia eilute i§ m tasky. Ji atitinka didZiausia démeni. 4

Dabar pasinaudokime praeitame skyrelyje ivestomis generuojanciomis eilutémis.
Pradékime nuo tokios polinomy sandaugos

m N
H(l +a2l) =1+ Zﬁm(n)l‘”,

¢ia N =14 2+ --- + m. Kokia koeficiento p,,(n) prasmé? [Zvelkime, kad jis lygus
kiekiui skaiciaus n adityviyju skaidiniy

n= g1+ CR)
kuriuose démenys j;, 1 < ¢ < r, yra skirtingi ir nevirSija m, o r > 1 yra bet koks. I§

tiesy 2™ tarp polinomy sandaugos nariy pasirodé tiek karty, kiek buvo tokiy skaidiniy.
Daugindami begalinj skai¢iy polinomy

[e.e]

H(l +al) =1+ Zﬁ(n)x”
n=1

Jj=1

taikome (5.3) formule, kai f;(k) = 1, jei k = 0 arba k = j, ir f;(k) = 0 — prieSingu
atveju. Tuomet

Ji#Jp, 1<i<Isr
Vadinasi, p(n) yra lygus (5.5) skaidiniy su bet kokiu m > 1 ir skirtingais démenimis
skaiCiui.
Raskime sekos p(n) generuojancia eilutg. Jau Zinome, kad verta nagrinéti san-
daugas.
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5.5 teorema. Tegu p(0) := 1. Tada

Zp H(l—xj)_l.

Irodymas. Prisiming, kokig eilutg Zymi (1 — xJ )_1, ir (5.3) formulg, dauginame:

oo
= Z x" Z 1
n=0 1ki+--+nkn=n
K1y rkn >0
oo
= p(n)a"
n=0
Teorema jrodyta. 4

Skaic¢iavimus atlikome formaliai. Nekantraujantys jteisinti tokius argumentus gali
pasinaudoti matematine analize ir jsitikinti, kad teoremoje iSvesta lygybé yra teisinga
intervale |x| < 1 ir net kompleksinés plok§tumos vienetiniame skritulyje, kuriame eilute
konverguoja ir apibréZia analizing funkcija. Daugiau jdomiy ir elementariy sekos p(n)
savybiy rasite N. Bigso [11] ir P. Camerono [22] vadovéliuose.

5.3. Binarieji medziai ir Katalano skaiciai

Atliekant binarigsias algebrines operacijas, pavyzdZziui, sudéti, tenka suskliausti ir sudéti
po du démenis paeiliui. Mus domina suskliautimy skaicius. Isitikiname, kad yra 5
keturiy démeny suskliautimo biidai nemaiSant démeny tvarkos:

((a+0d)+ (c+d) = (a+((b+c)+d)
= (((a+b)+c)+4d)
=(a+((b+ (c+4d)))
= ((a+(b+c) +d).

I8 pradZiy pastebésime vieng rekurentyjy sarysi.

5.3 lema. Jei C,, yran > 2 démeny suskliautimo bady skaicius ir C; = 1, tai

Co=> CiCpp, n=2. (5.6)

Irodymas. Bet kaip skliausdami paskutiniame Zingsnyje suskliaudziame du dé-
menis E1 + Fs. Jeinaryje F1 buvo k démeny, tai 1 < k£ < n—1, o Fs naryje liko n — k.
Remdamiesi skaiCiaus Cj, apibréZzimu, juos galé¢jome suskliausti nepriklausomai C}, ir
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C,,—i budy. Skirtingiems k skaiiuojamos suskliautimy aibés nesikerta, todél sudéje ju
sandaugas pagal k£ gauname norima rezultata. 4

Seka (), pasitaiko grafy ir algoritmy teorijose. Skirtingus realius duomenis ar
duomeny raktus i kompiuterj jveskime ne kaip tiesini, t.y. i$ eilés einanciy skaiciy
masyva, bet juos talpinkime isivaizduojamo medZio virStnése. Pavyzdziui, sekos 4,
6,5, 3, 1, 2, 7 narius talpinkime tokiu budu, kaip pavaizduota 5.2 paveiksle.

5.2 pav.

Pirmaji skaiciy 4 patalpinome medZio vir§iinéje. Sekantj didesnj skaiciy 6 nukéléme
kairén i kita briaunos virsiing. Po to didesni uz 4 skaiciy 5 vél neSéme Zemyn kairén, bet
pastebéje, kad jis yra mazesnis uz 6, patalpinome deSinéje kitoje briaunos virsiinéje ir
t.t. Taip gaunama binariyjy paie$kos medZiy seka. Pagrindinis $§io duomeny uZraSymo
privalumas pasireiskia ieSkant tokiame medyje i-ojo pagal eilg maziausio ar didZiausio
skaiCiaus. VidutiniSkai yra sugaiStama daug maZiau laiko negu tg pati darant tiesiniame
duomeny masyve. Taip ivesdami duomenis, po kiekvieno Zingsnio galéjome pasiruosti
sekanciam ir prie ka tik uZpildytos vir§iinés prijungti du tuscius medZio lapus, t.y. pir-
mojo laipsnio vir§iines. Biitume gave medi, pavaizduota 5.3 paveiksle.

5.3 pav.

Cia nubraiZytus medZius vadiname binariaisiais. ApibréZkime juos formaliau.
5.1 apibrézimas. Sakninis medis vadinamas binariuoju, jeigu jis yra sudarytas i$
vienos Saknies arba i§ kairiojo ir deSiniojo binariyjy medZiy, prijungty prie Saknies bri-
aunomis, i§vestomis i$ $iy medZziy Sakny. <

Sis rekursyvus apibréZimas yra korektiskas, nes pritaikytas matematinés induk-
cijos principas: apibréZus maZesniy eiliy medZius apibiidinamas didesnés eilés medis.
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Atkreipiame démesi, kad lyginant du binariuosius medZius atskirai turi sutapti kairieji ir
desinieji pomedziai. Be to, pastebékime, kad lapy skaiCius binariajame n-osios, n > 2,
eilés medyje visada vienetu yra didesnis negu kity virSiiniy. Tad kyla klausimas, kiek
yra n-lapiy binariyjy medZiy.

Kaip ir skai¢iy suskliautimo uzdavinyje, pastebime, kad kairiajame medyje gali
biti 1 < k£ < n — 1 lapy, o kiti lapai yra deSiniajame. Vél gauname 5.3 lemoje nurodyta
rekurentyji sary$i. Vadinasi, n-lapiy binariyju medziy skai¢iy apibréZia seka C,,, kurios
pirmasis narys C; = 1. Siuo atveju susitariama pirmosios eilés binariojo medZio $aknj
vadinti ir lapu. Raskime C), iSraiska bet kokiam n > 1.

5.6 teorema. Kain > 1,

Irodymas. Pirmiau randame sekos {C,,}, n > 1, generuojancéia eilute

Z Cpa" =: C(x).
n=1

Pasinaudoje 5.3 lema, apskai€iuojame
o) n—1
CQ(x) = Z (Z Ckan> " =C(z) — .
n=2 “k=1

ISsprendg¢ kvadrating lygti, gauname
1
cuy:?1iu—4mﬂﬂ

Kadangi C(0) = 0, reikia imti minuso Zenkla. Taikome apibendrintaja Niutono binomo
formulg; keliame laipsniu 1/2 ir sulyginame koeficientus prie ™. Gauname, kad

e =5 (7)o
11-1-3 —(2n—3) (4" (2n—2)!

22 2 2 2 nl (2n—2)

Sa (2k)1 = 2-4--- 2k,
Teorema jrodyta. 4

1 2n
i1 = . >0,
n+1 n+1<n> n

yra vadinama Katalano®? seka.

Skaiciy seka

22Eugéne Charles Catalan (1814-1894) — belgy matematikas.
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5.4. Tiesiniai rekurentieji sarysiai
Skyrelyje 1.2 paminéjome Fibonacio skaiCiy seka {F), }, n > 0, apibréZta sarySiu
Fn+2 :Fn+1+Fn

ir dviem pirmaisiais nariais Fy = F; = 1. Zinodami atsakyma, nesunkiai patikrinome
ji matematinés indukcijos biidu. Klausimo, kaip atspéti atsakyma, net nekéléme. Dar
sunkiau biity nagrinéti sekas, kuriy n-asis narys iSreiSkiamas per didesni skaiCiy pries
Jji esanciy sekos nariy. Siame skyrelyje pateiksime i§samig tiesiniy rekurenciyjy sarySiy
teorija. Taciau prie$ tai norétume priminti skaitytojui, kad daznai gelbsti jau igytos Zin-
ios. Panagrinékime Siek tiek bendresng¢ nei Fibonacio seka.

5.4 pavyzdys. Tegul ag,a1,b,c € R. Raskime u,,, n > 2, jei
Upt2 + bUpi1 + cuy =0 5.7)

ir Ug = ap, U1 = ay.

Sprendimas. Zinomo geometrinés progresijos atvejo, kai ¢ = 0, nenagrinékime. Jei
turétume tokius « ir 3, kad
—b=a+ 3, c=ap, (5.8)

tai a8 #£ 0 ir (5.7) galétume perraSyti
Apy1 = Upyo — QUpy1 = ﬁ(un—i-l - aun) = BA,.

Be to, Ag = u; — ug = a1 — ap =:a yra Zinomas. Seka {A,},n > 0, sudaro geometring
progresija, todél
A, =aB™, n=0.

Vadinasi, visiems n > 1
Up = QUp_1 + An—l = QUp_1+ aﬂnil- (59)

Dabar sekos narys iSreiskiamas per pries tai buvusi narj. Nors Si rekurencioji formulé
neapibrézia aritmetinés progresijos, bet ja palyginti nesunku iSnagrinéti. Pakeite keleta karty
U, per narius su mazesniais indeksais, galime jziGiréti atsakyma ir véliau jrodyti naudojantis
matematine indukcija. Taigi atlike ¢ Zingsniy, gauname

Uy = a(aun,g + aﬁ"_Q) +aB" !
= a?up_2+a(ap" >+ 5"
— a3un,3 + a<a25n—3 +a6n—2 +ﬁn—1)

= aup_;+a(a BT 4 oA 4 g ). (5.10)

Paskutiné iSraiSka yra atspéta intuityviai. Laikydami ja indukcijos hipoteze, irodykime, kad ji
yra teisinga. Remdamiesi (5.9) lygybe, tgsiame toliau:

Uy = ai(aun,i,l 4 aﬁn—i—l) _’_a(ai—lﬂn—i + ai—25n—i+1 4. _"_ﬁn—l)
_ ai+1un—i—1 —|—a(0/',8”7i71 4 aiflﬁnfi NN _~_ﬁn71).
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Vadinasi, ir (i+1)-ame Zingsnyje atsiranda tokia pati iSraiska. Remiantis matematinés indukcijos
principu, (5.10) formulé dél w,, yra teisinga su visais ¢ > 1. Kai ¢ = n, i§ jos gauname

Uy = anu0+a(an71 +an7251 ++Bn71)

Pastaroji formulé yra teisinga visiems n > 0. Suprastinkime ja.
Jei o # (3, tai, pasinaudoje lygybe

(a0 — 5)(a"—1 4 an—251 4ot Bn_l) —a"— 8",

gauname ieSkomos sekos bendrojo nario formule

n a —p" n n
Uy = " Uug + a———— =:c1a’ + co 6", (5.11)
a—p
Konstantos c¢q, co apskaiciuojamos i pradiniy sekos nariy ug, uy ir koeficienty b, c arba « bei 3.
Jei a = S, tai
U, = a"ug + ana™ ' = dja" + cyna™; (5.12)

¢ia ¢, co taip pat yra tam tikros nesunkai apskai¢iuojamos konstantos.

Dar karta perzvelge sprendima, matome, kad, remiantis Vijeto23 formulémis, « ir 3, api-
brézti (5.8) lygybe, yra polinomo

2 +br+c=0

Saknys. Jos lemia atsakymo pavidalg. Kai jos skirtingos, gauname (5.11) lygybe, kai sutam-
pa — (5.12) israiska. Vadinasi, bendraji nari u,, galime rasti neapibréZtyjuy koeficienty metodu
naudodamiesi (5.11) ir (5.12) formulémis. Koeficientams rasti pirmuoju atveju sudarome lygciy
sistema

Uy = €1 + C2,

up = ¢+ cafs,
0 antruoju — sistema

/
uo == Cl7

up = cja+ cha.

Radg ¢y, ¢g ar ¢, ch, vél pasinaudotume (5.11) arba (5.12) formules.
Igije patyrimo, iSplétokime bendresng rekurenciujy saryS$iy teorija. Tarkime, kad
seka {u,}, n > 0, apibrézta formule

Untr + A1 URyr—1 + -+ apy =0, n = 0; (5.13)

diaay,...,a, € R, r > 1, yra bet koks fiksuotas skaicius ir pradiniai nariai ug, u1, . . .,
up—1 € R yra Zinomi. ISraiskas (5.13) vadiname tiesiniais homogeniniais rekurenciaisi-
ais r-osios eilés sarysiais. Cia Zodis homogenininis pabréZia, kad visy nariy laipsniai U
atZvilgiu yra vienodi ir lygiis vienetui.

23angois Viéte (1540-1603) — pranciizy matematikas.
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Polinomas
.
Alz) =1+ a1z + agx® + -+ apa” = Zaja:j, ag := 1,
=0

vadinamas (5.13) sarysio charakteristiniu polinomu.
IStirkime laipsning generuojancia eilute

U(x) = i Unpx".
n=0

5.4 lema. Sandauga A(z)U(z) yra ne aukStesnio kaip (r — 1)-ojo laipsnio polinomas

r—1
D(z) := dexk,
k=0

kurio koeficientai

k
dp = Zajuk—ja 0<k<r—1
=0

Irodymas. Papildykime A(x) iki begalinés eilutés pridédami nulinius narius. Su-
dauging A(x) ir U (z) panariui, gauname laipsning eilute D(z), kurios koeficientai

k
dk: E AiUk—j;
J=0

Claa; = 0,kaij > r+ 1. Jei k < r — 1, i§ paskutinés lygybés iSplaukia teoremos
formulés.

Jei k = r, tai d, iSraiSka sutampa su (5.13) formule. Vadinasi, d, = 0. Toliau
didinant r, koeficienty dj, iSraiSka nebesikeicia, nes pridedami nuliniai démenys.

Lema irodyta. 4

1 iSvada. Generuojanti funkcija U(x) = D(x)/A(x) yra taisyklinga polinominé trup-
mena.

Toliau funkcijai U(x) taikysime polinominiy trupmeny teorija, paprastai iSdés-
toma pradiniuose algebros kursuose. Sig medziaga galima rasti A. Matuliausko [64]
vadovélio 41 skyrelyje.

Net ir nagrinédami realias sekas u,,, galime pasinaudoti kompleksinémis charak-

teristinio polinomo Saknimis. Tegul vy, ..., o, € C yra A(x) Saknys, kuriy atitinkami
kartotinumai yra ky, ..., kn; ¢ia kg + - - - + k,, = 7. IS pagrindinés algebros teoremos
iSplaukia

Alx) = ap(z — a) (2 — a)?2 - - (@ — )P,
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Pagal Vijeto teorema 0/1“0/2€2 -ooabfm = (—=1)" # 0, todél lygybe galime perrayti
A(x) = ar(=1)"(1 = M2)" (1 = Aox)? -+ (1 = AP, (5.14)

Cia \j = aj_l, jei 1 < j < m. I8 pagrindinés polinominiy trupmeny teoremos iSplaukia
mums reikalingas teiginys.

5.7 teorema. Tarkime, kad jau radome (5.14) skaidinj. Generuojancia eilutg U () =
D(z)/A(x) galime uZraSyti paprasciausiyjy polinominiy trupmeny suma, t. y. egzistuoja
tokie kompleksiniai skaiiai cj;, 1 <1 < kj, 1 < j < m, kad

D(x o Cj
U(z) = A((x)) = sz (5.15)

Be to, $i iSraiSka yra vienintelé.
Galutinis tikslas — rasti sekos {u,, } bendraji narj — jau ranka pasiekiamas.

5.8 teorema. Tarkime, kad jau radome (5.15) iSraiSka. Tada

“ I—1
un =33 ey (” +n ))\}l, n > 0. (5.16)

Irodymas. Pagal apibendrintaja Niutono binomo formulg bet kokiems 1 < [ < k;
rl<j<m

(1= \z) ! = i (;l> (—1)PAme" = i <” +1i_ 1) Ang

n=0 n=0

Istate tai i (5.15) lygybe ir sulyging koeficientus prie vienody x laipsniy, baigiame teo-
remos jrodyma. Vi

Pastebékime, kad nagrinéjant realiasias sekas charakteristinio polinomo kompleksinés
Saknys yra poromis jungtinés, todél taikant Sig teorema atsirad¢ menamieji skaiciai susiprasti-
na.

Nurodyta 5.8 teoremoje u,, formul¢ su nezinomomis konstantomis cj;, 1 < [ <
kj, 1 < j < m, galima uZraSyti vadovaujantis tik generuojancios eilutés (5.15) iSraiska
ir neZinant pradiniy sekos nariy. Sias konstantas galima rasti ir véliau jau naudojan-
tis pradiniais sekos nariais. DazZnai (5.16) formulé vadinama bendruoju rekurenciosios
(5.13) lygties sprendiniu.

5.5 pavyzdys. Raskime sekos {u,}, n > 0, tenkinancios ketvirtos eilés rekurentuyji sarysi
Un+4 — 2un+2 +u, =0,

bendraji nari, jei up = u1 = 1,0 ug = uz = 2.

102



5 skyrius. Rekurentieji sgrysiai

Sprendimas. Nesistenkime jsidéméti formuliy, o geriau pakartokime visus teoremy irodymuy
zingsnius. Charakteristinis polinomas yra

A(x) =1 — 222 + 2%,

todél generuojanti eiluté
D(z)
Ue) = 5= 22

Cia kubinio polinomo D(x) = dy + d1z + da2? + d3z? koeficientai skai¢iuojami dauginant:
U(z)A(x) = D(z). Gauname
do = apupg = 1,

dy = apuy + arup = 1,
dy = aguz + aruy + agug = 0,

d3 = agus + ai1us + asuy + azug = 0.

Vadinasi,
1+x
Ulg) = —— 2
(@) = T
B 1
C (1-2)2(1+x)
-_a L2 .9 (5.17)

l—2z (1-2)2 14z

Subendravardikling ir sulyging skaitikliuose esancius polinomus, randame neapibréztuosius ko-
eficientus ¢y, co, c3. Gauname polinomy lygybe

1=ci(1 —2?) + (1 + ) 4 c3(1 — 22 + 22),
ekvivalencia lyg€iy sistemai

Cl+62+ C3 = ].,
02—203 :0,
—C1 +c3 = 0.

Vadinasi, ¢c; = 1/4,¢co =1/2ircg =1/4,0
1 1 1

UVe) = qa=o Yo T i
>z n—+1 >
ZET 2}( N >+Z

Surinke visus koeficientus prie 2™, gauname

1+ (=1)" n+1
i T

Up =
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Aisku, labiau patyres skaitytojas, tik iSvydes (5.17) formule, bty i$ karto taikes neapi-
bréztyju koeficienty metoda ir teses:

Up = 01 + CQTL+ Og(*l)n

Pasinaudojes pradiniais sekos nariais, toliau buty radges C7,C5 ir C3. ISbandykite $i buda ir
patikrinkite miisy skai¢iavimus!

Kaip nagrinéti nehomogeninius rekurenciuosius sarysius
Uptr + QL Up4r—1 + -+ + QpUp = f(n)7 n =0, (5.18)

kai ay,...,a, € Rir f(n) yra Zinoma realiyjy skai¢iy seka?

Apsiribosime bendru nurodymu. Reikia pasinaudoti homogeninio (5.13) sarySio
bendruoju (5.16) sprendiniu ir rasti koki nors (vadinamaji atskiraji) (5.18) sarySio sprend-
ini. Tegul jis yra seka u%o), n > 0. Tada rekurenciojo (5.18) sarySio bendrasis sprendinys

yra tokio pavidalo:

m  k;

-1
w=2S (" g nzo

7j=11=1

Atskiryjy sprendiniy ieSkojimo budai labai priklauso nuo nario f(n). Kai kurie atvejai
yra aptarti net lietuviskame [69] vadovélyje. Be to, yra daug specializuotos literattiros.

5.5. Sudétiniy funkcijy koeficienty rekurentieji
sarysSiai

Tiesiniai rekurentieji saryS$iai neiSsemia viso ju lobyno. Praeituose skyreliuose mes jau
susidiiréme su netiesiniais sarysiais, be to, ju koeficientai buvo ne konstantos, o kito
kartu su nezinomos sekos indeksu. Pavyzdziui, taip buvo ir su Stirlingo, ir su Belo
skai€iy formulémis. Bendra teorija yra gana sudétinga.

Dabar, atvirksciai, ieSkosime ne rekurenciojo sarySio sprendinio, o sudétingas
seky iSraiSkas stengsimés paversti paprastomis rekurenc¢iosiomis formulémis. Jos yra
gerokai naudingesnés programuojant, ypac skaiciuojant sudétiniy funkcijy Teiloro koe-
ficientus. Pradékime nuo pavyzdZzio.

5.6 pavyzdys. Tegul a; yra realiyjy skaiciy seka. Raskime eilutés
F(x) = ana@" :exp{z,jxj}
— J

n=0 j=1

koeficientg b,,.

Sprendimas. Pirmiausia pastebékime, kad koeficientus a; dalijant i§ j kitos formulés
tampa daug paprastesnes.
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Formaliai daugindami eilutes (Zr. taip pat (5.3)), gauname

n=0 Ki,er kn20  j=1
1ki+--Fnkp=n
Vadinasi,
n a]?j
_ J
by, = > ijjkj!, n > 0. (5.19)

Akivaizdu, kad skaiciuojant §i iSraiSka yra nepatogi. Palyginkime ja su tokiu
rezultatu.

5.9 teorema. Funkcijos F'(z) koeficientai b, tenkina rekurentyji sarysi
1 n
bpi1 = m Z;)an—j—f—lbja bop:=1, n=0.
]:

Irodymas. Diferencijuojame:

F'(z) = annx”_l = F(z) ZaH_lxl = Z ( bjan_j_,_l)x”.
n=1 =0 0

n=0 j=

Kadangi eilutés, esancios $ios lygybés kairéje, koeficientas prie ™ lygus (n + 1)b,41,
tai apskliaustoji suma deSinéje yra tik kita jo iSraiska.
Teorema jrodyta. 4

Pastebékime naudinga nelygybe.
2 iSvada. Jei|a;| < d;, j > 1, tai |by| nevirsija funkcijos
i j}
exp { ; r x
n-ojo koeficiento.
Irodymas. Pakanka dukart pasinaudoti (5.19) formule. v
PanaSiai gauname tokj rezultata.

5.10 teorema. Tegul a; € R, ap # 0, j > 0. Funkcijos

Gm(z) = (A(z))™ := <§:akxk>m meN, ag %0,

k=0
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koeficientai g,, := gy (m) tenkina rekurentuji sarysj

(m+1)j
gn+1 = CLO Z ( B n+1 )an—j+lgj7 go = agbu n = 0.

Irodymas. Vél diferencijuodami gauname

[e.o]

G'(2) = mA™ (@) A'(2) = 3 (n + Dguira™.

n=0

Padauginame abiejy pusiy reiskinius i§ A(x) ir panariui sudauginame eilutes. Kairéje
gauname

mA™ () A () = mGy(x)A'(x) =Y (mZ(n — 1+ 1)glan_l+1> "

n=0 =0

Panasiai deSinéje gauname eilute

A(x) Z(n + Dgpy12" = Z (Z(l + 1)gl+1anl> "

n=0 n=0 \ [=0
Sulyginame koeficientus prie x™:

n

n
Z(l +Dgir1an-1 = mZ(n — I+ Dgian—i41.
=0 =0

IS Cia iSplaukia

n

n
(n+ 1)gn+1a0 = m Z(n —l+1)an—14191 — Z lan—14+191
=0 =0
n

= Z (m(n —1+1) = Dan—i+191-
1=0
Tai ir yra ieSkomoji lygybé. 4
Uzduotys

5.1. Integruodami generuojanti polinoma (1 + x)", i§veskite jau Zinoma lygybe

zn:(_l)k’-i-l n - 1
— k+1 \k on+1
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5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

Irodykite, kad apibréZtos 1.2 skyrelyje Fibonacio sekos Fy,, n > 0, generuojanti
eiluté gali biiti uZraSyta polinomine trupmena (1 — z — 22) 1.

Lygindami generuojancias funkcijas, irodykite lygybe

n
n—i—k) —k _ Loont1
> k=2t 1), n>0.

Raskite seky
p(n|démenys yra nelyginiai)
ir
p(n|démenys yra lyginiai),

¢ian > 1, generuojancias funkcijas.
Palyging generuojancias eilutes, irodykite lygybe

p(n|démenys yra nelyginiai) = p(n|démenys yra skirtingi), n > 1.

Tegul 1 < a1 < ag < - -+ < ay yra nataralieji skaiciai, o A(n) — skaiCiaus n € N
iSraisky n = a1x1 + - - - + apxk, kuriose x; € Zy, 1 < ¢ < k, kiekis. Raskite
sekos A(n) generuojancia eilute.

Keliais budais galima padengti n-ojo ilgio atkarpa naudojant degtukus, kuriy vieno
ilgis lygus 1, o antrojo lygus 2, ir ju neuzkeiCiant? Svarbu atsiZvelgti | degtuky
tvarka dangoje.

Raskite sekos, apibréztos rekurenciuoju sarySiu ir pradiniais nariais, bendraji nari
Up,, jei:

a) Uptda +2Upg2 +up =0, up=u =2, ug =uz =1,

b) upya + 3Unt2+3Uunt1 +un =0, uy=uzx=-1, uy =uz=1.

Raskite funkcijos
oo
In (Zajazj>, ag =1,
§=0

koeficienty rekurenciaja formule.
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