I 4. Récio principas
4.1. Aibiy sajungos galia

Nustebote iSgirde zodj rétis. IS tiesy, ji verta panaudoti skaiCiuojant kai kuriy aibiy
galias. DaZnai, skaiCiuojant poaibiy galias, patogiau nevengti dubliavimo ir keleriopo ty
paciy elementy skai¢iavimo, o paskui pertekliy iSsijoti.

Kalbama, kad terminas kilgs i§ skyléty moliniy plokSteliy, rasty kasinéjant Ba-
bilono teritorija. Savo forma jos priminé buitinius récius, taciau tolesni tyrimai parodeé,
kad tai pirminiy skaiCiy lentelés! IS tiesy, i$ eilés suras¢ natiiralivosius skaicius iki 100
lenteléje 10 x 10 ir iSdare skylutes vietoje 1, vietoje 4, 6 bei kity dvejeto kartotiniy
ir t.t., vietoje visy pirminiy skaiiy p < 7 kartotiniy kp su k = 2,3,..., gautume
kazka panaSaus i réti. Like neisdurti skaiciai yra pirminiai. Pastebékime, kad kartotiniy
kp <z, k =1,2,..., skaiCius yra sveikoji dalis [x/p]; tai jZiGréti buvo nesunku. Tuo
tarpu suskaiciuoti pirminiy skaiCiy, nevirSijan¢iy x, kieki nelengva, jei = yra didelis.
Atliktus kartotiniy skai¢iy i$sijojimo Zingsnius galima suskaiCiuoti, todél atsiranda gal-
imybé spresti ir sunkesng pirminiy skaiciy problema.

Siame skyriuje i§moksime apskai¢iuoti susikertanéiy aibiy sajungos galia. Apiben-
drinsime nesunkiai suvokiamas formules

|AUB| = |A|+ |B| - |[AN B|
ir
JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|. (4.1)

Joms iSvesti pakanka grafinés iliustracijos, pavaizduotos 4.1 paveiksle.

Q =

4.1 pav.

IS paveikslo matyti, kad sudedant aibiy A, B, C' galias aibiy sankirtose esantys
elementai buvo skaiciuojami kelissyk. Tad teko atimti, kas per daug buvo pridéta.

4.1 pavyzdys. Kiek natiraliyjy skaiciy, nevirijanciy 100, dalijasi i$ bent vieno i§ $iy skaiCiy:
3,5, 7?
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Sprendimas. Skaiciaus m € N kartotiniy, nevirSijanciy 100, aibe paZymékime
E, ={n=kn<100: k > 1}.
Teskomasis skaiius yra |E3 U E5 U E;|. Kadangi

1
|Ep| = |{k > 1: km < 100}| = [00],
m

tai galime pasinaudoti (4.1) formule. Reikia pastebéti, kad E's N E5 = Ey5, E3s N Er = Eoy,
EsNE; = E35ir B3N Es N E; = Ejg5 = 0. Vadinasi,

|E3 U Es UE7‘ = ‘E3| + ‘Es‘ + |E7‘ — |E15| + |E21| — |E35| + ‘E105‘
=334+204+14—-6—-—4—2+0=55.

ISnagrinékime bendraji atveji ir raskime elementy, esanciy sgjungoje
U:=A1U---UA,,
skai€iy. PaZymékime
a(i) = [Ail,  a(i,j) =404, ...,

a(il,...,ik) = |A“ M--- ﬂAik|§
Cial<i<y, 13 <--- <1, 1 <k < n. ApibréZkime sumas

n

Si=> a(i), So= > ali,j)...,

=1 1<i<y<n

‘S’k: Z G,(Z.17...,ik),

1< <ig <<t <n

kail <k < n.

Isidémékime, kad sumoje Sy yra sumuojama pagal visus sutvarkytuosius k skir-
tingy indeksy rinkinius (i1, . . . , i), sudarytus i$ visos indeksy aibés N,, = {1,2,...,n}.
Kiekviena k indeksy poaibj galima uZrasyti didéjimo tvarka, todél sumoje Sy, yra (Z) de-
meny.

4.1 teorema. Bet kokiy baigtiniy aibiy A4, ..., A, sajungos U galia yra lygi

Irodymas. Cia biity galima pritaikyti matemating indukcija n atzvilgiu, ta¢iau
nepraleisime progos iSmokti taikyti kita gana formaly metoda.
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Funkcija I, (A) vadinama poaibio A C U indikatoriumi, jeigu I,(A4) = 1, kai
x € A, irI;(A) =0, kai z ¢ A. Vadinasi,

Al =) T.(4
zelU
Anksciau jvestas aibiy galias perraSome:

i) =) T.(4)

zelU

) =) L(AiN4)), ...

zelU

21,..., ZI . Alk),

zeU

Clal<i<j<n, 1<i < -+ <ip < n. Vadinasi,

Sy = Z ZIZ‘(Ahm”'mAik)) 1<k<n.
1< <io<-<ip<naxelU
Pazymékime
Zy(x) = > L(Ai, N---NA;).
1< <t << <N
Sukeite sumavimo tvarka, gauname
S1—52+S3+' n+1Sn_ZZ k-‘rlZ
zeU k=1
Lieka isitikinti, kad §i suma lygi
zeU
Kadangi I,(U) = 1, tam pakaks irodyti démeny lygybes
n
1=L(U) = (-1)"*'Z(x) (4.2)
k=1
dél kiekvieno x € U.
Tarkime,
HARS A17 7Am7

bet
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kokiam nors 1 < m < n. Dél Sio z gauname Z,,1;(z) = 0,jei 1 < ¢ < n —m.
Vadinasi,

n

S (D Z(x) = Zi(w) — Zo(z) + -+ (1) Zn (2).
k=1

Sumoje Z(x) yra sudedami 1 ir 0. Vienety skaiCius lygus kiekiui ty sankirty

Ay N-NA

T

kurias sudaro aibés i§ rinkinio { Ay, ..., A,, }. Tokiy sankirty yra (Z) Todél

su kiekvienu 1 < m < n.
Teorema jrodyta. o

Récio principa daZniausiai tenka taikyti ieSkant elementy, kurie nepriklauso jokiai
i§ aibiy Ay, ..., A, C X, t.y. norint rasti aibés

Ain--NA, =X\ (4U---UA,)

galia; ¢ia A Zymi poaibio A C X papildinj.

Naudojantis iSvesta formule, tenka skaiciuoti sumas Sy, kuriose démeny indeksai
1 <4 < -+ < i, < n perbéga visus galimus k poaibius. Mokant iSrinkti juos i$
aibés N,,, galima performuluoti 4.1 teorema. Ta padarykime nagriné¢jamos sajungos
papildiniui.
4.2 teorema. Tarkime, kad Ay,..., A, yra kokios nors baigtinés aibés X poaibiai.
Pazymékime X := X ir tegu bet kokiam netu$¢iam poaibiui J C N,

Xy = NiegAi.

Aibés X elementy, nepriklausanciy jokiai i aibiy A;, skaiCius lygus

S (VX

JCN,

¢ia sumuojama pagal visus aibés N,, poaibius J iskaitant ir tusc¢iaji.
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Irodymas. Jei A; := X \ A;, tai nagrinéjamas skaicius lygus
[A1N-NA, =X\ (A1 U---UA)| = |X| -4 U---UA,.

Toliau pakanka pritaikyti 4.1 teorema. Zinoma, ta darant reikia suvokti, kad visi & poai-
biai J suformuoja suma S; ¢ia 1 < k < n. o

Ivesta suma S}, parodo, kiek yra elementy visose k poaibiy sankirtose kartu paé-
mus. Bet tie patys elementai gali priklausyti ir £ + 1 ar didesnio skaiCiaus poaibiy
sankirtai. Kaip rasti skaiciy elementy, priklausanciy lygiai k& poaibiy i§ Aq,..., A,?
Atsakymas gludi tokioje teoremoje.

4.3 teorema. Tarkime, kad A1, ..., A, yrabet kokios skirtingos galbit susikertancios
aibés, Sy = | X| ir Sy — anks¢iau apibréZtosios sumos. SkaiCius elementy, priklausanciy
lygiai 7, 0 < r < n, i§ §iy aibiy, yra lygus sumai

1 2
Sr - (T + )Sr+1 + <7' + )Sr+2 + - + (_1)71—7” <n> Sn
r T r

Irodymas. Kai r = 0, teiginj jau esame jrodg. Tegul toliau r > 1. Pastebékime,
kad i sumas Sy, kai k > r, iskai¢iuojami tik tie elementai x € U = A1 U---U A, kurie
patenka i ne maZiau kaip r nagrinéjamy poaibiy. Sia savybe nurodysime ZvaigZzdute prie
sumos Zenklo. Kaip ir 4.1 teoremos jrodyme, pasinaudoj¢ Sy iSraiSkomis per Zy(z) ir
kitais Zymenimis, 4.3 teoremoje esancia suma galime perrasyti

Zn:(—l)k"“ <f> Sy = Z i(—nk—r (f) Z().

k=r zeU k=r

Isitikinsime, kad lygybés deSinéje sumuodami pagal x € U sudedame tiek vienety,

kiek yra elementy, priklausanciy lygiai r i§ aibiy Ay, ..., A,. Kitaip tariant, fiksavus
x € U, vidinés sumos reik§Smé turi bati lygi vienetui, jei « priklauso lygiai r aibiy,
ir nuliui — prieSingu atveju. IS tiesu, jei x € Ay,..., Ap, betz € Apt1,...,An, 0

r < m < n, tai, pasinaudojg¢ jau jrodyta Zy () formule ir binominio koeficiento savybe
(3.14 teorema), gauname

i(—l)kr (f) Z(z) = i(_l)m (f) @1)
- () Ze (i)

- (T)(l — )™

Jei m = r, paskutinis dydis yra lygus vienetui, priesingu atveju — nuliui.
Teorema jrodyta. o
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4.2. Keitiniai ir netvarky uzdavinys

Bijekcini atvaizdi o: N,, — N,, vadiname n-osios eilés keitiniu. Ji galime uZraSyti

lentelés pavidalu:
<1 2 ... n)
g=1.. A
2112+ Ip

Taip rasSant suprantama, kad stulpelio virSuje esantis skaiCius k yra atvaizduojamas i
apacioje esantj i, 1 < k& < n. UZraSant keitinj lentele, joje stulpeliy iSdéstymo tvarka
néra svarbi. Antroji eiluté sudaro skaiciy aibés N,, kélinj. Vadinasi, i§ viso n-sios eilés
keitiniy yra n!.

Kiek yra n-osios eilés keitiniy, kuriuose bet koks 1 < ¢ < n pakeiiamas j # 1,
1 < j < n? Tokie keitiniai vadinami netvarkingaisiais. Kai kada su Sia proble-
ma susiduriama vadinamuosiuose kiny restorano uzdaviniuose. Tada ji formuluojama
buitigkiau. Stai vienas i§ galimy varianty.

Birelis m dZentelmeny atvyksta pietauti i kiny restorang. Ribinéje visi atiduoda
savo skrybéles, kurios po piety graZinamos atsitiktinai. Kokia tikimybé, kad 1 <r < m
i§ Siy klienty atgaus savo skrybéles?

Mes griSime prie $io uZdavinio, bet pries tai suskaiciuokime reikalingus keitinius.

4.4 teorema. Netvarkinguju n-osios eilés keitiniy skaicius
n
(=1)*
=l
tn:=mnl! Z AR
k=0

Irodymas. Tegul Ay, yra aibé tokiy keitiniy, kad ¢, = k, X — visa keitiniy aib¢, o
A = X\ Ay, 1 < k < n. Remiantis 4.1 teorema,

4.3)

to = AN A,

= [X[=D i+ D AN A=+ (C1)" AN 0 Ay
i=1 1<i<j<n
= [X| = S14 85—+ (=1)"Sn. (4.4)

Cia, kaip ir anksciau,
S = E ’Ailﬂ---ﬂAik|.
1< <<t <n

Aibiy sankirta Sioje sumoje sudaryta i$ keitiniy, kurie nekeicia i1, ...,1;. Kitu n — k
elementy keitimui jokiy apribojimy néra. Todél i§ viso Siy keitiniy gauname tiek, kiek ir
yra (n — k)-osios eilés kéliniy, t.y. (n — k)!. Taigi

Si= > (m-k)l= <Z>(n—k’)!=Z;,

1<i1 << <n
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nes sumoje buvo (Z) vienody démeny. Kadangi | X| = n!, tai jstat¢ gautas reikSmes i

(4.4) lygybe, baigiame teoremos jrodyma. o

Kiny restorano uzdavinio sprendimas. Pakanka klasikinio tikimybés apibrézi-
mo: suradg, kiek yra galimy ivykiy, kai r klienty atgauna savo skrybéles, §i skaiciy
padalysime i$ visy galimy skrybéliy atidavimo varianty skaiciaus.

Sunumeruokime dZentelmenus ir jy skrybeéles nuo 1 iki m. Jei j-asis klientas gavo
1j-aja skrybelg, tai keitiniai

12 -+ m
(i1i2 e Zm>

Zymi visus m! imanomy jvykiy. Mums palankius jvykius Zyminciuose keitiniuose su-
tapimas 7; = j turi pasikartoti lygiai r karty, o visy likusiy m — r klienty aibés indeksai
turi sudaryti netvarkingaji keitinj. Remiantis ka tik jrodyta teorema Sis skaiCius lygus

m—r _1)k
t—yr = (m —1)! kZ:O ( k‘!) .

Kadangi r poaibiy, kuriy elementus keitinys palieka vietoje, yra (T), tai gauname

m! — (—1)*
7@! (m_r)!z:: ( k!)

(m —
rl(m —

palankiy ivykiy. Vadinasi, uZdavinio atsakymas yra tikimybé
1= (—1)k
7l 2 Kl
k=0

Spresdami uzdavini, klasifikavome visus keitinius j klases pagal tai, kiek elementy
keitinys palieka vietoje. Tie samprotavimai irodo tokia lygybe:

nl=3" (Z) trs m> 1. (4.5)

k=0

4.3. Keitinio skaidinys cikly sandauga

Keitiniai yra svarbiis visoms matematikos ir informatikos Sakoms, todél jiems pasveskime
dar vieng skyrelj. IS pradZiy trumpam jsibrausime i algebros sritj ir pastebésime, kad visi
aibés {1,2,...,n} keitiniai sudaro algebring struktiira, t.y. tarp jy galime apibrézti al-
gebring operacija — daugyba.

Tegul S,, yra keitiniy aibé. Pasinaudokime praeitame skyrelyje jvestomis lentelémis.
Jei o € S, tai Sjkart skaiCiaus 7 vaizda yra patogiau Zyméti io, o ne o (i), kaip esame
iprate atvaizdZiy teorijoje. Dabar keitinio o lentelé atrodyty Sitaip:

192 ...
o= "), (4.6)
lo20 -+ no
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Jei 0,01 € S, yra du keitiniai, tai vaizdo vaizda Zymime (io)oq, 0 ju sandauga oo
vadiname keitinj, kurio lentelé yra

ooy = <(1O,1)01 (2:)(;1 (n:)m)'

Taigi du i§ eilés pritaikyti atvaizdZiai vaizduoja taip, kaip ir ju sandauga. Bet nesu-
painiokite ju panaudojimo tvarkos! Patikrinkite, ar teisinga:

123456 123456\ (123456 y 123456\ (123456
231645/)\524136/) \245613 524136 /\231645)°
PanaSus pavyzdZiai rodo, kad keitiniy sandaugoje daugikliy tvarkos keisti negali-

ma. Moksliskai kalbant, §i keitiniy daugyba yra nekomutatyvi. Taciau jai galioja asoci-
atyvumo désnis:

(0102)03 = 01(0203)

su bet kokiais o1, 09, 03 € S,,. Keitinys, kurio lentelé

12 ---n
I =
(s 0)
turi savybe: Io = ol = o su bet kokiu o € S,,. Jis vadinamas vienetiniu (tapaciuoju)
keitiniu. Sukeitus (4.6) lentelés eilutes vietomis gautas keitinys

1 lo2o --- no
o=
12 ... n

1 o = 1. Jis vadinamas atvirkStiniu o keitiniui.

turi savybe oot = o1

4.1 apibrézimas. Keitiniy aibé su apibrézta daugybos operacija yra vadinama simetrine
grupe ir Zymima S,,. <

Isskirkime tokius keitinius > € S, kurie vienus skaiCius, sakykime, i1, ...,, 1 < k <
n, vaizduoja cikliskai, t.y.

11 — 1 —> " — U — 11,
o likusius aibes {1,2,...,n} elementus palieka vietoje. Kitaip tariant, i>x = 4, jei
i & {i1,12,...,ix}. Juos vadiname cikliniais, arba tiesiog k-ojo ilgio ciklais, ir Zymime
= (i1, 9, ..., ig).

Susitarkime skaiius 71, 42, . . . , 7, vadinti slankiaisiais ciklo s simboliais. Ciklus galime
isivaizduoti kaip atvaizdZzius, apibréztus tik slankiyjy simboliy aibéje. Pastebékime, kad
vienetinio ilgio ciklas > = (i) tik paZymi, kad isc = 4. Toks ciklas nekeicia i kaip ir
visy likusiy skaiiy. IS tiesy jis yra vienetinis keitinys.
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Ciklo s atvirkstinis keitinys yra ciklas

sl = (igyip_1,...,01).
Du ciklus su nesikertan¢iomis slankiyjy simboliy aibémis vadiname nepriklausomai-
siais.
Ta pati > galime uzrasyti dar £ — 1 budy:

= (iQ,ig,...,ik,il) = -n(’ik,il,...,ik_l).

Todél i§ viso yra k! /k = (k—1)! ilgio k cikly su fiksuotu slankiyjy simboliy i1, i, . . . , ix
poaibiu.

4.5 teorema. Kiekvienas keitinys o € S,, yra iSreiSkiamas poromis nepriklausomy
cikly sandauga
o=y, 1<w=w(o)<n. @.7

Be to, §i iSraiSka yra vienintelé, jei neatsiZvelgiama i cikly iSdéstymo tvarka.

Irodymas. Pazymékime 0¥ = I, 0! = o,...,0™ = (6™ o, CGiam > 1.
Pastebékime, jog kiekvienam 1 < ¢ < n yra toks m > 1, kad

iio, ... io™ =i, (4.8)

I$ tiesy sekos i0™, m > 1, nariai priklauso aibei {1,2,...,n}, tode¢l batinai atsiras
pasikartojanciy nariy. Tegul

o =i0°, 1<r<s.
Atvaizdave Siuos skaiCius keitiniu ¢, gauname ¢ = ¢0°". Vadinasi, m = s —r € N,
priklausantis nuo paties 7 ir turintis (4.8) savybe, egzistuoja. Toliau imame maZiausia i§
tokiy m. [Zvelgiame, kad tada

x(i) := (iyio, ... ic™ )
yra ciklas. Toliau sakysime, kad ji generuoja skaicius .

Dabar norima keitinio skaidini galima gauti algoritmiSkai. Pradéje nuo ciklo
»(1) = (1,10,...,16™ 1) ir dar nei§séme visy skaiciy iki n, imame maZiausia i$
dar nepatekusiy i cikla skai¢iy ir suformuojame jo generuotg cikla. Per baigtini skaiciy
Zingsniy, i§séme visus skaicius, sudarysime cikly rinkini

(1), o 0e(i), oy 22(g), ..y 22(w). (4.9)

Jie yra poromis nepriklausomi. I§ tiesu, jei sutapty skirtingy cikly nariai ic” = jo', kai
i < j,taiio" " = j. Si lygybé rodo, kad j turéjo biiti cikle s(7).

Sudauging (4.9) ciklus, gauname keitinj o. Pastebékime, kad dauginant neprik-
lausomus ciklus juos galime keisti vietomis.
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Tikrindami skaidinio vienati, tariame prieSingai. Tegul
_ _ Ay
O = M1~ + - My = Ay " My

yra du skaidiniai ciklais. Palyginame ciklus, kuriuose slankusis simbolis yra 1. Tarkime,
kad tai s ir »|. CikliSkai keisdami slankiuosius simbolius, abu ciklus galime pradéti
vienetu. Bet tada, kaip buvome pastebéje,

s =) = (1,10,...,16™ ).
Panasiai pasielge su kitais skaiCiais, nepatekusiais i iSnagrinéta cikla, irodome, kad ir
kiti ciklai sutampa.

Teorema jrodyta. <

4.2 pavyzdys. I$skaidome keitinj, jau minétg 1.2 skyrelyje:

(3 aenaans) = 126 6)E)T9.5)

Teoremos jrodyme sudaréme keitinio skaidinj, pirmaji ciklg pradédami vienetu ir
t.t., i-3ji, 1 < ¢ < w, — maZiausiu i skai€iy, nesanciy ankstesniuose cikluose. Kom-
binatorikoje daznai naudojamas vadinamasis kanoninis skaidinys ciklais, kuriame bet
kurio i8 cikly slankieji simboliai iSrikiuojami pradedant didZiausiu, o véliau patys ciklai
keitinio skaidinyje sandauga suraSomi cikly pirmujy elementy didéjimo tvarka. Kanonis
pavyzdyje minéto keitinio pavidalas buty toks: (2,1)(3)(5)(6,4)(9,8,7).

Yra jvairiy biidy abipusiSkai vienareikSmiskai susieti simetring grupe su aibés N,,
kéliniy aibe. Bene paprascCiausias biidas taip uzrasyti keitinj dviejy eiluciy lentele, kad
pirmosios eilutés skaiciai sudaryty didéjancia seka. Tada antroje eilutéje esantis kélinys
abipusiskai vienareikSmiskai atitinka patj keitini. Tokia atitiktis neatspindi keitinio cik-
linés struktiiros. Pasinaudoj¢ kanoniniu skaidiniu, gauname patogesng atitiktj.

4.6 teorema. Jei
o= (i1,...yis) - (J1,---,Jt)

yra kanoninis keitinio o skaidinys ciklais ir

o= {il,...,is,...,jl,...,jt}
yra keélinys, gautas praleidus cikly skliaustus, tai atvaizdis

o0

yra bijekcinis.

Irodymas. Kadangi ciklai yra nepriklausomi, tai skaiciy sekoje
{Z.l?""i37"'?j17"'7jt}
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néra pasikartojanciy. Todél seka yra pirmyjuy n natiiraliyjy skaiciy kélinys. Vadinasi,
atvaizdis yra apibréZtas korektiskai.

Bijektyvumui jrodyti pakanka jsitikinti, kad du keitiniai o’ ir ¢’ néra atvaizduo-
jami i viena, tarkime, & keélinj. Jei taip buty, bet kurio iS $iy keitiniy pirmasis ciklas turi
prasidéti iq ir §$is skaiCius turi bati didziausias pirmuosiuose keitiniy o’ ir o” cikluose.
Galime net vienareik§miskai atstatyti juos. Turédami §j aibés N,, kélinj & ir jo pirmaji
elementa 41, galime nagrinéti i§ eilés po jo einancius skai€ius ir rinkti maZesnius uZz %;.
Tegu i, < 71, bet jau 4,41 > 71. Abiejy keitiniy pirmasis ciklas yra tas pats, t.y.

(T1y vy ip),

nes skaicius 7,41 jau negali priklausyti ciklui, o anksCiau nei skaicius i, ciklas baigtis
negali. PrieSingu atveju maZesnis uz 7, skaicius turéty pradéti kita cikla. Tai prieStarauty
cikly i§déstymo tvarkai.

Patikring, kad pirmieji ciklai keitiniuose ¢’ ir o” sutampa, procesa tesiame. Pri-
taike indukcijos principa, uzbaigiame keitiniy lygybés irodyma.

Teorema jrodyta. <

Keitinys, nagrinétas 4.2 pavyzdyje, pavaizduotas 1.2 paveiksle. IS jo vaizdZiai
matyti skaidinio ciklais prasmé ir keitinio, kaip atvaizdZio, veikimas.

Jei (4.7) skaidinyje yra k1 (o) > 0 vienetinio ilgio cikly, ka(o) > 0 cikly, kuriy
ilgis lygus 2, ir t. t., k(o) > 0 cikly, kuriy ilgis lygus n, tai

k(o) := (k1(0),k2(0), ..., kn(0))
yra vadinamas cikly vektoriumi, arba ciklinés struktiiros vektoriumi. Jis tenkina lygti
lxy + 229 + - - - + nxy,, = n. (4.10)

Jeik € 7 taip pat tenkina Sig lygti, tai visi keitiniai, kuriems k(o) = k, sudaro Klase,
charakterizuojama vektoriumi k. Ja zZymeékime Sn(l;:) ISsiaiskinsime cikly vektoriaus
algebring prasme.
Du simetrinés grupés S,, keitiniai ¢ ir o7 vadinami jungtiniais, jeigu egzistuoja
toks 7 € S,,, kad
o= 7'017_1; “4.11)

ia 77! yra keitiniui 7 atvirkstinis keitinys.
4.7 teorema. Du keitiniai yra jungtiniai tada ir tik tada, jei juy cikly vektoriai sutampa.

Irodymas. Tarkime, kad jungtiniai keitiniai o ir o1 yra susieti (4.11) lygybe, o
k = (i1,...,1) yra keitinio o7 ciklas. Tuomet

i1 = 1k01, l2 =1101, ..., Ik =1_101.
Pazymékime y; = i;771, 1 < j < k. Isitikiname, kad (y1, . . ., yx) yra keitinio o ciklas:
—1 -1 - -1 _ ~1
yjo =yj(ro1m ") = (y;7) (017 ) = (ijo1)7 " =417 = yjt1,
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jeig=1,....k—1,ir
yro = (igor)T = i1 =y

ISreiske i8 (4.11) lygybés keitinj o1 per o, panaSiai jsitikintume, kad ir bet koks o ciklas
atitinka oy to paties ilgio cikla. Vadinasi, k(o) = k(oy). Kitaip tariant, abu keitiniai
priklauso tai paciai klasei.

Tarkime dabar, kad k(o) = k(o1). Imkime keitiniy iSraiskas ciklais. Tegu (i1, 42,
...,1s) yra bendrasis ciklas keitinyje o, 0 (y1,y2,...,ys) — keitinyje o1. Atitinkamai
sutvarke cikly i§déstymo eilg, sudarykime keitinj

(lez Zs>

T= .

-..ylyQ .. ys--.

Kiti paZyméti daugtaskiais elementai iSdéstomi taip pat. Patikrinkime (4.11) formulg.
Du aibés atvaizdziai lygis, jei ju reikSmés tuose paciuose taskuose sutampa. Kaip vaiz-
duoja skaiCiy i; atvaizdis o, Zinome, o | kg atvaizduoja tuos pacius skaiCius To T,
surandame:

ij(TUlTil) = (ijT)O’lel = (yjal)rfl = yj+17'*1 =141,
jeij =1,...,5 — 1. PanaSiai gautume iy (7017 1) = i1. Rastosios reik§més sutampa
su 4; vaizdais pritaikius o. Lygybeé (4.11) jrodyta. o
Vadinasi, apibréZtos keitiniy klasés gali biiti vadinamos ir tarpusavyje jungtiniy
elementy klasémis.

4.8 teorema. Tegul k = (ki,... vkn) € Z ir 1ky + -+ + nk, = n. Simetrines
grupés S,, jungtiniy elementy klaséje S, (k) yra yra

_ n 1
[Sn(k)| = n! %
]1;[1 k‘j!jkﬂ

keitiniy.
Irodymas. Turédami struktiiros vektoriy, pasidarykime k; déZuciy, kuriose gali
tilpti 7, 1 < j < n, skaiciy:
k1 kj kn
—— -
——— ~—— ——— ~———

i i n n

Jose bet kaip iSdéstykime visus skaiCius 1, 2, . .., n. Dabar i kiekvienos dézutés skaicCius
ziurékime kaip i cikla. Tada visos déZutés apibréZia nurodytos struktiiros keitini. Jei
déstysime visais imanomais biidais, o jy yra n!, tai gausime visus tos pacios strukttiros
keitinius, netgi su pasikartojimais.

Atkreipkime démesi i pasikartojimy prieZastis. Jy yra dvi:
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1) cikly tvarka keitinyje yra nesvarbi;

2) ta patj j-ojo ilgio cikla galima uZraSyti j biidy, keiciant cikliskai jo elementus.

Kitaip tariant, panaudojus jvairius kélinius, vieng karta kazkoks skaiciy rinkinys
galéjo atsirasti vienoje déZutéje, o kitg karta — kitoje tos pacios talpos dézutéje. Tai
atrodyty kaip to paties didumo déZuciy su jrasytais skaiCiais tvarkos kitimas. Bet keitinys
vis tiek bty tas pats. Dél 1) priezasties kiekvienas keitinys buvo pakartotas

fyle e kjle ey

karty.
D¢l 2) priezasties j-ojo didumo déZutéje esantys skailiai sudaré ta pati cikla j
karty. Perzvelge visas dézutes, gauname

1R gk ke
keitinio pasikartojimy. Padalij¢ n! i$ $iy sandaugy, iSvedame norimg formulg.
Teorema jrodyta. <

Cikly skaiCiaus
w(o) =ki(o) + ke(o) + -+ + kn(0)

(4.7) skaidinyje savybes nagrinésime kituose vadovélio skyriuose. Kiek yra keitiniy,
turinCiy m, 0 < m < n, cikly? leSkoma skaiciy pazymékime c(n, m) ir pastebékime,
kad ¢(n,0) = 0, jei n > 1. Atkreipiame démesj, kad mokslinéje literatiiroje vartojamas
ir kitas patogus Siy skaiCiy Zymuo: [ ].

4.9 teorema. Skaicius n-osios eilés keitiniy, turin¢iy m, 1 < m < n, cikly, tenkina
rekurentyji sarysi
cn+1,m) =c(n,m—1) + ne(n,m).

Irodymas. Nagrinéjame visus aibés {1,2,...,n,n + 1} keitinius, i$skaidytus m
cikly sandauga. Juos suskirstome i du poaibius.

Tegul pirmojo poaibio keitiniuose simbolis 7 4 1 generuoja vienetinio ilgio cikla.
Kadangi skaiciai, nevirSijantys n, yra m — 1 cikle, tai tokiy keitiniy yra ¢(n, m — 1).

Antrojo poaibio keitinius galime gauti i§ visy aibés {1, 2, ..., n} keitiniy, turinéiy
m cikly. Ju yra ¢(n, m). Imkime viena i§ tokiy keitiniy ir paeiliui jraSykime i jo ciklus
skaiCiy n + 1. Kiek yra pozicijuy viename cikle, kad taip jraSydami n + 1 gautume vis
skirtingus ciklus? Jei s = (i1,19,...,%,) yra bet kuris i§ r-ojo ilgio cikly, tai turime
tokiy pozicijy. Vadinasi, i§ vieno r-ojo ilgio ciklo padarome r naujy cikly su n+ 1. Visy
cikly ilgiy suma yra lygi n. Vadinasi, i$ kiekvieno n keitinio su m cikly galime padaryti
n antrosios klasés keitiniy jau su n + 1. I§ viso ju gauname nc(n, m). Sudéje rastas
abiejy klasiy galias, gauname teoremoje nurodyta sarysi.

Teorema jrodyta. <
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Pastebékime idomiy sasajy su polinomy algebra. Pazymékime (z)g = 1 ir
(@) =z(x—1)---(x —n+1).

Si polinomg iSreikSkime kanonine forma

() = s(n, k)z®. (4.12)

yra vadinami pirmosios rusies

Cia apibrézti koeficientai s(n, k), 0 < k < n,n > 0,

Stirlingo'® skaiiais. Matome, kad 5(0,0) = 1, s(
s(n,k) =0, jei k > n.

4.10 teorema. Pirmosios rasies Stirlingo skaiCiai s(n, k) tenkina rekurentuyji sarysi
s(n+1,k) =s(n,k—1) —ns(n, k).

Irodymas. IS (4.12) iSplaukia

n+1 n
Z s(n+1L,k)z" = (@)1 =@ —n)(@)n=(x—n)Y s(n,k)z"
k=0 k=0
n+1
= Z (s(n,k —1) —ns(n, k))z".
k=0
Sulyging koeficientus prie vienody z laipsniy, baigiame teoremos jrodyma. o

Pakeite (4.12) lygybéje nezinomaji x i —x ir abiejy pusiy Zenklus, gauname

n

w4+ 1) (@+n—1)=Y (=1)" Fs(n, k)a".
k=0

Samprotaudami kaip ir 4.10 teoremos jrodyme, gauname jau 4.9 teoremoje uZrasyta
rekurencigja formule

(—1)”+1_ks(n +1,k) = (—1)”+1_ks(n, E—1)+ n(—l)”_ks(n, k).

Isitikinkite savarankiskai! I$ ¢ia iSplaukia tokia iSvada.

1 iSvada. Skailius n-osios eilés keitiniy, turinciy 0 < k& < n cikly, lygus
e(n, k) = (~1)"Fs(n, k) = |s(n, k)]

¢ia s(n, k) yra pirmosios rusies Stirlingo skaiCius.

1%James Stirling (1692-1770) — Skoty matematikas.
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4.4. Siurjekcijy skaicius ir rutuliy-déziy uzdavinys
Ankstesniame 4.2 skyrelyje isitikinome, kad tam tikri atvaizdZiai gerai modeliuoja net
skrybéliy grazinimo problema. Dabar iSnagrinésime tokj uzdavini:

Keliais biidais n skirtingy rutuliy galima taip sudéti i m, m < n, skirtingy déZiy,
kad né viena nelikty tuscia?

Tarkime, kad X = {x1,z9,...,2,} yra rutuliy aibé, o Y = {y1,y2, ..., Ym} —
dezés. Idédami rutuli x;, jam priskiriame déZés numeri. Todél visy rutuliy sudéjimas
i déZes yra ekvivalentus atvaizdZio f: X — Y apibréZimui. Be to, uzdavinio salyga
reikalauja, kad atvaizdis f bity siurjekcinis.

Tegul, kaip ir anksCiau, Fs = Fs(n, m) Zymi n aibés | m aibe siurjekcijy visuma.
Jeim > n, tai |Fs(n,m)| = 0.

4.11 teorema. Jei m < n, tai

7 m)| = é(—m’“ () )m s

Irodymas. Tegul 7 = F(n,m) yra visy atvaizdZiy aibé. Remiantis 1.7 teorema,
|F| =m".

Tegu Y = {y1,¥y2,...,Ym}, 0 aibe A; sudaro atvaizdZiai, nejgyjantys reikSmes
y;, 1 < j < m. Remdamiesi ta paCia atvaizdZiy skaiiaus teorema, gauname

]Aj]:(m—l)”, ]AiﬂAj\:(m—Q)”, ce ‘Ailﬂ-”ﬂAik|:(m—k)n;
Clal<i<j<m1<i <ig<--- <irp < m. Pastebékime, kad tokiy k poaibiy
sankirty i§ viso yra (7).

Kiekviena i$ siurjekciju jgyja visas reikSmes y;, todél
Fs :Zl QZQQ Zm
Naudodamiesi praeito skyrelio teoremos 4.1 iSvada, gauname

\Fol = || = S14 Sa— -+ (=1)™Sp;

¢ia

Sy = (”f)(m—m, Sy = (?)(m—Q)”,

Sm_1:< m >(m—m+1)", Sm = 0.

m—1

Istate i pries tai uzrasyta formule, baigiame jrodyma.
Teorema jrodyta. o
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2 iSvada. Visiems n > 1 yra teisinga lygybe

nl = kszo(—nk (Z) (n— k)™

Irodymas. Kiekviena n aibés siurjekcija i ja pacia yra ir bijekcija, o bijekcijy
skaiCius sutampa su n keitiniy skai¢iumi. Toliau pritaikome teorema, kai n = m.

4.5. Aibés skaidiniai

Aibés A skaidiniu (k skaidiniu) vadiname iSraiSka
A=A1U---UA,, AjCA, Aj?é@, AiﬁAjZ(b, 1< <y < n (4.13)

Cia | sujungiamy poaibiy tvarka neatsizvelgiama. Tegul S(n, k) yra visy (4.13) skai-
diniy aibé. Jos galia S(n, k) := |S(n, k)| vadinama antrosios rasies Stirlingo skai¢iumi.
Susitarkime, kad S(0,0) = 1ir S(n,0) = 1, jei n > 1. Kity vadovéliy autoriai sit-
lo Siuos Stirlingo skaiCius Zyméti { }. Mégstantys rutuliy déliojimo i déZes uZzdavinj
turéty jzvelgti, kad S(n, k) yra n skirtingy rutuliy sudéjimo i k& vienody déZiy skaicius,
kai reikalaujama, kad jokia dézé nelikty tuscia.

ISveskime pora Stirlingo skaiciy skai¢iavimo formuliy. IS pradZiy pasinaudokime
siurjekciniy atvaizdZiy savybémis.

4.12 teorema. Tegul, kaip ir 4.11 teoremoje, Fs(n, k) yra aibé n aibés siurjekciniy
atvaizdziy i k£ aibe. Tada

Fa(m k)| 1 o, [k .
S(n, k) = Z50 = N () () (k- )
k! k! ; <]) J

Irodymas. Jei A = {ay,a2,...,an}, f: A —={1,... k}ir f € Fs(n, k), tai §i
funkcija nurodo, kurie aibés elementai i kurj poaibi pateko. PaZyméje

Aj={a; € A: f(i) =4}, 1<j<k,

gauname vienintelj skaidini A = A; U --- U Ag. AtvirksCiai, turédami tokj skaidini,
jvairiais galimais biidais galime pernumeruoti aibes A; ir apibrézti k! siurjekciju. Taip
i§ vieno skaidinio gauname k! siurjekcijy. Taigi |Fs(n, k)| = k!S(n, k). Toliau pakanka
pritaikyti 4.11 teorema. o

Visy galimy n aibés A skaidiniy skaicius vadinamas Belo skai¢iumi. TradiciSkai
jis Zzymimas raide B,,. Taigi

n
B, =Y S(n,k).
k=1
Dabar iSvesime vieng rekurentyji sarysi.
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4.13 teorema. Susitarkime Zyméti S(0,0) = 1ir S(n,0) = 1,jein > 1. Tada
Sn+1,k)=kS(n,k)+S(n,k—1), 1<k<n+l.

Irodymas. Panasiai kaip Paskalio lygybés (3.5 teoremos) arba 4.9 teoremos jrody-
muose, visus aibés A = {1,2,...,n,n + 1} skaidinius perskirkime i dvi dalis. Viena
dalj sudarykime i§ tokiy skaidiniy, kuriuose vienas i§ jungiamy poaibiy yra {n + 1}. Tai
skaidiniai pavidalo

A=A41U---UA, 1 U{n+1}

¢ia poaibiuose A;, 1 < k — 1, néra n + 1. Tokiy skaidiniy yra S(n,k — 1).
Kita dalj sudarantys likusieji skaidiniai gali btti gauti tokiu bidu. Imkime aibés
{1,2,...,n} skaidinius k poaibiy sajunga

{1,2,...,n} = AjU---UA,.

Ju yra S(n, k). Pridekime paeiliui n + 1 prie A%, 1 < j < k. Taip i$ kiekvieno tokio
skaidinio padarytume k pradinés aibés A skaidiniy. Todél antroje skaidiniy klaséje yra
kS(n, k) aibés A skaidiniy. Sudéje abiejy klasiy galias, gauname S(n + 1, k).
Teorema jrodyta. o
Kaip ir pirmosios, antrosios rtsies Stirlingo skaiCiai yra aptinkami polinomy al-
gebroje. Prisiminkime Zymenj () = x(z —1)---(zx —k+1), (z)o=1.

4.14 teorema. Jei S(n,0) :=0,kain € N, ir S(0,0) = 1, tai
2" =Y S(nk)(z), n=0  0°:=1 (4.14)
k=0

Irodymas. Atvejis n = 0 yra trivialus. Tegu toliau n € N. Abiejose irodinéjamos
lygybés pusése yra n-ojo laipsnio polinomai, todél pakanka ja patikrinti dél daugiau
negu n tasky. Jrodysime, kad ji teisinga su visais nattraliaisiais © = m > n. Tuo tikslu
nagrinéjame atvaizdZzius

g A=Y :={1,2,...,m}.

Jy yram™. Si skaitiy randame kitu badu klasifikuodami atvaizdZius pagal aibés A vaiz-
dus X := g(A) C Y. Taip susiauring reik§miy aibe, pastebime, kad g: A — X yra
siurjekcija. Tarp Siy siurjekcijy ir atvaizdZiy yra abipusiSkai vienareikSmeé atitiktis, todél
galime skaiCiuoti tik siurjekcijas. Jas klasifikuojame i klases pagal tai, kiek elementy
yra poaibiuose X ir kokie jie. Poaibyje X gali bati 1,2, ..., n elementy. Jei | X| = k ir
$io poaibio elementai yra fiksuoti, tai gauname |F5(n, k)| skirtingy siurjekcijy. Pakeite
X C Y Kkitu tos pacios galios poaibiu, vél gautume tiek pat skirtingy siurjekcijy. Vadi-
nasi, visy siurjekcijy (taip pat ir atvaizdZiy g) skaiCius gali biti uzraSomas Sitaip:

m"=3 Y |Fmk);

k=1 XCY,|X|=k
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Cia vidingje sumoje yra sumuojama pagal visus k-osios galios poaibius X, kuriy aibéje
Y yra (}'). Pasinaudoj¢ 4.11 teorema, gauname

m" = i Z S(n, k)k!
k=1 XCY,|X|=k

n

=) SRk > 1
1

XCY, | X|=k

1 S(n, k)k! <TZ>

S(n, k)(m)g.
1

I Il
I ol
3 M:

B
Il

Jei n € N, pagal susitarimg S(n,0) = 0, todél i pastaraja suma galétume jtraukti nulinj
démeni, atitinkantj k¥ = 0. Taip gautume teoremos formulg. o

Naudodamiesi (4.12) polinomy lygybémis, 4.3 skyrelyje apibrézéme pirmosios
rasies Stirlingo skaiCius s(n, k) ir susiejome juos su tam tikry keitiniy skai¢iumi. Dabar
jau susipaZinusiems su tiesine algebra paminésime algebring Stirlingo skaifiy prasme.
Kiti skaitytojai gali perSokti prie kito skyrelio.

Zinoma, kad polinomai, kuriy laipsnis nevirsija n, sudaro vektoring erdve R, [z]
virs realiyjy skai¢iy kiino R. Polinomai

yra jos bazé. Pastebékime, kad polinomai
()o=1, (x)1 =2z, (x)2=2x(x—-1), ..., (@)p=z(x—-1)---(x—n+1)

taip pat sudaro bazg. Per juos vienareik§miSkai galime iSreiksti bet kuri polinomg is
Ry, [z]. Vadinasi, (4.12) ir (4.14) lygybés yra ne kas kita, o tik vienos bazés pakeiti-
mo kita formulés. IS esmés Sia idéja pasinaudosime irodydami tolesn¢ teorema, nors ir
nevartosime vektoriniy erdviy terminijos.

4.15 teorema. Stirlingo skaiciai tenkina tokj ortogonalumo sarysi:

Z S(n,k)s(k,m) = dppn, m,n =0.

k=m

Irodymas. Pasinaudojg tik polinomy savybémis, gauname
n
2" = S(n k) (@)
k=1
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n

k
S(n, k) ( Z s(k,m)xm>

k= m=0
= Z <Z S(n, k:)s(k:,m))xm.
m=0 \ k=m

Palygine polinomy koeficientus prie vienody z laipsniy, baigiame teoremos jrodyma.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

45.

4.6.

4.7.

4.8.

Teorema jrodyta. o

Uzduotys

Pritaikykite récio principa ir raskite skaiciy lygties z1 + z2 + 3 = 10 sveikuyjy
sprendiniy, tenkinanciy salygas

—4 <1 <3; 0<a9<8; 4<x3<b.

Pritaikykite récio principa ir suskai¢iuokite natiiraliuosius skaicius, nevir§ijancius
60 ir tarpusavyje pirminius su 60.

Raskite, kiek yra SeSiazenkliy skaiciy, kuriy skaitmeny suma lygi 27. Atsakyma
sugretinkite su 1 skyriaus 1.2 uzduotimi.

Pasinaudoj¢ binominiy koeficienty apgreZimo sarySiu, i§ (4.5) lygybés iSveskite
(4.3) formule.

Irodykite lygybe
n

nl = Z(—l)”_ks(n, k), n=>1.

k=1

Keliais budais 6 skirtingus rutulius galime taip sudéti | 3 vienodas déZes, kad né
viena nelikty tuscia?

ISveskite rekurenciaja Belo skaiciy formulg

" /n—1
Bn:Z(k_1>Bnk, n e N.

k=1

Pasinaudoje¢ 4.8 teoremos jrodymo idéja, iSveskite formule

1
B, =n! Z HW

k1y.ens kn20  j=1
1k1+--+nkn=n
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