I 3. Junginiai
3.1. Gretiniai, kéliniai ir deriniai

IS aibés elementy galime sudaryti jvairius rinkinius, kurie skiriasi elementy iSdéstymo
tvarka arba nors vienu elementu. Rinkiniy elementai gali kartotis arba biti skirtingi.
Tokius rinkinius vadiname junginiais. ISmokime juos rasti. AiSku, kad skaiciuojant
elementy prigimtis yra nesvarbi. Tarkime, kad pradinés aibés galia yra n, o junginio ele-
menty skaicius lygus k. Ji vadiname k junginiu, iSrinktu i$ n aibés. IS pradziy aptarkime
atveji, kai junginyje elementai yra skirtingi.

Aibes A = {ai,...,ay} skirtingy elementy sutvarkytaji jungini (a;,,...,a;,)
vadiname gretiniu, o pabrézdami jo ilgi — k gretiniu i$ n aibés. Jy skaiciy pazymékime
AP Nenustebkite pamate ir Zymeni (n)j.

3.1 teorema. Kail < k < n, gretiniy skaicius

AP =npn—1(n—-2)---(n—k+1).

Irodymas. Pirmajj gretinio elementa, tegul a;,, imame i visos aibés, todél yra n
galimybiy. Darykime indukcing prielaidg ir tarkime, kad gretinio pradZioje jau paraSy-
ta ¢ skirtingy elementy, t. y. vienu i§ n(n — 1)---(n — i + 1) bady yra sudarytas
gretinys o := (aj,,...,a;); ¢ial < i < k. I§ likusiy n — 4 elemento renkamam a;, |
turime n — ¢ galimybiy. Ir taip yra visada, nepriklausomai nuo to, koks yra « ir koks
elementas yra renkamas (i + 1)-uoju gretinio nariu. Pagal daugybos principa gretiniy

(aji,...,aj5,a5 ) yran(n—1)---(n—1i+1)-(n—1i). Dabar pasinaudoj¢ indukcijos
principu matome, kad pastarosios sekos pavidalas iSlieka, kai ¢ = 1,2.... Kai¢ = k,
gauname teoremoje nurodytg k gretiniy skaiciaus formulg.
Teorema jrodyta. 4
Jau Zinome funkciju, atvaizduojanéiy aibg X = {x1,xz9,..., 21} aibéje Y =
{y1,y2,...,Yn}, skaiiy. Remiantis 1.7 teorema, jis lygus n*. Raskime injekciniy

funkciju skaiciy.

3.2 teorema. Pazymeékime
Finj = Finj(k,n) :={f: X = Y: f — injekcija}.

Tada |F;pnj| = AE.

Irodymas. Injekcine funkcija vienareikSmiSkai apibréZia sutvarkytasis jos reiks-
miy vektorius (f(x1), f(x2),..., f(zk)), kurio koordinatés yra skirtingos ir imamos i$
aibés Y. Vadinasi, Sie vektoriai yra gretiniai. Jy skaicius yra Afl. 4

Aisku, kad dviejose pastarosiose teoremose nagriné¢jamos ekvivalenciy aibiy galios.
Injekcinémis funkcijomis labai patogu naudotis, nes iSryskéja skaiciuojami atvejai.
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3.1 pavyzdys. Keliais budais de$imt studenty galima susodinti teatro salés eiléje, kurioje yra
20 sunumeruoty viety?

Sprendimas. Pakanka sunumeruoti studentus ir pastebéti, kad susodinimo budy yra tiek,
kiek injekciniy funkcijy f: {1,2,...,10} — {1,2,...,20}, t.y. A8 =11-12---20.

Gretinius i§ n elementy po n vadiname kéliniais.
3.3teorema. ISvisoyran!:=1-2-....n kéliniy, sudaryty i n aibés.
1 iSvada. I3 viso yra n! bijekciniy n aibés funkcijy i n aibe.

Raidziy tvarka k Zodyje arba gretinyje yra svarbi. Panagrinékime junginius, kai
elementy tvarka juose yra nesvarbi ir skaiciuojant i ja neatsizvelgiama.

Nesutvarkytasis skirtingy elementy rinkinys (poaibis) yra vadinamas deriniu. Nurody-
dami aibés ir poaibio galias, sakysime, kad skai¢iuojame % derinius i§ n aibés. Tokiy
deriniy skai¢ius mokslinéje literatiiroje Zymimas dvejopai:

Eoarba ().
C, arba i

Jis vadinamas binominiu koeficientu i§ n po k. Mes vartosime antraji Zymenj. Taip
pat susitarkime sandaugas, kuriose néra daugikliy, t.y. tuSCiasias sandaugas, visada
prilyginti vienetui. Taigi turime ir reiksmes A? = 1 bei 0! = 1.

3.4 teorema. Deriniy i$ n aibés po k elementy skaicius

M _dw (o 0<k<n
k) "R K-k \n-k) TS

Irodymas. Teiginys iSplaukia i§ 3.1 ir 3.3 teoremy, nes, sutapating tik tvarka be-
siskirianCius gretinius, i$ k! gretiniy gauname tik viena derinj. Paskutiné lygybé patikri-
nama tiesiogiai.

Susitarkime, kad (Z) = 0, jei k > n. Tai yra nattiralu, nes didesnés galios negu n
poaibio néra né vieno. [rodysime pora papras¢iausiy binominiy koeficienty savybiy.

3.5 teorema. (Paskalio). Tegul 1 < k& < n. Tada

ny (n-—1 n—1
()= () +(G)

Jrodymas. Pasinaudokime dukart skaiciuok principu. Suma, esanti jrodinéjamos
lygybés desinéje, nuteikia nagrinéti visos k deriniy i$ n aibés skaidinj i dvi klases.

Tarkime, kad deriniai buvo sudaromi i$ skaiciy {1, 2, ..., n}. Vienuose deriniuose
skaiCius n buvo, kituose — ne. Galime jsivaizduoti, kad pirmosios klasés deriniai gauti
sudarius & — 1 deriniy i§ aibés {1,2,...,n — 1} ir véliau { juos jrasius n. Taigi i§ viso
tokiy deriniy yra (7_). Antrosios klasés k deriniai sudaromi tik i¥ skai¢iy {1,2,...,n—
1}. I8 viso jy yra (";1) Sudéje abiejuy klasiy galias, gauname visa deriniy skai¢iy. 4
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Tiustruosime, kaip skaiiuojant junginius galima atskleisti grafy savybes. Stai
pritaike 3.4 teorema, randame pilnojo grafo K, diduma, t.y. jo briauny skaiCiy. Jis
lygus (g) = n(n — 1)/2, nes tiek jame yra briauny pory. Suskai¢iuokime visus n-osios
eilés numeruotuosius grafus.

3.6 teorema. IS viso galima sudaryti 2°, ¢ia

numeruotyjy n-osios eilés grafy.

Irodymas. Isivaizduojame pilnaji numeruotaji grafa K,,. Visus n-osios eilés gra-
fus galima gauti i§ jo atémus tam tikra skaiCiy briauny. Neatimtyjy briauny poaibiai
vienareikSmiSkai apibrézia skai¢iuojamus numeruotuosius grafus. Pilnasis K,, grafas
turi s = n(n — 1)/2 briauny. Remiantis 1.8 teorema, yra 2° jy poaibiy. Tai ir yra
ieSkomasis grafy skaicius. 4

IS toliau pateikiamos teoremos matyti, kad grafo parametrai tarpusavyje yra susijg.
I8 pradZziy iSspreskime nesunky ekstremalyji uZdavini.

3.1 lema. Tegul n > 2 yra fiksuotas ir n = n1 + ne, 1 < ny < ny. Suma

oy (1) o () 2l

yra didZiausia, kain; = lirng =n — 1.

Irodymas. Jei didesnysis démuo ne < n — 1, padidinkime ji vienetu, tuo paciu
mazesniji n; pakeisdami n; — 1. Nagrin¢jama binominiy koeficienty suma tampa

(n1 — 1)(711 — 2) + (TLQ + 1)712
2
= g(nl,ng) +n9—n1+1

> g(ny,ng).

gn1—1ng+1) =

Po baigtinio skaiciaus Zingsniy pasieksime funkcijos maksimuma:

max g¢g(ni,n2) =g(l,n—1)=(n—1)(n—2)/2.

ni+n2=n

Lema jrodyta. 4

3.7 teorema. Jein > 1 yra grafo eilé, m —jo didumas, o k — jo komponenciy skaicius,
tai

n—k<m<-(n—k)(n—k+1).

N |

57



ELEMENTARIOJI TEORIJA

[rodymas. Pirmaja nelygybe jrodome taikydami matemating indukcijg m > 0
atzvilgiu. Kai m = 0, turime nulinj grafa su n komponenciy. Tad nelygybé¢ yra triviali.

Tegu m; < mgy < --- yra n-osios eilés grafy didumai, tenkinantys salyga: até-
mus viena briaung i§ G, jo komponenciy skaiCius padidéja. Kai mj;_1 < m < mj,
visi m didumo grafai turi ,,pertekliniy” briauny, kurias atémus komponenciy skaicius
nesikeiCia. Jie turi ta patj komponenciy skaiciy, kaip ir grafas, kurio didumas yra m;_.
Todél kairiaja i§ jrodinéjamy nelygybiuy pakanka jrodyti grafams, kuriy didumai sudaro
seka {m;}, j > 1.

Tarkime, nelygybé jau jrodyta grafui su m;_; briauna ir nagrinékime atvejj | E| =
m;. Dabar atéme bet Kurig i briauny gauname grafg, kuriam galioja indukcijos prielai-
da. Tegu tai yra grafas

G = (V' E"), V| = n, |E'| =m; — 1.
Jis turi k£ 4+ 1 komponenciy, todél
n—(k+1)<m;—1.
IS Cia iSplaukia nelygybe del m;.

Vertindami briauny skai¢iy m i§ virSaus, nagrinékime patj ,,blogiausia* atveji, kai
kiekviena i§ komponenciy sudaro pilnuosius pografius K,,;, 1 < ¢ < k. Tada viso grafo

didumas yra
n1 n2 nk
() () (2)

Pritaike 3.1 lema kiekvienai binominiy koeficienty porai, gauname maksimaly galima
grafo diduma:

0+0+‘“+<n—/2€+1> _ (n—k+21)(n—k).

Teorema jrodyta. 4

2 iSvada. Jei n-osios eilés grafas turi daugiau nei (n — 1)(n — 2)/2 briaunuy, tai jis yra
jungus.
Deriniy skaicius (Z) nurodo, kiek & poaibiy galime iSrinkti i$ n aibés. Skirtingiems

k = 0,1,...,n poaibiy aibés nesikerta, todél i§ 1.5 ir 1.8 teoremy iSplaukia tokia tap-

atybe:
n n n -
(0)+<1>+--~+(n):2, 3.1

¢ia n yra bet koks nattralusis skaicius.

ISvedant Sia lygybe pasinaudota jau minétu dukart skai¢iuok principu: 1.8 teo-
remoje poaibiy aibés galia radome naudodamiesi kodais, dabar — deriniy apibréZimu.
Gautas naujas sarysis. PanaSiai elgsimés ir ateityje.
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3.2. Junginiai su pasikartojimais

Nagriné¢kime junginius, kuriuose gali biiti pasikartojanciy elementy. Sutvarkytuose jungi-
niuose, kuriuos vadiname ir gretiniais su pasikartojimais, elementy tvarka yra svarbi,
todel skaiciuojant  ja turi biti atsiZvelgiama. Situacija labai primena ZodZiy sudaryma
i§ abécélés raidziy, todél daznai toks jvaizdis ir naudojamas. Zinoma, tada raidé jsivaiz-
duojama kaip bet koks pradinés aibés, kuria vadiname abécéle, elementas, o sutvarkyta-
sis junginys tampa ZodZiu. Atsakyma i klausima, kiek i§ viso yra k-ojo ilgio ZodZiy, jau
7inome i¥ 1.6 teoremos. Stai jis:

Jei abéceléje yra n raidziu, tai galima sudaryti n* ZodZiy, kuriy ilgis lygus k.

Vadinasi, perfrazave 1.6 teorema, turime toki teigini.

3.8 teorema. I3 n aibés elementy galima sudaryti n” ilgio k gretiniy su pasikartoji-
mais.

o
Anksciau turédami n aibe ir keisdami jos elementus vietomis, gaudavome visus
n! kéliniy. Galéjome juos vadinti netgi aibés kéliniais.
Imkime dabar multiaibg (rinkinj su pasikartojanciais elementais), kurioje yra p; >
1 vienos risies vienody, ps > 1 — kitos rasies vienody ir t.t., pr > 1 — k-osios riiSies
vienody elementy. Visy multiaibés elementy déstinj tam tikra tvarka (sekq) vadiname
kéliniu su pasikartojimais. Juos skai¢iuodami reikalaujame, kad kélinys nuo kélinio
skirtysi bent dviejy elementy iSdéstymo tvarka. Kélinyje su pasikartojimais vienodus
elementus sukeitus vietomis, kélinys nepasikeicia, todél skaiiuojant reikia biti ati-
diems.

3.9 teorema. Jei multiaibéje yra k > 1 rasiy elementai, kurie atitinkamai pasikartoja
P1, P2, .- Pr = 1Kkarty, ir
pLt+p2t--t+p=mn,
tai i§ viso galima sudaryti
n!
p1lpe! - - pi!
n kéliniy su pasikartojimais.

Irodymas. Atlikime visas galimas n! multiaibés elementy tvarkos perstatas ir
iSraSykime gautas sekas. Pastebékime, kad perstatant vietomis vienodus elementus sekos
nepasikeicia, jos apibréZia ta pati kélini. Vadinasi, dél visy ¢-osios rusies vienody ele-
menty perstaty (o ju yra p;!) kéliniai pakartojami p;! karty. Ir taip atsitinka dél kiekvieno
1 < ¢ < k. Padalije n! i§ faktorialy sandaugos p1!- - - px!, gauname ieSkoma skirtingy
kéliniy su pasikartojimais skaiciy. 4

Prisiming susitarima 0! = 1, pastebékime, kad ka tik jrodyta formulg galime
taikyti ir tada, kaip; > 0,1 < ¢ < k.

Nesutvarkytuosius junginius su galimais pasikartojimais pradékime nagrinéti nuo
prakti§ko uZdavinio.
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3.2 pavyzdys. Kiek skirtingy pirkiniy i§ & prekiy sudarytume, jei galétume rinktis i$ n prekiy
rasiy be apribojimy?

Sprendimas. AiSku, kad prekiy tvarka krepSyje yra nesvarbi, bet deriniu pirkinio nepava-
dinsi, nes salygoje néra uzdrausta pirkti kelias vienos ruSies prekes. Spresdami vél pasinau-
dokime kodais.

Sunumeruokime visas n prekiy rasis ir sudarykime pirkinio koda: raSykime tiek pliusy,
kiek imame pirmosios rasies prekiy, dékime skirtuka — vertikaly bruksnj — ir tgskime §i procesa.
Baigsime paraSg tiek pliusy, kiek yra imama n-osios riisies prekiy. Taigi kodas atrodys mazdaug
taip:

(+++H[+ -+ )

Nuéje i parduotuve ir turédami toki mamos nurodyta koda, matome, kad reikia nupirkti tris
pirmosios riiSies prekes, né vienos antrosios riiSies prekeés ir t.t. Namo parneSime viska, ko buvo
praSoma.

Vadinasi, tarp galimy pirkiniy ir ju kody nustatyta abipusiSkai vienareik§mé atitiktis.
Lieka tik rasti tokiy kody skaiciy.

Koda sudarys k pliusy ir n — 1 vertikaliy brasniy. Kodai yra n — 1+ k Zodziai, kai abécélé
yra aibé {+, |}, tafiau ne visi. Jie tenkina vieng salyga: pliusy skaiCius yra lygus k. Kadangi
pliusy padétis kode vienareik§miskai ji nusako, o tokiy padéciy galime iSrinkti ("+,’j_1) budais,
tai $is binominis koeficientas ir yra uZdavinio atsakymas.

Paimtas i§ n aibés k elementy rinkinys su galimais pasikartojimais vadinamas
deriniu su pasikartojimais. Jy skaicius daZnai Zymimas H, T’f Kadangi elementy prigimtis
nesvarbi, spresdami uzdavini, mes jrodéme tokia teorema.

3.10 teorema. Jei & > 0, tai imamy i$ k aibés deriniy su galimais pasikartojimais
skaiCius
i & n+k—1
Hn - Cn+k—1 = < k :

Pastebékime, kad spresdami pirkinio uzdavini, mes ieSkojome lygties
T+ x4y =k

sprendiniy skaiCiaus; ¢ia x; > 0 Zymi ¢-osios riiSies prekiy, imamy i pirkini, skaiciy. Jei
sveikyjy neneigiamy skaiCiy aib¢ pazymétume Z, o Z'} — Dekarto sandauga, tai nezi-
nomasis vektorius T := (z1,22,...,2,) € Z . Akcentuodami §j svarby pasteb¢jima
suformuoluosime teorema.

3.11 teorema. Lygtis 21 +xo+---+x, = k turi H} = (n—&-llz—l

siais neneigiamais skaiciais.

) sprendiniy sveikai-

Palyginkime su tokiu teiginiu.

3.12 teorema. Jei k > n, tai lygtis x1 + 9 + -+ + x, = k turi (Sj) sprendiniy
natiiraliaisiais skaiciais.
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[rodymas. Pakeiskime neZinomuosius
r1=y1+1, za=y2+1, ..., zp=yn+1
Nagrin¢jamasis sprendiniy skaicius lygus lygties
Nty2+-Ftyn=k—n

sveikyjy neneigiamy sprendiniy skaiciui. Vadinasi, remiantis 3.11 teorema, jis lygus

Hy ™" = (Z:D = _(l;)y_(;)i I (fz: D

Teorema jrodyta. 4

3.3. Multinominiai koeficientai

Prisimename, kad deriniy skaiCius yra iSreiskiamas binominiu koeficientu. Toks pava-
dinimas kilo i§ Niutono binomo formulés

n
o= (Mer nzt

p=0

kuria sitilome jsirodyti savarankiSkai. Rekomenduojame pritaikyti matemating indukcija
ir 3.5 (Paskalio) teorema.

Apibendrinkime $ia formulg, keldami & nezinomyjy suma bet kokiu n > 1 laips-
niu. Dauginant sumas panariui, reikia i§ pradZiy dauginti bendruosius narius, o po to
gautasias sandaugas sudeéti:

X (214 4 iy, 4+ Tp)

— E xil...xij...xin.

1<i1,emyigyeeyin <k

Dabar sudékime panaSius narius, t.y. su vienodais z;, 1 < ¢ < k, laipsniais. Sie laips-
niai sudaro vektoriy p = (p1,...,px) su sveikosiomis neneigiamomis koordinatémis,
tenkinan¢iomis salyga p1+- - -+pr = n. Vadinasi, anksciau gauta suma galime perrasyti:

n
(x1_|_..._|_$i_|_...+xk)”:z< )x71’1~'-x£k. 3.2)
5 b1,---s Dk

Cia sumuojama pagal visus minétus vektoius p, o

n
’ pla"'vpk>o)p1+"'+pk:nv
P1y-.-3 Pk
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yra tam tikri koeficientai. Juos vadiname multinominiais. Kai n = 2, jie turi sutapti su
jau ivestais binominiais koeficientais. Todél susitarkime dél dvigubo Zyméjimo:

()= ()

3.13teorema. Tegun > 1, (p1,...,px) € ZX irp1 + -+ + pp = n. Tada

( n )_ n!
Dl Dk plpr!

. v “« e P1 Pk . PR
[rodymas. Jei sandauga x;, - - - x;; - - - @, yra panasi nariui z ---x,", tai raidé
x; uzima p; > 0 poziciju, 1 < ¢ < k. Vadinasi, Sios sandaugos neZinomieji 1, ..., Tk

sudaro n multiaibés kélini. Tokiy kéliniy skaiCius yra lygus nagriné¢jamy panasiyjy de-
meny skaiciui sumoje. Ji jau esame radg¢ 3.9 teoremoje. Pritaike §i rezultata, gauname

< n )_ n!
P1s-- Dk piloopk!

Teorema jrodyta. o

Atkreipkime démesi i tokia (3.2) lygybés iSvada:

n__ n
g _Zﬁ:(plvvpk>

Ji gaunama jstacius x; = 1. Cia, kaip ir anks&iau, sumuojama pagal visus vektorius p =
(p1, - .., k) suneneigiamomis koordinatémis ir tenkinancius salyga p; + - - - + px = n.

3.4. Binominio koeficiento savybés

Knygose yra apstu jvairiy binominiy koeficienty sarySiy. Vieni i$ ju (pvz., (3.1)) is-
plaukia i§ pacios binominio koeficiento prasmés, kiti yra jrodomi taikant matemating
indukcija. Kai kada pakanka pritaikyti koeficienty skai¢iavimo formule. Galima derinti
keleta metody arba naudotis anks¢iau gautomis lygybémis. Visy ju neimanoma pateikti
viename vadovélyje. Mes truputi pasimokysime irodymy technikos ir i§vesime keleta
naudingy savybiu.

Tegul i, j, k,m,n € Z4,beto, 0! =1, (§) :=1ir (}) := 0, jei k > n.

3.14 teorema. Jei 0 < m <k < n,tai
n k _(n n—m
E)\m) \m)\k—m)’
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Irodymas. Pasinaudojus binominiy koeficienty skaic¢iavimo formule, dydis, esan-
tis kairioje puséje, lygus

n! k! n! 1 (n—m)!
Hin—k)! mlk—m)!  (n—k! mik—m) (n—m)
n! (n —m)!

mli(n—m)l (k—m)((n—m)— (k—m))!
o n n—m
\m)\k-m)’
Teorema jrodyta. o
3.15teorema. Jei k,m,n € Z,, tai
zn: m+k\  (m+n+1 zn: m\ (n+1
Pt k N n ’ = k) \k+1)

Irodymas. Pakanka pritaikyti matemating indukcija n atzvilgiu ir 3.5 Paskalio
teoremos lygybe. o

Palyginkite ka tik irodytas formules su (3.1) saryS$iu, kuriame binominiai koefi-
cientai buvo sumuojami pagal apatini indeksa. Antroji 3.15 teoremos lygybé padeda
skaiCiuoti natiiraliyjy skaiciy laipsniy sumas. Tam pakanka pastebéti, kad

=)+ () eof5) o)+ (1)

Todél laipsniy m? sumos pagal 0 < m < n pakei¢iamos binominiy koeficienty sumomis
pagal virSutinj indeksa. Tada pasinaudojame ka tik irodyta teorema. PavyzdZiui,

Eoe =2y ()2 (1) -3 ) (")

m=1
1

=-n(n+1)2n+1).

(@)

3.16 teorema. Jei 0 < m < k < n, tai
(") -5 06")
k NI \E—
Irodymas. Dabar skai¢iuojame dukart. ReiSkinys kairiojoje lygybés puséje yra k

deriniy i§ m + n aibés skaiCius. Pastaraja galime isivaizduoti kaip dviejy aibiy tiesioging
sajunga A U B, be to, |A| = n ir |B|] = m. Klasifikuojame tuos % derinius i klases
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pagal tai, kiek derinyje yra elementy i§ A aibés. Tegul §is skaicius yra j € {0,1,...,n}.
Deriniy su j elementy i§ aibés A ir k — j i$ aibés B yra

G625

Sudéje pagal 7, gauname visy deriniy skaiciy. o

Ypac svarbis yra tokiau irodomi vadinamieji ortogonalumo ir apgreZimo sarysiai.
Iveskime labai patogia santrumpa — Kronekerio simbolj d,,,. Jis lygus vienetui, jei
m = n, ir nuliui — Kitais atvejais.

3.17 teorema. (Ortogonalumo sarysis). Jei m < n, tai

k=m
Pazymékime j = k — m. Jei m # n, tai

< )”Zm ”m< X”)

J=0

Jei m = n, irodinéjama lygybeé triviali.
Teorema jrodyta. 4

3.18 teorema. (Apgrezimo sarysis). Tegu {ax}, {bx}, & > 0, yra dvi skaiciy sekos.
Jei kiekvienam n > 0

tai kiekvienam n > 0
n

an = Z(—l)’f(Z) by.

k=0
Atvirks$ciai, i§ antrosios lygybés iSplaukia ir pirmoji.
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3 skyrius. Junginiai

Irodymas. Jei teisinga pirmoji lygybé, tai istatg b,, iSraiSka patikriname antraja.
Skaic¢iuojame keisdami sumavimo tvarka. To mokémés 1.4 skyrelyje. Gauname

n n k
k(T _ k(T m( K

S = o) @(Z(‘” (m)m>

k=0 k=0 m=0
B n Cm n % n k
SHICIS SEE T

m=0 k=m
= apOnn = an .
Paskutiniame Zingsnyje pritaikéme 3.17 teorema. 4

Apgrezimo sarysi pritaikykime harmoniniy skaiciy sekai:
1 1
hp=14=-+---4+—, n=>1
2 n
3.19 teorema. Kiekvienam n > 1 galioja lygybés
- n\ 1
_ k+1
=30 (1)1
k=1
ir
n k)™
k=1

Irodymas. Nagrinékime pirmaja is Siy lygybiy. Desiniojoje lygybés puséje esanci-
am binominiam koeficientui pritaikome Paskalio lygybe. Gauname

= i(—nkﬂ (Z)/i

k=1

() ()

= ap_q + (—1)"H? <” ; 1> (D + zn:(—n’f“ <Z: 1) % . (33)

k=1
Antrasis démuo lygus nuliui. Skai¢iuojame treciaji:

n

D e i D I () - (R
k=1

n
k=1

S|

Istate i (3.3) lygybe, gauname rekurentyji sarysi

1
Gn = Qp-1+ —.
n
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Kadangi a; = 1, pagal matematinés indukcijos principa i$ jo iSplaukia

2 n
Vadinasi, pirmoji i$ teoremos lygybiy yra teisinga.

Pazymékime b, = —1/n, kai n > 1, ir by = 0. Pana$iai tegul ayp = 0. Paste-
békime, kad galime pritaikyti apgreZimo formule, kai a,, = h,, n > 1. I§ jos iSplaukia
antrasis milsy teoremos sarysis.

Teorema jrodyta. 4

Ateityje mes dar karta sugriSime prie binominio koeficiento savybiy. Joms iSvesti
naudosimés polinomy algebra ir Niutono binomo formule.

Uzduotys
3.1. Kiek skirtingy skaiciy galima sudaryti i§ skaitmeny 2, 2, 2, 1, 1, 1, 3, 3, 5, 5?

Keliuose i$ jy vienetai yra greta?

3.2. Kiek komitety i§ 7 asmeny galima sudaryti 20 studenty grupéje, kurioje yra 12
merginy ir 8 vaikinai? Atlikite Sig uZduotj skirtingais buidais; pavyzdZiui, klasi-
fikuodami komitetus pagal merginy skaiciy juose.

3.3.  Nesinaudodami matematine indukcija jrodykite tapatybe

n — k
Atraskite Sio uZdavinio sarysi su 3.3 uZduotimi.

3.4. Keliais budais n Zmoniy kolektyve galima iSrinkti komiteta ir jo pirmininka?
Atlikite $ia uZduotj rinkdami pirmininka ir likusius komiteto narius. Raskite
komitety skai€iy juos klasifikuodami pagal dydi. Palyginkite rezultatus.

3.5. ISveskite lygties 1 +z2+ - - - +x, = k natiiraliyjy sprendiniy, tenkinanciy salyga
Tl =2,x9 22, ...,%, = 2, skaiCiaus formule.

3.6. Keliais budais 20 skirtingy knygy galima taip blogai i§déstyti lentynoje, kad J. Mar-
cinkeviciaus tritomio bet kurios dvi knygos knygos neatsidurty greta?

3.7. Futbolo komandai i§ 11 Zaidéjuy apgyvendinti buvo pasiiilyti 7 skirtingi trivie€iai
kambariai. Treneris nusprendé dviejuose kambariuose apgyvendinti po 3, vien-
ame kambaryje - 2, ir trijuose kambariuose - po 1. Kiek yra skirtingy komandos
apgyvendinimo buidy?
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