ELEMENTARIOJI TEORIJA

Pirmosios kombinatorikos Zinios siekia sengsias Ryty $alis,
kuriose mokeéta suskaiciuoti kélinius bei derinius ir sudarinéti
magiskuosius kvadratus, ypa¢ populiarius viduramziais.
Pranctizy matematikai B. Paskalis (Blaise Pascal, 1623-1662)
ir P. Ferma (Pierre de Fermat, 1601-1665), nagrinédami azarti-
nius losimus ir kartu klodami taka tikimybiy teorijai, mokéjo
suskaiciuoti kai kuriuos junginius ir skaidinius. Vokietis

G. Leibnicas (Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646-1716)
laiske | §veicarija J. Bernuliui (Jacob Bernoulli, 1654—1705)
pasitlé istirti nataraliojo skaiciaus iSraisky nataraliyjy démeny
suma skaiciy. G. Leibnicas 1666 m. publikavo Dissertatio de
arte combinatoria. Sia data pelnytai galétume vadinti kombi-
natorikos gimimo metais. IS kombinatorikos iSsirutuliavusios
grafy teorijos pradzia siejama su 1736 m., kai Sveicary mate-
matikas L. Oileris (Leonhard Euler, 1707-1783) iSnagrinéjo ir
apibendrino senojo Karaliauciaus septyniy tilty problema ir
nustaté marsruty, einanciy per visas grafo briaunas, egzistavi-
mo salygas. Devynioliktojo amziaus antroje puséje iskilo
zemélapiy spalvinimo problema. Dramatiskai rutuliota be-
veik visa Simtmetj, ji buvo iSspresta 1976 m. ir tik panaudojus
kompiuterj. DvideSimto amziaus pirmojoje puséje gauti kom-
binatorikos ir grafy teorijos rezultatai suformavo pagrindines
tolesniy tyrimy kryptis. Jie tapo svarbis chemijoje, fizikoje,
matematikos kryptyse. Tada pasirodé pirmosios Sios mokslo
Sakos knygos.

Bet apie viska i$ pradziy...






I 1. Pagrindiniai principai
1.1. Aibé, atvaizdis, sarysis

Viena i svarbiausiy matematikos savoky yra aibé. Ja isivaizduojame kaip tam tikry ele-
menty, paimty pagal kokj nors poZymi, visuma. Snekamojoje kalboje panagia prasme
vartojamos savokos rinkinys, Seima, klasé ir kita. ISskirtinis aibés bruozas yra tas, kad
jos elementai yra skirtingi. Kai kokiame nors rinkinyje yra pasikartojanciy elementy, ji
galima vadinti multiaibe. Aibes Zymésime didZiosiomis raidémis, jos elementus — maZo-
siomis. Zymuo a € A skaitomas ,,a priklauso A“. Labai patogu turéti ir tuiCiaja aibe
(), kurioje néra jokio elemento. Aibé B yra A poaibis, jei kiekvienas b € B priklauso ir
aibei A. Tokj fakta Zymésime B C A. Visada () C A.

Pacias aibes galima apibréZti iSrasant jy elementus, o kai tai nepavyksta, galima
naudoti figtirinius skliaustus ir nurodyti juose taisykle, pagal kuria elementai priskiriami
Siai aibei. Visi Zinome natiiraliyjuy, sveikyjy ir realiyjy skaiciy aibes, tradiciskai Zymimas
atitinkamomis raidémis N, Z ir R, arba pastaryjy poaibius Z ir Ry , kuriuose yra tik
neneigiami skaiciai. Vadinasi,

Zy ={x€Z: x>0}, Ry ={z eR: z > 0},

o0 aibé
Ng:={meN: m <z}

yra sudaryta i§ naturaliyjy skaiCiy, nevirSijanéiy z € R. Jei z < 1, turime N, = 0.
Natdiralusis skaiCius, ne maZesnis uz 2, vadinamas pirminiu, jei jis dalijasi tik i§ 1 ir
saves. Pirminiy skaiciy aibe galétume uZrasyti taip:

{n € N: n — pirminis skai¢ius}.

Skaitytojui, nepamirSusiam Pitagoro teoremos, pateiksime kita pavyzdj. PlokStumos
tasky, nutolusiy per vieneta nuo koordinaciy pradzios, aibg, vadinama vienetiniu ap-
skritimu, uZraSytume

{(z,y): 2 +9y* =1, z,y e R} (1.1)

Cia pora (z,y) Zymi tasko koordinates.
Iveskime veiksmus su aibémis ir jy Zymenis. Aibiy A ir B sajunga vadinama aibé

AUB :={x: x € Aartbax € B}.

Cia ir véliau dvitaskis prie lygybés nurodo, kad apibréZiami nauji objektai, §iuo atveju —
nauja aibé. Aibiy A ir B sankirta vadinama aibé

ANB:={x: x € Airx € B}.

Jei AN B = (), tai A ir B neturi bendry elementy. Trumpai sakysime, kad jos nesikerta.
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JeiC' = AU B ir AN B = (), tai sajungg vadinsime tiesiogine. I3raiska tiesiogine
sajunga
A=A1UAU---UAg, A;i#0,1<i<j<k,
vadiname aibés A skaidiniu. Pridedant Zodj tiesioginé, galima ir nebepriminti, kad A; N
Aj=0,1<i<j<k.
Aibé
A\B:={z: z € A, ¢ B}

vadinama A ir B skirtumu, o
A<«B:=(AUB)\ (AN B)

— simetriniu skirtumu. Visos naujai jvestos aibés 1.1 paveiksle yra uzbrtksniuotos.

1.1 pav.

Matematikoje, ypa¢ kombinatorikoje, daznai turint vienus objektus apibréZiami
sudétingesni. IS dviejy aibiy A ir B elementy galima sudarinéti sutvarkytasias poras
(a,b), ¢iaa € Airb € B. Visy tokiy pory aibé vadinama Dekarto! sandauga, Zymima
A x B. Taip i8 realiyjy skaiCiy tiesés (ja Zymésime R) gaunamas Dekarto kvadratas
R x R := R? — plok§tuma. Apibrézdami Dekarto sandauga galéjome jsivaizduoti, kad
poros (a, b) elementai nepriklausomai vienas nuo kito perbéga (kinta) savasias aibes.

Realiai gyvenime dviejy objekty sarysis nieko nestebina. Sakydami ,,atitiko kirvis
kota®, turime omenyje kirviy ir koty aibes, bet tik du elementus susiejame. Posakyje
»studentai ir jy draugés* i§ jaunuoliy ir merginy pory aibés iSskiriame studenti$kasias.
Formaliai dviejy aibiy A ir B Dekarto sandaugos poaibis S vadinamas ty aibiy binari-
uoju sarysiu. Elementy susiejima galima Zyméti (a,b) € S ar net a S'b.

Plac¢iau panagrinékime Dekarto sandauga X2 := X x X. Jos poaibis S susieja tos
pacios aibés X elementus, todél yra natiiralu sakyti, kad sarySis S yra apibréZtas aibéje,
nors formaliai S C X?2. I§ pirmo Zvilgsnio tai truputj stebina: aibés viduje nustatytas
sarySis yra X2 poaibis! Reikia apsiprasti ir tiek. Vienetinio apskritimo (1.1) apibréZzimas
yra vaizdus sary$io nusakymo realioje tiesé€je pavyzdys.

Paminékime keleta svarbesniy sary$iy savybiy.

'René Descartes (1596-1650) — pranciizy matematikas ir filosofas.
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Sakysime, kad:

1) S yrarefleksyvusis, jei (z,x) € S visiems z € X;
2) S yra simetrinis, jei visiems z,y € X i§ (z,y) € S iSplaukia (y, x) € S;

3) S yratranzityvusis, jei visiems x,y, z € X i§ (z,y) € Sir (y, z) € S iSplaukia
(x,z) € S.

PavyzdZiui, realiyjy skaiciy aibéje R lygybe apibréztas sarySis turi visas iSvardy-
tas savybes, taciau panaudoj¢ Zenkla < gauname refleksyvy ir tranzityvy, bet nesimetrini
sarysi.

Refleksyvus, simetrinis ir tranzityvus sarysis vadinamas ekvivalentumo sarysiu.
Tada Zymenj (x,y) € S patogu pakeisti ir tokiu: x ~ y. Skaitysime ,,z yra ekvivalentus
y*“. Aibg elementy, ekvivalenciy z, t.y.

z:={yeX: y~uz}

vadiname ekvivalentumo klase, kurioje yra x. Ateityje ne karta remsimés tokiu teiginiu.

1.1 teorema. Tegul S yra ekvivalentumo sarysis aibéje X. Tada egzistuoja aibés X
skaidinys
X = UaXa;

¢ia o perbéga tam tikra indeksy aibe, o X, yra skirtingos ekvivalentumo klasés.

Irodymas. Pastebékime, kad ekvivalentumo klasés arba sutampa, arba nesikerta.
IS tiesuy, jei x € X, N Xg, tai pagal tranzityvumo savybe bet kuris elementas i$ vienos ar
kitos aibés biity ekvivalentus x. Todél X, C Z, ir atvirkSciai, T C X,. Taigi z = X,.
PanaSiai ¥ = Xg. Vadinasi, X, = Xg.

Elementai, nepateke i klase z, priklauso kitoms klaséms. Paéme juy sajunga, gau-
name norima skaidinj. Teorema jrodyta. v

Kita svarbi matematikos savoka yra atvaizdis. Tarkime, kad X ir Y yra netusc¢ios
aibés. Taisyklé, pagal kurig kiekvienam X elementui priskiriamas vienintelis aibés Y
elementas, vadinama aibés X atvaizdZiu aibéje Y. Jei atvaizdj paZymétume raide f, tai
toliau galétume uZrasyti vaizdZiau vienu i$ biidy

f:X_>}/v y:f(x)a T =Y,

nurodydami, kad ¢ia x kinta aibéje X, oy € Y. Juose atsispindi ir atvaizdZio apibrézimo
sritis X, ir atvaizdZio reikSmiy sritis Y, ir jo kryptis. Baigtiniy aibiy atveju patogu
naudoti lenteles. PavyzdZiui,

;. (123456789 (123456789
“\213654978) 97 \ 211224997/

Dar iSraiSkingesni yra tokie bréZiniai, kaip parodyta 1.2 ir 1.3 paveiksluose. Tai vadi-
namieji funkciniai digrafai.
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Ooo

1.2 pav.

1.3 pav.

Atvaizdis f yra pavaizduotas 1.2 paveiksle. Atvaizdzio g funkcinis digrafas pavaiz-
duotas 1.3 paveiksle.

Aibé

fX)={yeY:y=f(x),ze X} CY
vadinama X vaizdu. Ji sudaro visi elementai y, kuriuos galime gauti i$ lygybés y =
f(x), kai x perbéga visa aibg X. Jei y = f(x), tai y yra = vaizdas, o = yra y pir-
mavaizdis. Vienas elementas y gali turéti ir daugiau pirmavaizdZiy. Visg ju aibg pazymékime
f~(y). Tada
fHy) ={reX: f(x) =y} C X.

Skirtingy y aibés f -1 (y) nesikerta. Pastebékime dar vieng svarbig savybg.

1.2 teorema. Jei f: X — Y yra atvaizdis, tai egzistuoja skaidinys

X = Uy (y);

¢ia y perbéga tam tikrus aibés Y elementus.

Irodymas. Sakykime, kad z1 ~ x9, jei f(z1) = f(x2) = y. Tai yra ekvivalentu-
mo sarysis. Toliau pakanka pritaikyti 1.1 teorema.
Teorema jrodyta. -4

Pastebékime, kad 1.2 teoremoje pateikta lygybé islieka teisinga ir tada, kai y per-
béga visus aibés Y elementus. Siuo atveju sajungoje gali biiti tusciy aibiy.

ISskirkime keleta atvaizdziy tipy. Jeigu f skirtingus elementus atvaizduoja i skirtin-
gus, tai jis vadinamas injekciniu atvaizdZiu, arba trumpai — injekcija. Tada kiekvienas
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y € Y turi ne daugiau kaip viena pirmavaizdj. Jeigu visi y € Y turi bent viena pir-
mavaizdj, tai f vadinamas siurjekciniu aibés X atvaizdziu i aib¢ Y, arba siurjekcija.
Pasinaudoj¢ miisy Zymenimis, tada turétume f(X) =Y.

Dazniausiai pasitaikys atvaizdZziai, kurie kartu yra ir injekciniai, ir siurjekciniai.
Juos vadinsime bijekciniais atvaizdziais, arba bijekcijomis. [sidémékime, kad bijekci-
nis atvaizdis kiekvienam z i§ aibés X priskiria vieng ir tik vieng elementa i§ Y, be to,
kiekvienas y € Y turi vieninteli pirmavaizdj. Vadinasi, galime apibrézti atvaizdi kita
kryptimi:

Y=z

Ciay € Y,ox € X. Ji zZymésime f~! ir vadinsime atvirkstiniu atvaizdZiu. Taigi
71 Y = Xir f~}(y) = x tada ir tik tada, jei f(z) = y su visaisz € X iry € Y.
Jeigu mums nesvarbi atvaizdZio kryptis, tai bijekcinj atvaizdj galime vaizduoti tokiu
budu:

r+y, xe€X,yeY.

Tada galima i§vengti tarptautiniy ZodZiy ir sakyti, kad tarp aibiy X ir Y yra apibréZta
abipusiskai vienareik§Smé atitiktis, arba aibéje X yra apibréZtas abipusiSkai vienareiks-
mis atvaizdis | aibe Y.

DaZnai vietoje atvaizdZio vartojamas Zodis funkcija. Mes tai darysime, kai X ir
Y bus skaiCiy aibés.

1.2. Matematiné indukcija

Zmongs abipusiskai vienareik§mius atvaizdZius naudoja nuo tada, kai i¥moko skaiciuo-
ti. Moksliskai kalbant, tada jie iSmoko nustatyti aibés galia, t.y. jos elementy skaiCiy.
Aibés A galig patogu Zyméti | A|. Bet, $iukstu, nepainiokite su skai¢iaus absoliu¢iuoju
didumu, arba moduliu! Kitoje mokslinéje literatiiroje rasite ir Zymenis card A arba
#A. Aisku, kad nuling galia turi tik tuiCioji aibé ir |)| = 0. DaZnai n-osios galios aibg
vadiname trumpai — n aibe.

Skai¢iuodami aibés elementus bandome priskirti jiems numerius: 1 — vienam el-
ementui, 2 — kitam ir taip paeiliui kitus natiiralivosius skaicius. DidZiausias numeris, jei
jis egzistuoja (yra baigtinis), yra aibés galia. Pati aibé tada vadinama baigtine. Skaici-
avimo procese apibréZiame injekcing funkcija num: A — N, kurios reik§miy sritis yra
aibé

num(A) = {1,2,...,|Al}.
Aisku, kad |A| = |num(A)|, o atvaizdis num: A — num(A) yra bijekcinis.

Jei A yra begaling, bet vis tiek pavyksta apibréZti abipusiskai vienareik$me atitiktj
A + N, tai ja vadiname skaiCiaja aibe. [Zvelkime dar, kad skai¢iuojant elementus aibéje
ivedamas jy eiliSkumas. Atvaizdis num surikiuoja aibés A elementus tam tikra tvarka.

SuskaiCiuoti iSmokome, bet apie pati instrumentg, natiiraliuosius skaicus, nieko
taip ir nepasakéme. Kombinatorikoje daZnai aibiy elementai uZkoduojami, t.y. jiems
abipusiskai vienareikSmiskai priskiriami kokie nors kiti simboliai. Tada kodai atlieka
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,-skaiCiuotojo* vaidmenj. Kodél ne, jei taip patogiau, bet pries tai reikia gerai Zinoti Siy
kody savybes.

Skaiciavimo proceso, kai aibés galia n yra didelé, pabaigti nepavyks. Tada pa-
sitelksime intuicija ir bandysime atspéti: ,,su visais natliraliaisiais skaiciais n teisinga
formulé...“. Cia slypi nemaZa galimybeé suklysti. Klaidos nepadarysime, jei sugebésime
ta formule jrodyti. DaZnai gelbsti formalus patikrinimas, besiremiantis matematinés in-
dukcijos principu. Jis kyla iS paties natiiraliyjy skaiciy aibés aksiominio apibréZimo.
L. Kronekeriui® priskiriamas toks pasakymas: ,,Dievas sukiiré natiiraliuosius skaiius,
visa kita yra Zmogaus darbas“. Bet ir juos apibréZdamas Zmogus ivedé savo tvarka.
Nattraliyjy skaiciy aksiomatika priklauso matematinei logikai, bet vis tiek ja verta Cia
prisiminti. Pateiksime bene populiariausia DzZ. Peano’ 1889 m. jvesta aksiomy sistema.
Beje, literaturoje aksiomos formuluojamos gana jvairiai, nors ekvivalenc¢iai. Pavyzdziui,
ir pats DZ. Peano antrame sistemos variante nulj priskyré natiiraliyjy skaiciy aibei, nors
anksciau pradédavo nuo vieneto.

Tegul, kaip jprasta matematinéje logikoje, simboliy =, V, A ir V atitinkamos
reik§més yra iSplaukia, kiekvienam, ir, arba.

1.1 apibrézimas. Natiraliaisiais skaiCiais vadiname aibés N elementus, jeigu 1 € N
ir joje apibréZta tokia funkcija a — d’, a,a’ € N, kad:

1) {aeN} = {d £1};
2) {aeN}A{beNYA{d =¥} = {a=1b);
H {MCNYA{le M}A{{ae M} = {d e M}} = M=N. <

Galime jsivaizduoti, kad apibréZime minima funkcija pasako, jog a’ eina po a.
Pirmoji salyga reikalauja, kad 1 neity po jokio kito elemento, o antroji — nurodo, kad el-
ementas gali eiti tik po vieno elemento. Mums svarbiausias yra paskutinis reikalavimas.
Perfrazuokime ji dar karta.

Indukcijos aksioma. Jei nataraliyjy skaiiy aibés poaibyje M yra vienetas ir kartu su
kiekvienu n € N poaibyje M yra ir po jo einantis n’, tai M = N.

Indukcijos aksioma pirmakart 1888 m. suformulavo J. Dedekindas®*, nors panagiu
tvirtinimu naudojosi ir B. Paskalis.
Aibés N elementus 1,1/, (1'), ... naujai pazymékime 1,2, 3,.... Sary$i, nuro-
danti, kas po ko eina, galime Zyméti 1 <2 <3 < ---.
Zvilgtelékime, kaip aibéje N galétume jvesti sudéties operacija. Turédami a, a’ €
N, apibrézkime
a+1:=d.

2Leopold Kronecker (1823-1891) — vokieCiy matematikas.
3Giuseppe Peano (1858-1932) — italy matematikas.
*Julius Wilhelm Richard Dedekind (183 1-1916) — vokieCiy matematikas.
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Toliau targ, kad a + n sun € N yra jau apibréZtas skaicius, jveskime
a+n+l:=a+n":=(a+n).

Aibé M, sudaryta i8 skaiCiy n, kuriuos jau mokame pridéti prie a, tenkina abu indukcijos
aksiomos reikalavimus. Vadinasi, M sutampa su visa natiiraliyjy skaiciy aibe. Kitaip
tariant, suma a + n yra apibrézta visiems n € N.

Tesiant gaunama algebriné struktira N, t. y. aibé su joje apibréZtomis algebrinémis
sudéties ir daugybos operacijomis. Aksiomos, Zinoma, uZsimirSta ir natiiralivosius skai-
¢ius naudojame kaip Dievo duotus.

Indukcijos principas daZniausiai bus taikomas tokia forma:

Tegu P(n) yra koks nors teiginys apie nattiralyji skai¢iy n. Tarkime, P(1) yra teisingas
ir kiekvienam n i$ prielaidos, jog P(n) teisingas, sugebame i$vesti, kad P(n + 1) taip
pat yra teisingas. Darome i§vada, kad teiginys P(n) yra teisingas visiems n € N.

Kitas galimas variantas:

Tarkime, P(ng) yra teisinga su ng € N ir kiekvienam n > ng i$ prielaidos, kad P(n)
teisingas, sugebame iSvesti, jog P(n + 1) taip pat yra teisingas. Darome i§vada, kad
teiginys P(n) yra teisingas visiems n > ng.

Klaidos nebus, nes skaiius n > ng galime pernumeruoti pradédami nuo vieneto
ir pritaikyti ankstesni principa.

Indukcijos aksiomoje teiginys P(n) iSvedamas i§ P(n — 1). Tai néra batina, gali-
ma jj i§vesti i§ didesnio skaiCiaus prielaidy P(1), P(2),..., P(n — 1). Suformuluosime
dar viena indukcijos aksiomos varianta.

Indukcijos aksioma*. Tegul 1 € M C N ir bet kokiam n € N i§ prielaidos {Vm <
n ,m € M} iSplaukia {n € M}. Tada M = N.

Atrodyty, kad ¢ia naudojama salyga yra platesné, nes vietoje pirmojo varianto
salygos n — 1 € M dabar turime daugiau informacijos, net apie visus m < n. IS tiesy
antroji aksiomos formuluoté néra bendresné. Pakanka apibréZti teigini

Pn—1)={Ym<n, me M}.

Dabar turime tik prielaida P(n — 1) ir tik i§ jos iSvedame P(n).

Matematiné indukcija yra rekursyviyjy apibréZimy pagrindas. Visi yra girdéje
apie aritmeting progresija {a,}, n > 1, apibréZiama pirmuoju nariu a; € R, skirtumu
d € Rir formule a,+1 = a, + d, kai n > 1. IS tiesy Cia jau pasinaudota indukcija, nes
apibréZiant a, 1 tariama, kad pries tai buves sekos narys a,, yra apibréztas.

Panasiai jvesdami sumas

Spi=art+ax+ -+ ay

naudojame daugtaski. Jis sutrumpina indukcinj apibrézima, kuris susidéty i§ dviejy
etapy:
S$1 = ay, Sp 1= Sp—1 + Qp.
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Naudojantis indukcijos principu apibréZiama n aibiy Dekarto sandauga
Ap X Ag X oo X Ap i= (A1 X Ag X -+ X Ap_1) X Ay,

kai n € N yra bet koks. Toliau panasSius apibréZimus jvesime be atskiro komentaro.

Kaip matemating indukcija taikome sprgsdami uzdavinius? I§ pradZiy iSveskime
aritmetinés progresijos n-o0jo nario formulg a,, = a1+ (n—1)d. Kain = 1, tai akivaizdu.
Tare, kad a,,—1 = a1 + (n — 2)d yra teisinga, tikriname

ap =ap—1+d=(a1+(n—2)d)+d=a1+ (n—1)d.

Remdamiesi indukcijos aksioma, darome iSvada: formulé yra teisinga su visais n € N.
Imkime kita pavyzdj. Jrodinéjant teigini, kad n? — 5n > —4 kiekvienam natiira-
liajam skaiCiui n > 4, vargu ar tikslinga taikyti indukcija. Taciau tikrinant, ar

nd—6n2+9n >4

kiekvienam n > 4, taikyti indukcijos principa, manyciau, yra tikslinga. IS tiesy, kai
n = 4, nelygybé virsta lygybe. Targ, kad nelygybé jau irodyta dél n, skai¢iuojame

(n+1)2—6(n+1)%+9(n+1)=nn*—6n+9)+3n(n—3)+1=>4,

nes kvadratinis trinaris yra teigiamas, jei n > 4. Tuo baigiame irodyma.
ISnagrinékime pora sudétingesniy pavyzdziy.

1.1 pavyzdys. Irodysime, kad n plokStumos tiesiy, tarp kuriy néra dviejy lygiagreciy ir bet
kurios trys i$ jy nesikerta viename taske, dalija plokStuma {

mn+1)

nzl
p + 5

(1.2)
sriciy.

Sprendimas. BréZdami tieses, randame pg = 1, p1 = 2, po = 4, p3 = 7 ir t.t. Greitai
isitikiname, kad $i seka néra nei aritmetiné, nei geometriné progresija. Jei pavykty susieti du
gretimus sekos narius, tai galétume taikyti indukcijos principa. Pabandykime.

Tarkime, kad jau i§vedéme (n — 1)-a ties¢ ir nustatéme plokStumos sri¢iy skaiéiy p,,—1.
Vedame n-aja tiesg. Keliaukime ja nuo tasko, esancio dar iki pirmojo susikirtimo su viena i$
iSvestyjy tiesiy. Pastebékime, kad vieng srit] naujoji tiesé padalijo i dvi. Keliaudami toliau
matome, kad uz kiekvieno susikirtimo su tiesémis esancios sritys taip pat dalijamos | dvi. Kadan-
gi n-oji tiesé dalija n sri¢iy, gauname norima sarysi

Dn = Pn-1+nN.
Kadangi po = 1, vadovaudamiesi indukcijos principu matome, kad seka {p(n)}, n > 0, yra

apibrézta. Dar karta pritaike indukcijos prielaida, t.y. (1.2) formulg dél n — 1, ir ka tik jrodyta
sarySi, gauname
(n—1)

1
po=1+2 5 +n:1+%.

Vadinasi, p,, formulé yra teisinga su visais n > 0.
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1.2 pavyzdys. Triusiy pora per antra ménesi atsivedé nauja porelg jaunikliy ir véliau kas mé-
nesj dar po porele. Kitos porelés elgési taip pat. PaZymékime F), — triusiy pory skai€iy n-ojo
ménesio pabaigoje. Irodykime, kad

(\/5_’_ 1)n+1 _ (1 _ \/5)n+1
2n+1\/5 ’

Sprendimas. Tegul n > 2. Per n-aji ménesj prie (n — 1)-0jo ménesio pabaigoje buvusiy
triusiy pory prisidéjo (n — 2)-0jo ménesio triusiy jaunikliai, todel

F, = n > 0. (1.3)

Fn:Fn71+Fn727 n=2.

Be to, Fy = Fy = 1. Targ, kad (1.3) formulé yra teisinga dél F;,_» ir F;,_1, apskaiCiuojame F,.
Trumpumo délei jvede vadinamaji ,,auksinj skaiciy*

V541

2 )

gauname o' = (/5 — 1)/2 ir

a — ( a)—n an—l _ (_a)—(n—l)

hmTF YT
1 n -1y —a)™" —a
- El (I+a) = ()"l -a)
an—i—l _ (_a)—(n+1)

V5

Vadinasi, (1.3) lygybé yra teisinga visiems n > 0.

Seka {F,}, n > 0, yra vadinama Fibona¢io® vardu.

GrjZkime prie teoriniy samprotavimy. Pastebékime, kad apibréZiant N kartu jveda-
mas ir tvarkos sarysis $ioje aibéje. Sakome, kad a < b (skaitome ,,a maZiau uz b*), jei
egzistuoja toks d € N, kad a + d = b.

Be Peano, galimos ir kitos aksiomy sistemos, apibréZianc¢ios N. Kai kuriose iS jy
randame tokj teigini.

Archimedo aksioma. Bet kuriai natdraliyjy skaiéiy porai a, b galima rasti tokj nattira-
lyji skaiciy n, kad an > b.

Sis teiginys i$plaukia i§ Peano aksiomuy, todél ji reikty vadinti teorema, tatiau
taip ir liko istoriskai susiklostgs pavadinimas. PanaSiai prigijo ir kiti beveik akivaizdis
teiginiai. Mes juy neiSvedinésime.

Maziausiojo elemento principas. Kiekvienas netus¢ias natiiraliyjy skaiCiy aibés poai-
bis turi maziausia elementa.

SLeonardo Pisano Fibonacci (1170-1250) — italy matematikas.
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DidZiausiojo elemento principas. Kiekvienas netu$¢ias baigtinis natiiraliyjy skaiciy
aibés poaibis turi didZiausig elementa.

Analogiskus teiginius galima suformuluoti ir sveikyjy skaiciy aibéje Z. Jais rem-
damiesi, galime apibréZti realiojo skaiCiaus = sveikaja dali

[x] := max{k € Z: k <z}

ir ,,Jubas‘:
[z] := min{k € Z: k > z}.

1.3. Dirichlé dézuciy principas

Paradoksas, bet tiriant sudétingas situacijas, kai kada pakanka paprasty ir beveik aki-
vaizdZiy teiginiy. Viena is tokiy yra suformulaves L. Dirichle®.

Dirichlé principas. Jei n rutuliy yra sudéti j m < n déZudiy, tai bent vienoje déZutéje
yra 2 ar daugiau rutuliy.

Ne visada Sio principo pritaikymas yra toks akivaizdus. ISnagrinékime elementar-
iosios skaiCiy teorijos teiginj. Teigini ,,a dalija b* trumpumo délei Zymékime a/b.

1.3 pavyzdys. Bet kokiame m + 1 elementy poaibyje, iSrinktame i§ {1, 2, ...,2m}, yra bent
du vienas kita dalijantys skaiciai.

Irodymas. Tegul A yra iSrinktasis poaibis ir |[A| = m + 1. Kiekvieng a € A galime
isreikiti @ = 2%d, ¢ia k > 0 ir d yra nelyginis. Todél d € {1,3,...,2m — 1}. Yra tik m
galimybiy $iai nelyginei skaiCiaus a daliai. Vadinasi, pagal Dirichlé principa bent du aibés A
skaiCiai turés ta pacia nelyging dali. Tegu b = 2ld e A, 1 >0, yra antrasis skaicius. Jei k& < [,
tai alb, o jei k > [, tai b|a. Irodyta.

Matome, kad ,,déZutés* turi alegoring prasme. Nelyginés dalies priskyrimas yra
isivaizduojamas ,,déjimu i déZutg”. SavarankiSkai isitikinkite, kad pavyzdyje minimas
poaibis turi bent du tarpusavyje pirminius skaicius. Kokios ,,déZutés* bus tada?

Dar labiau netikétas yra toks pavyzdys.

1.4 pavyzdys. Teguay,...,a,, yraseka galbiit pasikartojanciy nattraliyjy skaiiy. Joje egzis-
tuoja toks gretimy nariy posekis ay, ..., a;, 1 < k <1 < m,kad suma ay+- - - +a; yra skaiciaus
m Kartotinis.

[rodymas. Imkime aibes
N :={0,a1,a1 +az,...,a1 + -+ am}, R={0,1,...,m—1}

ir apibrézkime funkcija f: N — R, skaiCiui a € N priskirdami jo dalybos i§ m liekana. Kadangi
IN| = m + 1> m = | R, tai pagal Dirichlé principa aibéje N egzistuoja dvi sumos a; + - - - +

%Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) — vokie&iy matematikas.
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ap—1 ir a; + - - - + a; su ta pacia dalybos i§ m liekana. Jei ¢ia 1 < k < [ < m, tai §iy sumy
skirtumas aj, + - - - 4+ a; dalysis i§ m.

Kaip matéme, yra labai patogu naudoti atvaizdZius. Performuluodami Dirichlé
principa jiems, patj teiginj Siek tiek sustiprinsime.

1.3 teorema. Tegu M, N yraaibés, |[M| =m <n = |N|,o0 f: N — M — atvaizdis.
Tada egzistuoja toks b € M, kad

[F7 O] = [n/m];
¢ia [x] — anksCiau apibréZtos skaiCiaus = € R ,lubos*.
Irodymas. Pastebékime, kad i§ ankstesnio déZuciy principo iSplaukty tik nelygybé

f7H®)] > 2.
Jei |f~1(b)| < n/m kiekvienam b € N, tai pasinaudoje 1.2 teorema gautume

priestara;
1 n n
=IOl L= S

Taigi bent vienam b turi bati | f~*(b)| > 2. Kadangi |f~!(b)| yra natralusis skai¢ius,
tai teoremos teiginys iSplaukia i§ skaiciaus ,,luby* apibréZimo. 4

Kaip §i teorema taikoma, galima iliustruoti tokiu pavyzdZiu. Pradedanc¢iajam pro-
gramuotojui daZnai pasitiloma i$ baigtinés skirtingy realiyjy skaiciy sekos isrinkti mono-
toninj poseki. Kaip galétume ivertinti tokio posekio ilgi?

1.4 teorema. Tegu m,n € Nir aj,as,...,amsr1 yra bet kokia skirtingy realiyjy
skaiCiy seka i§ mn + 1 nariy. Joje egzistuoja monotoniskai didéjantis m + 1 nariy
posekis arba monotoniskai mazéjantis n + 1 nariy posekis. Galimi ir abu variantai.

Irodymas. Dabar Dirichlé principo taikymo galimybé vargu ar jZitirima. Reikia
irodyti posekio

ajy < Ay <00 < gy, 1< <dg <cor <y Smn+ 1,

arba
ajy > iy > > a5,,, 1<j1<jo<-<jpy1<mn+l1,

egzistavima.

Imkime bet kurj sekos narj a;, 1 < ¢ < mn + 1. Tegu ¢; — ilgiausio didéjancio
posekio, prasidedancio a;, ilgis. Jei kuris nors ¢; > m + 1, teoremos teiginys yra teisin-
gas.

Tegu dabar ¢; < m visiems 1 < @ < mn + 1. AtvaizdZiui f: a; — t;, vaizduo-
jan¢iam aibe A := {a1, a9, ..., amny1} aibéje M = {1,2,...,m}, galime pritaikyti
Sio skyrelio 1.3 teorema. Vadinasi, egzistuoja toks s € M, kad f(a;) = s dél

mn+ 1
m

—‘:n—kl
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skaiCiy a; € A. Nekeisdami jy iSsidéstymo tvarkos sekoje, suzymékime
Ajyy Qjgy ey Qjprgs, 1< g1 <Jo <0 < Jpy1r <mn+ 1.

Imkime du gretimus Sio posekio narius a;, ir aj, . Jei aj, < aj, ., tai pradéje a;, -uoju
ir prijungdami did¢janti poseki, prasidedanti aj, , ir turintj s nariy, gautume didéjantj
poseki, prasidedantj a;, , jau i§ s + 1 nario. Bet tai prieStara. Vadinasi, aj, > aj, ., su
bet kokais 1 < k < n + 1. Taigi iSrinkome maZéjantj n + 1 elementy poseki.

Teorema jrodyta. 4

1.4. Dauginimo ir ,,dukart skaic¢iuok” taisyklés

Kaip suskaiciuoti Zinomos baigtinés aibés elementus? Pirma ateinanti i galva mintis:
»skaldyk ir valdyk*. Tai iSreiSkiama tokiu akivaizdZiu teiginiu, jau pritaikytu 1.3 teore-
mos jrodyme.

1.5 teorema. Jei |A| < coir

yra jos skaidinys, tai
k
Al = 1Al
i=1

Irodymas akivaizdus. 4
Nesunku suvokti ir vadinamaja dauginimo taisykle.

1.6 teorema. Jei Ay, Ay, ..., A yra baigtinés aibés, ¢ia k — bet koks natiralusis
skaicius, tai
‘Al X A2 X oo X Ak’ = |A1HA2‘ s ‘Ak‘

Irodymas. Atvejis k = 1 yra akivaizdus. Jei k = 2, pakanka visas sutvarkytasias
poras (a,b) € A; x Ag suradyti i lentelg — matrica. Ji turés |A;] eiluciy ir | As| stulpeliy
ir todél — | A1]| A2| elementy.

Jei lygybé irodyta dél mazesnio nei k > 2 skaiCiaus aibiuy, paZyméje

B:AAI><142><'--><14]€,17
i§ indukcijos prielaidos gauname
[A1 X Ag X -+ x Ag| = [B x Ap| = |B||Ag| = [A1|[A2| - - - |Ap—1][ Ak].

Teorema jrodyta. 4

Daug kalb¢jome apie atvaizdZius. Suskaic¢iuokime juos.
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1.7 teorema. Jei X = {z1,...,2,} it Y = {y1,...,ym}, tai atvaizdZiy aibés
Fln,m):={f: X =>Y}

galia |F(n,m)| = m".

Irodymas. Kiekviena funkcija f € F := F(n, m) galime apibrézti vektoriumi
fr=(f(z1), f(xa),..., f(zn)) €Y XY x--- XY =Y".
Si atitiktis F <> Y™ yra abipusiskai vienareik§mé, tad remiantis 1.6 teorema
|F|=|Y" =m".
Teorema jrodyta. 4

Irodyme panaudotas funkcijos kodavimas vektoriumi. Tai labai vaisinga idéja.
ISnagrinékime dar vieng atveji.

1.8 teorema. Jei A yran aibé, tai visy jos poaibiy, jskaitant ir tus¢iaji, aibés galia lygi
2m,
[rodymas. Tegu

A:{al,ag,...,an}DB:{ail,aiZ,...,aik}, 1< <o <o <1 <N

Poaibiui B sudarykime koda — n-ojo ilgio vektoriy (0,...,1,0,...,1,...,0), kuriame

vienetai iraSyti ¢;-0je, i2-0je, . . . , ix-0je pozicijose, o Kitos vietos yra uZpildytos nuliais.

Kadangi kodas priskirtas abipusiskai vienareik§miskai, tai poaibiy aibés galia lygi kody

aibés galiai. Jq i§ tiesy jau radome 1.7 teoremoje, kai m = 2. Taigi gauname |F| = 2".
Teorema jrodyta.

Sunkiau ieskoti sarySio S C A x B galios. Formaliai ja galima iSreiksti dvilype
suma, sudedant tiek vienety, kiek elementy yra poaibyje 5, t.y.

1S|="Y " 1;
(a,b)es

¢ia sumuojama pagal tokius a € A ir b € B, kuriems (a,b) € S. Tarkime, kad fiksave
pirmaji poros narj a € A, mokame rasti pory i§ S skaiiy r, su tokiu a. Tada

e = Z 1.

beB
(a,b)eS
Vadinasi,
Sl=2 ra=> > 1
a€A acA bEB

(a,b)esS
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Tokiu budu dvilype suma iSreiSkéme kartotine. Panasiai, jei

qp = Z 1

acA
(a,b)€S

yra skaiCius pory, turin¢iy fiksuota antraji narj b ir priklausanciy .S, tai

191=>"a=>_ > L

beB beB acA
(a,b)€S

Sulyging abi | S| iSraiSkas, gauname labai svarby dukart skai¢iuok principa:
2.2 1= >t
acA beB beB a€A
(a,b)€S (a,b)eS
IS tiesy tai tik sumavimo tvarkos pakeitimas kartotinéje sumoje, bet jis labai svarbus
kombinatorikoje. Tad perskai¢iuodami pinigus, antra karta skaiciuokite juos pagal ki-
tokia sistema. Tada neapsiriksite!

1.5 pavyzdys. Kiek yra tasky, turinCiy natiraligsias koordinates ir esan¢iy uzdarame dau-
giakampyje D, apribotame tiesiy

=0, y=0, y =3, y=—x+67
Sprendimas. Reikia apskaiciuoti suma

5= Z 1.

(z,y)eD
z,yEN

NusibraiZzome paveiksla.

1.4 pav.

IS jo aiSkiai matyti, kad tokie taskai yra horizontaliose atkarpose. Pirmoji i$ ju yra, kai
y = 1. Joje yra 5 taSkai. PanaSiai 4 taSkai yra antroje ir 3 — trecioje. IS viso yra 12 tasky.
Nenurodydami, kad x, y € N, formaliai ta patj galé¢jome gauti tokiu biidu:

s= Y > 1= 2(6—y)=6-3—$3:18—6=12.

1<y<3 1<z<6—y 1<y<3

Apskai¢iuodami y-y suma, pasinaudojome aritmetinés progresijos sumos formule.
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Sukeiskite sumavimo tvarka Siuose skaiiavimuose ir patikrinkite rezultata. Isitikinkite,
kad taip skai¢iuodami, pirmiau surandate skaiciy tasky, esanciy vertikaliose atkarpose.
ISmokime sukeisti sumavimo tvarkg ir bendresnése formulése.

1.6 pavyzdys. Tegul a;j, %, j € N, yra bet kokie skaiciai. Tada

00
E Q5 = E Qi = E Ajj-

00 oo j—1
j>i>1 i=1 j=i+1 j=11i=1

Sprendimas. Pakanka suvokti, kad dvilypéje sumoje indeksai (4, j) perbéga plok§tumos
taskus su nattiraliosiomis koordinatémis, esan¢ius pirmajame ketvirtyje vir§ pusiaukampinés ir
nepriklausancius jai (Zr. 1.5 pav.).

y
ni1 e e e e [
e o o o
[ ] [
[ ]
[ ]
1,
o 1 L n x
1.5 pav

1.7 pavyzdys. Tegu N = {1,2,...,n}, N>=N x N, o0
S ={(d,m): dlm, d,m € N}
yra dalumo sarysis. Perskai¢iuokime dukart Sios aibés elementus.

Z 1 =:d(m)

d<n
d|m

Sprendimas. Dabar

yra skaiciaus m skirtingy natiiraliyjy dalikliy kiekis. O

-2

m<n
d|m

— skaiciaus d kartotiniy, nevirSijan¢iy n, kiekis. Vadinasi,
n
> dm =3 [5)
m<n d<n

Toliau remdamiesi $ia jdomia formule iStirtume reik§miy d(m), 1 < m < n, aritmetinio vidurkio
elgsena, kai n — oo.
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Sis ir jau minéti principai yra taikomi ne tik skaiiy teorijoje. Ir mes praplésime

savo objekty lauka grafais.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Uzduotys
Tegul A, A; C X ir A:= X \ A, 1 <i < nirn € N. Irodykite, kad:

<n <n i<n

.
N

Sesiazenklis troleibuso bilietas vadinamas laiminguoju, jeigu pirmujy trijy skait-
meny suma lygi antrojo trejeto skaitmeny sumai. Pavyzdziui, bilietas, kurio nu-
meris yra 111003, — laimingas, o 111002 — ne. ApibréZzkite abipusiSkai viena-
reikSme atitiktj tarp laimingyjy biliety aibés ir aibés biliety, kuriy visy skaitmeny
suma lygi 27.

Aibéje N aksiominiu biidu jveskite daugyba. Tada irodykite sudéties ir daugybos
asociatyvumo, komutatyvumo ir jy distributyvumo savybes.

Visiems n € N jrodykite formules:

2 | 92 2 _ n(n+1)(2n+1).
a)1° +2° 4 ... 4 n? = B

1),2

b)13+23+...+n3:(%) :
0 (a = A(a" B0+ a" 2 B = an - B, o, BER
Irodykite Sias Fibonacio skaiCiy savybes:
a)FO+F1++Fn: n+2_1;
b)F2—F, 1 Fy1 = (—1)™

Teatro eiléje yra n sédimy viety. Kiek joje yra viety poaibiy, kuriuose bet kurios

dvi vietos néra Salia? Atraskite sarysi su Fibonacio skaiciais.

Apie apskrita stala yra n numeruoty sédimy viety. Kiek yra viety poaibiy, kuriuo-
se bet kurios dvi vietos néra Salia? Atraskite sarysi su Fibonacio skaiciais.

Ivede papildoma salyga 1 < ¢ < j < n, dvilype suma

E aij
i,jEN

i+j<n

uzraSykite kartotine ir sukeiskite sumavimo tvarka.
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