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Įvadas 
 
Matematinė statistika dažnai skirstoma į teorinę statistiką (tai viena iš matematikos mokslo 
disciplinų) ir taikomąją (ji paprastai nurodo tik tyrimo žingsnius ir rekomenduojamas procedūras, jų 
pagrindimą palikdama teoretikams). Šiame kurse nagrinėsime pastarąją statistikos dalį.   
 
Skirsime dvi taikomosios statistikos dalis – aprašomąją (angl. descriptive) ir sprendžiamąją (angl. 
inferential) statistikas. Pirmoji susijusi su duomenų kompaktišku (skaitiniu ar grafiniu) pateikimu, o 
antroji – su įvairių teiginių (hipotezių) apie populiaciją tikrinimu (pvz., ar teisybė, kad šiemet 
partijų populiarumas išliko toks pat kaip ir pernai?). Abi šias dalis aptarsime šiame kurse.      
 
Statistikoje dera skirti visą tiriamąją aibę (arba populiaciją) ir jos dalį – imtį (politinių partijų 
populiarumo tyrimai remiasi duomenimis, gautais apklausus tik dalį visų balsavimo teisę turinčių 
asmenų (šių asmenų atsakymai sudaro imtį); visų asmenų (visos populiacijos) nuomonę sužinosime 
tik rinkimų metu). Laikoma, kad populiacija yra begalinė arba bent „didelė“, o dažno tyrimo tikslas 
– pagal baigtinę imtį įvertinti populiacijos parametrus (pvz., vidurkį arba partijų populiarumą 
procentais). Aišku, kad imtis nelygi imčiai, todėl imties vidurkis kiekvienai imčiai vis kitoks, jis tik 
apytiksliai lygus populiacijos vidurkiui. Jei imtis didelė ir „teisingai sudaryta“, imties vidurkis 
neturėtų daug skirtis nuo populiacijos vidurkio. Panaši pastaba galioja ir kitiems parametrams – kuo 
imtis didesnė, tuo įvertis arčiau tikrosios reikšmės. Šitai paaiškina, kodėl duomenų turi būti „daug“. 
 
Šiuolaikinė taikomoji statistika neįsivaizduojama be komputerio. Yra ne viena programa (SPSS, 
EViews, Statistica, S-Plus, R ir t.t.), skirta statistinių duomenų analizei. Tenka pripažinti, kad 
daugumos jų galimybės yra maždaug vienodos, vienos ar kitos programos pasirinkimas dažnai 
priklauso jos prieinamumo, kainos ir pan. Šiame kurse remsimės nemokama, šiuo metu ko gero 
galingiausia programa R (ją galima nemokamai atsisiųsti iš http://cran.at.r-project.org/, smulkiau žr. 
1 skyrių).  
 
Iš lietuviškų knygų, skirtų matematinei statistikai, paminėsime [ČM1] ir [ČM2] (jų yra ir daugiau). 
Šis kursas skiriasi nuo kitų tuo, kad jame sąmoningai atsisakoma matematinio procedūrų 
pagrindimo, tai iš tikro turėtų būti „pats trumpiausias“ taikomosios statistikos kursas. 
 
Kartu su šiuo paskaitų konspektu yra platinamas kompaktinis diskas R1. Jame rasite R instaliacinę 
programą, kiek literatūros apie R, įvairių duomenų rinkinių ir pan. 
 
Aš tikiuosi, kad viskas, kas išdėstyta šiame kurse, yra tiesa (nors, kaip taisyklė, ne visa tiesa; čia 
pateiktas tik statistikos pradžiamokslis). Statistika yra labai subtilus mokslas, todėl, susidūrus su 
bent kiek rimtesne problema, rekomenduočiau kreiptis į profesionalų statistiką.   
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1. R ir statistiniai duomenys  

R yra nemokamas, labai aukštos klasės programinis produktas, skirtas statistinių duomenų apdoro-
jimui. Windows‘inę R versiją instaliuoti galima taip: internete nuvairuokite į, pvz., http://cran.at.r-
project.org/ ir iš ten atsisiųskite failą1 Windows|base|R-2.7.1-win32.exe. Išsaugokite šį failą jums 
patogioje vietoje, o po to tiesiog spragtelėkite ant jo vardo – instaliavimas bus (beveik) automatiš-
kas, jis baigsis R‘o ikonos atsiradimu jūsų darbastalyje.  
 
Norėdami pradėti darbą su R, spustelėkite šią ikoną – atsivers R komandinis langas.  
 

 
1.1  pav. R komandinis langas (angl. R Console) 

 
Vienai temai skirtos R programos yra talpinamos paketuose. Kai kurie paketai yra R instaliaciniame 
faile, kitus dabar atsisiųsime internetu. Spustelėkite (žr. 1.1 pav.) Packages|Install packa-
ge(s)...|Austria, pasirodžiusioje lentelėje pasirinkite UsingR, Ecdat, datasets, car, AER ir paspauski-
te OK – šių paketų2 instaliavimas bus atliktas automatiškai.    
 

1.1. Kaip įrašyti duomenis į R? 
 
Tyrimo metus surinktus duomenis galima įrašyti iš ekrano tiesiai į R darbinę atmintį, tačiau papras-
tai jie būna pateikti tekstiniu pavidalu (failai *.txt, *.asc , *.dat ir pan.) arba Excel‘iniu pavidalu 
(failai *.xls ar *.csv) – tokiu atveju juos reikia importuoti į R.  

                                                 
1 Tai naujausia R versija šiuo metu (2008.07.01). Gali būti, kad jūsų versijos numeris bus kitas. 
2 Juose yra daug duomenų rinkinių, kurie mums pravers pratyboms ateityje. 
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1.1 pavyzdys. Kompaktinio disko R1 kataloge DUOMENYS rasite kelis katalogus su duomenų 
failais. Importuosime tekstinį failą exercise.dat iš katalogo Glass_Hopkins. Štai šis failas: 
 
ID SEX SMOKE AGE PULSE_1 PULSE_2 NAME 
1 1 1 31 62 126 ALLAN    
2 2 1 20 78 154 MARY     
3 2 1 28 76 146 BILLIE   
4 2 1 29 81 174 LINDA    
.......................................................................    
39 1 0 21 66 142 GREG     
40 1 0 30 70 132 RICHARD  

Jame yra 40 įrašų (eilučių), tiriami kintamieji (stulpeliai) turi vardus, kintamųjų aprašymas pateiktas 
faile readme.txt. Jame parašyta, kad „duomenys buvo surinkti, išmatavus 40-ties asmenų pulsą prieš 
ir po vienos mylios bėgimo“. Čia 
 
ID  asmens numeris 
SEX  1=vyras, 2=moteris 
SMOKE  1=rūko, 0=nerūko 
AGE  amžius 
PULSE_1  pulsas prieš bėgimą 
PULSE_2  pulsas po bėgimo 
NAME  asmens vardas 
 
Tekstinį duomenų failą importuojame su funkcija (komanda) read.table, šį duomenų rinkinį 
(naują R’o objektą) pavadinsime3 exerc.  
 
> exerc=read.table(file.choose(),header=TRUE) # surinkite šią tekstą R ekrane 
                                              # ir spustelėkite Enter       
 
Funkcijos read.table pirmas argumentas turi nurodyti tikslų failo exercise.dat adresą; kadangi 
tai nėra taip paprasta, mes pasirinkome kitą variantą – vietoje adreso įrašėme file.choose() 
(dabar atsidarys langelis, kuriame rasti reikalingą failą bus nesunku). Antras argumentas 
header=TRUE nurodo, kad failo exercise.dat stulpeliai turi (1-oje failo eilutėje įrašytus) vardus. 
 
> exerc # surinkite šį tekstą ir paspauskite Enter – pamatysite objektą  
        # vardu exerc 
 
   ID SEX SMOKE AGE PULSE_1 PULSE_2    NAME 
1   1   1     1  31      62     126   ALLAN 
2   2   2     1  20      78     154    MARY 
3   3   2     1  28      76     146  BILLIE 
4   4   2     1  29      81     174   LINDA 
……………………………………………………………………………………………………………… 
39 39   1     0  21      66     142    GREG 
40 40   1     0  30      70     132 RICHARD 
 
Atkreipiame dėmesį į tai, kad R’o atmintyje kol kas yra tik objektas exerc (šis stačiakampis 
duomenų rinkinys vadinamas (duomenų) lentele (angl. data.frame)), o kintamųjų (stulpelių) kol kas 
nėra. 

                                                 
3 Pageidautina, kad naujo R objekto vardas būtų informatyvus. Kad būtų aiškiau, varde galima įterpti taškus, pvz., 
exerc.senas ir exerc.naujas).  
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> AGE 
Error: object "AGE" not found 
 
Norint pasiekti stulpelius, lentelę exerc reikia prijungti (angl. attach): 
 
> attach(exerc) 
> AGE              # dabar visi exerc stulpeliai pasiekiami 
 [1] 31 20 28 29 21 27 21 42 22 28 21 22 43 19 23 41 24 21 21 20 38 20 33 25 37 
[26] 22 32 22 22 19 21 26 32 24 28 34 35 21 21 30 
 
AGE yra skaitinis kintamasis:   
 
> class(AGE) 
[1] "integer" 
 
(liet. sveikasis skaičius). Antra vertus, kintamasis NAME nėra skaičius, jis nurodo asmens vardą: 
 
> class(NAME) 
[1] "factor" 
 
(asmenį ar grupę nurodančius kintamuosius vadinsime grupiniais kintamaisiais arba faktoriais). 
Atkreipsime dėmesį, kad nors kintamasis SMOKE įgyja skaitines reikšmes, tačiau iš tikrųjų 1 ir 0 yra 
tik patogūs simboliai rūkančių ir nerūkančių grupėms koduoti. Šį kintamąjį paversti faktoriumi ga-
lima su funkcija factor.  
 
> class(SMOKE) 
[1] "integer" 
> SMOKE.f=factor(SMOKE) # Sukūrėme naują R objektą vardu SMOKE.f 
> class(SMOKE.f) 
[1] "factor" 
 

 
Baigus darbą su exercise kintamaisiais, juos geriau atjungti su detach(exerc). 
 

1.2 pavyzdys. Kompaktinio disko R1 kataloge DUOMENYS yra katalogas Koop, kurio pokatalo-
gyje Text yra tekstinis failas HPRICE.txt. Deja, šis failas nėra sutvarkytas pagal R reikalavimus – 
pvz., pirmojo stulpelio vardas sale price užima dvi eilutes (funkcija read.table nesupras 
tokio užrašo).   
 
sale   lot   #bed     #bath  #stories drive. rec room basement gas  air cond #garage desire loc 
price  size 
42000 5850 3 1 2 1 0 1
 0 0 1 0 
38500 4000 2 1 1 1 0 0
 0 0 0 0 
..................................... 

 
Norint šį failą importuoti į R, reikia arba patiems tinkamai sutvarkyti failą HPRICE.txt, arba impor-
tuoti duomenis iš Excel‘inio failo Koop\Excel\HPRICE.xls. Išbandysime antrą variantą. Atidarykite 
failą HPRICE.xls ir pažymėkite (apšvieskite) visus mums reikalingus laukelius, t.y., stačiakampį su 
viršūnėmis A1 ir L547. Paspauskite Ctrl+C klavišus, o po to R komandiniame lange surinkite ko-

Duomenų rinkinys, kurį sudaro kelių kintamųjų stebėjimai, R‘e dažniausiai talpinamas lentele. Jo 
stulpeliai dažniausiai būna dviejų klasių - skaitiniai kintamieji arba grupiniai kintamieji (faktoriai) 
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mandą hprice=read.delim("clipboard",header=TRUE). Naujas R objektas hprice 
yra didelis (jis turi 546 eilutes), todėl jį apžvelgti bus paprasčiau, jei į ekraną išvesime tik pirmas 10 
eilučių. Vartosime objekto poaibio ženklą [...]: simbolis 1:10 reiškia skaičių seką 1, 2,..., 10, 
simbolis hprice[1:10, ] nurodo nagrinėti pirmas dešimt lentelės hprice eilučių ir visus jų 
stulpelius, simbolis hprice[ ,3] – paimti visus trečio stulpelio elementus ir t.t. 
 
> hprice[1:10,] 
   sale.price lot.size X.bedroom X.bath X.stories driveway rec.room basement gas air.cond X.garage desire.loc 
1       42000     5850         3      1         2        1        0        1   0        0        1          0 
2       38500     4000         2      1         1        1        0        0   0        0        0          0 
3       49500     3060         3      1         1        1        0        0   0        0        0          0 
4       60500     6650         3      1         2        1        1        0   0        0        0          0 
5       61000     6360         2      1         1        1        0        0   0        0        0          0 
6       66000     4160         3      1         1        1        1        1   0        1        0          0 
7       66000     3880         3      2         2        1        0        1   0        0        2          0 
8       69000     4160         3      1         3        1        0        0   0        0        0          0 
9       83800     4800         3      1         1        1        1        1   0        0        0          0 
10      88500     5500         3      2         4        1        1        0   0        1        1         0 

 
Čia  
 
sale.pricenamo pardavimo kaina (skaitinis kintamasis) 
lot.size   sklypo plotas (skaitinis kintamasis) 
X.bedroom miegamųjų skaičius (tai skaitinis kintamasis, tačiau jį galima paversti ir faktoriumi)  
X.bath   vonių skaičius (tai skaitinis ...) 
X.stories namo aukštų skaičius (tai skaitinis ...) 
driveway     įvažiavimų skaičius 
rec.room  poilsio kambarių skaičius  (tai skaitinis ...)  
basement  kambarių rūsyje skaičius (tai skaitinis ...)   
gas   jei =1 - name yra dujos, jei =0 – namas be dujų (tai skaitinis ...) 
air.cond  jei =1 – namas su kondicionieriumi, jei =0 – be kondicionieriaus (tai skaitinis ...) 
X.garage     garažų skaičius name (tai skaitinis ...) 
desire.loc jei gera vieta – 1, jei bloga – 0 (tai skaitinis ...)                
 
Lentelės hprice eilučių ir stulpelių skaičių galima sužinoti su funkcija dim (nuo (angl.) dimen-
sions): 
 
> dim(hprice) 
[1] 546  12              
 
Beveik kiekviename R pakete galima rasti duomenų rinkinių. Jų ypatingai daug yra paketuose 
UsingR, datasets ir Ecdat. Žemiau pateiktoje užduotyje yra paaiškinta kaip importuoti duomenų 
rinkinį mtcars iš datasets paketo 
 
1.1  UŽDUOTIS. Atlikite nurodytas komandas 
 
library(datasets)      # prisijunkite paketą „datasets“     
library(help=datasets) # pamatysite šio paketo duomenų rinkinių sąrašą 
data(mtcars)           # išarchyvuokite duomenų rinkinį „mtcars“ – po šios 
                       # operacijos mtcars atsiras R‘o darbinėje atmintyje         
?mtcars                # mtcars lentelės aprašymas  
 
mtcars[1:10,]          # pirmos 10 jos eilučių   
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Apibūdinkite pirmų šešių stulpelių duomenis. Kurie iš jų skaitiniai, o kurie – grupiniai? Atspaus-
dinkite juos R‘o komandiniame ekrane. 
 
1.2  UŽDUOTIS. Importuokite duomenų rinkinį homedata iš paketo UsingR. Kiek eilučių ir 
kiek stulpelių yra šioje lentelėje? Kas tai per duomenys? Kokie tai duomenys – skaitiniai ar grupi-
niai?               
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2. Skaitinių kintamųjų aprašomoji analizė 

2.1. Vienas skaitinis kintamasis 
 
Nors vienas svarbiausių statistikos uždavinių yra ryšių tarp kelių kintamųjų nustatymas, analizę 
pradėti verta vieno skaitinio kintamojo aprašymu. Vieno skaitinio kintamojo imtis trumpai nusako-
ma dviem skaičiais – vienas jų charakterizuoja vienaip ar kitaip apibrėžiamą aibės „centrą“, o kitas 
– kintamojo reikšmių sklaidumą šio centro atžvilgiu.  
 

Imties centras paprastai nusakomas imties (reikšmių aritmetiniu) vidurkiu arba mediana 
 
2.1 apibrėžimas. Jei požymio x matavimo rezultatai yra imtis 1 2, ,..., nx x x , tai šios imties empiriniu1 
vidurkiu (angl. (sample) mean)) vadiname skaičių 1( ... ) /nx x x n= + + . Jis skaičiuojamas su funkci-
ja mean. 
 
Priminsime, kad šis skaičius tik apytiksliai lygus populiacijos (arba teoriniam) vidurkiui xµ  (pasta-
rąjį skaičių sužinotume, jei ištirtume visus individus; kadangi to paprastai padaryti neįmanoma, vi-
durkio xµ  nežinome, tai tiesiog tam tikras idealizuotas, paprastai nežinomas, skaičius). Aišku, kad 
paėmus kitą imtį, jos vidurkis x  bus kitoks, bet tikriausiai visi šie vidurkiai tarpusavy skirsis ne-
daug (nedaug jie skirsis ir nuo xµ ). Be to, kuo imtis didesnė, tuo x  nuokrypis nuo xµ  bus mažes-
nis. 
 
2.1 pavyzdys. Apskaičiuosime kelis vidurkius. 
 
library(UsingR) # prijungiame paketą UsingR   
data(homedata)  # išarchyvuojame duomenų rinkinį homedata 
?homedata    # pirmame stulpelyje – namo kaina 1970 m., antrame –  
             # to paties namo kaina 2000 m.    
homedata[1:10,] # pirmos 10 duomenų lentelės homedata eilučių 
 
    y1970  y2000 
1   89700 359100 
2  118400 504500 
3  116400 477300 
4  122000 500400 
5   91500 433900 
6  102800 464800 
7   71700 395300 
8   71400 340700 
9   68200 297400 
10  71900 198600 
 
> attach(homedata) # galėsime dirbti su kintamaisiais y1970 ir y2000 
> mean(y1970) 
[1] 70820.93 # kainos vidurkis 1970 m. 
> mean(y2000) 
[1] 268369.8 # kainos vidurkis 2000 m. 
> mean(y2000)-mean(y1970) 
[1] 197548.9 # vidurkių skirtumas 
 

                                                 
1 Empiriniu, t.y., apskaičiuotu pagal tyrimo rezultatus. Atitinkama populiacijos sąvoka vadinama teoriniu vidurkiu. 
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> mean(y2000-y1970) 
[1] 197548.9 # vidurkių skirtumą galima skaičiuoti ir šitaip 
 
Pastebėsime, kad  y2000-y1970 yra vektorius, sudarytas iš 6841 skaičių, kurių kiekvienas yra 
lygus namo naujos ir senos kainų skirtumui. Matome, kad namų kaina per šiuos 30 metų vidutiniš-
kai pabrango 197548,9 JAV doleriu.  
 
2.1  UŽDUOTIS. Lentelės exerc stulpeliuose PULSE_1 ir PULSE_2 pateikti skaičiai yra pulsas 
prieš ir po 1 mylios bėgimo. Apskaičiuokite vidutinį pulso pokytį, o taip pat vidutinį procentinį po-
kytį 100*(PULSE_2-PULSE_1)/PULSE_1.   
 
2.2 apibrėžimas. Imtį 1 2, ,..., nx x x  perrašykime didėjimo tvarka: * * *

1 2 ... nx x x≤ ≤ ≤ . Ši nauja skaičių 

seka * * *
1 2, ,..., nx x x  vadinama imties variacine eilute, o jos vidurinis narys vadinamas imties (arba em-

pirine) mediana.  
 
2.2 pavyzdys. Tarkime, kad devynis elementus turinti imtis x yra tokia2: 
 
> x 
[1] 12 7 16 18 18 11 3 13 11    # imtis turi 9 narius 

 
Su funkcija sort, šią imtį perrašysime didėjimo tvarka: 
 
> x.did=sort(x) # x.did yra naujas vektorius (tai imties variacinė eilutė) 
> x.did 
[1]  3  7 11 11 12 13 16 18 18 

 
Vidurinis (t.y., penktasis) šios sekos narys (t.y., mediana) yra 12. Tą patį rezultatą gautume ir su 
funkcija median: 
 
> median(x) 
[1] 12 
 
Jei imtyje yra lyginis narių skaičius, mediana bus dviejų vidurinių narių aritmetinis vidurkis.  
 
> y                             
 [1] 20 24 14 10 30 19 29 10 14 9    # 10 narių  
> y.did=sort(y)                      # variacinė eilutė   
> y.did 
 [1] 9 10 10 14 14 19 20 24 29 30    # du viduriniai nariai 
> median(y) 
[1] 16.5                             # mediana yra jų vidurkis  
 
Mediana, apskritai kalbant, nesutampa su vidurkiu. Be to, vidurkiui didelę įtaką gali padaryti kelios 
ekstremalios reikšmės, o mediana joms nėra jautri (jei didžiausia y.did reikšmė būtų ne 30, o 300, 
vidurkis pastebimai pasikeistų; tuo tarpu mediana liktų tokia pati). Vidurkio ir medianos skirtumas 
yra ypač didelis, kai stebimojo požymio x tikimybių skirstinys yra nesimetriškas, t.y., nuokrypiai 
nuo vidurkio dešinėn ar kairėn nėra lygiai tikėtini. Pvz., atlyginimų skirstinys paprastai nėra simet-

                                                 
2 Tokią skaičių seką įrašyti į R galima taip: x=c(12,7,16,18,18,11,3,13,11). 
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riškas (visuomet atsiranda keliolika labai labai turtingų žmonių), todėl JAV skelbiama atlyginimų 
mediana3, o ne vidurkis.     
 

 

2.1  pav. JAV metinių atlyginimų (tūkstančiais) vidurkiai ir medianos (kodėl vidurkis 
didesnis?) 

*** 
 
Imtį charakterizuoti vien vidurkiu nėra gerai, nes kartais, nors dviejų imčių vidurkiai yra lygūs, jos 
pastebimai skiriasi duomenų sklaidumu. Reikšmių išsibarstymą galima matuoti, pvz., skirtumu tarp 
imties maksimalios (max(x)) ir minimalios (min(x)) reikšmių, tačiau yra ir geresnių charakteris-
tikų. 

Imties reikšmių sklaida paprastai nusakoma (empiriniu) standartu arba  
tarpkvartiliniu skirtumu 

 
2.3 apibrėžimas. Jei požymio x matavimo rezultatai yra 1 2, ,..., nx x x , tai šios imties empirine dis-

persija (angl. sample variance) vadinamas skaičius 2 2 2

1
( ) / ( 1)

n

x i
i

s s x x n
=

= = − −∑ . Kvadratinė šaknis 

iš dispersijos vadinama empiriniu standartu (angl. standard deviation). Dispersija skaičiuojama su 
funkcija var, o standartas (būtent jis yra duomenų sklaidumo matas) – su funkcija sd.  WW 
 
> with(HOMEDATA, sd(y1970)) 
[1] 22268.71 
> with(HOMEDATA, sd(y2000)) 
[1] 130729.0 
  
Taigi, lyginant su 1970 m., 2000 m. padidėjo ne tik namų kainos vidurkis, bet ir kainų sklaidumas 
(standartas padidėjo nuo 22 268.71 iki 130 729.0 (USD)).  
 

*** 
 
Iki šiol, norėdami dirbti su lentelės stulpeliu, vartojome attach arba with funkcijas. Lentelės 
stulpelį „ištraukti“ galima ir su [...] funkcija.  
 
                                                 
3 Pusės žmonių uždarbis yra didesnis už medianą, o kitos pusės – mažesnis. 
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> y1970 
Error: object "y1970" not found # Kol kas vektoriaus y1970 dar nėra  
> y1970=HOMEDATA[,1]            # Ištraukiame 1-ą stulpelį 
> sd(y1970)                     # Dabar jau y1970 yra (ir liks) R‘o darbinėje   
[1] 22268.71                    # atmintyje 
 
 
2.2  UŽDUOTIS. Ištraukite iš HOMEDATA antrąjį stulpelį y2000.     
 

*** 
 
Mes jau apibrėžėme imties medianą – tai toks imties elementas, už kurį pusė imties imties elementų 
yra mažesni, o pusė – didesni.  Imties 1-ju (3-ju) kvartiliu (angl. quartile) (žymime, atitinkamai, Q1 
ir Q3) vadiname imties elementą, už kurį ketvirtadalis (atitinkamai, trys ketvirtadaliai) imties narių 
yra mažesni (taigi mediana yra 2-asis kvartilis Q2). Kintamojo reikšmių sklaidai matuoti dažnai 
vartojamas ne tik standartas, bet ir tarpkvartilinis skirtumas.  
 
2.4 apibrėžimas. Imties 1 2, ,..., nx x x  tarpkvartiliniu skirtumu (angl. IQR – interquartile range) vadi-
name skirtumą Q3-Q1. Jį galima apskaičiuoti su summary (liet. santrauka) funkcija. 
 
> summary(y1970) 
   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max.  
   9200   57000   68900   70830   80500  297200 
> 80500-57000    # R galima vartoti ir kaip kalkuliatorių; beje, tarpkvartilinis 
[1] 23500        # y1970 skirtumas beveik sutampa su jo standartu 
 

*** 
 
Vieno skaitinio kintamojo skaitinį aprašymą (vidurkiu, standartu, kvartiliais ir pan.) galima papildy-
ti grafiniu. Vienas naudingiausių grafikų yra stačiakampė diagrama, kuri brėžiama su boxplot 
funkcija. 
library(UsingR) 
?alltime.movies    # Visų laikų pelningiausių filmų sąrašas   
data(alltime.movies) # Išarchyvuojame duomenis 
alltime.movies[1:10,] 
                                        Gross Release.Year 
Titanic                                   601         1997 
Star Wars                                 461         1977 
E.T.                                      435         1982 
Star Wars: The Phantom Menace             431         1999 
Spider-Man                                404         2002 
Jurassic Park                             357         1993 
The Two Towers                            339         2002 
Forrest Gump                              330         1994 
The Lion King                             329         1994 
Harry Potter and the Sorcerer's Stone     318         2001 
 
boxplot(alltime.movies[,1],horizontal=TRUE) 
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2.2  pav. Kintamojo alltime.movies  stačiakampė (horizontaliai išbrėžta) diagrama 

 
Stačiakampio viduryje esanti „riebi“ linija žymi medianą, o stačiakampio kairioji ir dešinioji krašti-
nės – pirmą ir trečią kvartilius.  Status brūkšniukas kairėje žymi max(min(x),Q1-1,58*IQR), o 
status brūkšniukas dešinėje - min(max(x),Q3+1,58*IQR); rutuliukai už jų – „nenormaliai daug“ 
nuo medianos nutolusias išskirtis. Matome, kad pajamų Gross skirstinys nėra simetriškas – nors 
Q1 ir Q3 yra beveik vienodai nutolę nuo medianos, didelių išskirčių yra žymiai daugiau negu mažų. 
 
2.3  UŽDUOTIS. Išbrėžkite y1970 stačiakampę histogramą. Kas pasikeičia, jei pašalinate opciją 
horizontal=TRUE? 
 
 

2.2. Du skaitiniai kintamieji 
 
Du skaitiniai kintamieji gali būti pateikti kaip du atskiri objektai (pvz., y1970 ir y2000) arba ap-
jungti į vieną duomenų lentelę (kaip HOMEDATA).  Šiuo atveju kai kurias abiejų stulpelių skaitines 
charakteristikas galima apskaičiuoti vienu kartu:  
 
> mean(HOMEDATA) 
   y1970     y2000  
70831.29 268345.77 
> sd(HOMEDATA)  
    y1970     y2000  
 22268.71 130728.96  
> median(HOMEDATA)  
Error in median.default(HOMEDATA): need numeric data 
 

2.3 pavyzdys.  Funkcija mean turi prasmę tik su skaitiniais kintamaisiais (nes netgi tuomet, kai 
grupės koduojamos skaičiais, šie skaičiai iš tikrųjų tėra tik grupių vardai). Todėl, norint apskaičiuoti 
visų lentelės stulpelių vidurkius iš karto, arba visa lentelė turi būti sudaryta vien tik iš skaitinių kin-
tamųjų, arba reikia nurodyti, kurie stulpeliai skaitiniai. 
 
library(datasets)   
?mtcars      #(plg. 1.1 užduotį) mpg=miles per gallon, disp=cilindrų   
            # tūris, hp=horsepower, wt=weight 
mtcars[1:5,] 
                   mpg cyl disp  hp drat    wt  qsec vs am gear carb 
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Mazda RX4         21.0   6  160 110 3.90 2.620 16.46  0  1    4    4 
Mazda RX4 Wag     21.0   6  160 110 3.90 2.875 17.02  0  1    4    4 
Datsun 710        22.8   4  108  93 3.85 2.320 18.61  1  1    4    1 
Hornet 4 Drive    21.4   6  258 110 3.08 3.215 19.44  1  0    3    1 
Hornet Sportabout 18.7   8  360 175 3.15 3.440 17.02  0  0    3    2 
 
Ne visuose stulpeliuose yra skaitiniai duomenys (pvz., stulpelyje cyl nurodytas automobilio cilind-
rų skaičius, tai grupinis kintamasis). Apskaičiuosime kelių stulpelių vidurkius. 
 
> mean(mtcars[,c(1,3,4,6)]) # Funkcija c(=combine) apjungia kelis skaičius į 
                            # vektorių; čia pasirinkome skaitinius stulpelius  
      mpg      disp        hp        wt  
 20.09062 230.72188 146.68750   3.21725 
 
X Jei du stulpeliai yra vienos prigimties (pvz., y1970 ir y2000), juos palyginti lengviausia su 
boxplot komanda: boxplot(y1970,y2000,horizontal=TRUE) (tą patį gautume ir su 
boxplot(HOMEDATA,horizontal=TRUE)). 
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2.3  pav. Kintamųjų y1970 ir y2000 skiriasi ne tik medianos, bet ir IQR 

*** 
Vienas pagrindinių statistinės analizės tikslų yra ryšių tarp kintamųjų nustatymas.  
 

Dviejų skaitinių kintamųjų (požymių) x ir y (tiesinio) ryšio stiprumas 
paprastai nusakomas jų koreliacijos koeficientu 

 
2.5 apibrėžimas. Imčių 1 2, ,..., nx x x  ir 1 2, ,..., ny y y  (arba požymių x ir y) empirine kovariacija vadi-

namas skaičius 1cov( , ) ( )( ) / ( 1)n
i iix y x x y y n

=
= − − −∑ . Skaičius , ( , )x yr r cor x y= = =  

cov( , ) / x yx y s s  vadinamas kintamųjų x ir y (empiriniu) koreliacijos koeficientu.  
 
Koreliacijos koeficientas r visuomet yra tarp -1 ir 1:  1 1r− ≤ ≤ ; jei jis arti 0 – ryšio tarp kintamųjų 
beveik nėra, jei arti -1 ar 1 – vienas kintamasis maždaug tiesiškai priklauso nuo kito, t.y., 
y a bx≈ + . Koreliacijos koeficientą galima iš karto apskaičiuoti su funkcija cor, tačiau prieš tai 
verta išbrėžti sklaidos diagramą – joje labai lengva įžvelgti ryšius (jei jie yra) tarp dviejų kintamųjų.  
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2.6 apibrėžimas. Skaitinių imčių 1 2, ,..., nx x x  ir 1 2, ,..., ny y y  sklaidos diagrama vadinamas grafikas 
su jame pažymėtais taškais 1 1 2 2( , ), ( , ),..., ( , )n nx y x y x y . Ši diagrama brėžiama su funkcija 
plot(x,y)arba, kas tas pat, plot(y~x).     
 
2.4 pavyzdys. Panagrinėkime ryšį tarp PULSE_1 ir PULSE_2 iš exerc lentelės. 
 
par(mfrow=c(1,2))                   # R’o grafiniame lange bus du polangiai      
with(exerc,plot(PULSE_2~PULSE_1))   # Brėžiame sklaidos diagramą  
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2.4  pav. PULSE_1 ir PULSE_2 sklaidos diagrama (exerc duomenų lentelė, kairėje); sklaidos 
diagrama be įrašo su maksimaliu PULSE_2 (EXERC duomenų lentelė, dešinėje; žr. 2.4 pavyzdį). 
Akivaizdu, kad didėjant PULSE_1 didėja ir PULSE_2, be to, ta priklausomybė daugmaž tiesinė   

Matyti (žr. 2.4 pav., kairėje), kad augant PULSE_1 kartu  didėja ir PULSE_2, tačiau šį ryšį iškrei-
pia vienas taškas su su maksimaliu PULSE_2. Nustatysime šio įrašo numerį ir jį pašalinsime iš mū-
sų lentelės. 
 
 
with(exerc,which(PULSE_2==max(PULSE_2))) 
[1] 6                # Šis įrašas yra 6-oje eilutėje     
EXERC=exerc[-6,]     # Pašalinsime jį, o naują lentelę pavadinsime EXERC  
 
with(EXERC,plot(PULSE_2~PULSE_1)) # “Patobulinta” sklaidos diagrama (2.4 pav., 
                                  # dešinėje) 
with(EXERC,cor(PULSE_1,PULSE_2)) 
[1] 0.4869192                     # “Pagerintų” imčių koreliacijos koeficientas  
 
Pagerintų imčių koreliacijos koeficientas nemažas – jis lygus 0.4869192. Laikoma, kad tuomet, kai 
koreliacijos koeficiento modulis didesnis už 0.5, ryšys tarp kintamųjų pakankamai stiprus.  
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2.5  pav. Koreliacijos koeficiento įtaka sklaidos diagramos formai 

 

2.5 pavyzdys. Įsitikinsime, kad (vyrų) ūgis ir svoris yra (tiesiškai) susiję. Nagrinėsime failą ba-
bies iš UsingR paketo.    
 
library(UsingR) 
data(babies) 
babies[1:5,] 
 
  id pluralty outcome date gestation sex  wt parity race age ed ht wt1 drace dage ded dht dwt marital inc smoke time number 
1 15        5       1 1411       284   1 120      1    8  27  5 62 100     8   31   5  65 110       1   1     0    0      0 
2 20        5       1 1499       282   1 113      2    0  33  5 64 135     0   38   5  70 148       1   4     0    0      0 
3 58        5       1 1576       279   1 128      1    0  28  2 64 115     5   32   1  99 999       1   2     1    1      1 
4 61        5       1 1504       999   1 123      2    0  36  5 69 190     3   43   4  68 197       1   8     3    5      5 
5 72        5       1 1425       282   1 108      1    0  23  5 67 125     0   24   5  99 999       1   1     1    1      5 

 
Šiame duomenų rinkinyje (be kitų kintamųjų) yra pateikti ir naujagimio tėvo ūgis dht ir svoris 
dwt.  
 
with(babies,plot(dwt~dht)) # Brėžiame sklaidos diagramą 
 
Keistas sklaidos diagramos vaizdas (žr. 2.6 pav., kairėje) paaiškinamas tuo, kad kai kuriuose įrašuo-
se trūksta tėvo ūgio ir/arba svorio duomenų (trūkstamas ūgis koduojamas skaičiumi 99, o trūksta-
mas svoris – skaičiumi 999). Dviem žingsniais pašalinsime šias eilutes iš babies lentelės.  
 
babies1=with(babies,babies[(dht!=99),])   # Palikome tik eilutes, kuriose ūgis  
                                          # nelygus 99  
BABIES=with(babies1,babies1[(dwt!=999),]) # Palikome tik eilutes, kuriose svoris  
                                          # nelygus 999  
with(BABIES,plot(dwt~dht)) # Brėžiame „pataisytą“ sklaidos diagramą 
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2.6  pav. Vyrų ūgio ir svorio sklaidos diagramos – nepataisyta (kairėje) ir pataisyta 
(dešinėje) 

Matome, kad aukštesnių vyrų svoris didesnis ir ta priklausomybė daugmaž tiesinė. Šį tamprų ryšį 
patvirtina ir didelė koreliacijos koeficiento reikšmė: 
 
> with(BABIES, cor(dht,dwt)) 
[1] 0.5339682 
 
2.4  UŽDUOTIS. Išbrėžkite kintamųjų wt ir mpg iš duomenų lentelės mtcars sklaidos diagra-
mą. Apskaičiuokite jų koreliacijos koeficientą. 
 

2.3. Vienas kintamasis skaitinis, o kitas - grupinis 
 
Kartais duomenų rinkinyje esančio skaitinio stulpelio vidurkį skaičiuoti nėra labai prasminga, nes 
visi duomenys yra sudaryti iš kelių visai skirtingų grupių (tuomet geriau suskaičiuoti kiekvienos 
grupės vidurkį atskirai). Tokiam atvejui R turi apply  funkcijų grupę; ją sudaro apply, tapply, 
lapply ir kt. funkcijos.    
 
2.6 pavyzdys. Prisiminkime, kad paketo Ecdat duomenų rinkinio Star 
 
> Star[1:5,] 
   tmathssk treadssk            classk totexpk  sex freelunk  race schidkn 
2       473      447       small.class       7 girl       no white      63 
3       536      450       small.class      21 girl       no black      20 
5       463      439 regular.with.aide       0  boy      yes black      19 
11      559      448           regular      16  boy       no white      69 
12      489      447       small.class       5  boy      yes white      79 
 
stulpelyje tmathssk yra matematikos pažymys, o stulpelyje sex – mokinio lytis. Visų mokinių 
matematikos pažymio vidurkis yra ≈486: 
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> with(Star, mean(tmathssk)) 
[1] 485.6481 
 
Antra vertus, nesunku įsitikinti, kad mergaičių pažymys aukštesnis:  
 
> with(Star,tapply(tmathssk,sex,mean))  
    girl      boy  
489.6285 481.8832 
 
Čia tmathssk yra kintamasis, kurio vidurkį mean (kiekvienoje grupėje, sudarytoje pagal sex 
reikšmę) ruošiamės skaičiuoti. 
 
Pažymėsime, kad čia derėtų paklausti: ar suderinami mūsų rezultatai su teiginiu, kad berniukų ir 
mergaičių pažymiai visoje populiacijoje yra lygūs, o gautas (nedidelis) skirtumas gali būti paaiškin-
tas vien imtiniais svyravimais? (jei šį teiginį atmestume, būtų galima padaryti statistiškai pagrįstą 
išvadą, jog mergaitės gabesnės matematikai negu berniukai). Tai tipiškas hipotezių tikrinimo užda-
vinys, apie jį kalbėsime 4 skyriuje.     
 
2.5  UŽDUOTIS. Ar skiriasi skaitymo pažymio treadssk vidurkiai ir standartai kiekvienoje 
pagal rasinį požymį race sudarytoje grupėje?         WW 
 
Pažymėsime, kad mergaičių ir berniukų grupes geriau lyginti grafiškai – vėl remsimės funkcija 
boxplot, tačiau į grupes skaidysime, vartodami formulę – jos simbolis yra „~“: 
 
library(Ecdat) 
data(Star) 
par(mfrow=c(1,2)) 
boxplot(tmathssk~sex,data=Star)  # Bus išbrėžtos dvi stačiakampės diagramos 
                                 # viena mergaitėms, kita - berniukams 
boxplot(tmathssk~race,data=Star) # Kai kurios funkcijos turi argumentą data; 
               # tokiu atveju nereikia nei attach, nei with   
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2.7  pav. Mergaičių pažymiai geresni (tiksliau, jų pažymių mediana didesnė; kairėje); bal-

tieji matematiką mokosi geriau negu kitos rasinės grupės (dešinėje) 

 
2.6  UŽDUOTIS. Paketo datasets duomenų lentelėje mtcars kintamieji mpg ir cyl žymi, 
atitinkamai, mylių, nuvažiuotų su vienu galonu kuro, ir automobilio cilindrų skaičių. Išsiaiškinkite, 
ar šie kintamieji susiję?   
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2.7 pavyzdys.  Paketo car duomenų lentelėje Baumann yra pateikti vieno edukologinio eksperi-
mento rezultatai. 
 
library(car) 
data(Baumann) 
Baumann 
   group pretest.1 pretest.2 post.test.1 post.test.2 post.test.3 
1  Basal         4         3           5           4          41 
2  Basal         6         5           9           5          41 
........................ 
22 Basal         9         6           7           8          32 
23  DRTA         7         2           7           6          31 
24  DRTA         7         6           5           6          40 
........................ 
44  DRTA        10         6          12           6          49 
45 Strat        11         7          11          12          53 
46 Strat         7         6           4           8          47 
........................ 
66 Strat         8         3           4           6          42 
 
Studentai buvo atsitiktinai suskirstyti į tris grupes (tradicinio mokymo Basal ir dvi eksperimentinio 
mokymo, DRTA ir Strat). Prieš prasidedant mokymui, buvo patikrinta ar studentai grupėse yra 
maždaug vienodų gabumų (pretest.1 ir pretest.2) , o mokymo metu vėl buvo tikrinami jų 
pasiekimai (post.test.1, ..., post.test.3). Pažiūrėsime, ar pasiekimai priklauso nuo mo-
kymo metodo. 
 
with(Baumann,{     # Nukopijuokite (su copy+paste) visas šias eilutes į R 
par(mfrow=c(1,3))  # Visas šias komandas atliekame vienu kartu (tai R programos  
                   # pavyzdys)    
boxplot(pretest.1~group)     # Ar grupėse vienodų gabumų studentai?     
boxplot(post.test.1~group)   # Pirmą kartą tikriname mokymų efektyvumą 
boxplot(post.test.3~group)   # Trečią kartą tikriname mokymų efektyvumą 
}) 
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2.8  pav. Ar grupėse (maždaug) vienodų gabumų studentai? (kairėje); pirmą kartą tikrina-
me mokymų efektyvumą (viduryje);  trečią kartą tikriname mokymų efektyvumą (dešinėje). 

Atrodo, kad DRTA metodas efektyviausias, tačiau tikslų atsakymą gausime 4 skyriuje 

*** 
Sklaidos diagrama yra patogus instrumentas ryšiams tarp dviejų skaitinių kintamųjų tirti. Tais atve-
jais, kai lentelėje yra daugiau kaip du kintamieji, kiekvienai jų porai sklaidos diagramą išbrėžti ga-
lima su funkcija pairs.   
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library(datasets)   
data(mtcars) 
pairs(mtcars) 
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2.9  pav. Duomenų lentelės mtcars visų kintamųjų porų sklaidos diagramos 

 
Pažymėsime, kad jei bent vienas poros kintamasis yra grupinis, sklaidos diagrama gali būti mažai 
prasminga. Antra vertus, iš šių grafikų matyti, kad, pvz., skaičius mylių, nuvažiuotų su vienu galonu 
kuro (kintamasis mpg) yra atvirkščiai proporcingas variklio tūriui (kintamasis disp), o taip pat ir 
automobilio svoriui (kintamasis wt) – to mes ir tikėjomės. 
 
2.7  UŽDUOTIS. Išbrėžkite visas duomenų rinkinio emissions (iš paketo UsingR) porines 
sklaidos diagramas. Pakomentuokite.  WW 
 
 

2.4. Normalusis skirstinys 
 
 
2.7 apibrėžimas. Sakome, kad požymio X skirstinys populiacijoje yra normalusis arba Gauss‘o, jei 

jo (tikimybinio) tankio funkcija Xf  nusakoma formule 
2

1 1( ) exp ,
22

X
X

XX

xf x µ
σσ π

⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

x−∞ < < ∞ .  Čia Xµ  yra teorinis X vidurkis, o Xσ  – teorinis X standartas.       WW 
 
Tankio grafiko (žr. 2.10 pav.) aukštis taške x nurodo to x‘so pasirodymo „šansus“. Kadangi mūsų 
tankis su visais x yra didesnis už nulį, tai teoriškai normaliojo atsitiktinio dydžio reikšmės yra visi 
galimi skaičiai, tiek teigiami, tiek ir neigiami. Antra vertus, galima įrodyti, jog tikimybė šiam atsi-
tiktiniam dydžiui įgyti reikšmę už intervalo ( 3 , 3 )X X X Xµ σ µ σ− +  ribų yra labai maža (tai vadina-
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moji 3σ  taisyklė), todėl normalusis tankis pakankamai tiksliai aprašo net ir vien teigiamus kinta-
muosius, pvz., cukraus pakelio svorį ar žmogaus ūgį. Jei kintamasis įgyja tik sveikas reikšmes, 
normalusis skirstinys jam aprašyti netinka (nebent tų reikšmių daug). Pvz., jei vienas testo uždavi-
nys vertinamas 0, 1 arba 2 taškais, tai šis vertinys įgyja tik tris reikšmes ir yra nenormalus. Kita ver-
tus, jei uždavinių daug, tai taškų už visą testą suma gali turėti (maždaug) normalųjį skirstinį. 
  
Išbrėšime du normaliojo tankio funkcijos grafikus. 
 
x=seq(140,220,by=0.01) # Tankio grafiką brėšime nuo 140 iki 220 
plot(x,1/(7*sqrt(2*pi))*exp(-(x-180)^2/(2*7^2)),ylab="f(x)",type="l") 
lines(x,1/(12*sqrt(2*pi))*exp(-(x-180)^2/(2*12^2)),col=2) 
legend(195,0.05,c("sigma=7","sigma=12"),lty=1,col=1:2)  
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04

x

f(x
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2.10  pav. Normaliojo tankio su vidurkiu 180 ir standartu 7 (juoda linija) ir su vidurkiu 180 

ir standartu 12 (raudona linija) grafikai  

 
Tankio grafikas yra varpo pavidalo kreivė, kas reiškia, kad dauguma populiacijos narių yra artimi 
vidurkiui (=180) (nes tikimybinis tankis ten didžiausias), o kuo toliau nuo vidurkio, tuo populiacijos 
narių mažiau (nes tankis artėja prie nulio) ir tas mažėjimas simetriškas (vidurkio atžvilgiu). Skaiti-
nių kintamųjų su varpo pavidalo skirstiniu yra labai daug (žmonių ūgis, studentų matematikos pa-
žymiai ir pan.), tačiau toli gražu ne visuomet tankio mažėjimas yra tiksliai aprašomas aukščiau pa-
teikta formule. Kadangi daugelis statistinių procedūrų galioja tik tuomet, kai duomenys yra (beveik) 
normalūs, pateiksime kelias grafines procedūras normalumui tikrinti (4 skyriuje jas papildysime 
Shapiro normalumo testu). Pažymėsime, kad, kaip ir visuomet statistikoje, mes remsimės tik imties 
duomenimis, todėl mūsų išvados apie populiacijos skirstinį bus tik apytikslės. 
 
Mes jau žinome vieną grafinę procedūrą imties skirstiniui tirti – tai boxplot funkcija (teisybė, ji 
daugiau iliustruoja imties simetriškumą, bet ne tankio formą4). Kita funkcija, hist (liet. histogra-
ma), brėžia empirinį tankio analogą (ji suskaičiuoja, kiek elementų yra kiekviename grupavimo in-
tervale, žr. 2.11 pav., kairėje) – jei grafikas nepanašus į (laiptuotą) varpą, imtis tikrai nėra iš norma-

                                                 
4 Priminsime, kad stačiakampės diagramos brūkšniukai brėžiami taškuose Q1-1,58*IQR ir Q3+1,58*IQR. Galima įro-
dyti, kad normaliuoju atveju 99,3% visų taškų turi būti tarp jų, vadinasi, jei normaliosios imties dydis 1000, jos stačia-
kampė diagrama turi būti 1) simetriška ir tik 2) maždaug 3-4 taškai kiekvienoje pusėje yra už brūkšniukų. Jei bent viena 
iš šių sąlygų pažeista, imtis, tikriausiai, nėra iš normaliosios populiacijos.   
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liosios populiacijos, tačiau net jei jis panašus į varpą, populiacijos tankis nebūtinai gęsta pagal 
aukščiau užrašytą formulę (o iš akies nustatyti tikslų gęsimo pobūdį sunku). Tinkamiausias grafikas 
normalumui tikrinti yra kvantilinis grafikas (angl. Normal Q-Q Plot) (žr. 2.11 pav., dešinėje): jei 
imtis iš normaliosios populiacijos, visi taškai (išskyrus, gal būt, kelis kraštinius) privalo būti (su 
nedidelėmis paklaidomis) ant grafike išbrėžtos tiesės. Visus šiuos tris grafikus galima išbrėžti su 
simple.eda funkcija iš UsingR paketo. 
 
library(UsingR) 
with(BABIES,simple.eda(dwt))  
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2.11  pav. Kūdikio tėvo svorio histograma nėra labai simetriška, stačiakampė diagrama turi 
vien viršutines išskirtis, o kvantilinio grafiko taškai dešinėje pusėje nutolsta nuo tiesės; visa 

tai rodo, kad svorio skirstinys, tikriausiai, nėra normalus   

 
2.8  UŽDUOTIS. Ištirkite kintamojo tmathssk iš duomenų lentelės Star (paketas Ecdat) 
normalumą.                      WW 
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3. Grupinių kintamųjų aprašomoji analizė 

 
Grupiniai kintamieji (kitaip faktoriai) yra skirti grupėms įvardinti. Jų įgyjamos reikšmės paprastai 
yra vardai (pvz., „kontrolinė grupė“ ir „eksperimentinė grupė“ arba „yes“ ir „no“ arba tiriamų traš-
kučių rūšių pavadinimai). Antra vertus, dažnai patogu šiuos vardus trumpinti ir rašyti tiesiog skai-
čius, pvz., 0 ir 1 (reikia tik turėti galvoje, kad aritmetinės operacijos su šiais „skaičiais“, pvz., jų 
vidurkinimas, prasmės neturi).  

3.1. Grupinių kintamųjų skaitinė analizė 
 
Nagrinėjant grupinius kintamuosius, paprastai domimasi vienu klausimu – kiek kiekvienoje grupėje 
yra narių. Tai galima atlikti su funkcija table. 
 
3.1 pavyzdys.  Lentelės exerc stulpelyje SEX yra nurodyta tiramojo asmens lytis. 
 
with(exerc, table(SEX)) 
SEX 
 1  2  
20 20 

  
Matome, kad vyrų (taigi įrašų su SEX=1) yra 20, o moterų (SEX=2) – irgi 20. Beje, jei lentelė pri-
jungta, tą patį rezultatą gautume paprasčiau. 
 
attach(exerc) 
table(SEX) 
SEX 
 1  2  
20 20 
 
Kaip ir skaitinių kintamųjų atveju, mums dažnai rūpi ryšiai tarp kintamųjų, pvz., ar teisybė, kad šio-
je imtyje tarp vyrų rūkančiųjų yra daugiau? 
 
table(SEX, SMOKE) 
   SMOKE 
SEX  0  1 
  1 10 10 
  2 10 10 
 
Matome, kad pirmoje šios požymių sąveikos lentelės eilutėje (SEX=1) rūkančių ir nerūkančių yra 
po 10; lygiai tas pat yra ir antroje eilutėje. Taigi šiame tyrime visose keturiose grupėse (vyrai-rūko, 
vyrai-nerūko, moterys-rūko, moterys-nerūko) yra po 10 žmonių (gali būti, kad taip buvo padaryta 
specialiai). Kaip ten bebūtų, šiuo atveju jokio ryšio tarp lyties ir rūkimo nematyti. 
 
3.2 pavyzdys. Duomenų rinkinyje grades iš paketo UsingR yra pateikti moksleivių pažymiai 
ankstesnėje klasėje (stulpelis prev) ir dabartinėje (stulpelis grade). Moksleiviai vertinti amerikie-
tiška sistema – nuo A (puikiai), A- (gerai) ir t.t. iki F (=Failed=nepatenkinamai), kitaip sakant, pa-
žymys yra grupinis (o ne skaitinis) kintamasis (o kaip Lietuvoje?).  
 
> library(UsingR) 
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> grades[1:6,] 
  prev grade 
1  B+    B+  
2  A-    A-  
3  B+    A-  
4  F     F   
5  F     F   
6  A     B 
> with(grades, table(prev)) 
prev 
   A    A-   B+   B    B-   C+   C    D    F    
  28    5    9   15    4    3   27    9   22  
> with(grades, table(prev,grade)) # dviejų faktorių sąveikos lentelė 
      grade 
  prev    A    A-   B+   B    B-   C+   C    D    F   
   A     15    3    1    4    0    0    3    2    0 
   A-     3    1    1    0    0    0    0    0    0 
   B+     0    2    2    1    2    0    0    1    1 
   B      0    1    1    4    3    1    3    0    2 
   B-     0    1    0    2    0    0    1    0    0 
   C+     1    1    0    0    0    0    1    0    0 
   C      1    0    0    1    1    3    5    9    7 
   D      0    0    0    1    0    0    4    3    1 
   F      1    0    0    1    1    1    3    4   11 

  
Negalima sakyti, kad pažymiai ankstesnėje klasėje ir dabartinėje sutampa (jei būtų taip, nenuliniai 
būtų tik geltoni langeliai ant įstrižainės), tačiau atrodo, kad gabumai per metus nepradingsta. Tikslų 
atsakymą į klausimą – priklauso ar ne dabartiniai pažymiai nuo ankstesnių – pateiksime 4 skyriuje.   
 
3.3 pavyzdys. Pakete Ecdat yra duomenų rinkinys Star, kuriame pateikti 1985-1989 m. JAV 
duomenys apie klasės dydžio ir kitų veiksnių įtaką mokinių pažangumui. 
 
library(Ecdat) 
data(Star) 
?Star 
fr.table=with(Star,table(freelunk,race)) 
fr.table # tradicinė lentelė 
        race 
freelunk white black other 
     no   2599   352    22 
     yes  1270  1500     5 
 
Ši lentelė dalinai atsako į klausimą, ar teisė į nemokamus pietus (kintamasis freelunk) yra susi-
jusi su mokinio rase (kintamasis race). Konkrečiai, tarp tų, kurie turi teisę į tokius pietus (eilutė 
yes) daugiau yra juodųjų (1500 palyginus su 1270), tačiau reiktų dar atsižvelgti į tai, kiek toje mo-
kykloje apskritai yra juodųjų. Tokią (proporcijų) lentelę galima apskaičiuoti su funkcija 
prop.table (ši funkcija skaičiuoja kokią dalį visos lentelės, eilutės arba stulpelio sudaro langelio 
skaičius). 
 
> prop.table(fr.table)    # visų skaičių suma lygi vienam; skaičius 0.061… 
                # reiškia, kad negaunantys pietų juodieji sudaro 
    Race      # 6,1% visų moksleivių          
freelunk        white        black        other 
     no  0.4521572721 0.0612386917 0.0038274182 
     yes 0.2209464161 0.2609603340 0.0008698678 
> prop.table(fr.table,1) # sumos visose eilutėse lygios vienam  
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        race 
freelunk       white       black       other 
     no  0.874201144 0.118398924 0.007399933 
     yes 0.457657658 0.540540541 0.001801802 
 
> prop.table(fr.table,2) # sumos visuose stulpeliuose lygios vienam 
        race 
freelunk     white     black     other 
     no  0.6717498 0.1900648 0.8148148 
     yes 0.3282502 0.8099352 0.1851852 
 
Matome, kad, pvz., dauguma baltaodžių (67,17%) neturi teisės į nemokamus pietus, o dauguma 
juodaodžių (80,99%) – turi. To priežastis pakankamai aiški: baltaodžiai turtingesni ir už vaikų pie-
tus gali susimokti patys.  
 
3.1  UŽDUOTIS. Kaip aiškintumėte skaičių 0.540540541?   

3.2. Grupinių kintamųjų grafinė analizė 
 
Jau žinome, kad skaitinę grupinių duomenų analizę galima atlikti su funkcija table. Dažnai dar 
informatyvesnis būna šios funkcijos grafikas, kurį brėšime su barplot (liet. stulpelinė diagrama) 
funkcija. 
 
library(Ecdat) 
data(Wages1) 
Wages1[1:5,] 
  exper    sex school     wage 
1     9 female     13 6.315296 
2    12 female     12 5.479770 
3    11 female     11 3.642170 
4     9 female     14 4.593337 
5     8 female     14 2.418157 
 
Šioje duomenų lentelėje exper yra asmens darbo stažas (šis kintamasis įgyja nelabai daug reikš-
mių, jį čia interpretuosime kaip grupinį kintamąjį), sex – lytis (šį kartą grupinis kintamasis koduo-
jamas žodžiais). 
 
par(mfrow=c(1,2)) 
with(Wages1,barplot(table(exper))) 
with(Wages1,barplot(table(sex))) 
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3.1  pav. Mūsų imtyje daugiausiai asmenų su vidutiniu darbo stažu (kairėje); vyrų truputį 

daugiau nei moterų (dešinėje) 

 
Dabar panagrinėsime lyties ir darbo stažo ryšius. 
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se.table=with(Wages1,table(sex,exper)) # Atkreipkite dėmesį į funkcijos table 
es.table=with(Wages1,table(exper,sex)) # kintamųjų tvarką 
barplot(se.table,beside=TRUE) 
barplot(es.table,beside=TRUE) 
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3.2  pav. Kairiame grafike matyti, kad tiriamoje imtyje tarp asmenų su mažu stažu dominuoja mo-

terys (tamsūs stulpeliai; šis grafikas pateikia absoliučius skaičius, todėl taip gali būti dėl to, 
kad moterų mūsų imtyje yra apskritai daugiau); dešinys grafikas nelabai informatyvus 

 
Norint išsiaiškinti amžinę darbo rinkos struktūrą, geriau remtis santykinių dažnių lentelėmis (at-
kreipkite dėmesį į tai, kaip skiriasi šio ir ankstesnio grafiko y ašies masteliai). 
 
barplot(prop.table(se.table,1),beside=TRUE) 
barplot(prop.table(es.table,1),beside=TRUE) 
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3.3  pav. Mūsų imtyje tarp mažą stažą turinčių daugiau moterų, o tarp didelį stažą turinčių 

- daugiau vyrų  (tą patvirtina tiek kairys, tiek dešinys grafikai) 

 
Stebina stulpelinių grafikų įvairovė – nežymiai pakeitus vieną ar kelis parametrus, galima gauti vi-
sai kitokį grafiką   
 
barplot(prop.table(se.table,2),beside=TRUE) 
barplot(prop.table(es.table,2),beside=TRUE) 
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3.4  pav. Kairys grafikas patvirtina ankstesnio grafiko teiginį, o dešinys mažai informatyvus   

 
barplot(prop.table(se.table,2)) 
barplot(prop.table(es.table,2)) 
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3.5  pav. Kairėje esnčiame paveiksle moterų (tamsūs stulpeliai) ir vyrų (pilki stulpeliai) 

yra ne greta, kaip anksčiau, bet vienas virš kito; dešinys grafikas mažai informatyvus 

 
barplot(prop.table(es.table,1)) 
barplot(prop.table(se.table,1)) 
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3.6  pav. Dar vienas pavyzdys grafiko su vienas ant kito sukrautais stulpeliais pavyzdys 

 
3.2  UŽDUOTIS. Ištirkite lyties sex ir mokymosi metų (išsilavinimo) school ryšius. 
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4. Statistinės hipotezės ir testai joms tikrinti 

 
Statistine hipoteze vadiname bet kokį teiginį apie populiacijos parametrus – remdamiesi imties 
duomenimis, mes norėtume nuspręsti, teisingas šis teiginys ar ne. Pvz., ar teisybė, kad populiacijos 
vidurkisµ  lygus skaičiui 0µ ? (trumpai: ar teisinga hipotezė 0 0:H µ µ= ?). Šio teiginio tikrinimo 
procedūra vadinama (statistiniu) testu, ji pagrįsta nuokrypio statistika1 – mes jau žinome, kad imties 
empirinis vidurkis, didėjant imčiai, artėja prie teorinio, todėl, jei populiacijos vidurkis iš tikro lygus 

0µ , kitaip sakant, jei hipotezė 0H  teisinga, skirtumas 0x µ−  neturėtų būti labai didelis (kitaip sa-

kant, jei skirtumas didelis, hipotezė 0H , tikriausiai, neteisinga). Šio skirtumo didumas matuojamas 
testo p reikšme – jei ji mažesnė už 0.05, hipotezę 0H  atmetame ir tariame, kad teisinga alternaty-
vioji hipotezė 1H  (ji gali būti 0 0,µ µ µ µ≠ >  ar 0µ µ< ; priklausomai nuo alternatyvos, keičiasi ir 
p reikšmės skaičiavimo procedūra). Pastaruoju atveju sakome, kad vidurkių skirtumas reikšmingas. 
 

Visos hipotezės tikrinamos vienodai: suformuluojama pagrindinė hipotezė 0H  ir 
alternatyvioji 1H  – jei testo p reikšmė didesnė už 0.05, tariama, kad nėra pagrindo 

atmesti hipotezę 0H ; priešingu atveju laikoma, kad teisinga 1H  
 

R turi labai daug testavimams skirtų funkcijų (jų sąrašą2 galite gauti su help. 
search("test")). Kai kuriuos dažniausiai taikomus testus dabar aptarsime. 
 
Vidurkio testas: t.test  
 
Tarkime, kad stebime kintamąjį iš normalios populiacijos su nežinomais vidurkiu µ  ir standartu σ . 
Hipotezė 0 0:H µ µ=  (čia 0µ  yra pasirinktas skaičius) su alternatyvomis 1 0:H µ µ≠  arba 

1 0:H µ µ>  arba 1 0:H µ µ<  tikrinama su t.test funkcija.  
 
4.1 pavyzdys.  Automobilio techniniame pase parašyta, kad 100 km miesto sąlygomis automobilis 
suvartoja 10,7 l/100 km. Savininkas registravo savo automobilio rodmenis beveik du mėnesius 
(kasdien 19 val.) ir gavo tokius benzino suvartojimo duomenis: 
 
Vart=c(11.09, 7.61, 7.85, 8.06, 16.27, 10.56, 10.77, 7.6, 12.06, 12.32, 14.47, 
15.56, 14.08, 16.1, 9.39, 12.38, 10.41, 11.33, 14.23, 12.82, 12.3, 7.87, 8.97, 
10.76, 17.73, 12.85, 17.44, 11.58, 11.67, 7.87, 8.91, 7.94, 10.27, 11.06, 10.25, 
8.51, 15.11, 12.27, 8.76, 8.65, 7.15, 9.77, 11.56, 12.31, 10.21, 14.43, 10.23, 
12.52, 12.6, 14.88) 

 
Nukopijuokite (su copy+paste) šiuos duomenis į R komandinį langą. Kadangi mean(Vart) lygus 
11.4278, kyla įtarimas, kad benzino (vidutiniškai) suvartojama daugiau negu tvirtina gamintojas. 
Suformuluosime savo hipotezes: 0 : 10,7H µ =  su alternatyva 1 : 10,7H µ > . Hipotezės apie vidurkį 
tikrinamos Student‘o, kitaip t, testu: 
 
                                                 
1 Žodis „statistika“ yra daugiareikšmis. Čia statistika vadiname bet kokią imties funkciją (šiuo atveju 0x µ− ). 
2 Pateiktame sąraše rasite tik testus, esančius jūsų instaliuotuose paketuose.  
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> t.test(Vart,alternative="greater",mu=10.7) 
 
t = 1.8774, df = 49, p-value = 0.03321 
alternative hypothesis: true mean is greater than 10.7  
95 percent confidence interval: 
 10.77788      Inf  
sample estimates: 
mean of x  
  11.4278 
 

Kadangi p reikšmė (angl. p-value) 0.3321 yra mažesnė už 0.05, 0H  atmetame ir tariame, kad tei-
singa hipotezė 1H  (t.y., gamintojo teiginys labai įtartinas). Beje, jei 0H  tikrintume su simetriška, 
kitaip dvipuse, (ir mums netinkama) alternatyva 1 : 10.7H µ ≠ , gautume, kad 0H  atmesti nėra pa-
grindo: 
 
> t.test(Vart,mu=10.7)   
 
        One Sample t-test 
 
t = 1.8774, df = 49, p-value = 0.06642 
alternative hypothesis: true mean is not equal to 10.7  
95 percent confidence interval: 
 10.64878 12.20682  
sample estimates: 
mean of x  
  11.4278 
 
Funkcija t.test taip pat pateikia vidurkio (dvipusį) pasikliovimo intervalą – populiacijos vidurkis 
yra kažkuris iš intervalo (10.64878, 12.20682) skaičių – kadangi hipotetinė reikšmė priklauso šiam 
intervalui, 0H  atmesti nėra pagrindo. 
 
Čia verta padaryti vieną svarbią pastabą – t testas teisingai apskaičiuoja p reikšmę tik tuomet, kai 
imtis yra beveik normali. Vieną būdą imties normalumui tikrinti mes žinome – tai simple.eda 
funkcija. 
 
simple.eda(Vart)      
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4.1  pav. Duomenų normalumas abejotinas (kodėl?) 
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Kintamojo Vart normalumas abejotinas, tačiau nuokrypiai nuo normalumo nėra dideli ir, gal būt, 
gali būti paaiškinti nedideliu imties dydžiu. Formalių testų normalumui tikrinti yra daug, čia aptar-
sime vieną galingiausių Shapiro testą.   
 
 
Normalumo testas: shapiro.test 
 
Nulinė hipotezė 0H  – imtis paimta iš normaliosios populiacijos, alternatyva 1H – iš kitokios popu-
liacijos. Hipotezė 0H  tikrinama su shapiro.test funkcija. 
 
 > shapiro.test(Vart) 
 
        Shapiro-Wilk normality test 
 
data:  Vart  
W = 0.9605, p-value = 0.09287 
 
Kadangi p reikšmė didesnė už 0.05, normalumo hipotezės atmesti nėra pagrindo. 
 
4.1  UŽDUOTIS. Su simple.eda ištirkite kintamąjį dht iš „pataisyto“ rinkinio BABIES (žr. 
2.5 pavyzdį). Ar jo skirstinys panašus į normalųjį? Patikrinkite savo teiginį su shapiro.test 
funkcija. Apskaičiuokite tėvo ūgio vidurkį (centimetrais). Apskaičiuokite šį vidurkį kiekvienai rasi-
nei grupei atskirai. Išbrėžkite ūgio stačiakampes diagramas kiekvienai rasinei grupei atskirai. At 
teisybė, kad azijiečių ūgis mažiausias?   
 
 
Dviejų vidurkių lygybės testas: t.test 
 
Tarkime, kad stebime du kintamuosius X ir Y iš normaliųjų populiacijų su nežinomais vidurkiais 

Xµ  ir Yµ  bei nežinomais standartais Xσ  ir Yσ  (imtys nebūtinai vienodo dydžio). Vidurkių lygybės 
hipotezė 0 : X YH µ µ=  arba, kas tas pat, 0 : 0X YH µ µ− =  su alternatyvomis 1 : 0X YH µ µ− ≠  arba 

1 : 0X YH µ µ− >  arba 1 : 0X YH µ µ− <  tikrinama su t.test funkcija. Atkreipiame dėmesį: p 
reikšmės skaičiavimas skiriasi, kai X Yσ σ=  ir kai X Yσ σ≠  (t.test funkcijoje reikia nurodyti 
var.equal=TRUE arba, atitinkamai, var.equal=FALSE). 
 
4.2 pavyzdys.  Tiriant naują vaistą, buvo sudarytos dvi ligonių grupės: viena jų buvo gydoma nau-
juoju vaistu, o antroji vietoje vaisto gaudavo nekenksmingą medikamentą (vadinamąjį placebą). 
Kintamasis vaistas nurodo ligonių pasveikimo laiką (dienomis) gydant naujuoju vaistu, o pla-
cebas – pagijimo laiką antrojoje grupėje. Ar galima teigti, kad naujasis vaistas efektyvesnis už 
placebą, kitaip sakant, ar teisinga hipotezė 0 : 0vaistas placebasH µ µ− =  su natūralia alternatyva 

1 : vaistasH µ −  0placebasµ < ?   

 
vaistas=c(15, 10, 13, 7, 9, 8, 21, 9, 14, 8, 10, 19, 10, 11, 6) 
placebas=c(15, 14, 12, 8, 14, 7, 16, 10, 15, 12) 
 
4.2  UŽDUOTIS. Ar galima tvirtinti, kad vaistas ir placebas turi normalųjį skirstinį?   WW 
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Norint taikyti t.test funkciją, reikia dar patikrinti (abiejų populiacijų) standartų (arba, kas tas 
pat, dispersijų) lygybę: 2 2

0 : vaistas placebasH σ σ=  su alternatyva 2 2
0 : vaistas placebasH σ σ≠ . 

 
Dviejų dispersijų lygybės testas: var.test 
 
Tarkime, kad stebime du kintamuosius X ir Y iš normaliųjų populiacijų su nežinomais vidurkiais 

Xµ  ir Yµ  bei nežinomais standartais Xσ  ir Yσ  (imtys nebūtinai vienodo dydžio). Dispersijų lygy-

bės hipotezė 2 2
0 : X YH σ σ=  arba, kas tas pat, 2 2

0 : / 1X YH σ σ =  su alternatyvomis 2 2
1 : / 1X YH σ σ ≠  

arba 2 2
1 : / 1X YH σ σ >  arba 2 2

1 : / 1X YH σ σ <  tikrinama su var.test funkcija.  
 
> var.test(vaistas,placebas)  # Dispersijų lygybės testas  
 
        F test to compare two variances (liet. dispersija) 
 
data:  vaistas and placebas  
F = 1.9512, num df = 14, denom df = 9, p-value = 0.3153 
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1  
95 percent confidence interval: 
 0.5137556 6.2620494  
sample estimates: 
ratio of variances  
          1.951220 
 
Kadangi p reikšmė didesnė už 0.05, dispersijų lygybės hipotezę atmesti nėra pagrindo.   WW 
 
Grįžtame prie savo pavyzdžio. Nors ligonių (vidutinis) gijimo laikas skiriasi maždaug viena diena:  
 
> mean(vaistas) 
[1] 11.33333 
> mean(placebas) 
[1] 12.3 

 
kol kas dar nėra aišku, ar abi medžiagos vienodai veiksmingos. Abejones turėtų padėti išsklaidyti 
t.test funkcija. 
 
> t.test(vaistas,placebas,var.equal=TRUE,alternative="less") 
 
        Two Sample t-test 
 
data:  vaistas and placebas  
t = -0.6092, df = 23, p-value = 0.2742 
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0  
95 percent confidence interval: 
     -Inf 1.752742  
sample estimates: 
mean of x mean of y  
 11.33333  12.30000 
 
Kadangi p reikšmė didesnė už 0.05, atmesti hipotezę apie vidurkių (visų ligonių populiacijoje) ly-
gybę nėra pagrindo, taigi turimi duomenys neįrodo naujo vaisto efektyvumo. Kita vertus, visai gali 
būti, kad, duomenis papildžius naujais matavimais, 0H  teks atmesti. 
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4.3 pavyzdys.  Pakete UsingR yra cancer duomenų rinkinys, kuriame nurodyta, kiek dienų nuo 
diagnozavimo iki mirties išgyveno ligoniai, sergantys įvairiomis vėžio formomis 
 
> data(cancer) 
> cancer 
$stomach   # skrandis 
 [1] 124 42 25 45 412 51 1112 46 103 876 146 340 396 
$bronchus  # bronchai 
 [1] 81 461 20 450 246 166 63 64 155 859 151 166 37 223 138 72 245 
 
$colon   # gaubtinė žarna 
 [1] 248 377 189 1843 180 537 519 455 406 365 942 776 372 163 101 20 283 
$ovary   # kiaušidės 
 [1] 1234 89 201 356 2970 456 
$breast   # krūtis 
 [1] 1235 24 1581 1166 40 727 3808 791 1804 3460 719 
 
> boxplot(cancer) 
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4.2  pav. Išgyvenamumo laiko stačiakampės diagramos įvairioms vėžio formoms  

4.2 pav. matyti, kad, pvz., colon (trečia diagrama) ir breast grupėse išgyvenamumas aiškiai 
skiriasi, kitaip sakant, maža šansų, kad jo vidurkiai atitinkamose populiacijose yra lygūs. Vidurkių 
lygybę tikrinsime su t.test funkcija. Pirmiausiai patikrinsime ar galioja testo taikymo sąlygos. 
 
1) kintamųjų normalumas  
 
> with(cancer,shapiro.test(colon)) 
W = 0.7606, p-value = 0.0006134 # imtis paimta iš nenormaliosios populiacijos  
 
Labai gali būti, kad normalumo hipotezė atmetama dėl vienos išskirties (colon ketvirtoji reikšmė 
yra „nenormaliai“ didelė, ji lygi 1843). Pašalinus šią išskirtį, normalumo hipotezė neatmetama.  
 
> with(cancer,shapiro.test(colon[-4])) 
W = 0.9381, p-value = 0.3266   # imtis iš normalios populiacijos 
 
> with(cancer,shapiro.test(breast))  
W = 0.8686, p-value = 0.07431  # breast normalumo hipotezė neatmetama 
 
2) dispersijų lygybės testas 
 
with(cancer,var.test(colon[-4],breast))  # Abiem atvejais dispersijų lygybės 
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with(cancer,var.test(colon,breast))   # hipotezė atmetama 
 
3) vidurkių lygybės testas 
 
with(cancer,t.test(colon[-4],breast,var.equal=FALSE)) # žodžius var.equal=FALSE 
with(cancer,t.test(colon,breast,var.equal=FALSE))    # galima praleisti 
 
Abiem atvejais vidurkių lygybės hipotezė atmetama, taigi ligoniai su gaubtinės žarnos ir krūties 
vėžiu gyvena ne vienodai ilgai.                                         WW 
 
4.3  UŽDUOTIS. Suformuluokite ir patikrinkite nulinę hipotezę su tinkama vienpuse alternatyva. 
 
 
Dviejų medianų lygybės testas: wilcox.test 
 
Tarkime, kad stebime du kintamuosius X ir Y  (imtys nebūtinai vienodo dydžio). Medianų lygybės 
hipotezė 0 : X YH med med=  su alternatyvomis 1 : X YH med med≠  arba 1 : X YH med med>  arba 

1 : X YH med med<  tikrinama su wilcox.test funkcija.  
 
Atkreipiame dėmesį į tai, kad šį kartą nedarome jokių prielaidų apie X ir Y skirstinius, todėl 
Wilcoxon‘o testas dažnai tinka ten, kur negalima taikyti t.test‘o. 
 
> with(cancer,wilcox.test(colon,breast)) 
 
        Wilcoxon rank sum test 
 
data:  colon and breast  
W = 44, p-value = 0.01928 
alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0 
 
Dar kartą įsitikinome, kad ligonių su gaubtinės žarnos ir krūties vėžiu išgyvenamumas skiriasi. 
 
4.4 pavyzdys.   datasets pakete esančiame duomenų rinkinyje airquality yra pateikti kas-
dieniai duomenys apie Niu Jorko orus nuo 1973 m. gegužės iki rugsėjo. 
 
> library(datasets) 
> data(airquality) 
> airquality 
    Ozone Solar.R Wind Temp Month Day 
  1    41     190  7.4   67     5   1 
  2    36     118  8.0   72     5   2 
  3    12     149 12.6   74     5   3 
  4    18     313 11.5   62     5   4 
  5    NA      NA 14.3   56     5   5   # NA = Not Available = Nėra duomenų  
  6    28      NA 14.9   66     5   6 
..................................... 
152    18     131  8.0   76     9  29 
153    20     223 11.5   68     9  30 

 
Čia Ozone – ozono dalelių skaičius atmosferoje, Solar.R – Saulės radiacijos stipris, Wind – 
vėjo greitis, Temp – maksimali dienos temperatūra (F0), Month – mėnesio numeris ir Day – dienos 
numeris.  
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Mes jau žinome, kad duomenis apžvelgti (visas porines sklaidos diagramas išbrėžti) galima su pa-
irs funkcija (čia ji kiek patobulinta, diagramose dar papildomai išbrėžtos tarpusavio priklausomy-
bę iliustruojančios kreivės). 
 
pairs(airquality, panel = panel.smooth, main = "airquality data")    
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4.3  pav. Visų duomenų lentelės airquality kintamųjų porinės sklaidos diagramos su 
tarpusavio ryšius iliustruojančiomis (lokaliosios regresijos) kreivėmis 

 
Ozono kiekis (jis turi įtakos kai kurių ligų eigai) akivaizdžiai priklauso nuo temperatūros (žr. diag-
ramą Ozone eilutės ir Temp stulpelio susikirtimo taške). Kadangi temperatūra priklauso nuo mėne-
sio (kurioje sklaidos diagramoje tai matyti?), tai ozono kiekis greičiausiai priklauso ir nuo mėnesio 
numerio (tai grupinis kintamasis!):  
 
boxplot(Ozone ~ Month, data = airquality, horizontal = TRUE) 
 
4.4 pav. matyti, kad mėnesių medianos akivaizdžiai skiriasi, tačiau, kadangi wilcox.test‘as yra 
skirtas tik dviejų grupių skirtumų nustatymui, apsiribosime dviem mėnesiais – tirsime hipotezę, kad 
8-to mėnesio mediana yra reikšmingai didesnė už 5-to mėnesio medianą.   
 
wilcox.test(Ozone ~ Month, alternative = "less", data = airquality,  
subset = Month %in% c(5, 8))  # subset argumentas nurodo, kurių mėnesių 
             # duomenis nagrinėti 
 
W = 127.5, p-value = 6.04e-05 
alternative hypothesis: true location shift is less than 0 
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4.4  pav. Ozone priklausomybės nuo Month stačiakampė diagrama 

 
Taigi nulinę hipotezę apie medianų lygybę teikia neabejotinai atmesti.   
 
 
Dviejų vidurkių lygybės porinis testas: t.test 
 
Tarkime, kad stebime du kintamuosius X  ir Y, i i iY X ε= +  (abi imtys bus vienodo dydžio). Nulinė 
hipotezė 0 : 0H εµ =  (atsitiktinio normaliojo priedo iε  vidurkis lygus 0) yra ekvivalenti hipotezei 

0 : ( ) 0X Y X YH µ µ µ− = − = ; ją tikriname su viena iš alternatyvų 1 : 0X YH µ − ≠ , 1 : 0X YH µ − >  arba 

1 : 0X YH µ − <  (tam taikome t.test funkciją su papildomu argumentu paired = TRUE).   
 
4.5 pavyzdys.  Pakete datasets yra duomenų lentelė sleep. Jos 1-oje eilutėje nurodyta, kiek 
(išgėręs migdomąją tabletę A1) papildomai (valandomis) miegojo 1-asis pacientas, o 11-oje eilutėje 
– kiek (išgėręs migdomąją tabletę A2) papildomai miegojo tas pats 1-asis pacientas. Toliau reikia 
poruoti 2-ąją ir 12-ąją eilutes, 3-iąją ir 13-ąją ir t.t. (aišku, kad vaistų poveikis kiekvienam pacientui 
savas (pvz., vaistams jautriam ligoniui abiejų vaistų priedas bus didelis), todėl reikia tikrinti hipote-
zę apie skirtumų vidurkį, o ne vidurkių grupėse skirtumą). 
 
> sleep 
   extra group 
1    0.7     1 
2   -1.6     1 
3   -0.2     1 
4   -1.2     1 
5   -0.1     1 
6    3.4     1 
7    3.7     1 
8    0.8     1 
9    0.0     1 
10   2.0     1 
11   1.9     2 
12   0.8     2 
13   1.1     2 
14   0.1     2 
15  -0.1     2 
16   4.4     2 
17   5.5     2 
18   1.6     2 
19   4.6     2 
20   3.4     2 
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Ar abu vaistai vienodai efektyvūs? Poveikio vidurkiai abiejose grupėse smarkiai skiriasi 
 
> with(sleep,tapply(extra,group,mean)) 
   1    2  
0.75 2.33 
 
tačiau tai, kad skirtumas reikšmingas, įrodysime poriniu testu: 
 
t.test(extra ~ group, alternative = “less”, data = sleep, paired = TRUE) 
 
        Paired t-test 
 
data:  extra by group  
t = -4.0621, df = 9, p-value = 0.001416 
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0  
95 percent confidence interval: 
       -Inf -0.8669947  
sample estimates: 
mean of the differences  
                  -1.58 
 
t.test(extra ~ group, data = sleep, paired = TRUE)  # Kita alternatyva 
 
Kokią alternatyvą beimtume, nulinę hipotezę reikia atmesti, taigi vaistas A2 yra neabejotinai efekty-
vesnis.   
 
4.4  UŽDUOTIS. Importuokite duomenų lentelę  ...\DATA\Glass_Hopkins\exercise.dat. Patik-
rinkite ar reikšmingai skiriasi bėgikų pulso dažnis prieš (PULSE_1) ir po (PULSE_2) bėgimo. Su 
kokiais testais tikrintumėte teiginius, kad pulso 1) padidėjimas ir 2) padidėjimas procentais skiriasi 
rūkantiems ir nerūkantiems (kintamasis SMOKE)? Patikrinkite. 
 
 
Kelių medianų lygybės testas: kruskal.test 
 
Tarkime, kad stebime G kintamųjų 1 2, ,..., GX X X  (imtys nebūtinai vienodo dydžio). Skirstinių cent-
rų (medianų) lygybės hipotezė 

1 20 : ...
GX X XH med med med= = = su alternatyva 1 :H ne visos me-

dianos lygios tikrinama su kruskal.test funkcija.  
 
Šis testas apibendrina dviejų medianų lygybės testą wilcox.test. Be to, kruskal.test yra 
pranašesnis už panašų kelių grupių vidurkių lygybės testą oneway.test – medianų testui nėra 
svarbus imčių normalumas ar dispersijų lygybė. 
 
4.6 pavyzdys.  2.7 pavyzdyje nagrinėjome kelių mokymo būdų efektyvumą. Pirmiausiai patikrinsi-
me ar į tris grupes suskirstyti studentai iš tikro yra vienodai gabūs. 
 
> with(Baumann,kruskal.test(pretest.1~group)) 
 
        Kruskal-Wallis rank sum test 
 
data:  pretest.1 by group  
Kruskal-Wallis chi-squared = 2.2213, df = 2, p-value = 0.3294 
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Kadangi  p reikšmė yra didesnė už 0.05, nėra pagrindo abejoti grupių vienodumu. Dabar patikrin-
sime hipotezę apie post.test.3 medianų lygybėse šiose trijose grupėse.     
 
> with(Baumann,kruskal.test(post.test.3~group)) 
 
        Kruskal-Wallis rank sum test 
 
data:  post.test.3 by group  
Kruskal-Wallis chi-squared = 9.6319, df = 2, p-value = 0.0081 
 
Maža p reikšmė patvirtina, kad eksperimentui pasibaigus studentų pažangumas visose grupėse nėra 
vienodas. 2.7 paveiksle (dešinėje) matėme, kad aukščiausia mediana yra DRTA grupėje, dabar įsiti-
kinome, kad šis skirtumas statistiškai reikšmingas. Nustatėme, kad efektyviausias yra DRTA mo-
kymo metodas. 
 
4.5  UŽDUOTIS.  4.4 pavyzdyje nagrinėjome duomenų rinkinį airquality. Patikrinkite, ar 
ozono kiekis atmosferoje visus penkis mėnesius yra toks pats. O vėjo stiprumas?   
 
Dalies testas: binom.test 
 
Tarkime, kad stebime grupinį kintamąjį, kuris įgyja tik dvi reikšmes (jas sąlyginai vadinsime „sėk-
me“ ir „nesėkme“). Hipotezė apie sėkmių dalį  p populiacijoje 0 0:H p p=  (čia 0p  yra pasirinktas 
skaičius tarp 0 ir 1) su alternatyvomis 1 0:H p p≠  arba 1 0:H p p>  arba 1 0:H p p<  tikrinama su 
binom.test funkcija.  
 
4.7 pavyzdys.  Priešrinkiminės apklausos rezultatai patalpinti vektoriuje apkl – čia 1 reiškia, kad 
respondentas ruošiasi balsuoti už partiją A, o 0 – kad nebalsuos.   
 
apkl=c(1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 
1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 
0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 
0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 
0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 
0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 
0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 
0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 
1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 
0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0) 
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Ankstesnės apklausos metu už šią partiją balsuoti ruošėsi 15% apklaustųjų. Ar galima tvirtinti, kad 
dabar ją remiančiųjų dalis a) nepasikeitė, t.y3., 0 : 0.15H p =  su alternatyva 1 : 0.15H p ≠ , b) suma-
žėjo (alternatyva 1 : 0.15H p < ), c) padidėjo (alternatyva 1 : 0.15H p > )? 
 
> mean(apkl)        # dabar šią partiją remia 13.6% respondentų  
[1] 0.136    
> sum(apkl)/length(apkl) # kitas būdas gauti tą patį rezultatą  
[1] 0.136 
> a.table=table(apkl)    
 
> a.table        # trečias variantas  
apkl 
  0   1  
864 136 
 
a) Aukščiau suformuluotas hipotezes tikrinsime su binom.test funkcija.    
 
> binom.test(a.table, p = 0.15) 
 
        Exact binomial test 
 
data:  a.table  
number of successes = 864, number of trials = 1000, p-value < 2.2e-16 
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15  
95 percent confidence interval: 
 0.8411814 0.8846498  
sample estimates: 
probability of success  
                 0.864 
 
Deja, ši funkcija neteisingai suprato a.table – pirmame stulpelyje pateiktą skaičių 864 ji visuo-
met interpretuoja kaip sėkmių (šiuo atveju, šalininkų) skaičių, o ne kaip priešininkų skaičių. Elgsi-
mės kitaip (du variantai). 
 
 > binom.test(c(136,864), p = 0.15) # Skaičius teisinga tvarka įrašome rankomis 
 
        Exact binomial test 
 
data:  c(136, 864)  
number of successes = 136, number of trials = 1000, p-value = 0.2317 
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15  
95 percent confidence interval: 
 0.1153502 0.1588186  
sample estimates: 
probability of success  
                 0.136  
 
> binom.test(rev(a.table), p = 0.15) # rev=reverse=(liet.) sukeisk vektoriaus 
                                     # pradžią su pabaiga 
        Exact binomial test 
 
data:  rev(a.table)  
number of successes = 136, number of trials = 1000, p-value = 0.2317 
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15  

                                                 
3 Tik dvi reikšmes įgyjantys duomenys vadinami binominiais. „Sėkmių“ (šiuo atveju vienetukų) dalis paprastai žymima 
raide p. Taigi hipotezė 0 : 0.15H p =  reiškia, kad dabar partiją A remia 15% visų potencialių balsuotojų. 
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95 percent confidence interval: 
 0.1153502 0.1588186  
sample estimates: 
probability of success  
                 0.136 
 
Taigi, nežiūrint to, kad apklausos duomenys (13.6%) gana smarkiai skiriasi nuo hipotetinių (15%), 
neturime pagrindo atmesti 0H  (nes p reikšmė didesnė už 0.05). Beje, tikroji partijos šalininkų dalis 
(tikriausiai, o tiksliau kalbant, su 95% tikimybe) yra skaičius intervale (0.1153502, 0.1588186) – 
intervalas gana platus.   
 
b)  Nulinę hipotezę 0H  atmesti nėra pagrindo ir tuomet, kai alternatyva yra 1 : 0.15H p < .   
 
> binom.test(c(136,864), p = 0.15, alternative = "less") 
 
data:  c(136, 864)  
number of successes = 136, number of trials = 1000, p-value = 0.115 
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.15  
95 percent confidence interval: 
 0.0000000 0.1551273  
sample estimates: 
probability of success  
                 0.136 
 
c)  Nulinę hipotezę 0H  atmesti nėra pagrindo ir tuomet, kai alternatyva yra 1 : 0.15H p > .   
 
> binom.test(c(136,864), p = 0.15, alternative = "greater") 
 
        Exact binomial test 
 
data:  c(136, 864)  
number of successes = 136, number of trials = 1000, p-value = 0.9017 
alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.15  
95 percent confidence interval: 
 0.1184814 1.0000000  
sample estimates: 
probability of success  
                 0.136 
 
Taigi, kaip beformuluotume alternatyvą, nulinės hipotezės atmesti nėra pagrindo. Antra vertus, jei 
imtis būtų artimesnė populiacijai (t.y., apklausa išsamesnė), toks pat šalininkų ir priešininkų santy-
kis galėtų reikšti visai ką kitą.  
 
 > binom.test(c(136*5,864*5),p=0.15) # Šalininkų ir priešininkų 5 kartus daugiau 
 
        Exact binomial test 
 
data:  c(136 * 5, 864 * 5)  
number of successes = 680, number of trials = 5000, p-value = 0.00523 
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15  
95 percent confidence interval: 
 0.1266131 0.1458140  
sample estimates: 
probability of success  
                 0.136 
 



©   R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas 
      4. Statistinės hipotezės ir testai joms tikrinti 

 4 - 13

Šiuo atveju hipotezę 0 : 0.15H p =  (jei alternatyva 1 : 0.15H p ≠ ) tenka neabejotinai atmesti (p 
reikšmė lygi 0.00523). Kitaip sakant, šalininkų dalis dabar ne 0.15, tačiau lieka neaišku kokia – di-
desnė ar mažesnė? 
 
4.6  UŽDUOTIS. Patikrinkite hipotezę 0H  su kitomis dviejomis alternatyvomis. Pakomentuokite 
gautus rezultatus. 
 
Kelių dalių lygybės testas: prop.test  
 
Tarkime, kad kintamąjį 1X  stebėjome 1N  kartų, sėkmingų stebinių buvo 1K , kintamąjį 2X  stebė-
jome 2N  kartų, sėkmingų stebinių buvo 2K  ir t.t. (iš viso G kintamųjų ir 1 2( ... )GN N N N= + + +  
stebinių). Funkcija prop.test yra taikoma tikrinti hipotezei 0 :H sėkmių proporcijos (tikimybės) 
visose grupėse yra tos pačios (t.y., 1 2 ... Gp p p= = = ) arba (kitas variantas) jos lygios nurodytiems 

skaičiams4 0 0
1 ,..., Gp p  (t.y., 0 0

1 1 ,..., G Gp p p p= = ) su alternatyva 1 :H  yra ne taip. 
 
4.8 pavyzdys.  Nulinė hipotezė teigia, kad keturios (ligonių su skirtingomis ligomis) populiacijos, iš 
kurių buvo atsitiktinai paimti pacientai, turi tą patį rūkančiųjų procentą. 
 
rukaliu = c( 83, 90, 129, 70 ) 
pacientu = c( 86, 93, 136, 82 ) 
prop.test(rukaliu, pacientu) 
 
        4-sample test for equality of proportions without continuity 
        correction 
 
data:  rukaliu out of pacientu  
X-squared = 12.6004, df = 3, p-value = 0.005585 
alternative hypothesis: two.sided  
sample estimates: 
   prop 1    prop 2    prop 3    prop 4  
0.9651163 0.9677419 0.9485294 0.8536585 
 
Kadangi p reikšmė mažesnė už 0.05, nulinę hipotezę atmetame ir teigiame, kad rūkančiųjų procen-
tai skiriasi (ketvirtojoje ligonių grupėje jis, matyt, mažesnis). 
 
4.7  UŽDUOTIS. Patikrinkite tą pačią nulinę hipotezę, bet tik pirmose trijose grupėse. 
 
4.8  UŽDUOTIS. 4.2 pavyzdį išspręskite su prop.test funkcija. 
 
 
Dviejų skaitinių kintamųjų nekoreliuotumo testas: cor.test 
 
Tarkime, kad stebime normaliąją kintamųjų porą 1 1( , ) {( , ),..., ( , )}n nX Y x y x y=  (imtys vienodo dy-
džio). Nulinė nekoreliuotumo hipotezė 0 : ( , ) 0H cor X Y = su alternatyva 1 : ( , ) 0H cor X Y ≠ , 

1 : ( , ) 0H cor X Y >  arba 1 : ( , ) 0H cor X Y <  tikrinama su funkcija cor.test.   
 
 
                                                 
4 Visi skaičiai tarp 0 ir 1. 
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4.9 pavyzdys.  Duomenų lentelės mtcars porinė sklaidos diagrama (žr. 2.9 pav.) suteikia daug 
informacijos apie šią lentelę. Kai kurias hipotezes apie kintamųjų ryšius vertėtų patikrinti formaliai. 
 
library(datasets)   
data(mtcars) 
with(mtcars,cor.test(mpg,wt))  # plg.2.4 užd.   
 
        Pearson's product-moment correlation 
 
data:  mpg and wt  
t = -9.559, df = 30, p-value = 1.294e-10 
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0  
95 percent confidence interval: 
 -0.9338264 -0.7440872  
sample estimates: 
       cor  
-0.8676594 
 
Gavome, kad dydžių mpg ir wt koreliacija yra neigiama (taigi, kai vienas didėja, kitas mažėja) ir, 
be to, didelė, todėl nieko keisto, kad nekoreliuotumo hipotezė yra atmetama. 
 
4.9  UŽDUOTIS. Ištirkite, ar koreliuoti dydžiai wt ir qsec iš mtcars. Pakomentuokite re-
zultatą. 
 
4.10  UŽDUOTIS. Tiriant specialios sėjamosios efektyvumą, dešimt sklypelių buvo sėjama pa-
prasta sėjamąja ir dešimt – specialia sėjamąja, po to buvo lyginamas derlingumas. Dvidešimt vieno-
do ploto sklypelių buvo buvo taip sugrupuoti poromis, kad jie būtų greta vienas kito. Metant monetą 
buvo pasirenkama, kuriame iš dviejų sklypelių sėti specialia sėjamąja. Štai derlingumo rezultatai: 
 
spec=c(8.0, 8.4, 8.0, 6.4, 8.6, 7.7, 7.7, 5.6, 5.6, 6.2) 
papr=c(5.6, 7.4, 7.3, 6.4, 7.5, 6.1, 6.6, 6.0, 5.5, 5.5) 
 
Patikrinkite hipotezę, kad abiejų sėjamųjų efektyvumas vienodas: a) taikydami t.test‘ą tiesiog 
lentelės duomenims, b) taikydami t.test‘ą atitinkamų sklypelių derlingumų skirtumams. Paaiš-
kinkite, kodėl gaunamos skirtingos išvados. Įvertinkite koreliacijos koeficientą ir patikrinkite hipo-
tezę apie koreliacijos koeficiento lygybę 0.                       WW 
 
Padarysime vieną pastabą. Dažnai dydžių nekoreliuotumas suprantamas kaip jų nepriklausomumas. 
Deja, šitaip yra tik tuomet, kai ( , )X Y  yra normalioji dydžių pora (šiame skyrelyje dydžių norma-
lumo netikrinome, padarykite tai patys). Antra vertus, didelė koreliacija nebūtinai reiškia stiprų tie-
sinį X ′ so ir Y ′ ko ryšį. Čia pateiksime garsų Anscombe‘s keturių visai skirtingų porų pavyzdį – 
nežiūrint to, kad koreliacijos koeficientas yra didelis ir visais keturiais atvejais toks pat, apie stiprų 
tiesinį ryšį galima kalbėti tik pirmuoju atveju. 
 
library(datasets) 
data(anscombe) 
anscombe 
   x1 x2 x3 x4    y1   y2    y3    y4 
1  10 10 10  8  8.04 9.14  7.46  6.58 
2   8  8  8  8  6.95 8.14  6.77  5.76 
3  13 13 13  8  7.58 8.74 12.74  7.71 
4   9  9  9  8  8.81 8.77  7.11  8.84 
5  11 11 11  8  8.33 9.26  7.81  8.47 
6  14 14 14  8  9.96 8.10  8.84  7.04 
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7   6  6  6  8  7.24 6.13  6.08  5.25 
8   4  4  4 19  4.26 3.10  5.39 12.50 
9  12 12 12  8 10.84 9.13  8.15  5.56 
10  7  7  7  8  4.82 7.26  6.42  7.91 
11  5  5  5  8  5.68 4.74  5.73  6.89 
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Anscombe's keturi duomenų rinkiniai

 
 

4.5  pav. Anscombe‘s  keturių porų sklaidos diagramos; stiprų tiesinį koordinačių ryšį ste-
bime tik pirmojoje (kairėje viršuje) sklaidos diagramoje (šiuose grafikuose dar išbrėžtos 

regresijos tiesės, apie jas kalbėsime 5 skyriuje)  

 
Nežiūrint to, kad keturios poros visai skirtingos, visų jų koreliacijos koeficientai (suapvalinus) yra 
lygūs 0,82. 
 
> with(anscombe,cor(x1,y1)) 
[1] 0.8164205 
> with(anscombe,cor(x2,y2)) 
[1] 0.8162365 
> with(anscombe,cor(x3,y3)) 
[1] 0.8162867 
> with(anscombe,cor(x4,y4)) 
[1] 0.8165214 
 
4.11  UŽDUOTIS. Išbrėžkite keturių anscombe porų sklaidos diagramas su funkcija sim-
ple.scatterplot iš UsingR paketo. Ką jūs manote apie koordinačių normalumą? Patikrinkite 
visų aštuonių kintamųjų normalumą su simple.eda funkcija. Kaip dar galima įsitikinti koordina-
čių normalumu?  
 
 
Dviejų grupinių kintamųjų nepriklausomumo testas: chisq.test 
 
Tarkime, kad stebime grupinių kintamųjų porą 1 1( , ) {( , ),..., ( , )}n nX Y x y x y= .  Nulinė  nepriklauso- 
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mumo hipotezė 0 :H  kintamieji X ir Y nepriklausomi su alternatyva 1 :H  kintamieji X ir priklausomi 
tikrinama su funkcija chisq.test (šios funkcijos argumentas turi būti table(x,y)).  
 
Priminsime, kad Y nepriklausomumas nuo X reiškia, kad Y skirstinys populiacijoje yra toks pats, 
kokia bebūtų X reikšmė (t.y., nepriklauso nuo X reikšmės); imtyje ši lygybė, aišku, gali būti tik apy-
tikslė. 
 
4.10 pavyzdys. Jau nagrinėjome (žr. 3.2 pavyzdį) studentų pažymius šioje ir ankstesnėje klasėje. 
 
library(UsingR) 
data(grades) 
pg.table=with(grades, table(prev,grade)) 
pg.table # prev eilutėse dažnių skirstiniai akivaizdžiai skiriasi  
      grade 
 prev     A   A-   B+    B   B-   C+    C    D    F   
   A     15    3    1    4    0    0    3    2    0 
   A-     3    1    1    0    0    0    0    0    0 
   B+     0    2    2    1    2    0    0    1    1 
   B      0    1    1    4    3    1    3    0    2 
   B-     0    1    0    2    0    0    1    0    0 
   C+     1    1    0    0    0    0    1    0    0 
   C      1    0    0    1    1    3    5    9    7 
   D      0    0    0    1    0    0    4    3    1 
   F      1    0    0    1    1    1    3    4   11 
chisq.test(pg.table) # Patikrinsime kintamųjų prev ir grade nepriklausomumą 
 
        Pearson's Chi-squared test 
 
data:  pg.table  
X-squared = 137.2646, df = 64, p-value = 2.904e-07 
 
Kadangi p reikšmė žymiai mažesnė už 0.05, požymiai prev ir grade (pažymiai šioje ir ankstesnė-
je klasėje) tikrai priklausomi.  
 
4.11 pavyzdys. Kadangi paprastai pradinių duomenų būna daug, statistikui dažnai požymių sąvei-
kos lentelė būna pateikiama iš karto (šį kartą jos sutvarkymas yra kiek komplikuotas).  
 
gendergap = matrix(c(279,73,225,165,47,191),byrow=TRUE,nrow=2) 
dimnames(gendergap) = list(Gender=c("Females","Males"), 
PartyID=c("Democrat","Independent","Republican")) 
gendergap 
         PartyID 
Gender    Democrat Independent Republican 
  Females      279          73        225 
  Males        165          47        191 

 

Čia gendergap yra lyties (Gender) ir partijos pasirinkimo (PartyID) sąveikos lentelė. Ar mo-
terys ir vyrai balsuoja vienodai? Kitaip sakant, ar partijos pasirinkimas priklauso nuo lyties? 
 
> chisq.test(gendergap) 
X-squared = 7.0095, df = 2, p-value = 0.03005 
 
Kadangi p reikšmė mažesnė už 0.05, požymiai Gender ir PartyID priklausomi.     
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4.12  UŽDUOTIS. Paketo MASS duomenų rinkinyje UScereal yra duomenys apie įvairias sausų 
košių rūšis. Patikrinkite ar kintamieji mfr (gamintojas) ir shelf (lentyna5) yra priklausomi. 

                                                 
5 shelf yra lentynos aukštis, skaičiuojant nuo grindų. Sėkmingiausiai parduodamos prekės, kurios pirkėjui tiesiai prieš 
akis, taigi iš antros lentynos. Jei kai kurių gamintojų prekės dažniau patektų į antrą lentyną, tai reikštų nesąžiningą kon-
kurenciją.   



©   R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas 
      5. Regresinės analizės elementai 

  

5. Regresinės analizės elementai 

 
Paketo AER duomenų lentelėje CPS1985 yra pateikti duomenys apie 534 asmenų atlyginimą wage 
ir kai kuriuos veiksnius, kurie gali daryti įtaką atlyginimą: 
 
library(AER) 
data(CPS1985) # išarchyvuojame duomenis  
CPS1985 
   wage education experience age ethnicity region gender occupation        sector union married 
1  4.95         9         42  57      cauc  other female     worker manufacturing    no     yes 
2  6.67        12          1  19      cauc  other   male     worker manufacturing    no      no 
3  4.00        12          4  22      cauc  other   male     worker         other    no      no 
4  7.50        12         17  35      cauc  other   male     worker         other    no     yes 
5 13.07        13          9  28      cauc  other   male     worker         other   yes      no 
...................................................................................... 

 
Čia  
 
wage    Wage (in dollars per hour)  
education  Number of years of education  
experience  Number of years of potential work experience (age - education - 6)  
age     Age in years  
ethnicity  Factor with levels "cauc", "hispanic", "other"  
region    Factor. Does the individual live in the South?  
gender    Factor indicating gender (liet. lytis) 
occupation  Factor with levels "worker" (tradesperson or assembly line worker), 

"technical" (technical or professional worker), "services" (service 
worker), "office" (office and clerical worker), "sales" (sales 
worker), "management" (management and administration)  

sector  Factor with levels "manufacturing" (manufacturing or mining), 
"construction", "other"  

union    Factor. Does the individual work on a union job?  
married   Factor. Is the individual married?  
 
Klausimas, kurį mes ruošiamės nagrinėti šiame skyriuje yra toks – nuo ko ir kiek priklauso asmens 
atlyginimas wage? Aišku, kad jis turėtų priklausyti nuo išsilavinimo education, darbo stažo 
experience, amžiaus age ir t.t.1: 
 
                                            wage = f(education,experience,age,...)                                        (5.1) 
 
Šiame duomenų rinkinyje yra pateikta gana daug išmatuotų veiksnių, bet vis dėl to ir čia nėra svar-
biausių – žmogaus gabumų, organizacinių sugebėjimų ir ambicijų (aišku, kad juos išreikšti skaičiais 
sunku, o, gal būt, ir neįmanoma). Jei visų nematuotų ar apskritai neišmatuojamų veiksnių poveikį 
pažymėtume raide ε  (ji vadinama paklaidos nariu), formulę (5.1) galėtume patikslinti taip: 
 
                                            wage = f(education,experience,age,...)+ε                                   (5.2) 
 
Čia f yra vadinamoji regresijos funkcija, ją pasirinkti galima įvairiais būdais, kuriuos aptarsime že-
miau.  
 
 
 
                                                 
1 Kintamasis kairėje vadinamas atsako kintamuoju, o kintamieji dešinėje – prognoziniais kintamaisiais. 



©   R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas 
      5. Regresinės analizės elementai 

  

5.1. Vieninė regresija 
 
Šį skyrių pradėsime paprastu atveju – nagrinėsime wage priklausomybę nuo vieno kintamojo 
experience (dabar education, age ir kiti žinomi kintamieji bus paklaidos ε  dalis): 
 

wage = f(experience)+ε  
 
5.1 pav. yra išbrėžta experience ir wage sklaidos diagrama pagal dešimt atsitiktinai atrinktų 
CPS1985 įrašų. Duomenis glodinanti regresijos kreivė turi būti „reguliari“ (kitaip sakant, „graži“), 
ją brėšime per turimo taškų „debesiuko“ vidurį, tačiau, priklausomai nuo „vidurio“ apibrėžimo, ta 
kreivė bus vienokia ar kitokia. Apskritai kalbant, jei turime du modelius (dvi skirtingas funkcijas f), 
tai geresniu laikomas tas, kurio paklaidos mažesnės2. Žinoma, mažiausias paklaidas gautume (visos 
jos būtų lygios 0), jei funkciją f apibrėžtume juoda laužte (žr. 5.1 pav.) – deja, ši funkcija tikrai nėra 
„graži“3.  
 
Šiame skyrelyje aptarsime tris regresijos kreivės parinkimo būdus. 

10 20 30 40 50
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experience
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5.1  pav. Pradiniai taškai (juodi) ir juos glodinanti viena iš galimų regresijos kreivių  f       

(raudona). Žalia atkarpa žymi vieną iš paklaidų.  

 
Mažiausių kvadratų regresija: funkcija lm 
 
Paprasčiausia, nors ne visuomet tinkamiausia, regresijos kreivė yra tiesė: 1 1( )y f x a b x= = +  (čia 
koeficientas a vadinamas modelio laisvuoju nariu, o 1b  - regresijos tiesės krypties koeficientu); kiek 

sudėtingesnė yra kvadratinė kreivė arba parabolė: 2
2 1 2( )y f x a b x b x= = + + .  

 

                                                 
2 Tiksliau kalbant, kurio suminė paklaida 2

1
n

ii
ε

=∑  mažesnė. 
3 Aišku, kad kintamajam experience pasikeitus nedaug, kintamasis wage taip pat neturėtų pasikeisti daug. Be to, 
wage judėjimo kryptis (aukštyn ar žemyn) turėtų išsilaikyti kurį laiką (taigi, jei ir keistųsi, tai retai). Deja, taip nebus, 
jei regresijos linija pasirinktume juodąją laužtę.     

Tiesinio modelio koeficientus a ir 1b  vertiname su funkcija lm(y~x) 
Kvadratinio modelio koeficientus a, 1b  ir 2b vertiname taip: lm(y~x+I(x^2))
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5.1 pavyzdys.  Sudarysime wage regresijos  experience atžvilgiu tiesinį ir kvadratinį modelius. 
 
attach(CPS1985)                                   # Prijungiame aaa   
we1.lm=lm(wage~experience)          # Tiesinės regresijos modelis  
we2.lm=lm(wage~experience+I(experience^2))    # Kvadratinės regresijos modelis 
detach(aaa)                # Atjungiame aaa  
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Tiesinė ir kvadratinė regresija

we1.lm
we2.lm

 
5.2  pav. wage regresijos experience atžvilgiu tiesinės ir kvadratinės regresijų kreivės  

 
Grafiniai regresinės analizės rezultatai pateikti 5.2 paveiksle. Iš dviejų regresijos kreivių informaty-
vesnė kvadratinė (pvz., grafike matyti, kad pradedant ~25 m. stažu, atlyginimai pradeda mažėti – 
artėja pensija...), tačiau, gali būti, kad šis maksimumas yra „netikras“ arba, kitaip sakant, kvadrati-
nis narys nereikalingas, t.y., koeficientas 2b  iš tikrųjų (t.y., visoje populiacijoje) lygus nuliui. Atsa-
kymus į šiuos klausimus gauname su summary funkcija, kuri pateikia išsamų modelio aprašą.       
 
Žemiau pateiktas tiesinio modelio i 1 i iwage = a+b experience +ε  aprašas. Svarbiausi šioje lentelėje 
du skaičiai.  
 
summary(we1.lm) 
 
Coefficients: 
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept)  8.18363    0.37178  22.012   <2e-16  
experience   0.04377    0.01712   2.556   0.0109    
 
Residual standard error: 4.885 on 530 degrees of freedom 
Multiple R-squared: 0.01218,    Adjusted R-squared: 0.01032  
F-statistic: 6.535 on 1 and 530 DF,  p-value: 0.01086  
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1. Stulpelyje Pr(>|t|)esantis skaičius 0.0109 yra hipotezės 0 1: 0H b =  su alternatyva 1 1: 0H b ≠  
p reikšmė – kadangi šis skaičius mažesnis už 0.05, nulinę hipotezę atmetame. Tai svarbus sprendi-
mas, nes priešingu atveju mūsų duomenys būtų suderinami su teiginiu 1 0b = , kas reikštų, kad  

i iwage = a+ε , t.y., kad wage nepriklauso nuo experience. Koeficientas 1b  nėra didelis, tačiau 
jis tikrai (tiksliau sakant, su 95% pasikliovimu) skiriasi nuo 0 (jo įvertis lygus 0.04377, o jo prasmė 
– kintamajam experience padidėjus 1 (-neriais metais), wage padidėja 0.04 (doleriais už valan-
dą)). 
  
2.  5.2 paveiksle matyti, kad tiesė (kaip, beje, ir bet kuri kita kreivė) prastai aprašo mūsų kintamųjų 
ryšį (wage nuokrypiai nuo tiesės yra dideli). Modelio tikslumas matuojamas (patikslintu) determi-
nacijos koeficientu (kitaip – (patikslintu) R kvadratu (angl. Adjusted R-squared)) – jei jis 
lygus 1, visi taškai (experiencei, wagei) yra ant regresijos kreivės (modelis idealiai aprašo kintamųjų 
sąryšį), jei jis artimas 0 – modelio tikslumas menkas. Mūsų atveju šis koeficientas lygus 0.01086, 
taigi, prognozuojant wage formule wage = 8.18363+0.04377 experience⋅ , didelio tikslumo tikėtis 
neverta.    
 
Žemiau pateiktas kvadratinio modelio 2

i 1 i 2 i iwage = a+b experience b experience +ε+  aprašas. Šioje 
lentelėje vėl svarbiausi du skaičiai.  
 
summary(we2.lm) 
 
Coefficients: 
                 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept)      6.022089   0.540658  11.138  < 2e-16  
experience       0.344943   0.058349   5.912 6.08e-09  
I(experience^2) -0.006816   0.001265  -5.387 1.08e-07  
 
Residual standard error: 4.76 on 529 degrees of freedom 
Multiple R-squared: 0.06354,    Adjusted R-squared:  0.06  
F-statistic: 17.95 on 2 and 529 DF,  p-value: 2.875e-08 
 

1. Koeficientas 2b  nelygus 0 (sakome, kad jis reikšmingas), nes hipotezės 0 2: 0H b =  su alternatyva 

1 2: 0H b ≠  p reikšmė yra mažesnė už 0.05. Kitaip sakant, modelyje turi būti ne tik tiesinis, bet ir 
kvadratinis narys. 
 
2. Modelio Adjusted R-squared lygus 0.06, taigi modelio tikslumas lieka mažas, tačiau, ka-
dangi šis skaičius didesnis nei ankstesnio modelio, kvadratinis modelis tikslesnis už tiesinį. 
 
5.1  UŽDUOTIS. Užrašykite kvadratinį modelį su įvertintais koeficientais. Įsitikinkite, kad kubi-
nio modelio 2

i 1 i 2 iwage = a+b experience b experience ++  3
3 i ib experience +ε  kubinis narys 3b  ne-

reikšmingas (taigi, mūsų kintamųjų ryšį geriausiai aprašo kvadratinis modelis).   
 
5.2 pavyzdys.  Faile ...\DUOMENYS\Koop_Economic\text\FOREST.txt yra pateikti duomenys 
apie 70-ties tropinių šalių miškus ir naudojamas žemes. 
 
forest=read.table(file.choose(),header=TRUE) # importuojame 
forest 
   ForestLoss PopDensity CropChange PastureChange 
1         0.7        357       27.9             0 
2         0.7         48        1.7             0 
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3         0.8        932       14.5             0 
4         0.7        366       17.9             0 
5         0.8         83        2.2             0 
..................... 
69        0.4     179.00        6.1           0.0 
70        1.2     234.00        4.3           2.9 
 
Čia  
 
ForestLoss   vidutinis metinis (1981-1990) išnaikintų miškų kiekis (% nuo bendro kiekio) 
PopDensity   gyventojų skaičius 1000-čiui hektarų 
CropChange   ariamos žemės ploto padidėjimas procentais nuo 1980 m. iki 1990 m.  
PastureChange  ganyklų ploto padidėjimas procentais nuo 1980 m. iki 1990 m. 
 
Mums rūpi ryšys tarp PopDensity ir ForestLoss (paprastai manoma, kad šalyse, kuriose gy-
ventojų tankis didelis, miškai kertami greičiau). Sudarysime tiesinį šių kintamųjų regresinį modelį. 
 
FP1.lm = with(FOREST,lm(ForestLoss~PopDensity))  # Tiesinis modelis  
summary(FP1.lm) 
 
Coefficients: 
             Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) 0.5999649  0.1123184   5.342 1.15e-06  

PopDensity  0.0008423  0.0001165   7.228 5.50e-10   # Koeficientas 1b  nelygus 0  

 
Residual standard error: 0.7031 on 68 degrees of freedom 
Multiple R-squared: 0.4345,     Adjusted R-squared: 0.4262  
F-statistic: 52.24 on 1 and 68 DF,  p-value: 5.503e-10 
 
 
5.2  UŽDUOTIS. Įsitikinkite, kad kvadratiniame modelyje kvadratinis narys nereikšmingas.   
 
 

5.2. Dauginė regresija 
 
Iki šiol nagrinėjome modelius pavidalo wage = f(experience)+ε . Dabar grįšime prie dauginio mo-
delio wage = f(education,experience,age,...)+ε , kitaip sakant, prie modelių, kurių dešinėje yra keli 
prognoziniai kintamieji. Bazinis modelis atrodo taip: 1 1( ) ... , 1,..., .i i i p pi iy f x a b x b x i nε= = + + + =  
Antra vertus, yra labai daug šito modelio variantų – juose 1ix  gali būti pakeistas kokia nors 1ix  
funkcija (pvz., 1log( )ix  ar 1( )ixs ), dešinėje pusėje gali atsirasti kintamųjų kvadratai, jų sandaugos ir 
pan.  
 
Mažiausių kvadratų regresija: funkcija lm(y~x1+x2+...) 
 
5.3 pavyzdys.  4.4 pavyzdyje nagrinėjome airquality duomenis. Dabar pabandysime išsiaiš-
kinti, nuo ko priklauso dydis (y=) Ozone - tam į modelio dešinę pusę įtrauksime likusius kinta-
muosius (išskyrus Day, tai mėnesio dienos numeris4). Tiksliau sakant, įtrauksime tik tuos iš jų, ku-
                                                 
4 Jei Day būtų savaitės dienos numeris, jis, gal būt, turėtų įtakos ozono dalelių skaičiui – tikėtina, kad savaitgalio die-
nomis ozono dalelių skaičius skiriasi nuo kitomis dienomis registruojamo.  
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rie yra reikšmingi. Tai galima padaryti dviem būdais – pradėti nuo paprasto modelio ir įtraukti vis 
naujus kintamuosius arba pradėti nuo sudėtingo ir po vieną išmetinėti nereikšmingus kintamuosius. 
Šį kartą vadovausimės pirmąja taisykle. 
 
> attach(airquality) 
> summary(lm(Ozone~Solar.R)) 
 
Coefficients: 
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) 18.59873    6.74790   2.756 0.006856 **  
Solar.R      0.12717    0.03278   3.880 0.000179 *** 
 
Residual standard error: 31.33 on 109 degrees of freedom 
Multiple R-squared: 0.1213,     Adjusted R-squared: 0.1133  
F-statistic: 15.05 on 1 and 109 DF,  p-value: 0.0001793 
 

Ozone neabejotinai priklauso nuo Solar.R (nes hipotezę 0 1: 0H b =  atmetame).  
 
> summary(lm(Ozone~Solar.R+Wind)) 
Coefficients: 
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) 77.24604    9.06751   8.519 1.05e-13 *** 
Solar.R      0.10035    0.02628   3.819 0.000224 *** 
Wind        -5.40180    0.67324  -8.024 1.34e-12 *** 
 
Residual standard error: 24.92 on 108 degrees of freedom 
Multiple R-squared: 0.4495,     Adjusted R-squared: 0.4393  
F-statistic: 44.09 on 2 and 108 DF,  p-value: 1.003e-14 
 
Matome, kad Ozone priklauso nuo ne tik nuo Solar.R, bet ir nuo Wind (nes abu prognoziniai 
kintamieji reikšmingi). Be to, šio modelio Adjusted R-squared lygus 0.4393, taigi šis mode-
lis geresnis už ankstesnį. 
 
> summary(lm(Ozone~Solar.R+Wind+Temp)) 
 
Coefficients: 
             Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) -64.34208   23.05472  -2.791  0.00623 **  
Solar.R       0.05982    0.02319   2.580  0.01124 *   
Wind         -3.33359    0.65441  -5.094 1.52e-06 *** 
Temp          1.65209    0.25353   6.516 2.42e-09 *** 
 
Residual standard error: 21.18 on 107 degrees of freedom 
Multiple R-squared: 0.6059,     Adjusted R-squared: 0.5948  
F-statistic: 54.83 on 3 and 107 DF,  p-value: < 2.2e-16 
 
Šis modelis dar geresnis. Pažymėsime, kad, pvz., koeficiento 0.05982 prasmė yra tokia: jei kitų kin-
tamųjų reikšmės lieka tos pačios, tai Solar.R padidėjus vienu matavimo vienetu, Ozone padidės 
dydžiu 0.05982 (taip pat aiškiname ir kitus koeficientus; neigiama koeficiento reikšmė reiškia, kad 
atitinkamam kintamajam padidėjus, Ozone sumažės5). Ši koeficientų interpretacija padeda suprasti 
kintamojo Month specifiką – jo reikšmės (nuo 5 iki 9) yra iš tikrųjų mėnesių vardai, o ne skaičiai 
(šitai pažymėsime, nurodydami, kad Month yra vardinis kintamasis).    
 
> summary(lm(Ozone~Solar.R+Wind+Temp+factor(Month))) 

                                                 
5 Koeficientas prie Wind yra teisingo (neigiamo) ženklo (didėjant Wind, Ozone mažėja – žr. 4.3 pav.).  
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Coefficients: 
                Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept)    -74.23481   26.10184  -2.844  0.00537 **  
Solar.R          0.05222    0.02367   2.206  0.02957 *   
Wind            -3.10872    0.66009  -4.710 7.78e-06 *** 
Temp             1.87511    0.34073   5.503 2.74e-07 *** 
factor(Month)6 -14.75895    9.12269  -1.618  0.10876     
factor(Month)7  -8.74861    7.82906  -1.117  0.26640     
factor(Month)8  -4.19654    8.14693  -0.515  0.60758     
factor(Month)9 -15.96728    6.65561  -2.399  0.01823 *   
 
Residual standard error: 20.72 on 103 degrees of freedom 
  (42 observations deleted due to missingness) 
Multiple R-squared: 0.6369,     Adjusted R-squared: 0.6122  
F-statistic: 25.81 on 7 and 103 DF,  p-value: < 2.2e-16 
 
Šis modelis geriausias iš turėtų. Koeficiento prie factor(Month)6 prasmė yra tokia: birželio 
mėn. Ozone sumažėjo (lyginant su baziniu gegužės mėnesiu) vidutiniškai 14.75895; liepos mėnesį 
(lyginant su baziniu gegužės mėnesiu) Ozone vidutiniškai sumažėjo 8.74861 ir t.t. Šios išvados lyg 
ir prieštarauja 4.3 pav., tačiau reikia prisiminti, kad koeficientai nurodo papildomą Month įtaką 
dydžiui Ozone su sąlyga, kad kiti prognoziniai kintamieji nesikeitė. Beje, nežiūrint to, kad birželio 
koeficientas didelis (būtent, -14.75895), statistiškai jis nesiskiria nuo nulio, taigi turime teisę sakyti, 
kad birželio įnašas (priedas) yra nereikšmingas. Kita vertus, rugsėjo priedas (-15.96728) jau neabe-
jotinai reikšmingas!  
 
Į dauginį modelį įtraukiame tik reikšmingus ir teisingo ženklo prognozinius kintamuosius. Vardi-

nius kintamuosius į modelį įtraukiame kaip faktorius; kiekvienam lygiui, išskyrus pirmąjį, bus savas 
koeficientas, kuris reiškia atsako priedą (lyginant su pirmuoju, baziniu, lygiu). 

Iš dviejų modelių geresnis tas, kurio Adjusted R-squared didesnis.   
 

5.4 pavyzdys.  Grįškime prie skyrelio pradžioje minėto CPS1985 duomenų rinkinio.  
 
library(AER) 
data(CPS1985) 
CPS1985[1:4,] 
  wage education experience age ethnicity region gender occupation        sector union married 
1 4.95         9         42  57      cauc  other female     worker manufacturing    no     yes 
2 6.67        12          1  19      cauc  other   male     worker manufacturing    no      no 
3 4.00        12          4  22      cauc  other   male     worker         other    no      no 
4 7.50        12         17  35      cauc  other   male     worker         other    no     yes 

 
Jau minėjome apie „teisingą“ prognozinio kintamojo ženklą tiesiniame modelyje. Tai dažnai užra-
šoma tokiu pavidalu: 
 

..., ,..., ,...wage = f(education,experience,age, gender union )
female+ ± ± − +

. 

Čia ženklas + po education reiškia, kad didėjant education reikšmei, wage turi didėti, ženk-
las ±  po experience –  kad ženklas gali būti +, bet gali būti ir – (5.1 pavyzdyje matėme, kad 
wage iš pradžių didėja, o paskui mažėja; taigi, ko gero, į modelį reikės įtraukti kvadratinį 
experience narį). age elgiasi beveik taip pat kaip experience (žr. 5.7 pav.), todėl jam galio-
ja tie patys samprotavimai apie ženklą (beje, dėl tos pačios priežasties į modelį užteks įtraukti tik 
vieną iš jų). Žinant, kad moterims už tą patį darbą mokama mažiau, ženklas prie faktoriaus gender 
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(jei į modelį jis įeina kaip jis priedas moterims, lyginant su vyrais) turi būti neigiamas. Profesinės 
sąjungos nariai (tikriausiai) uždirba daugiau negu neorganizuoti darbininkai (todėl ženklas +). Kitų 
vardinių kintamųjų ženklai neaiškūs. 
 
Į modelį pirmiausiai įtrauksime education, o po to papildysime vis naujais kintamaisiais, kartu 
sekdami visų kintamųjų koeficientų reikšmingumą ir ženklą. Verta išbrėžti pirmų keturių stulpelių 
porines sklaidos diagramas.  
 
plot(CPS1985[,1:4]) 

wage
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5.3  pav. Pirmų keturių CPS1985 stulpelių sklaidos diagramos 

 
Kiek paekperimentavus, man pavyko sudaryti tokį modelį: 
 
CPS.lm=lm(wage~education+experience+I(experience^2)+factor(region)+ 
factor(gender)+factor(occupation)+factor(union), data=CPS1985) 
summary(CPS.lm) 
 
Coefficients: 
                              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept)                  -1.900421   1.327826  -1.431 0.152965     
education                     0.629542   0.100102   6.289 6.77e-10 *** 
experience                    0.229095   0.052748   4.343 1.69e-05 *** 
I(experience^2)              -0.003137   0.001161  -2.702 0.007127 **  
factor(region)other           0.631587   0.413790   1.526 0.127530     
factor(gender)female         -1.883852   0.414296  -4.547 6.77e-06 *** 
factor(occupation)technical   1.648365   0.686778   2.400 0.016739 *   
factor(occupation)services   -1.174794   0.608043  -1.932 0.053890 .   
factor(occupation)office     -0.486494   0.630113  -0.772 0.440421     
factor(occupation)sales      -1.038100   0.811838  -1.279 0.201571     
factor(occupation)management  2.851854   0.753132   3.787 0.000170 *** 
factor(union)yes              1.481900   0.506110   2.928 0.003561 **  
 
Residual standard error: 4.263 on 521 degrees of freedom 
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Multiple R-squared: 0.3268,     Adjusted R-squared: 0.3125  
F-statistic: 22.99 on 11 and 521 DF,  p-value: < 2.2e-16 
 
Jo beveik visi koeficientai reikšmingi, ženklai teisingi, o R kvadratas lygus 0.3125. Pabandykite, gal 
jums pavyks pagerinti šį modelį.    
 
Vieninės regresijos atveju atsaką (apytiksliai) prognozuoti buvo galima pagal regresijos kreivės gra-
fiką (plg. 5.2 ar 5.3 pav.). Daugiamačiu atveju tokių paveikslų išbrėžti nepavyks, todėl prognozuo-
sime tiksliai su predict funkcija. 
 
predict(CPS.lm,newdata=data.frame(education=11:15,experience=20,region="south", 
gender="female",occupation="worker",union="no")) 
       1        2        3        4        5  
6.467940 7.097482 7.727024 8.356566 8.986109 
 
Taigi paėmę penkias moteris6, kurių išsilavinimas kinta nuo 11 iki 15 metų, darbo stažas lygus 20 
metų, iš JAV pietų ir t.t., jų valandinį atlyginimą prognozuojame skaičiais 6.467940, 7.097482 ir t.t.  
Pažymėsime, kad čia užrašyti tik nurodytų moterų grupių vidurkiai, tikrasis atlygimas dar priklauso 
nuo paklaidos nario ε , kurį čia prilyginome jo vidurkiui, taigi 0.  
 
5.3  UŽDUOTIS. Pagal EXERC duomenis (žr. 2.4 pavyzdį) sudarykite PULSE_2 regresijos mo-
delį visų kitų tinkamų kintamųjų atžvilgiu (man pavyko sudaryti modelį su Adjusted R-
squared   lygiu 0.5758). Paaiškinkite koeficientų prasmę.  
 
summary(lm(PULSE_2~AGE+factor(SEX)+factor(SMOKE),data=EXERC)) 
 
 
2.3 pavyzdyje ir 2.9 pav. jau nagrinėjome duomenų rinkinį mtcars iš datasets paketo.  
 
> mtcars[1:4,] 
                mpg cyl disp  hp drat    wt  qsec vs am gear carb 
Mazda RX4      21.0   6  160 110 3.90 2.620 16.46  0  1    4    4 
Mazda RX4 Wag  21.0   6  160 110 3.90 2.875 17.02  0  1    4    4 
Datsun 710     22.8   4  108  93 3.85 2.320 18.61  1  1    4    1 
Hornet 4 Drive 21.4   6  258 110 3.08 3.215 19.44  1  0    3    1 
 
Pabandysime išsiaiškinti nuo ko priklauso degalų suvartojimas mpg. Kiek paeksperimentavęs suda-
riau tokį tiesinį modelį su 1. teisingais ir 2. reikšmingais koeficientų ženklais ir su 3. didžiausiu de-
terminacijos koeficientu: 
 
mcw.lm=lm(mpg~cyl+wt) # Kas čia mpg, cyl ir wt? 
summary(mcw.lm) 
Coefficients: 
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept)  39.6863     1.7150  23.141  < 2e-16 *** 
cyl          -1.5078     0.4147  -3.636 0.001064 **  
wt           -3.1910     0.7569  -4.216 0.000222 *** 
 
Residual standard error: 2.568 on 29 degrees of freedom 
Multiple R-squared: 0.8302,     Adjusted R-squared: 0.8185  
F-statistic: 70.91 on 2 and 29 DF,  p-value: 6.809e-12 
 

                                                 
6 Kintamojo gender reikšmės užrašomos žodžiais, todėl reikšmę female reikia aprėminti kabutėmis. 



©   R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas 
      5. Regresinės analizės elementai 

  

Kiek stebina tai, kad mpg nepriklauso nuo automobilio cilindrų tūrio disp – šitai galima paaiškinti 
tuo, kad automobilio svoris wt yra geras jo pakaitalas.  
 
5.4  UŽDUOTIS. Žemiau yra pateikti duomenys apie pėdkelnių kainą ir sudėtį: PRICE – kaina, 
DEN – audinio tankis DEN vienetais, POLYAMID – poliamido procentas, LYKRA – lykros pro-
centas, COTTON – medvilnės procentas, WOOL – vilnos procentas, FIRM – pėdkelnių gamintojas 
(0 – Levante, 1 – Golden Lady). Nukopijuokite šiuos duomenis į lykra.txt, o paskui į R. Sudarykite 
lm ir gam kainos modelius. Ar priklauso kaina nuo firmos (t.y., ar reikšmingas atitinkamas koefi-
cientas)? 
  
PRICE DEN POLYAMID LYKRA COTTON WOOL FIRM 
10100  15  84  16  0  0  0 
15900  40  81  16  3  0  0 
20100  20  80  17  3  0  0 
18300  40  70  27  3  0  0 
15700  40  74  26  0  0  0 
38200  60  89  11  0  0  0 
10900  15  85  15  0  0  0 
17000  40  76  24  0  0  0 
12200  30  76  24  0  0  0 
14800  50  71  24  0  0  0 
18000  70  72  28  0  0  0 
30400  40  81  16  3  0  0 
19100  70  89  11  0  0  0 
18000  70  43   7 50  0  0 
8800   15  85  15  0  0  0 
4500   20  95   5  0  0  0 
14800  20  80  17  3  0  0 
19600  50  86  11  3  0  0 
22300  80  86  11  3  0  0 
5700   20  95   5  0  0  0 
6900   15  95   5  0  0  0 
37100 100  18  12  0 35  0 
31800 100  27   8 65  0  0 
33400  40  81  16  3  0  0 
11700  15  84  16  0  0  0 
12700  20  84  16  0  0  0 
22300  15  65  32  3  0  0 
23300  30  76  21  3  0  0 
24400  50  83  14  3  0  0 
14300  40  84  16  0  0  0 
5500   15  95   5  0  0  0 
14700  20  83  17  0  0  0 
9100   20  86  14  0  0  0 
13800  15  80  17  3  0  0 
7400   50  95   5  0  0  0 
14800  15  80  17  3  0  0 
7500   15  95   5  0  0  0 

14300  20  83  17  0  0  0 
9300   15  85  15  0  0  0 
6600   20  84  16  0  0  0 
15400  15  87  11  2  0  1 
15900  20  87  11  2  0  1 
17500  40  87  11  2  0  1 
8300   15  88  12  0  0  1 
8800   20  88  12  0  0  1 
12200  40  88  12  0  0  1 
20700  15  88  12  0  0  1 
19100  40  89   9  2  0  1 
20700  15  92   8  0  0  1 
29700  40  86  12  2  0  1 
13500  20  87  11  2  0  1 
17000  20  91   9  0  0  1 
13800   8  85  15  0  0  1 
4500   15 100   0  0  0  1 
10300  15  90  10  0  0  1 
7400   50 100   0  0  0  1 
5600   20 100   0  0  0  1 
11700  15  84  16  0  0  1 
21200  40  89   9  2  0  1 
10600  15  90   8  2  0  1 
15400  40  88  12  0  0  1 
19100  20  75  25  0  0  1 
25400   0  20  70  0 10  1 
30700   0  20  70  0 10  1 
12700  20  88  12  0  0  1 
13800  40  88  12  0  0  1 
18000  70  90  10  0  0  1 
19100  70  45   5 50  0  1 
20700  15  92   8  0  0  1 
13000  15  79  21  0  0  1 
14600  50  94   6  0  0  1 
17500  70  94   6  0  0  1 
5100   15 100   0  0  0  1 
8000   15  92   8  0  0  1 

 
summary(lm(PRICE~DEN+LYKRA+factor(COTTON)+factor(WOOL)+FIRM)) 
FIRM     2607.41    1508.79   1.728 0.088785  (FIRM nereikšmingas) 
Multiple R-squared: 0.6229,     Adjusted R-squared: 0.5699 
summary(gam(PRICE~s(DEN)+s(LYKRA)+factor(COTTON)+FIRM)) 
FIRM      3310.8     1275.2   2.596   0.0120 * (FIRM reikšmingas) 
R-sq.(adj) =  0.716 
 
5.5 pavyzdys.  Duomenų rinkinyje ethanol iš lattice paketo yra pateikti tokie duomenys apie 
azoto oksidų kiekį NOx automobilio išmetamose dujose, esant įvairiems kompresijos C ir ethanolio 
koncentracijos kuro mišinyje E lygiams: 
 
library(lattice) 
data(ethanol)  
ethanol 
 



©   R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas 
      5. Regresinės analizės elementai 

  

    NOx  C     E 
1 3.741 12 0.907 
2 2.295 12 0.761 
3 1.498 12 1.108 
4 2.881 12 1.016 
5 0.760 12 1.189 
.............. 
 
plot(ethanol) # Žr. 5.9 pav. 
 
Tyrimo tikslas – nustatyti NOx priklausomybę nuo C ir E. Ši priklausomybė gana sudėtinga (pvz., 
NOx priklausomybė nuo E yra aprašoma varpo pavidalo kreive; lm modelyje ją bandysime apytiks-
liai aprašyti polinomu7). 
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5.4  pav. NOx‘o priklausomybė nuo C ir E sudėtinga 

 
 
> summary(lm(NOx~C+E)) # Pirmos eilės polinomas – tai blogas modelis (kodėl?) 
 
Coefficients: 
             Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept)  2.559101   0.662396   3.863 0.000218 *** 
C           -0.007109   0.031135  -0.228 0.819941     
E           -0.557137   0.601464  -0.926 0.356912     
 
Multiple R-squared: 0.01095,    Adjusted R-squared: -0.01232  
 

                                                 
7 Antros eilės polinomu vadiname funkciją 2y a bx cx= + + , trečios – 2 3y a bx cx dx= + + +  ir t.t. 



©   R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas 
      5. Regresinės analizės elementai 

  

> summary(lm(NOx~C+E+I(E^2))) # Antros eilės polinomas – geresnis modelis 
 
Coefficients: 
            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) -21.2030     1.2398 -17.102  < 2e-16 *** 
C             0.0635     0.0137   4.635 1.30e-05 *** 
E            52.4110     2.7037  19.385  < 2e-16 *** 
I(E^2)      -29.0899     1.4782 -19.679  < 2e-16 *** 
 
Multiple R-squared: 0.8237,     Adjusted R-squared: 0.8174  
 
> summary(lm(NOx~C+E+I(E^2)+I(E^3)+I(E^4))) # Ketvirtos eilės polinomas  
 
Coefficients: 
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept)  1.618e+02  1.625e+01   9.956 9.10e-16 *** 
C            5.481e-02  8.735e-03   6.275 1.57e-08 *** 
E           -8.213e+02  7.701e+01 -10.665  < 2e-16 *** 
I(E^2)       1.497e+03  1.340e+02  11.173  < 2e-16 *** 
I(E^3)      -1.156e+03  1.014e+02 -11.402  < 2e-16 *** 
I(E^4)       3.212e+02  2.820e+01  11.387  < 2e-16 *** 
 
Multiple R-squared: 0.9318,     Adjusted R-squared: 0.9277  
 
> summary(lm(NOx~C+E+I(E^2)+I(E^3)+I(E^4)+I(E^5)+I(E^6))) # Šeštos eilės pol. 
 
Coefficients: 
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) -1.491e+03  2.986e+02  -4.993 3.41e-06 *** 
C            5.643e-02  7.374e-03   7.652 3.87e-11 *** 
E            1.095e+04  2.156e+03   5.078 2.44e-06 *** 
I(E^2)      -3.283e+04  6.388e+03  -5.139 1.91e-06 *** 
I(E^3)       5.135e+04  9.945e+03   5.164 1.73e-06 *** 
I(E^4)      -4.415e+04  8.584e+03  -5.144 1.88e-06 *** 
I(E^5)       1.979e+04  3.897e+03   5.077 2.44e-06 *** 
I(E^6)      -3.616e+03  7.274e+02  -4.971 3.72e-06 *** 
 
Multiple R-squared: 0.9529,     Adjusted R-squared: 0.9487  
 
Dabar prisiminkime, kad C yra ne skaitinis kintamasis, o vardinis. 
 
> summary(lm(NOx~factor(C)+E+I(E^2)+I(E^3)+I(E^4)+I(E^5)+I(E^6))) 
 
Coefficients: 
              Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)     
(Intercept) -1.459e+03  2.940e+02  -4.963 4.06e-06 *** 
factor(C)9   2.650e-01  8.231e-02   3.220  0.00188 **  
factor(C)12  4.012e-01  8.779e-02   4.570 1.83e-05 *** 
factor(C)15  4.539e-01  8.212e-02   5.527 4.28e-07 *** 
factor(C)18  6.783e-01  8.676e-02   7.819 2.27e-11 *** 
E            1.073e+04  2.121e+03   5.059 2.79e-06 *** 
I(E^2)      -3.223e+04  6.283e+03  -5.129 2.11e-06 *** 
I(E^3)       5.048e+04  9.778e+03   5.163 1.85e-06 *** 
I(E^4)      -4.346e+04  8.438e+03  -5.150 1.94e-06 *** 
I(E^5)       1.950e+04  3.829e+03   5.091 2.46e-06 *** 
I(E^6)      -3.566e+03  7.146e+02  -4.990 3.66e-06 *** 
 
Multiple R-squared: 0.9566,     Adjusted R-squared: 0.9509  
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5.5 UŽDUOTIS. Žemiau esančioje lentelėje yra du stulpeliai:  
 

- British Ability Scales (BAS) skaitymo testo rezultatas (standartinis skaitymo gebėjimų ma-
tas) 

- pirmosios fonemos testas (PFT); vaikai turėjo išklausyti žodį ir jį pakartoti – tuomet jie turė-
jo nustatyti, kuris iš trijų žodžių prasideda tuo pačiu garsu. 

 
nr BAS PFT 
 1  33  26 
 2   5  15 
 3  51  29 
 4  14  15 
 5  11  15 
 6   9  15 

 7   5  21 
 8   2  13 
 9   3  19 
10  16  27 
11  15  26 
12  36  23 
13   9  14 

14   2   8 
15  43  25 
16  14  15 
17   3  13 
18  11   9 
19  48  26 
20  16  27 

 
Nusikopijuokite (su Copy+Paste) šiuos duomenis į, pvz., darbastalyje esantį failą testas1.txt (failą 
sukurti galite su Notepad‘u). Nusiskaitykite į R su  testas=read.table(file.choose(), 
header=TRUE). Apskaičiuokite PFT ir BAS koreliacijos koeficientą, išbrėžkite šių kintamųjų 
sklaidos diagramą. Atrodo, kad PFT galėsime panaudoti BAS rezultatams prognozuoti. Tam suda-
rykite tinkamą vieninės regresijos modelį. Kokį prognozuojate BAS rezultatą, jei PFT=25? 
 
5.6 UŽDUOTIS. Žemiau esančioje lentelėje yra septyni stulpeliai:  
 
valst   JAV valstijos numeris 
priev   išprievartavimų skaičius 100000 gyventojų 
z.skurdo % žemiau skurdo ribos 
ned    nedarbo procentas 
m.vs.v  % moterų / % vyrų admin. 
M.vs.V  moterų pajamų mediana / vyrų pajamų mediana 
TV    prievartos scenos televizijoje 
 
valst priev z.skurdo ned m.vs.v M.vs.V TV 
 1 30 17.9 7.5 51.1 56.8 186 
 2 62.5 10.1 9.8 64.4 63.9 NA 
 3 45.2 12.4 6.2 58.2 58.8 109 
 4 26.7 18.7 6.9 45.8 61.6 173 
 5 58.2 11.3 6.6 57.3 61.2 118 
 6 52.5 10.2 5 53.1 60.1 153 
 7 21.6 8.7 4.7 37.7 59 132 
 8 24.2 11.9 6.3 41.6 58.3 158 
 9 56.9 13 5.1 55.7 60.5 154 
10 44.3 16.4 5.9 49 52 208 
11 34.7 10 4.7 59.4 59.2 115 
12 22.4 12.7 8 57.6 58.9 179 
13 26.9 11.5 7.2 46.6 56.6 170 
14 33.1 9.8 7.8 45.2 55.6 163 
15 14.3 9.4 5 56.9 58.5 153 
16 31.5 10.2 4 43.6 59.9 160 
17 19.2 18.4 8.5 58.2 57.1 185 
18 44.5 18.9 6 49.6 53.2 223 
19 12.9 12.9 7.65 52.3 63.5 149 
20 40.1 9.9 5.8 50.6 61.9 171 
21 27.3 9.8 5.1 44.8 62.5 116 
22 46.6 11.1 11 47.6 56.7 153 
23 23.2 9.3 5.4 50 58.4 152 
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24 24.6 24.5 7.2 49.7 60.1 185 
25 32.6 12.4 6.9 57.1 57.6 160 
26 21 12.4 8.3 60 55.7 200 
27 23.2 10.4 3.7 43.1 58.6 135 
28 67.2 8.5 5.9 70.6 61.6 125 
29 17.3 8.7 4.8 42.5 59.3 NA 
30 30.7 9.7 6.7 47 57.5 NA 
31 43.4 17.4 7.1 61.3 58.3 162 
32 30.9 13.7 7.1 44.2 64.3 139 
33 22.7 14.6 5.5 37.7 66 206 
34 9.5 12.8 5.3 43.8 57 155 
35 34.3 10.5 8 48.5 56.5 169 
36 36.3 13.3 4.1 56.9 58.4 166 
37 41.5 11.3 8.3 64.7 58.5 133 
38 23 10.5 7.4 44.6 58.3 139 
39 17.1 10.3 7 37.7 59.5 108 
40 37.5 59.9 6.1 52.1 64.6 226 
41 12.5 16.1 4.9 47.1 61.7 165 
42 37.4 17 7.4 52.1 59.3 199 
43 47.3 14.9 4 54.7 57.7 167 
44 27.7 10.7 5.5 47 54.2 159 
45 29.1 11.4 6.3 50.6 64.4 146 
46 27.4 11.5 5 52.2 62.2 163 
47 52.7 10.2 7.4 60 57.3 131 
48 15.8 14.5 8.5 50.3 51.4 189 
49 14.9 8.5 6.6 49.1 58.6 164 
50 28.6 8 4.1 51.5 50.2 179 
 
Sudarykite dauginės regresijos modelį, kuris leistų prognozuoti prievartavimų skaičiaus priklauso-
mybę nuo visų ar kai kurių iš išvardintų kintamųjų.  
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