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Ivadas

[vadas

Matematiné statistika daznai skirstoma | teoring statistika (tai viena i§ matematikos mokslo
discipliny) ir taikomaja (ji paprastai nurodo tik tyrimo zingsnius ir rekomenduojamas procediiras, ju
pagrindima palikdama teoretikams). Siame kurse nagrinésime pastaraja statistikos dalj.

Skirsime dvi taikomosios statistikos dalis — aprasomaja (angl. descriptive) ir sprendziamaja (angl.
inferential) statistikas. Pirmoji susijusi su duomeny kompaktiSku (skaitiniu ar grafiniu) pateikimu, o
antroji — su jvairiy teiginiu (hipoteziy) apie populiacija tikrinimu (pvz., ar teisybé, kad Siemet
partijy populiarumas isliko toks pat kaip ir pernai?). Abi $ias dalis aptarsime Siame kurse.

Statistikoje dera skirti visa tiriamaja aibg (arba populiacijq) ir jos dali — imtj (politiniy partijy
populiarumo tyrimai remiasi duomenimis, gautais apklausus tik dali visy balsavimo teis¢ turinciy
asmeny (8iy asmeny atsakymai sudaro imti); visy asmeny (visos populiacijos) nuomong suzinosime
tik rinkimy metu). Laikoma, kad populiacija yra begalin¢ arba bent ,,didel¢*, o dazno tyrimo tikslas
— pagal baigting imti jvertinti populiacijos parametrus (pvz., vidurki arba partiju populiaruma
procentais). Aisku, kad imtis nelygi im¢iai, todél imties vidurkis kiekvienai im¢iai vis kitoks, jis tik
apytiksliai lygus populiacijos vidurkiui. Jei imtis didelé ir ,teisingai sudaryta®, imties vidurkis
neturéty daug skirtis nuo populiacijos vidurkio. Panasi pastaba galioja ir kitiems parametrams — kuo
imtis didesné, tuo jvertis aréiau tikrosios reik§més. Sitai paaiskina, kodél duomeny turi biiti ,,daug*.

Siuolaikiné taikomoji statistika nejsivaizduojama be komputerio. Yra ne viena programa (SPSS,
EViews, Statistica, S-Plus, R ir t.t.), skirta statistiniu duomenu analizei. Tenka pripazinti, kad
daugumos ju galimybés yra mazdaug vienodos, vienos ar kitos programos pasirinkimas daznai
priklauso jos prieinamumo, kainos ir pan. Siame kurse remsimés nemokama, §iuo metu ko gero
galingiausia programa R (ja galima nemokamai atsisiysti i§ http://cran.at.r-project.org/, smulkiau Zr.
1 skyriug).

I§ lietuvisky knygy, skirty matematinei statistikai, paminésime [CM1] ir [CM2] (ju yra ir daugiau).
Sis kursas skiriasi nuo kity tuo, kad jame samoningai atsisakoma matematinio procediry
pagrindimo, tai i§ tikro turéty buti ,,pats trumpiausias‘ taikomosios statistikos kursas.

Kartu su Siuo paskaity konspektu yra platinamas kompaktinis diskas R1. Jame rasite R instaliacing
programa, kiek literatiiros apie R, ivairiy duomeny rinkiniy ir pan.

AS tikiuosi, kad viskas, kas iSdéstyta Siame kurse, yra tiesa (nors, kaip taisyklé, ne visa tiesa; Cia
pateiktas tik statistikos pradZiamokslis). Statistika yra labai subtilus mokslas, todé¢l, susidiirus su
bent kiek rimtesne problema, rekomenduociau kreiptis i profesionaly statistika.
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1. R ir statistiniai duomenys

R yra nemokamas, labai aukstos klasés programinis produktas, skirtas statistiniy duomeny apdoro-
jimui. Windows‘ing R versija instaliuoti galima taip: internete nuvairuokite i, pvz., http://cran.at.r-
project.org/ ir i§ ten atsisiyskite faila' Windows|base|R-2.7.1-win32.exe. I§saugokite § faila jums
patogioje vietoje, o po to tiesiog spragtelékite ant jo vardo — instaliavimas bus (beveik) automatis-
kas, jis baigsis R0 ikonos atsiradimu jusy darbastalyje.

Norédami pradéti darba su R, spustelékite Sia ikona — atsivers R komandinis langas.

I~ RGui - C:/Program Files/R/R-2.7.1/bin
File Edit View Misc Packages ‘Windows Help

ESEEEE

I= B Console |Z| |E| E'

E wversion 2.7.1 [(2005-06-Z23)
Copyright (C) 2008 The B Foundation for Statistical Computing
ISEN 3-900051-07-0

R iz free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY.
Tou are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'license()' or 'licence(]' for distribution details.

E iz a collaborative project with mahy contributors.
Type 'contributors()' for more information and
'citation()' on how to cite R or R packages in publications.

Type 'demo()' for sowe demos, 'helpi()]' for on-line help, or
'help.start()' for an HTHL browser interface to help.

Type 'oi]' to guit E.

> |

1.1 pav. R komandinis langas (angl. R Console)

Vienai temai skirtos R programos yra talpinamos paketuose. Kai kurie paketai yra R instaliaciniame
faile, kitus dabar atsisiysime internetu. Spustelékite (zr. 1.1 pav.) Packages|Install packa-
ge(s)...|Austria, pasirodziusioje lentel¢je pasirinkite UsingR, Ecdat, datasets, car, AER ir paspauski-
te OK — Siy paketq2 instaliavimas bus atliktas automatiskai.

1.1. Kaip jraSyti duomenis j R?

Tyrimo metus surinktus duomenis galima jrasyti i$ ekrano tiesiai { R darbing atmintj, taciau papras-
tai jie blina pateikti tekstiniu pavidalu (failai *.txt, *.asc , *.dat ir pan.) arba Excel‘iniu pavidalu
(failai *.xIs ar *.csv) — tokiu atveju juos reikia importuoti i R.

' Tai naujausia R versija §iuo metu (2008.07.01). Gali bati, kad jisy versijos numeris bus kitas.
? Juose yra daug duomeny rinkiniy, kurie mums pravers pratyboms ateityje.
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1.1 pavyzdys. Kompaktinio disko R1 kataloge DUOMENYS rasite kelis katalogus su duomeny
failais. Importuosime tekstinj failg exercise.dat i§ katalogo Glass Hopkins. Stai Sis failas:

ID SEX SMOKE AGE PULSE 1 PULSE 2 NAME

1 1 1 31 62 126 ALLAN

2 2 1 20 78 154 MARY

3 2 1 28 76 146 BILLIE
4 2 1 29 81 174 LINDA
39 1 0 21 66 142 GREG

40 1 0 30 70 132 RICHARD

Jame yra 40 jrasy (eiluciy), tiriami kintamieji (stulpeliai) turi vardus, kintamyjy apraSymas pateiktas
faile readme.txt. Jame paraSyta, kad ,,duomenys buvo surinkti, iSmatavus 40-ties asmenuy pulsa pries
ir po vienos mylios bégimo*. Cia

ID asmens numeris
SEX 1=vyras, 2=moteris
SMOKE 1=riiko, O=neruko
AGE amzius

PULSE 1 pulsas pries bégima
PULSE 2 pulsas po bégimo
NAME asmens vardas

Tekstini duomeny faila importuojame su funkcija (komanda) read.table, §§ duomeny rinking
(nauja R’0 objekta) pavadinsime® exerc.

> exerc=read.table (file.choose (), header=TRUE) # surinkite Sia teksta R ekrane
# ir spustelékite Enter

Funkcijos read. table pirmas argumentas turi nurodyti tiksly failo exercise.dat adresa; kadangi
tai néra taip paprasta, mes pasirinkome kita varianta — vietoje adreso jras¢me £ile.choose ()
(dabar atsidarys langelis, kuriame rasti reikalinga faila bus nesunku). Antras argumentas
header=TRUE nurodo, kad failo exercise.dat stulpeliai turi (1-oje failo eilutéje iraSytus) vardus.

> exerc # surinkite $i tekstq ir paspauskite Enter - pamatysite objektag
# vardu exerc

ID SEX SMOKE AGE PULSE 1 PULSE 2 NAME
1 1 1 1 31 62 126 ALLAN
2 2 2 1 20 78 154 MARY
3 3 2 1 28 76 146 BILLIE
4 4 2 1 29 81 174 LINDA
39 39 1 0 21 66 142 GREG
40 40 1 0 30 70 132 RICHARD

Atkreipiame démesi 1 tai, kad R’o atmintyje kol kas yra tik objektas exerc (Sis staciakampis
duomeny rinkinys vadinamas (duomeny) lentele (angl. data.frame)), o kintamuyjy (stulpeliy) kol kas
néra.

3 Pageidautina, kad naujo R objekto vardas biity informatyvus. Kad bity aiskiau, varde galima jterpti taskus, pvz.,
exerc.senas ir exerc.naujas).
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> AGE
Error: object "AGE" not found

Norint pasiekti stulpelius, lentel¢ exerc reikia prijungti (angl. attach):

> attach (exerc)
> AGE # dabar visi exerc stulpeliai pasiekiami

[1] 31 20 28 29 21 27 21 42 22 28 21 22 43 19 23 41 24 21 21 20 38 20 33 25 37
[26] 22 32 22 22 19 21 26 32 24 28 34 35 21 21 30

AGE yra skaitinis kintamasis:

> class (AGE)
[1] "integerxr"

(liet. sveikasis skai€ius). Antra vertus, kintamasis NAME néra skaicius, jis nurodo asmens varda:

> class (NAME)
[1] "factor"

(asmeni ar grupe nurodancius kintamuosius vadinsime grupiniais kintamaisiais arba faktoriais).
Atkreipsime démesi, kad nors kintamasis SMOKE igyja skaitines reik§mes, taciau i$ tikryjuy 1 ir O yra
tik patogiis simboliai riikanéiy ir neriikanéiy grupéms koduoti. Si kintamajj paversti faktoriumi ga-
lima su funkcija factor.

> class (SMOKE)

[1] "integer"

> SMOKE. f=factor (SMOKE) # SukGréme nauja R objekta vardu SMOKE.f
> class (SMOKE. f)

[1] "factor"

Duomenuy rinkinys, kuri sudaro keliy kintamyjy stebéjimai, R‘e dazniausiai talpinamas lentele. Jo
stulpeliai daZniausiai biina dviejy klasiy - skaitiniai kintamieji arba grupiniai kintamieji (faktoriai)

Baigus darba su exercise kintamaisiais, juos geriau atjungti su detach (exerc).

1.2 pavyzdys. Kompaktinio disko R1 kataloge DUOMENYS yra katalogas Koop, kurio pokatalo-
gyje Text yra tekstinis failas HPRICE.txt. Deja, §is failas néra sutvarkytas pagal R reikalavimus —
pvz., pirmojo stulpelio vardas gale price uzima dvi eilutes (funkcija read. table nesupras
tokio uzra$o).

sale lot #bed #bath #stories drive. rec room basement gas air cond #garage desire loc

price size

42000 5850 3 1 2 1 0 1
0 0 1 0

38500 4000 2 1 1 1 0 0
0 0 0 0

Norint §j failg importuoti | R, reikia arba patiems tinkamai sutvarkyti faila HPRICE.txt, arba impor-
tuoti duomenis i§ Excel‘inio failo Koop\Excel\HPRICE.xIs. ISbandysime antra varianta. Atidarykite
faila HPRICE.xls ir pazymekite (apSvieskite) visus mums reikalingus laukelius, t.y., staiakampi su
virSiinémis Al ir L547. Paspauskite Ctrl+C klavisus, o po to R komandiniame lange surinkite ko-
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manda hprice=read.delim("clipboard", header=TRUE). Naujas R objektas hprice
yra didelis (jis turi 546 eilutes), todél ji apzvelgti bus paprasciau, jei i ekrang iSvesime tik pirmas 10
eilu¢iy. Vartosime objekto poaibio Zenkla [...]: simbolis 1:10 reiskia skai¢iy seka 1, 2,..., 10,
simbolis hprice[1:10, ] nurodo nagrinéti pirmas deSimt lentelés hprice eiluciy ir visus ju
stulpelius, simbolis hprice [ , 3] — paimti visus treCio stulpelio elementus ir t.t.

> hprice([1:10,]
sale.price lot.size X.bedroom X.bath X.stories driveway rec.room basement gas air.cond X.garage desire.loc

1 42000 5850 3 1 2 1 0 1 0 0 1 0
2 38500 4000 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0
3 49500 3060 3 1 1 1 0 0 0 0 0 0
4 60500 6650 3 1 2 1 1 0 0 0 0 0
5 61000 6360 2 1 1 1 0 0 0 0 0 0
[ 66000 4160 3 1 1 1 1 1 0 1 0 0
7 66000 3880 3 2 2 1 0 1 0 0 2 0
8 69000 4160 3 1 3 1 0 0 0 0 0 0
9 83800 4800 3 1 1 1 1 1 0 0 0 0
10 88500 5500 3 2 4 1 1 0 0 1 1 0
Cia

sale.pricenamo pardavimo kaina (skaitinis kintamasis)

lot.size sklypo plotas (skaitinis kintamasis)

X .bedroom miegamyjy skaicius (tai skaitinis kintamasis, taciau ji galima paversti ir faktoriumi)
X.bath voniy skaicius (tai skaitinis ...)

X.stories namo auksty skaiius (tai skaitinis ...)

driveway (vaziavimy skai¢ius

rec.room poilsio kambariy skaiCius (tai skaitinis ...)

basement kambariy rusyje skaiius (tai skaitinis ...)

gas jei =1 - name yra dujos, jei =0 — namas be dujy (tai skaitinis ...)

air.cond jei=I —namas su kondicionieriumi, jei =0 — be kondicionieriaus (tai skaitinis ...)
X.garage garazy skaicius name (tai skaitinis ...)

desire.loc jei gera vieta— 1, jei bloga — 0 (tai skaitinis ...)

Lentelés hprice eiluciy ir stulpeliy skai€iy galima suzinoti su funkcija dim (nuo (angl.) dimen-
sions):

> dim (hprice)

[1] 546 12 <4<
Beveik kiekviename R pakete galima rasti duomeny rinkiniy. Jy ypatingai daug yra paketuose
UsingR, datasets ir Ecdat. Zemiau pateiktoje uzduotyje yra paaiSkinta kaip importuoti duomeny

rinkini mtcars i$ datasets paketo

1.1 UZDUOTIS. Atlikite nurodytas komandas

library (datasets) # prisijunkite paketa ,datasets™

library (help=datasets) # pamatysite Sio paketo duomeny rinkiniy sarasa

data (mtcars) # iSarchyvuokite duomeny rinkini ,mtcars™ - po $ios
# operacijos mtcars atsiras R‘'o darbinéje atmintyje

?mtcars # mtcars lentelés aprasSymas

mtcars[1:10, ] # pirmos 10 jos eiluciuy
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Apibudinkite pirmy Sesiy stulpeliy duomenis. Kurie 1§ ju skaitiniai, o kurie — grupiniai? Atspaus-
dinkite juos R‘o komandiniame ekrane.
1.2 UZDUOTIS. Importuokite duomeny rinkinj homedata i§ paketo UsingR. Kiek eilu¢iy ir

kiek stulpeliy yra Sioje lentel¢je? Kas tai per duomenys? Kokie tai duomenys — skaitiniai ar grupi-
niai?

1-5



© R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas
2. Skaitiniy kintamyjy apraSomoji analizé

2. Skaitiniy kintamyjy aprasomoji analizé
2.1. Vienas skaitinis kintamasis

Nors vienas svarbiausiy statistikos uzdaviniy yra rySiy tarp keliy kintamyjy nustatymas, analiz¢
pradéti verta vieno skaitinio kintamojo aprasymu. Vieno skaitinio kintamojo imtis trumpai nusako-
ma dviem skaiciais — vienas jy charakterizuoja vienaip ar kitaip apibréziama aibés ,,centra™, o kitas
— kintamojo reikSmiy sklaiduma Sio centro atzvilgiu.

\ Imties centras paprastai nusakomas imties (reikSmiy aritmetiniu) vidurkiu arba mediana \

2.1 apibrézimas. Jei poZymio x matavimo rezultatai yra imtis x;,x,,..., X, , tai Sios imties empiriniu’
vidurkiu (angl. (sample) mean)) vadiname skaiciy X = (x; +...+x,)/ n. Jis skai¢iuojamas su funkci-

jamean.

Priminsime, kad Sis skaiCius tik apytiksliai lygus populiacijos (arba teoriniam) vidurkiui gz, (pasta-
raji skai€iy suzinotume, jei istirtume visus individus; kadangi to paprastai padaryti nejmanoma, vi-
durkio x, neZinome, tai tiesiog tam tikras idealizuotas, paprastai nezinomas, skaicius). Aisku, kad
paémus kita imti, jos vidurkis X bus kitoks, bet tikriausiai visi Sie vidurkiai tarpusavy skirsis ne-
daug (nedaug jie skirsis ir nuo 4, ). Be to, kuo imtis didesné, tuo X nuokrypis nuo x, bus mazes-
nis.

2.1 pavyzdys. Apskaic¢iuosime kelis vidurkius.

library(UsingR) # prijungiame paketa UsingR

data(homedata) # iSarchyvuojame duomenu rinkini homedata

?homedata # pirmame stulpelyje - namo kaina 1970 m., antrame -
# to paties namo kaina 2000 m.

homedata[1:10,] # pirmos 10 duomenuy lentelés homedata eiluciu

y1970 y2000

1 89700 359100

2 118400 504500

3 116400 477300

4 122000 500400

5 91500 433900

6 102800 464800

7 71700 395300

8 71400 340700

9 68200 297400

10 71900 198600

> attach (homedata) # galésime dirbti su kintamaisiais y1970 ir y2000
> mean (y1970)

[1] 70820.93 # kainos vidurkis 1970 m.

> mean (y2000)

[1] 268369.8 # kainos vidurkis 2000 m.

> mean (y2000) -mean (y1970)

[1] 197548.9 # vidurkiy skirtumas

" Empiriniu, t.y., apskai¢iuotu pagal tyrimo rezultatus. Atitinkama populiacijos savoka vadinama teoriniu vidurkiu.
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> mean (y2000-y1970)
[1] 197548.9 # wvidurkiuy skirtumg galima skaic¢iuoti ir Sitaip

Pastebésime, kad ¥2000-y1970 yra vektorius, sudarytas i§ 6841 skai¢iy, kuriy kiekvienas yra

lygus namo naujos ir senos kainy skirtumui. Matome, kad namy kaina per Siuos 30 mety vidutinis-
kai pabrango 197548,9 JAV doleriu.

2.1 UZDUOTIS. Lentelés exerc stulpeliuose PULSE_ 1 ir PULSE 2 pateikti skaiCiai yra pulsas
pries ir po 1 mylios bégimo. Apskaic¢iuokite vidutini pulso pokyti, o taip pat vidutini procentini po-
kleOO*(PULSE_Z—PULSE_l)/PULSE_l.

. o we . . . g * * * X . e
2.2 apibrézimas. Imtj x;,x,,...,x, perraSykime didé¢jimo tvarka: x; <x, <...<x,. Si nauja skaiciy
B3 * * . . . . . . . . o . . . .
seka x;,x,,...,x, vadinama imties variacine eilute, o jos vidurinis narys vadinamas imties (arba em-

pirine) mediana.

2.2 pavyzdys. Tarkime, kad devynis elementus turinti imtis x yra tokia’:

> x
[1]

12 7 16 18 18 11 3 13 11 # imtis turi 9 narius

Su funkcija sox €, Sia imtj perraSysime didéjimo tvarka:

> x.did=gort (x) # x.did yra naujas vektorius (tal imties variaciné eiluté)
> x.did
[1] 3 7 11 11 12 13 16 18 18

Vidurinis (t.y., penktasis) §ios sekos narys (t.y., mediana) yra 12. Tq pati rezultata gautume ir su
funkcija median:

> median (x)
[1] 12

Jei imtyje yra lyginis nariy skaic¢ius, mediana bus dviejy viduriniy nariy aritmetinis vidurkis.

>y
[1] 20 24 14 10 30 19 29 10 14 9 # 10 nariu
> y.did=sort (y) # variacine eilute
> y.did
[1] 9 10 10 14 @4 19 20 24 29 30 # du viduriniai nariai
> median (y)
[1] 16.5 # mediana yra ju vidurkis

Mediana, apskritai kalbant, nesutampa su vidurkiu. Be to, vidurkiui didele itaka gali padaryti kelios
ekstremalios reikSmeés, o mediana joms néra jautri (jei didziausia y . did reikSmé biity ne 30, o 300,
vidurkis pastebimai pasikeisty; tuo tarpu mediana likty tokia pati). Vidurkio ir medianos skirtumas
yra ypac didelis, kai stebimojo pozymio x tikimybiy skirstinys yra nesimetriSkas, t.y., nuokrypiai
nuo vidurkio deSinén ar kairén néra lygiai tikétini. Pvz., atlyginimy skirstinys paprastai néra simet-

2Tolda‘skaiém:seka‘iraﬁftiiRgalimataip:x:c(12,7,16,18,18,11,3,13,11).
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riSkas (visuomet atsiranda keliolika labai labai turtingy zmoniy), todél JAV skelbiama atlyginimy
mediana’ , 0 ne vidurkis.

Average and median wages
F40 73%

$35 FT2d%

$30 4 F71%
$25 4 F70%

$20 H I B9%

Wages, in thousands
Ratio of median to average

$15 I Bo%
$10 ® 1 BT%
55 I 6%

%0 T T T T T T T T G65%
1889 19491 1983 1995 1997 1999 2001 2003 2005 2007

| — Lwerage —tledian + Ratio |

2.1 pav. JAV metiniy atlyginimy (tikstanciais) vidurkiai ir medianos (kodél vidurkis
didesnis?)

k%

Imti charakterizuoti vien vidurkiu néra gerai, nes kartais, nors dvieju im¢iy vidurkiai yra lygis, jos
pastebimai skiriasi duomeny sklaidumu. ReikSmiy iSsibarstyma galima matuoti, pvz., skirtumu tarp
imties maksimalios (max (x) ) ir minimalios (min (x) ) reikSmiy, taciau yra ir geresniy charakteris-
tikuy.

Imties reikSmiy sklaida paprastai nusakoma (empiriniu) standartu arba
tarpkvartiliniu skirtumu

2.3 apibrézimas. Jei poZymio x matavimo rezultatai yra x;,x,,...,x,, tai $§ios imties empirine dis-

n
persija (angl. sample variance) vadinamas skai¢ius s* = sf = Z(xi —-%)?/(n—1). Kvadratiné $aknis
i=1
i$ dispersijos vadinama empiriniu standartu (angl. standard deviation). Dispersija skai¢iuojama su
funkcija var, o standartas (biitent jis yra duomeny sklaidumo matas) — su funkcija sd. <4<

> with (HOMEDATA, sd(y1970))
[1] 22268.71
> with (HOMEDATA, sd(y2000))
[1] 130729.0

Taigi, lyginant su 1970 m., 2000 m. padid¢jo ne tik namy kainos vidurkis, bet ir kainy sklaidumas
(standartas padidéjo nuo 22 268.71 iki 130 729.0 (USD)).

*kk

Iki Siol, norédami dirbti su lentelés stulpeliu, vartojome attach arba with funkcijas. Lentelés
stulpelj ,,iStraukti* galima ir su [ . . . ] funkcija.

? Pusés zmoniy uzdarbis yra didesnis uz mediana, o kitos pusés — maZesnis.

2-3
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> y1970
Error: object "y1970" not found # Kol kas vektoriaus y1970 dar néra

> y1970=HOMEDATA[, 1] # IStraukiame 1-a stulpeli
> sd(y1970) # Dabar jau y1970 yra (ir liks) R‘o darbinéije
[1] 22268.71 # atmintyije

2.2 UZDUOTIS. Itraukite i§ HOMEDATA antraji stulpeli y2000.

k%

Mes jau apibrézéme imties mediang — tai toks imties elementas, uz kuri pusé imties imties elementy
yra mazesni, o pus¢ — didesni. Imties 1-ju (3=ju) kvartiliu (angl. quartile) (Zymime, atitinkamai, Q1
ir Q3) vadiname imties elementa, uz kurj ketvirtadalis (atitinkamai, trys ketvirtadaliai) imties nariy
yra mazesni (taigi mediana yra 2-asis kvartilis Q2). Kintamojo reikSmiy sklaidai matuoti daznai
vartojamas ne tik standartas, bet ir tarpkvartilinis skirtumas.

2.4 apibrézimas. Imties x;,x,,...,x, tarpkvartiliniu skirtumu (angl. IQR — interquartile range) vadi-

name skirtuma Q3-Q1. Ji galima apskaiciuoti su summary (liet. santrauka) funkcija.

> summary (yl1l970)

Min. 1st Qu. Median Mean Bxrd Ou. Max.
9200 57000 68900 70830 80500 297200
> 80500-57000 # R galima vartoti ir kaip kalkuliatoriu; beje, tarpkvartilinis
[1] 23500 # y1970 skirtumas beveik sutampa su jo standartu
k%

Vieno skaitinio kintamojo skaitini apra§yma (vidurkiu, standartu, kvartiliais ir pan.) galima papildy-
ti grafiniu. Vienas naudingiausiy grafiky yra sta¢iakampeé diagrama, kuri bréziama su boxplot
funkecija.
library(UsingR)
?alltime.movies # Visu laiku pelningiausiu filmu saradas
data(alltime.movies) # I3archyvuojame duomenis
alltime.movies[1:10,]

Gross Release.Year

Titanic 601 1997
Star Wars 461 1977
E.T. 435 1982
Star Wars: The Phantom Menace 431 1999
Spider-Man 404 2002
Jurassic Park 357 1993
The Two Towers 339 2002
Forrest Gump 330 1994
The Lion King 329 1994
Harry Potter and the Sorcerer's Stone 318 2001

boxplot(alltime._movies[,1],horizontal=TRUE)
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200 300 400 500 600

2.2 pav. Kintamojo alltime.movies staCiakampé (horizontaliai isbrézta) diagrama

Staciakampio viduryje esanti ,,riebi* linija Zymi mediana, o staciakampio kairioji ir deSinioji krasti-
nés — pirma ir trecig kvartilius. Status briikSniukas kairéje Zymi max(min (x),Q1-1,58*IQR), o
status briik$niukas deSingje - min(max (x),Q3+1,58*IQR); rutuliukai uz ju — ,,nenormaliai daug*
nuo medianos nutolusias i$skirtis. Matome, kad pajamy Gross skirstinys néra simetriSkas — nors
QI ir Q3 yra beveik vienodai nutol¢ nuo medianos, dideliy i$skiréiy yra Zymiai daugiau negu mazy.

2.3 UZDUOTIS. [3brézkite y1970 stadiakampe histograma. Kas pasikeiéia, jei pasalinate opcija
horizontal=TRUE?

2.2. Du skaitiniai kintamieji

Du skaitiniai kintamieji gali biiti pateikti kaip du atskiri objektai (pvz., y1970 ir y2000) arba ap-
jungti i viena duomeny lentele (kaip HOMEDATA). Siuo atveju kai kurias abiejy stulpeliy skaitines
charakteristikas galima apskaiciuoti vienu kartu:

> mean (HOMEDATA)
y1970 y2000
70831.29 268345.77
> sd (HOMEDATA)
y1970 y2000
22268.71 130728.96
> median (HOMEDATA)
Error in median.default (HOMEDATA) : need numeric data

2.3 pavyzdys. Funkcija mean turi prasmg tik su skaitiniais kintamaisiais (nes netgi tuomet, kai
grupés koduojamos skaiciais, Sie skaiciai i8 tikryjy téra tik grupiy vardai). Todél, norint apskaiciuoti
visy lentelés stulpeliy vidurkius i§ karto, arba visa lentelé turi biiti sudaryta vien tik i$ skaitiniy kin-
tamuyjy, arba reikia nurodyti, kurie stulpeliai skaitiniai.

library(datasets)

?mtcars #(plg. 1.1 uzduoti) mpg=miles per gallon, disp=cilindruy
# tuiris, hp=horsepower, wt=weight

mtcars[1:5,]
mpg cyl disp hp drat wt gsec vs am gear carb

2-5
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Mazda RX4 21.0 6 160 110 3.90 2.620 16.46 0 1 4 4
Mazda RX4 Wag 21.0 6 160 110 3.90 2.875 17.02 0 1 4 4
Datsun 710 22.8 4 108 93 3.85 2.320 18.01 1 1 4 1
Hornet 4 Drive 21.4 6 258 110 3.08 3.215 19.44 1 O 3 1
Hornet Sportabout 18.7 8 360 175 3.15 3.440 17.02 0 O 3 2

Ne visuose stulpeliuose yra skaitiniai duomenys (pvz., stulpelyje cy1 nurodytas automobilio cilind-
ry skaicius, tai grupinis kintamasis). Apskaiciuosime keliy stulpeliy vidurkius.

> mean (mtcars([,c(1,3,4,6)]) # Funkcija c(=combine) apjungia kelis skaic¢ius i
# vektoriuy; ¢ia pasirinkome skaitinius stulpelius
mpg disp hp wt
20.09062 230.72188 146.68750 3.21725

P Jei du stulpeliai yra vienos prigimties (pvz., y1970 ir y2000), juos palyginti lengviausia su
boxplot komanda: boxplot (y1970,y2000, horizontal=TRUE) (ta pati gautume ir su
boxplot (HOMEDATA, horizontal=TRUE)).

y1970 y2000

I I I I I I I
0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000

2.3 pav. Kintamyjy y1970 ir y2000 skiriasi ne tik medianos, bet ir QR
*x*x

Vienas pagrindiniy statistinés analizés tiksly yra rySiy tarp kintamyjuy nustatymas.

Dviejy skaitiniy kintamyjy (poZymiy) x ir y (tiesinio) rySio stiprumas
paprastai nusakomas jy koreliacijos koeficientu

2.5 apibrézimas. Imc¢iy x,x,,...,x, it ¥;,¥,,...,», (arba poZymiy x ir y) empirine kovariacija vadi-
namas  skaiius  cov(x,y)= 27:1 (x;=X)y;—y)/(n=1).  Skai¢ius  r=r,, =cor(x,y)=

cov(x,y)/s,s, vadinamas kintamyjy x ir y (empiriniu) koreliacijos koeficientu.

¥
Koreliacijos koeficientas » visuomet yra tarp -1 ir 1: —1<r<1; jei jis arti 0 — rySio tarp kintamyjy

beveik néra, jei arti -1 ar 1 — vienas kintamasis mazdaug tiesiSkai priklauso nuo kito, t.y.,
y=a+bx. Koreliacijos koeficienta galima i§ karto apskaiciuoti su funkcija €ox, taciau pries tai

verta iSbrézti sklaidos diagrama — joje labai lengva {zvelgti rySius (jei jie yra) tarp dvieju kintamuyjy.
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2.6 apibrézimas. Skaitiniy im¢iy x;,Xx,,...,x, it ¥}, V,,...,», sklaidos diagrama vadinamas grafikas
su jame pazymeétais taSkais (x;,;),(xy,5),....(x,,,) - Si diagrama bréziama su funkcija

plot (x,y)arba, kas tas pat, plot (y~x).

2.4 pavyzdys. Panagrinékime ry$j tarp PULSE 1 ir PULSE 2 i§ exerc lentelés.

# R’o grafiniame lange bus du polangiai
# Bréziame sklaidos diagramag

par (mfrow=c(1,2))
with (exerc,plot (PULSE 2~PULSE 1))

o o o
o | =
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o N o © oo° )
I o T o
w o w o o go
n %) 00°o6 8 o
_ - o
- o D o 8 o °s
o o o 8 o S o o
0 oggDO — %6 o
— 8ooo 0,9 8
o ©6%o o _| 8
8 8ggo °° 5
é ° S o
I I I I I I I - I I I I I I
65 75 85 95 65 70 75 80 85 90
PULSE_1 PULSE_1
2.4 pav. PULSE 1 ir PULSE 2 sklaidos diagrama (exerc duomeny lentelé, kairéje); sklaidos

diagrama be jraSo su maksimaliu PULSE 2 (EXERC duomeny lentelé, deSingje; Zr. 2.4 pavyzdi).
Akivaizdu, kad didéjant PULSE 1 didéja ir PULSE_ 2, be to, ta priklausomybé daugmaz tiesiné

Matyti (Zr. 2.4 pav., kairéje), kad augant PULSE 1 kartu didéja ir PULSE 2, taciau §j ry$j iSkrei-
pia vienas taSkas su su maksimaliu PULSE 2. Nustatysime $io jraSo numerj ir ji paSalinsime i§ mi-
sy lentelés.

with (exerc,which (PULSE 2==max (PULSE 2)))

[1] © # Sis jiradas yra 6-oje eilutéje

EXERC=exerc[-6, ] # PaSalinsime ji, o nauja lentele pavadinsime EXERC

with (EXERC,plot (PULSE 2~PULSE 1)) # “Patobulinta” sklaidos diagrama (2.4 pav.,
# dedinéje)

with(EXERC,cor(PULSEil,PULSE72))

[1] 0.4869192 # “Pagerintuy” imc¢iuy koreliacijos koeficientas

Pagerinty im¢iy koreliacijos koeficientas nemazas — jis lygus 0.:4869192. Laikoma, kad tuomet, kai
koreliacijos koeficiento modulis didesnis uz 0.5, rySys tarp kintamyju pakankamai stiprus.
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y2
0

y2
0

2.5 pavyzdys. [sitikinsime, kad (vyry) tigis ir svoris yra (tiesiskai) susij¢. Nagrinésime faila ba-

Koreliacijos koeficientas= 0

Koreliacijos koeficientas= 0.2

Koreliacijos koeficientas= 0.4

2
o 80 o
° EX ° o
o R %
88 @g >0 o
o 9 o ©
° 0% % 8
a 50 © °
° S og @ ©
£ o0 °og

y2

y2

y2

y2

2.5 pav. Koreliacijos koeficiento jtaka sklaidos diagramos formai

bies i§ UsingR paketo.

library(UsingR)

data(babies)
babies[1:5,]

id pluralty outcome

115 5 1
2 20 5 1
3 58 5 1
4 61 5 1
5 72 5 1

date gestation sex

1411 284 1120
1499 282 1113
1576 279 1128
1504 999 1123
1425 282 1108

1

N e N

8 27 5 62 100
0 33 5 64 135
0 28 2 64 115
0 36 5 69 190
0 23 5 67 125

8

o wu o

wt parity race age ed ht wtl drace dage ded dhAE

31
38
32
43
24

5 65 110 1
5 70 148 1
1 99 999 1
4 68 197 1
5 99 999 1

1

=N

0

= Wwkek o

0

oo

dwt marital inc smoke time number

0
0
1
5
5

Siame duomeny rinkinyje (be kity kintamujy) yra pateikti ir naujagimio tévo figis dh#l ir svoris

dwt.

with (babies,plot (dwt~dht))

# Bréziame sklaidos diagramg

Keistas sklaidos diagramos vaizdas (zr. 2.6 pav., kair¢je) paaisSkinamas tuo, kad kai kuriuose jrasuo-
se triikksta tévo tigio ir/arba svorio duomeny (trikstamas tigis koduojamas skaic¢iumi 99, o triuksta-

mas svoris — skai¢iumi 999). Dviem zingsniais pasalinsime Sias eilutes i§ babies lentelés.
babiesl=with (babies,babies[ (dht!=99),1)
BABIES=with (Pabesd, babiesl [ (dwt!=999),1)

with (BABIES,plot (dwt~dht))

# Palikome tik eilutes,
# nelygus 99
# Palikome tik eilutes,

# nelygus 999

# BrézZiame ,pataisyta“ sklaidos diagrama

kuriose Qgis

kuriose svoris
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2.6 pav. Vyry tigio ir svorio sklaidos diagramos — nepataisyta (kairéje) ir pataisyta
(desinéje)

Matome, kad aukstesniy vyry svoris didesnis ir ta priklausomyb¢ daugmaz tiesiné. Sj tampry rysj
patvirtina ir didelé koreliacijos koeficiento reikSmé:

> with (BABIES, cor (dht,dwt))
[1] 0.5339682

2.4 UZDUOTIS. Isbrézkite kintamyjy wt ir mpg i§ duomeny lentelés mtcars sklaidos diagra-

ma. Apskaiciuokite juy koreliacijos koeficienta.

2.3. Vienas kintamasis skaitinis, o Kitas - grupinis

Kartais duomeny rinkinyje esancio skaitinio stulpelio vidurki skai¢iuoti néra labai prasminga, nes
visi duomenys yra sudaryti i§ keliy visai skirtingu grupiuy (tuomet geriau suskaiciuoti kiekvienos
grupés vidurkj atskirai). Tokiam atvejui R turi apply funkciju grupe; ja sudaro apply, tapply,
lapply ir kt. funkcijos.

2.6 pavyzdys. Prisiminkime, kad paketo Ecdat duomeny rinkinio Star

> Star[l:5,]

tmathssk treadssk classk totexpk sex freelunk race schidkn
2 473 447 small.class 7 girl no white 63
3 536 450 small.class 21 girl no black 20
5 463 439 regular.with.aide 0 boy yes black 19
11 559 448 regular 16 boy no white 69
12 489 447 small.class 5 Dboy yes white 79

stulpelyje tmathssk yra matematikos pazymys, o stulpelyje sex — mokinio lytis. Visy mokiniy
matematikos pazymio vidurkis yra =486:
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> with (Star, mean (tmathssk))
[1] 485.6481

Antra vertus, nesunku isitikinti, kad mergaiciy pazymys aukstesnis:

> with (Star, tapply (tmathssk, sex,mean) )
girl boy
489.6285 481.8832

Cia tmathssk yra kintamasis, kurio vidurkji mean (kiekvienoje grupéje, sudarytoje pagal sex
reik§me) ruosSiames skaiciuoti.

Pazymésime, kad ¢ia deréty paklausti: ar suderinami miisy rezultatai su teiginiu, kad berniuky ir
mergaiciy pazymiai visoje populiacijoje yra lygiis, o gautas (nedidelis) skirtumas gali biti paaiskin-
tas vien imtiniais svyravimais? (jei §j teigini atmestume, biity galima padaryti statistiSkai pagrista
iSvada, jog mergaités gabesnés matematikai negu berniukai). Tai tipiSkas hipoteziy tikrinimo uzda-
vinys, apie ji kalbésime 4 skyriuje.

2.5 UZDUOTIS. Ar skiriasi skaitymo paZzymio treadssk vidurkiai ir standartai kiekvienoje
pagal rasinj pozymj race sudarytoje grupéje? 44

Pazymésime, kad mergaiciy ir berniuky grupes geriau lyginti grafiSkai — vél remsimés funkcija
boxplot, tatiau i grupes skaidysime, vartodami formule — jos simbolis yra ,,~*:

library (Ecdat)
data (Star)
par (mfrow=c(1,2))
boxplot (tmathssk~sex,data=Star) # Bus iSbrézZztos dvi stac¢iakampés diagramos
# viena mergaitéms, kita - berniukams
boxplot (tmathssk~race,data=Star) # Kai kurios funkcijos turi argumentg data;
# tokiu atveju nereikia nei attach, nei with
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n — | | n — | ! |
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—] _ |
o o
L — 1 o — X
< 1 ' < 1 ! :
_ ! | — ! | |
1 | ! 1 _
—_— R
B 8 — 3 | g '
™ o o™ o
o [¢] o [¢]
I I I I I
girl boy white black other

2.7 pav. Mergaiiy pazymiai geresni (tiksliau, ju pazymiy mediana didesné; kaireje); bal-
tieji matematika mokosi geriau negu kitos rasinés grupés (desinéje)

2.6 UZDUOTIS. Paketo datasets duomeny lenteléje mtcars kintamieji mpg ir cyl Zymi,
atitinkamai, myliy, nuvaziuoty su vienu galonu kuro, ir automobilio cilindry skaiciy. I$siaiskinkite,
ar Sie kintamieji susijg?
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2.7 pavyzdys. Paketo car duomeny lenteléje Baumann yra pateikti vieno edukologinio eksperi-
mento rezultatai.

library (car)
data (Baumann)

Baumann

group pretest.l pretest.2 post.test.l post.test.2 post.test.3
1 Basal 4 3 5 4 41
2 Basal 6 5 9 5 41
22 Basal 9 6 7 8 32
45 Strat 11 7 11 12 53
46 Strat 7 6 4 8 47
66 Strat 8 3 4 6 42

Studentai buvo atsitiktinai suskirstyti i tris grupes (tradicinio mokymo Basal ir dvi eksperimentinio
mokymo, DRTA ir Strat). Prie§ prasidedant mokymui, buvo patikrinta ar studentai grupése yra
mazdaug vienody gabumy (pretest.1 ir pretest.?2), o mokymo metu vél buvo tikrinami ju
pasiekimai (post.test.1, .., post.test.3). Pazilirésime, ar pasiekimai priklauso nuo mo-
kymo metodo.

with (Baumann, { # Nukopijuokite (su copytpaste) visas Sias eilutes i1 R

par (mfrow=c(1,3)) # Visas Sias komandas atliekame vienu kartu (tai R programos
# pavyzdys)

boxplot (pretest.l~group) # Ar grupése vienodu gabumy studentai?

boxplot (post.test.l~group) # Pirmg karta tikriname mokymuy efektyvumag

boxplot (post.test.3~group) # Trecia karta tikriname mokymuy efektyvuma
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2.8 pav. Ar grupése (mazdaug) vienody gabumy studentai? (kairéje); pirma karta tikrina-
me mokymy efektyvuma (viduryje); trecia karta tikriname mokymy efektyvuma (desinéje).
Atrodo, kad DRTA metodas efektyviausias, taciau tiksly atsakyma gausime 4 skyriuje

Tk
Sklaidos diagrama yra patogus instrumentas rySiams tarp dviejy skaitiniy kintamuyjy tirti. Tais atve-
jais, kai lentel¢je yra daugiau kaip du kintamieji, kiekvienai ju porai sklaidos diagramga iSbrézti ga-
lima su funkcija pairs.
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library (datasets)
data (mtcars)
pairs (mtcars)
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2.9 pav. Duomeny lentelés mtcars visy kintamyjy pory sklaidos diagramos

Pazymésime, kad jei bent vienas poros kintamasis yra grupinis, sklaidos diagrama gali buti mazai
prasminga. Antra vertus, i§ Siy grafiky matyti, kad, pvz., skai¢ius myliy, nuvaziuoty su vienu galonu
kuro (kintamasis mpg) yra atvirkS¢iai proporcingas variklio turiui (kintamasis disp), o taip pat ir
automobilio svoriui (kintamasis wt) — to mes ir tik€jomés.

2.7 UZDUOTIS. Isbrézkite visas duomeny rinkinio emissions (i§ paketo UsingR) porines
sklaidos diagramas. Pakomentuokite. <4<

2.4. Normalusis skirstinys

2.7 apibrézimas. Sakome, kad pozymio X skirstinys populiacijoje yra normalusis arba Gauss‘o, jei

2
jo (tikimybinio) tankio funkcija f,, nusakoma formule f,(x)= ! exp _Apxzay ,
o2 2

Ox

~w<x<o. Cia gy yra teorinis X vidurkis, 0 &, — teorinis X standartas. €<«

Tankio grafiko (zZr. 2.10 pav.) aukstis taske x nurodo to x‘so pasirodymo ,,Sansus*. Kadangi musuy
tankis su visais x yra didesnis uz nulj, tai teoriSkai normaliojo atsitiktinio dydzio reikSmeés yra visi
galimi skaiciai, tiek teigiami, tiek ir neigiami. Antra vertus, galima jrodyti, jog tikimybé¢ Siam atsi-
tiktiniam dydziui igyti reikSmeg uZ intervalo (uy —30y, 1ty +30 ) riby yra labai maza (tai vadina-
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moji 3o taisykle), todél normalusis tankis pakankamai tiksliai apraso net ir vien teigiamus kinta-
muosius, pvz., cukraus pakelio svorj ar Zzmogaus 1igj. Jei kintamasis igyja tik sveikas reikSmes,
normalusis skirstinys jam apraSyti netinka (nebent ty reikSmiy daug). Pvz., jei vienas testo uzdavi-
nys vertinamas 0, 1 arba 2 taSkais, tai Sis vertinys igyja tik tris reikSmes ir yra nenormalus. Kita ver-
tus, jei uzdaviniy daug, tai tasky uz visa testa suma gali turéti (mazdaug) normalyji skirstinj.

ISbrésime du normaliojo tankio funkeijos grafikus.

x=seq(140,220,by=0.01) # Tankio grafika bréSime nuo 140 iki 220
plot(x,1/ (7*sgrt (2*pi)) *exp (- (x-180) 22/ (2*77°2) ) ,ylab="f (x)", type="1")
lines (x,1/ (2*sqrt (2*pi) ) *exp (- (x-180) ~2/ (2*L2~2)),col=2)

legend (195,0.05,c("sigma=7", "sigma=12"),1lty=1,col=1:2)

g_ _ — sigma=7
. ° — sigma=12
S _
= ]

o

o

o

C)_ —

o | | | | |

140 160 180 200 220
X

2.10 pav. Normaliojo tankio su vidurkiu 180 ir standartu 7 (juoda linija) ir su vidurkiu 180
ir standartu 12 (raudona linija) grafikai

Tankio grafikas yra varpo pavidalo kreive, kas reiskia, kad dauguma populiacijos nariy yra artimi
vidurkiui (=180) (nes tikimybinis tankis ten didziausias), o kuo toliau nuo vidurkio, tuo populiacijos
nariy maziau (nes tankis artéja prie nulio) ir tas mazéjimas simetriSkas (vidurkio atzvilgiu). Skaiti-
niy kintamyjy su varpo pavidalo skirstiniu yra labai daug (zmoniy tigis, studenty matematikos pa-
Zymiai ir pan.), taciau toli grazu ne visuomet tankio maz¢jimas yra tiksliai apraSomas auksciau pa-
teikta formule. Kadangi daugelis statistiniy procediiry galioja tik tuomet, kai duomenys yra (beveik)
normaliis, pateiksime kelias grafines procediiras normalumui tikrinti (4 skyriuje jas papildysime
Shapiro normalumo testu). Pazymésime, kad, kaip ir visuomet statistikoje, mes remsimés tik imties
duomenimis, tod¢l misy iSvados apie populiacijos skirstinj bus tik apytikslés.

Mes jau zinome vieng grafing procediira imties skirstiniui tirti — tai boxplot funkcija (teisybe, ji
daugiau iliustruoja imties simetriSkuma, bet ne tankio forma®). Kita funkcija, hist (liet. histogra-
ma), brézia empirinj tankio analoga (ji suskai¢iuoja, kiek elementy yra kiekviename grupavimo in-
tervale, zr. 2.11 pav., kair¢je) — jei grafikas nepanasSus i (laiptuota) varpa, imtis tikrai néra 1§ norma-

* Priminsime, kad stagiakampés diagramos briik§niukai bréziami tagkuose Q1-1,58*IQR ir Q3+1,58*IQR. Galima jro-
dyti, kad normaliuoju atveju 99,3% visy tasky turi bati tarp ju, vadinasi, jei normaliosios imties dydis 1000, jos stadia-
kampé diagrama turi biiti 1) simetriska ir tik 2) mazdaug 3-4 taskai kiekvienoje puséje yra uz briikk§niuky. Jei bent viena
i$ 8iy salygy paZeista, imtis, tikriausiai, néra i§ normaliosios populiacijos.
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liosios populiacijos, taciau net jei jis panaSus i varpa, populiacijos tankis nebutinai ggsta pagal
auksciau uzraSyta formule (o i§ akies nustatyti tiksly gesimo pobiidi sunku). Tinkamiausias grafikas
normalumui tikrinti yra kvantilinis grafikas (angl. Normal Q-Q Plot) (zr. 2.11 pav., desinéje): jei
imtis 1§ normaliosios populiacijos, visi taskai (iSskyrus, gal but, kelis krastinius) privalo biiti (su
nedidelémis paklaidomis) ant grafike iSbréztos tiesés. Visus Siuos tris grafikus galima isbrézti su
simple.eda funkcija i§ UsingR paketo.

library (UsingR)
with (BABIES, simple.eda (dwt))

Histogram of x boxplot Normal Q-Q Plot
B - M Q ° Q °
— n H o —
N H " N
- °
> 9o | ) =
g = S : S S
g N N o N
0} Q
— ] Qo
L o hred T E 34
— | © —
| n
I
o - —l— o
1 I I I I I I
150 200 250 32101 2 3
X Theoretical Quantiles

2.11 pav. Kadikio tévo svorio histograma néra labai simetriska, stac¢iakampé diagrama turi
vien virSutines iSskirtis, o kvantilinio grafiko taskai desin¢je puséje nutolsta nuo tiesés; visa
tai rodo, kad svorio skirstinys, tikriausiai, néra normalus

2.8 UZDUOTIS. Itirkite kintamojo tmathssk i§ duomeny lentelés Star (paketas Ecdat)
normaluma. <44
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3. Grupiniy kintamyjy apraSomoji analizé

Grupiniai kintamieji (kitaip faktoriai) yra skirti grupéms jvardinti. Ju igyjamos reikSmés paprastai
yra vardai (pvz., ,,kontrolin¢ grupé* ir ,,eksperimentiné grupe* arba ,,yes ir ,,no* arba tiriamy tras-
kuciy raSiy pavadinimai). Antra vertus, daznai patogu $iuos vardus trumpinti ir rasyti tiesiog skai-
¢ius, pvz., 0 ir 1 (reikia tik turéti galvoje, kad aritmetinés operacijos su $iais ,,skaiciais®, pvz., ju
vidurkinimas, prasmés neturi).

3.1. Grupiniy kintamyjy skaitiné analizé

Nagrin¢jant grupinius kintamuosius, paprastai domimasi vienu klausimu — kiek kiekvienoje grup¢je
yra nariy. Tai galima atlikti su funkcija table.

3.1 pavyzdys. Lentelés exerc stulpelyje SEX yra nurodyta tiramojo asmens lytis.

with(exerc, table(SEX))

SEX
1 2
20 20

Matome, kad vyry (taigi iraSy su SEX=1) yra 20, o motery (SEX=2) — irgi 20. Beje, jei lentelé pri-
jungta, ta pati rezultata gautume paprasciau.

attach(exerc)
table(SEX)
SEX

1 2
20 20

Kaip ir skaitiniy kintamyjy atveju, mums daznai ripi rysiai tarp kintamuyjy, pvz., ar teisybé, kad Sio-
je imtyje tarp vyry rikanciyjy yra daugiau?

table(SEX, SMOKE)
SMOKE

SEX 0 1
1 10 10
2 10 10

Matome, kad pirmoje Sios pozymiy sqveikos lentelés eilutéje (SEX=1) riikkanciy ir nerikanciy yra
po 10; lygiai tas pat yra ir antroje eilutéje. Taigi Siame tyrime visose keturiose grupése (vyrai-riko,
vyrai-nertiko, moterys-ritko, moterys-neriiko) yra po 10 Zmoniy (gali biiti, kad taip buvo padaryta
specialiai). Kaip ten bebiity, Siuo atveju jokio rysio tarp lyties ir rilkimo nematyti.

3.2 pavyzdys. Duomeny rinkinyje grades i§ paketo UsingR yra pateikti moksleiviy pazymiai
ankstesnéje klas¢je (stulpelis prev) ir dabartinéje (stulpelis grade). Moksleiviai vertinti amerikie-
tiSka sistema — nuo A (puikiai), A- (gerai) ir t.t. iki F (=Failed=nepatenkinamai), kitaip sakant, pa-
zymys yra grupinis (o ne skaitinis) kintamasis (o kaip Lietuvoje?).

> library (UsingR)
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> grades|[l:6,]
prev grade
1 B+ B+
2  A- A-
3 B+ A-
4 F F
5 F F
6 A B
> with(grades, table(prev))
prev
A A- B+ B B- C+ C D F
28 5 9 15 4 3 27 9 22
> with(grades, table (prev,grade)) # dvieju faktoriy saveikos lentelé
grade
prev A A- B+ B B- C+ C D F
A 15 3 1 4 0 0 3 2 0
A- 3 1 1 0 0 0 0 0 0
B+ 0 2 2 1 2 0 0 1 1
B 0 1 1 4 3 1 3 0 2
B- 0 1 0 2 0 0 1 0 0
C+ 1 1 0 0 0 0 1 0 0
C 1 0 0 1 1 3 5 9 7
D 0 0 0 1 0 0 4 3 1
F 1 0 0 1 1 1 3 4 11

Negalima sakyti, kad pazymiai ankstesnéje klas¢je ir dabartingje sutampa (jei biity taip, nenuliniai
buty tik geltoni langeliai ant istrizainés), tac¢iau atrodo, kad gabumai per metus nepradingsta. Tiksly
atsakyma i klausima — priklauso ar ne dabartiniai pazymiai nuo ankstesniy — pateiksime 4 skyriuje.

3.3 pavyzdys. Pakete Ecdat yra duomeny rinkinys Star, kuriame pateikti 1985-1989 m. JAV
duomenys apie klasés dydzio ir kity veiksniy itaka mokiniy pazangumui.

library(Ecdat)

data(Star)

?Star

fr._table=with(Star, table(freelunk,race))
fr_table # tradiciné lentelé

race
freelunk white black other
no 2599 352 22
yes 1270 1500 5

Si lentel¢ dalinai atsako i klausima, ar teisé i nemokamus pietus (kintamasis freelunk) yra susi-
jusi su mokinio rase (kintamasis race). Konkreciai, tarp ty, kurie turi teis¢ i tokius pietus (eiluté
yes) daugiau yra juodyju (1500 palyginus su 1270), tac¢iau reikty dar atsizvelgti i tai, kiek toje mo-
kykloje apskritai yra juodyju. Tokia (proporciju) lentel¢ galima apskaiciuoti su funkcija
prop.table (51 funkcija skaifiuoja kokia dalj visos lentelés, eilutés arba stulpelio sudaro langelio
skaicius).

> prop.table(fr._table) # visu skaiciy suma lygi vienam; skaicius 0.061..
# reiskia, kad negaunantys piety juodieji sudaro
Race # 6,1% visuy moksleiviuy
freelunk white black other

no 0.4521572721 0.0612386917 0.0038274182
yes 0.2209464161 0.2609603340 0.0008698678
> prop.table(fr._table,1l) # sumos visose gilutése lygios vienam
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race
freelunk white black other
no 0.874201144 0.118398924 0.007399933
yes 0.457657658 0.540540541 0.001801802

> prop.table(fr._table,2) # sumos visuose stulpeliuose lygios vienam
race
freelunk white black other
no 0.6717498 0.1900648 0.8148148
yes 0.3282502 0.8099352 0.1851852

Matome, kad, pvz., dauguma baltaodziy (67,17%) neturi teisés i nemokamus pietus, o dauguma
juodaodziy (80,99%) — turi. To priezastis pakankamai aiski: baltaodziai turtingesni ir uz vaiky pie-
tus gali susimokti patys.

3.1 UZDUOTIS. Kaip aiskintuméte skai¢iy 0.540540541?

3.2. Grupiniy kintamyjy grafiné analizé

Jau Zinome, kad skaiting grupiniy duomeny analiz¢ galima atlikti su funkcija table. Daznai dar
informatyvesnis btina $ios funkcijos grafikas, kurj bréSime su barplot (liet. stulpeliné diagrama)
funkecija.

library (Ecdat)
data (Wagesl)
Wagesl[1l:5,]

exper sex school wage
1 9 female 13 6.315296
2 12 female 12 5.479770
3 11 female 11 3.642170
4 9 female 14 4.593337
5 8 female 14 2.418157

Sioje duomeny lenteléje exper yra asmens darbo stazas (3is kintamasis igyja nelabai daug reiks-
miy, ji ¢ia interpretuosime kaip grupinj kintamaji), sex — lytis (8i karta grupinis kintamasis koduo-
jamas zZodziais).

par (mfrow=c(1,2))

with (Wagesl,barplot (table (exper)))
with (Wagesl,barplot (table (sex)))

300 600
1000

0

__mﬂﬂﬂﬂ Dﬂmﬁ o )

11 13 15 17 female male

3.1 pav. Miusuy imtyje daugiausiai asmeny su vidutiniu darbo stazu (kairéje); vyry truputi
daugiau nei motery (desingje)

Dabar panagrinésime lyties ir darbo stazo rySius.
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se.table=with (Wagesl, table (sex,exper)) # Atkreipkite démesi i funkcijos table
es.table=with (Wagesl, table (exper,sex)) # kintamuju tvarka

barplot (se.table,beside=TRUE)

barplot (es.table,beside=TRUE)

150 300
150 300

__uhl 0ies

1 3 5 7 9 11 14 17 female male

-

0

3.2 pav. Kairiame grafike matyti, kad tiriamoje imtyje tarp asmeny su mazu stazu dominuoja mo-
terys (tamsiis stulpeliai; $is grafikas pateikia absoliucius skai¢ius, todél taip gali biiti dél to,
kad motery miisy imtyje yra apskritai daugiau); deSinys grafikas nelabai informatyvus

Norint i$siaiskinti amzing darbo rinkos struktiira, geriau remtis santykiniy dazniy lentelémis (at-
kreipkite démesi 1 tai, kaip skiriasi Sio ir ankstesnio grafiko y aSies masteliai).

barplot (prop.table(se.table,l) ,beside=TRUE)
barplot (prop.table(es.table,1l) ,beside=TRUE)

| ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ__

1 3 5 7 9 11 14 17 female male

0.00 0.10 0.20
00 04 08

3.3 pav. Misy imtyje tarp maza staza turin¢iy daugiau motery, o tarp didelj stazg turinciy
- daugiau vyry (ta patvirtina tiek kairys, tiek desinys grafikai)

Stebina stulpeliniy grafiky jvairové — neZymiai pakeitus vieng ar kelis parametrus, galima gauti vi-
sai kitokj grafika

barplot (prop.table(se.table,2),beside=TRUE)
barplot (prop.table (es.table, 2),beside=TRUE)



© R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas
3. Grupiniy kintamyjy apraSomoji analizé

00 04 08

JULER

1 3 5 7 9 11 14 17 female male

0.00 0.10 0.20

3.4 pav. Kairys grafikas patvirtina ankstesnio grafiko teiginj, o deSinys mazai informatyvus

barplot (prop.table (se.table, 2))
barplot (prop.table (es.table, 2))

i

3.5 pav. Kairéje esnc¢iame paveiksle motery (tamsis stulpeliai) ir vyry (pilki stulpeliai)
yra ne greta, kaip anksciau, bet vienas virs kito; desinys grafikas mazai informatyvus

0.0 04 038

15 17 female male

0.0 04 08

barplot (prop.table (es.table, 1))
barplot (prop.table(se.table, 1))

[e0)
[ ~
Bl B - e
o
female male 1 3 5 7 9 11 13 15 17

3.6 pav. Dar vienas pavyzdys grafiko su vienas ant kito sukrautais stulpeliais pavyzdys

3.2 UZDUOTIS. Istirkite lyties sex ir mokymosi mety (i§silavinimo) school rysius.
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4. Statistinés hipotezés ir testai joms tikrinti

Statistine hipoteze vadiname bet koki teigini apie populiacijos parametrus — remdamiesi imties
duomenimis, mes norétume nuspresti, teisingas Sis teiginys ar ne. Pvz., ar teisybé, kad populiacijos
vidurkis gz lygus skai¢iui g,? (trumpai: ar teisinga hipotezé H, : = 1,?). Sio teiginio tikrinimo
procediira vadinama (statistiniu) testu, ji pagrista nuokrypio statistika' — mes jau Zinome, kad imties
empirinis vidurkis, didéjant imciai, artéja prie teorinio, todél, jei populiacijos vidurkis i§ tikro lygus
M, kitaip sakant, jei hipotezé H, teisinga, skirtumas X — g, neturéty biiti labai didelis (kitaip sa-
kant, jei skirtumas didelis, hipotezé H,, tikriausiai, neteisinga). Sio skirtumo didumas matuojamas
testo p reikSme — jei ji maZesné uz 0.05, hipotezg¢ H, atmetame ir tariame, kad teisinga alternaty-
vioji hipotezé H, (ji gali buti u# u, ot >y ar u < p; priklausomai nuo alternatyvos, keiciasi ir

p reik§més skaic¢iavimo procediira). Pastaruoju atveju sakome, kad vidurkiy skirtumas reikSmingas.

Visos hipotezés tikrinamos vienodai: suformuluojama pagrindiné hipotezé H,, ir

alternatyvioji H, —jei testo p reikSme didesné uz 0.05, tariama, kad néra pagrindo

atmesti hipotezg H,, ; prieSingu atveju laikoma, kad teisinga H,

R turi labai daug testavimams skirty funkciju (ju sara$a’ galite gauti su help.
search ("test")). Kai kuriuos dazniausiai taikomus testus dabar aptarsime.

Vidurkio testas: t.test

Tarkime, kad stebime kintamaji 1§ normalios populiacijos su nezinomais vidurkiu # ir standartu o .
Hipotez¢ H,:u=pu, (¢ia u, yra pasirinktas skaiCius) su alternatyvomis H,:u# u, arba

H,:p>pu, arba H,: u < u, tikrinama su t . test funkcija.

4.1 pavyzdys. Automobilio techniniame pase parasyta, kad 100 km miesto salygomis automobilis
suvartoja 10,7 1/100 km. Savininkas registravo savo automobilio rodmenis beveik du ménesius
(kasdien 19 val.) ir gavo tokius benzino suvartojimo duomenis:

Vart=c(11.09, 7.61, 7.85, 8.06, 1l6.27, 10.56, 10.77, 7.6, 12.06, 12.32, 14.47,
15.56, 14.08, 16.1, 9.39, 12.38, 10.41, 11.33, 14.23, 12.82, 12.3, 7.87, 8.97,
10.76, 17.73, 12.85, 17.44, 11.58, 11.67, 7.87, 8.91, 7.94, 10.27, 11.06, 10.25,
8.51, 15.11, 12.27, 8.76, 8.65, 7.15, 9.77, 11l.56, 12.31, 10.21, 14.43, 10.23,
12.52, 12.6, 14.88)

Nukopijuokite (su copy+paste) Siuos duomenis | R komandinj langa. Kadangi mean (Vart) lygus
11.4278, kyla itarimas, kad benzino (vidutiniskai) suvartojama daugiau negu tvirtina gamintojas.
Suformuluosime savo hipotezes: [Hy: #£=10,7 su alternatyva H, : £ >10,7. Hipotezés apie vidurki

tikrinamos Student‘o, kitaip t, testu:

! Zodis , statistika“ yra daugiareik$mis. Cia statistika vadiname bet kokia imties funkcija (3iuo atveju X — o)

? Pateiktame sarase rasite tik testus, esan¢ius jiisy instaliuotuose paketuose.
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> t.test (Vart,alternative="greater",mu=10.7)

t =1.8774, df = 49, p-value = 0.03321
alternative hypothesis: true mean is greater than 10.7
95 percent confidence interval:
10.77788 Inf
sample estimates:
mean of x
11.4278

Kadangi p reikSmé (angl. p-value) 0.3321 yra mazesné uz 0.05, H, atmetame ir tariame, kad tei-
singa hipotezé H, (t.y., gamintojo teiginys labai jtartinas). Beje, jei H,, tikrintume su simetriska,
kitaip dvipuse, (ir mums netinkama) alternatyva H, : x#10.7, gautume, kad H, atmesti néra pa-
grindo:

> t.test (Vart,mu=10.7)

One Sample t-test

t =1.8774, df = 49, p-value = 0.06642
alternative hypothesis: true mean is not equal to 10.7
95 percent confidence interval:
10.64878 12.20682
sample estimates:
mean of x
11.4278

Funkcija t . test taip pat pateikia vidurkio (dvipusj) pasikliovimo intervala — populiacijos vidurkis
yra kazkuris 1§ intervalo (10.64878, 12.20682) skaic¢iy — kadangi hipotetiné reik§meé priklauso Siam
intervalui, H, atmesti néra pagrindo.

Cia verta padaryti viena svarbia pastaba — t testas teisingai apskai¢iuoja p reik§me tik tuomet, kai
imtis yra beveik normali. Viena biidq imties normalumui tikrinti mes Zinome — tai simple.eda
funkecija.

simple.eda (Vart)

Histogram of x boxplot Normal Q-Q Plot
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4.1 pav. Duomeny normalumas abejotinas (kodél?)
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Kintamojo Vart normalumas abejotinas, ta¢iau nuokrypiai nuo normalumo néra dideli ir, gal but,
gali buti paaiskinti nedideliu imties dydziu. Formaliy testy normalumui tikrinti yra daug, ¢ia aptar-
sime viena galingiausiy Shapiro testa.

Normalumo testas: shapiro.test

Nuliné hipotezé H, — imtis paimta i§ normaliosios populiacijos, alternatyva H,— i§ kitokios popu-
liacijos. Hipotezé¢ H,, tikrinama su shapiro.test funkcija.
> shapiro.test (Vart)

Shapiro-Wilk normality test

data: Vart
W = 0.9605, p-value = 0.09287

Kadangi p reikSmé didesné uz 0.05, normalumo hipotezés atmesti néra pagrindo.

4.1 UZDUOTIS. Su simple.eda idtirkite kintamaji dht i3 ,,pataisyto” rinkinio BABIES (Zr.
2.5 pavyzdi). Ar jo skirstinys panaSus | normalyji? Patikrinkite savo teigini su shapiro.test
funkcija. Apskaiciuokite tévo tigio vidurki (centimetrais). Apskaiciuokite $i vidurki kiekvienai rasi-
nei grupei atskirai. ISbrézkite Gigio staiakampes diagramas kiekvienai rasinei grupei atskirai. At

.....

Dvieju vidurkiu lygybés testas: €. test

Tarkime, kad stebime du kintamuosius X ir Y i§ normaliyjy populiacijy su nezinomais vidurkiais
MUy 1r 1, bei nezinomais standartais oy ir oy, (imtys nebitinai vienodo dydzio). Vidurkiy lygybés
hipotezé H, : uy =4, arba, kas tas pat, H,: zy — 4 =0 su alternatyvomis H,: zy — s, #0 arba
H,:py —14y >0 arba H,:py — gy <0 tikrinama su t.test funkcija. Atkreipiame démesi: p
reikSmés skaiCiavimas skiriasi, kai oy =oy ir kai oy # oy (t.test funkcijoje reikia nurodyti

var.equal=TRUE arba, atitinkamai, var .equal=FALSE).

4.2 pavyzdys. Tiriant nauja vaista, buvo sudarytos dvi ligoniy grupés: viena jy buvo gydoma nau-
juoju vaistu, o antroji vietoje vaisto gaudavo nekenksminga medikamenta (vadinamaji placeba).
Kintamasis vaistas nurodo ligoniu pasveikimo laika (dienomis) gydant naujuoju vaistu, o pla-
cebas — pagijimo laika antrojoje grupéje. Ar galima teigti, kad naujasis vaistas efektyvesnis uz
placeba, kitaip sakant, ar teisinga hipotezé H : f4istas =0 su natiralia alternatyva

Hi * yaistas — Hplacebas < 0?

_'/‘placebas

vaistas=c (15, 10, 13, 7, 9, 8, 21, 9, 14, 8, 10, 19, 10, 11, o)
placebas=c (15, 14, 12, 8, 14, 7, 16, 10, 15, 12)

4.2 UZDUOTIS. Ar galima tvirtinti, kad vaistas ir placebas turi normalyji skirstinj? <4<«
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Norint taikyti t.test funkcija, reikia dar patikrinti (abiejy populiacijy) standarty (arba, kas tas

2 2

) .. 2 2
pat, dispersiju) lygybe: H : 0 istas = O placebas SU alternatyva H, : # O placebas -

- Oyaistas

Dvieju dispersiju lygybés testas: var._test

Tarkime, kad stebime du kintamuosius X ir Y i§ normaliyjuy populiacijy su nezinomais vidurkiais
My ir g, bei nezinomais standartais oy ir oy (imtys nebitinai vienodo dydzio). Dispersiju lygy-
bés hipotezé H,:0y =0y arba, kas tas pat, H,:ox /oy =1 su alternatyvomis H,:o% /oy #1

arba H,:0y /oy >1 arba H,:0% /oy <1 tikrinama su var . test funkcija.

> var.test (vaistas,placebas) # Dispersijuy lygybés testas
F test to compare two variances (liet. dispersija)

data: vaistas and placebas
F=1.9512, num df = 14, denom df = 9, p-value = 0.3153
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.5137556 6.2620494
sample estimates:
ratio of variances
1.951220

Kadangi p reikSmé didesné uz 0.05, dispersiju lygybés hipoteze atmesti néra pagrindo. 4«
Griztame prie savo pavyzdzio. Nors ligoniu (vidutinis) gijimo laikas skiriasi mazdaug viena diena:

> mean (vaistas)

[1] 11.33333
> mean (placebas)
[1] 12.3

kol kas dar néra aiSku, ar abi medziagos vienodai veiksmingos. Abejones turéty padéti iSsklaidyti
t.test funkcija.

> t.test(vaistas,placebas,var.equal=TRUE,alternative="1less")
Two Sample t-test

data: vaistas and placebas
t = -0.6092, df = 23, p-value = 0.2742
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
95 percent confidence interval:
-Inf 1.752742

sample estimates:
mean of x mean of y

11.33333 12.30000

Kadangi p reikme didesné uz 0.05, atmesti hipotezg apie vidurkiy (visy ligoniy populiacijoje) ly-
gybe néra pagrindo, taigi turimi duomenys nejrodo naujo vaisto efektyvumo. Kita vertus, visai gali
biti, kad, duomenis papildzius naujais matavimais, H, teks atmesti.
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4.3 pavyzdys. Pakete UsingR yra cancer duomeny rinkinys, kuriame nurodyta, kiek dieny nuo
diagnozavimo iki mirties iSgyveno ligoniai, sergantys jvairiomis vézio formomis

> data (cancer)
> cancer
$Sstomach # skrandis
[1] 124 42 25 45 412 51 1112 46 103 876 146 340 396
Sbronchus # bronchai
[1] 81 461 20 450 246 166 63 64 155 859 151 166 37 223 138 72 245

Scolon # gaubtiné Zarna

[1] 248 377 189 1843 180 537 519 455 406 365 942 776 372 163 101 20 283
Sovary # kiausides

[1] 1234 89 201 356 2970 456
Sbreast # kruatis

[1] 1235 24 1581 1166 40 727 3808 791 1804 3460 719

> boxplot (cancer)

®
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e} | | | |
[72]
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4.2 pav. ISgyvenamumo laiko staciakampés diagramos jvairioms vézio formoms

4.2 pav. matyti, kad, pvz., colon (treCia diagrama) ir breast grupése iSgyvenamumas aiskiai
skiriasi, kitaip sakant, maza Sansy, kad jo vidurkiai atitinkamose populiacijose yra lygis. Vidurkiy
lygybe tikrinsime su t . test funkcija. Pirmiausiai patikrinsime ar galioja testo taikymo salygos.

1) kintamyjy normalumas

> with (cancer, shapiro.test (colon))
W = 0.7606, p-value = 0.0006134 # imtis paimta 1S nenormaliosios populiacijos

Labai gali biiti, kad normalumo hipotez¢ atmetama dél vienos iSskirties (colon ketvirtoji reikSme
yra ,,nenormaliai® didelé, ji lygi 1843). PaSalinus Sig iSskirti, normalumo hipotez¢ neatmetama.

> with (cancer, shapiro.test (colon[-4]))
W = 0.9381, p-value = 0.3266 # imtis i3 mormalios populiacijos

> with (cancer, shapiro.test (breast))
W = 0.8686, p-value = 0.07431 # breast normalumo hipotezé neatmetama

2) dispersiju lygybés testas

with (cancer,var.test (colon[-4],breast)) # Abiem atvejais dispersijuy lygybés

4-5
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with (cancer,var.test (colon,breast)) # hipotezé atmetama

3) vidurkiy lygybés testas

with (cancer,t.test(colon[-4],breast,var.equal=FALSE)) # ZodZius var.equal=FALSE
with (cancer,t.test (colon,breast,var.equal=FALSE)) # galima praleisti

Abiem atvejais vidurkiy lygybés hipotez¢ atmetama, taigi ligoniai su gaubtinés Zarnos ir krities
véZiu gyvena ne vienodai ilgai. <4<

4.3 UZDUOTIS. Suformuluokite ir patikrinkite nuling hipoteze su tinkama vienpuse alternatyva.

Dvieju medianu lygybés testas: wi lcox.test

Tarkime, kad stebime du kintamuosius X ir Y (imtys nebiitinai vienodo dydzio). Mediany lygybés
hipotez¢ H,:med, =med, su alternatyvomis H,:med, # med, arba H,:med, >med, arba

H, :medy <med, tikrinamasuwilcox.test funkcija.

Atkreipiame démesi 1 tai, kad §i karta nedarome jokiy prielaidy apie X ir Y skirstinius, todél
Wilcoxon‘o testas daznai tinka ten, kur negalima taikyti t . test‘o.

> with (cancer,wilcox.test (colon,breast))
Wilcoxon rank sum test

data: colon and breast
W = 44, p-value = 0.01928
alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

Dar karta isitikinome, kad ligoniy su gaubtinés zarnos ir kriities véziu iSgyvenamumas skiriasi.

4.4 pavyzdys. datasets pakete esaniame duomeny rinkinyje airquality yra pateikti kas-
dieniai duomenys apie Niu Jorko orus nuo 1973 m. geguzés iki rugséjo.

> library(datasets)
data (airquality)
> airquality
Ozone Solar.R Wind Temp Month Day

Vv

1 41 190 7.4 67 5 1
2 36 118 8.0 72 5 2
3 12 149 12.6 74 5 3
4 18 313 11.5 62 5 4
5 NA NA 14.3 56 5 5 # NA = Not Available = Néra duomenuy
[ 28 NA 14.9 06 5 o
152 18 131 8.0 76 9 29
153 20 223 11.5 68 9 30

Cia Ozone — ozono daleliy skai¢ius atmosferoje, Solar.R — Saulés radiacijos stipris, Wind —
véjo greitis, Temp — maksimali dienos temperatiira (F’), Month — ménesio numeris ir Day — dienos
numeris.
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Mes jau zinome, kad duomenis apzvelgti (visas porines sklaidos diagramas i§brézti) galima su pa-
irs funkcija (¢ia ji kiek patobulinta, diagramose dar papildomai iSbréztos tarpusavio priklausomy-
be iliustruojancios kreiveés).

pairs(airquality, panel = panel.smooth, main = "airquality data")

airquality data
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4.3 pav. Visyduomeny lentelés airquality kintamyjy porinés sklaidos diagramos su
tarpusavio rySius iliustruojanciomis (lokaliosios regresijos) kreivémis

Ozono kiekis (jis turi itakos kai kuriy ligy eigai) akivaizdziai priklauso nuo temperatiiros (zr. diag-
ramg Ozone eilutés ir Temp stulpelio susikirtimo taske). Kadangi temperatiira priklauso nuo méne-
sio (kurioje sklaidos diagramoje tai matyti?), tai ozono kiekis greiciausiai priklauso ir nuo ménesio
numerio (tai grupinis kintamasis!):

boxplot (Ozone ~ Month, data = airquality, horizontal = TRUE)

4.4 pav. matyti, kad ménesiy medianos akivaizdziai skiriasi, ta¢iau, kadangi wilcox.test‘as yra
skirtas tik dvieju grupiy skirtumy nustatymui, apsiribosime dviem ménesiais — tirsime hipotezg, kad
8-to ménesio mediana yra reik§mingai didesné uz 5-to ménesio mediana.

wilcox.test (Ozone ~ Month, alternative = "less", data = airquality,
subset = Month %in% c (5, 8)) # subset argumentas nurodo, kuriu ménesiy

# duomenis nagrinéti

W = 127.5, p-value = 6.04e-05
alternative hypothesis: true location shift is less than 0
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4.4 pav. Ozone priklausomybés nuo Month staiakampé diagrama

Taigi nuling hipotez¢ apie mediany lygybe teikia neabejotinai atmesti.

Dvieju vidurkiy lygybés porinis testas: t.test

Tarkime, kad stebime du kintamuosius X ir Y, Y; = X; + & (abi imtys bus vienodo dydZio). Nuliné
hipotezé¢ H : p, =0 (atsitiktinio normaliojo priedo ¢; vidurkis lygus 0) yra ekvivalenti hipotezei
Hy : 1ty oy (= ttx —14y) =0; ja tikriname su viena i§ alternatyvy H,:uy_y #0, H,:uy_y >0 arba
H, : 1y _y <0 (tam taikome t . test funkcija su papildomu argumentu paired = TRUE).

4.5 pavyzdys. Pakete datasets yra duomeny lentelé sleep. Jos 1-oje eilutéje nurodyta, kiek
(iSgérgs migdomajq tablete A;) papildomai (valandomis) miegojo 1-asis pacientas, o 11-oje eiluteje
— kiek (iSgérgs migdomaja tablete A,) papildomai miegojo tas pats 1-asis pacientas. Toliau reikia
poruoti 2-3ja ir 12-aja eilutes, 3-iaja ir 13-aja ir t.t. (aiSku, kad vaisty poveikis kiekvienam pacientui
savas (pvz., vaistams jautriam ligoniui abiejy vaisty priedas bus didelis), todél reikia tikrinti hipote-
zg apie skirtumy vidurki, o ne vidurkiy grupése skirtuma).

> sleep
extra group

1 0.7 1
2 -1.6 1
3 -0.2 1
4 -1.2 1
5 -0.1 1
6 3.4 1
7 3.7 1
8 0.8 1
9 0.0 1
10 2.0 1
11 1.9 2
12 0.8 2
13 1.1 2
14 0.1 2
15 -0.1 2
16 4.4 2
17 5.5 2
18 1.6 2
19 4.6 2
20 3.4 2
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Ar abu vaistai vienodai efektyviis? Poveikio vidurkiai abiejose grupése smarkiai skiriasi

> with (sleep, tapply (extra, group,mean))
1 2
0.75 2.33

taciau tai, kad skirtumas reikSmingas, irodysime poriniu testu:
t.test (extra ~ group, alternative = “less”, data = sleep, paired = TRUE)
Paired t-test

data: extra by group
t = -4.0621, df = 9, p-value = 0.001416
alternative hypothesis: true difference in means is less than 0
95 percent confidence interval:

-Inf -0.8669947
sample estimates:
mean of the differences

-1.58

t.test (extra ~ group, data = sleep, paired = TRUE) # Kita alternatyva

Kokig alternatyva beimtume, nuling hipotez¢ reikia atmesti, taigi vaistas A, yra neabejotinai efekty-
vesnis.

4.4 UZDUOTIS. Importuokite duomeny lentele ..\DATA\Glass Hopkins\exercise.dat. Patik-
rinkite ar reikSmingai skiriasi bégiky pulso daznis prie§ (PULSE 1) ir po (PULSE 2) bégimo. Su
kokiais testais tikrintumete teiginius, kad pulso 1) padidé¢jimas ir 2) padidéjimas procentais skiriasi
rukantiems ir nerukantiems (kintamasis SMOKE)? Patikrinkite.

Keliy mediany lygybés testas: kruskal .test

Tarkime, kad stebime G kintamuyjy X, X,,..., X5 (imtys nebiitinai vienodo dydzio). Skirstiniy cent-
ry (mediany) lygybes hipotezé H,:medy =medy =...=medy su alternatyva H,:ne visos me-
dianos lygios tikrinama su kruskal . test funkcija.

Sis testas apibendrina dviejy mediany lygybés testa wilcox.test. Be to, kruskal.test yra
pranasesnis uz panasy keliy grupiy vidurkiy lygybés testa oneway.test — mediany testui néra
svarbus im¢iy normalumas ar dispersijy lygybé.

4.6 pavyzdys. 2.7 pavyzdyje nagrin¢jome keliy mokymo buidy efektyvuma. Pirmiausiai patikrinsi-
me ar | tris grupes suskirstyti studentai i$ tikro yra vienodai gabis.

> with (Baumann, kruskal.test (pretest.l~group))
Kruskal-Wallis rank sum test

data: pretest.l by group
Kruskal-Wallis chi-squared = 2.2213, df = 2, p-value = 0.3294



p, (Cia p, yra pasirinktas

p-value = 0.0081

vienodas. 2.7 paveiksle (deSin¢je) matéme, kad auk$c¢iausia mediana yra DRTA grupéje, dabar jsiti-
kinome, kad $is skirtumas statistiSkai reikSmingas. Nustatéme, kad efektyviausias yra DRTA mo-

kymo metodas.

df = 2,
4.4 pavyzdyje nagrin¢gjome duomeny rinkinj airquality. Patikrinkite, ar

ozono kiekis atmosferoje visus penkis ménesius yra toks pats. O véjo stiprumas?

Kruskal-Wallis rank sum test

post.test.3 by group

A%

4.5 UZDUOTIS.

4. Statistinés hipotezes ir testai joms tikrinti
Kadangi p reikSmé yra didesné uz 0.05, néra pagrindo abejoti grupiy vienodumu. Dabar patikrin-

sime hipotezg apie post . test .3 mediany lygybése Siose trijose grupése.
4.7 pavyzdys. Priesrinkiminés apklausos rezultatai patalpinti vektoriuje apkl — ¢ia 1 reiskia, kad

skai€ius tarp O ir 1) su alternatyvomis H,: p# p, atba H,: p> p, arba H,: p< p, tikrinama su
respondentas ruosiasi balsuoti uz partija A, o 0 — kad nebalsuos.

Tarkime, kad stebime grupini kintamaji, kuris igyja tik dvi reikSmes (jas salyginai vadinsime ,,s¢k-

Maza p reikSmé patvirtina, kad eksperimentui pasibaigus studenty pazangumas visose grupése néra
me“ ir ,,nesékme*). Hipotezé apie sekmiy dali p populiacijoje H,: p
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> with (Baumann, kruskal.test (post.test.3~group))

Kruskal-Wallis chi-squared = 9.6319,

Dalies testas: binom.test

binom. test funkcija.

data:
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Ankstesnés apklausos metu uz §ig partija balsuoti ruosési 15% apklaustyjy. Ar galima tvirtinti, kad
dabar ja remianéiyjy dalis a) nepasikeité, t.y ., H,: p=0.15 su alternatyva H,: p#0.15, b) suma-

z¢jo (alternatyva H, : p<0.15), ¢) padidéjo (alternatyva H,: p>0.15)?

> mean (apkl) # dabar 3ia partija remia 13.6% Eespondenty
[1] 0.136

> sum(apkl) /length (apkl) # kitas budas gauti ta pati rezultata

[1] 0.136

> a.table=table (apkl)

> a.table # trecias variantas
apkl

0 1
864 136

a) Auksciau suformuluotas hipotezes tikrinsime su binom. test funkcija.

> binom.test (a.table, p = 0.15)
Exact binomial test

data: a.table
number of successes = 864, number of trials = 1000, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15
95 percent confidence interval:
0.8411814 0.8846498
sample estimates:
probability of success
0.864

Deja, si funkcija neteisingai suprato a . table — pirmame stulpelyje pateikta skaiciy 864 ji visuo-
met interpretuoja kaip sékmiy (Siuo atveju, Salininky) skai¢iy, o ne kaip priesininky skaiciy. Elgsi-
més kitaip (du variantai).

> binom.test (c(136,864), p = 0.15) # Skaic¢ius teisinga tvarka irasome rankomis
Exact binomial test

data: c¢(136, 864)
number of successes = 136, number of trials = 1000, p-value = 0.2317
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15
95 percent confidence interval:
0.1153502 0.1588186
sample estimates:
probability of success
0.136

> binom.test (rev(a.table), p = 0.15) # rev=reverse=(liet.) sukeisk vektoriaus
# pradzia su pabaiga
Exact binomial test

data: rev(a.table)

number of successes = 136, number of trials = 1000, PEVaIGSN=NONZ31T

alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15

* Tik dvi reik§mes jgyjantys duomenys vadinami binominiais. ,,Sékmiy* ($iuo atveju vienetuku) dalis paprastai Zymima
raide p. Taigi hipotez¢ H : p = 0.15 reiSkia, kad dabar partija A remia 15%
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95 percent confidence interval:
0.1153502 0.1588186
sample estimates:
probability of success
0.136

Taigi, nezilrint to, kad apklausos duomenys (13.6%) gana smarkiai skiriasi nuo hipotetiniy (15%),
neturime pagrindo atmesti H, (nes p reikSme didesne uz 0.05). Beje, tikroji partijos Salininky dalis

(tikriausiai, o tiksliau kalbant, su 95% tikimybe) yra skaiCius intervale (0.1153502, 0.1588186) —
intervalas gana platus.

b) Nuling hipotezg H, atmesti néra pagrindo ir tuomet, kai alternatyva yra H,: p<0.15.

> binom.test (c(136,864), p = 0.15, alternative = "less")

data: ¢ (136, 864)
number of successes = 136, number of trials = 1000, p-value = 0.115
alternative hypothesis: true probability of success is less than 0.15
95 percent confidence interval:
0.0000000 0.1551273
sample estimates:
probability of success
0.136

¢) Nuling hipotezg¢ H, atmesti néra pagrindo ir tuomet, kai alternatyva yra H,: p>0.15.

> binom.test (c(136,864), p = 0.15, alternative = "greater")
Exact binomial test

data: c¢(136, 864)
number of successes = 136, number of trials = 1000, p-value = 0.9017
alternative hypothesis: true probability of success is greater than 0.15
95 percent confidence interval:
0.1184814 1.0000000
sample estimates:
probability of success
0.136

Taigi, kaip beformuluotume alternatyva, nulinés hipotezés atmesti néra pagrindo. Antra vertus, jei
imtis biity artimesné populiacijai (t.y., apklausa i§samesn€), toks pat Salininky ir prieSininky santy-
kis galéty reiksti visai ka kita.

> binom.test (c(136%85,864%5),p=0.15) # Salininky ir priedininky 5 kartus daugiau
Exact binomial test

data: ¢ (136 * 5, 864 * 5)
number of successes = 680, number of trials = 5000, p-value = 0.00523
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.15
95 percent confidence interval:
0.1266131 0.1458140
sample estimates:
probability of success
0.136
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Siuo atveju hipoteze Hy:p=0.15 (jei alternatyva H,:p=0.15) tenka neabejotinai atmesti (P

reikSmeé lygi 0.00523). Kitaip sakant, Salininky dalis dabar ne 0.15, taciau lieka neaiSku kokia — di-
desné ar mazesné?

4.6 UZDUOTIS. Patikrinkite hipoteze H, su kitomis dviejomis alternatyvomis. Pakomentuokite
gautus rezultatus.

Keliu daliy lygvbés testas: prop. test

Tarkime, kad kintamaji X, stebéjome N, karty, sékmingy stebiniy buvo K, kintamaji X, stebé-
jome N, karty, sékmingy stebiniy buvo K, ir t.t. (i§ viso G kintamyjy ir N(=N,; + N, +...+ Ng)
stebiniy). Funkcija prop. test yra taikoma tikrinti hipotezei H,, : sékmiy proporcijos (tikimybés)
visose grupése yra tos pacios (t.y., p, =P, =...= Pg) arba (kitas variantas) jos lygios nurodytiems

skai¢iams® py,..., pa (t.y., p; = P,..., P = P2 ) su alternatyva H, : yra ne taip.

4.8 pavyzdys. Nuliné hipotezé teigia, kad keturios (ligoniy su skirtingomis ligomis) populiacijos, i$
kuriy buvo atsitiktinai paimti pacientai, turi ta pati rukanciyjy procenta.

rukaliu = c( 83, 90, 129, 70 )
pacientu = c( 86, 93, 136, 82 )
prop.test (rukaliu, pacientu)

4-sample test for equality of proportions without continuity
correction

data: rukaliu out of pacientu

X-squared = 12.6004, df = 3, p-value = 0.005585
alternative hypothesis: two.sided

sample estimates:

prop 1 prop 2 prop 3 prop 4
0.9651163 0.9677419 0.9485294 0.8536585

Kadangi p reik§meé mazesn¢ uz 0.05, nuling hipotezg atmetame ir teigiame, kad ritkan¢iyjuy procen-
tai skiriasi (ketvirtojoje ligoniy grupéje jis, matyt, mazesnis).

4.7 UZDUOTIS. Patikrinkite ta padia nuling hipoteze, bet tik pirmose trijose grupése.

4.8 UZDUOTIS. 4.2 pavyzd] i§spreskite su prop . test funkcija.

Dvieju skaitiniy kintamuju nekoreliuotumo testas: cor . test

Tarkime, kad stebime normaliaja kintamyjuy pora (X,Y)={(X,,¥,),-...(X;,Y,)} (imtys vienodo dy-
dzio). Nuliné nekoreliuvotumo hipotezé H,:cor(X,Y)=0su alternatyva H,:cor(X,Y)=0,
H,:cor(X,Y)>0 arba H, :cor(X,Y) <0 tikrinama su funkcija cor.test.

* Visi skai¢iai tarp 0 ir 1.
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4.9 pavyzdys. Duomeny lentelés mtcars poriné sklaidos diagrama (zZr. 2.9 pav.) suteikia daug
informacijos apie $ig lentelg. Kai kurias hipotezes apie kintamyjy rySius vertéty patikrinti formaliai.

library(datasets)
data(mtcars)
with(mtcars, cor.test(mpg,wt)) # plg.2.4 uzd.

Pearson's product-moment correlation

data: mpg and wt
t = -9.559, df = 30, p-value = 1.294e-10
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-0.9338264 -0.7440872
sample estimates:
cor
-0.8676594

Gavome, kad dydziy mpg ir wt koreliacija yra neigiama (taigi, kai vienas did¢ja, kitas mazéja) ir,
be to, didel¢, todé¢l nieko keisto, kad nekoreliuotumo hipotezé yra atmetama.

4.9 UZDUOTIS. Iitirkite, ar koreliuoti dydziai wt ir gsec i§ mtcars. Pakomentuokite re-
zultata.

4.10 UZDUOTIS. Tiriant specialios sé¢jamosios efektyvuma, de$imt sklypeliy buvo s¢jama pa-
prasta s¢jamaja ir deSimt — specialia séjamaja, po to buvo lyginamas derlingumas. DvideSimt vieno-
do ploto sklypeliu buvo buvo taip sugrupuoti poromis, kad jie biity greta vienas kito. Metant moneta
buvo pasirenkama, kuriame i§ dviejy sklypeliy séti specialia s¢jamaja. Stai derlingumo rezultatai:

6.2)

spec=c (8.0, 8. 8. .6,
7 7 .5, 5.5)

4! ol 5.
papr=c (5.6, .4, .3, 6.

6.4, 8.6, 7.7, 7.7, 5.6, 5
6.4, 7.5, 6.1, 6.6, 0, 5
Patikrinkite hipoteze, kad abieju sé¢jamyju efektyvumas vienodas: a) taikydami t .test‘q tiesiog
lentelés duomenims, b) taikydami t . test g atitinkamy sklypeliy derlingumy skirtumams. Paais-
kinkite, kodé¢l gaunamos skirtingos iSvados. [vertinkite koreliacijos koeficienta ir patikrinkite hipo-

teze apie koreliacijos koeficiento lygybe 0. 44

Padarysime viena pastaba. Daznai dydZziy nekoreliuotumas suprantamas kaip ju nepriklausomumas.
Deja, sitaip yra tik tuomet, kai (X,Y) yra normalioji dydziy pora (Siame skyrelyje dydziy norma-
lumo netikrinome, padarykite tai patys). Antra vertus, didelé koreliacija nebitinai reiSkia stipry tie-
sinj X'so ir Y'ko ry§j. Cia pateiksime garsy Anscombe‘s keturiy visai skirtingy pory pavyzdj —
neziiirint to, kad koreliacijos koeficientas yra didelis ir visais keturiais atvejais toks pat, apie stipry
tiesinj ry$j galima kalbéti tik pirmuoju atveju.

library(datasets)

data(anscombe)
anscombe

x1l x2 x3 x4 vl y2 v3 v4
1 10 10 10 8 8.04 9.14 7.46 6.58
2 8 8 8 8 6.95 8.14 6.77 5.76
3 13 13 13 8 7.58 8.74 12.74 7.71
4 9 9 9 8 8.81 8.77 7.11 8.84
5 11 11 11 8 8.33 9.26 7.81 8.47
6 14 14 14 8 9.96 8.10 8.84 7.04
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7 6 6 6 8 7.24 6.13 6.08 5.25
8 4 4 419 4.26 3.10 5.39 12.50
9 12 12 12 8 10.84 9.13 8.15 5.56
10 7 7 7 8 4.82 7.26 6.42 7.91
11 5 5 5 8 5.68 4.74 5.73 6.89

Anscombe's keturi duomeny rinkiniai

=
5 10 15 5 10 15
x1 x2
o ° -
QL o s °© T oo
< — < —
I I I I I I
5 10 15 5 10 15
x3 x4

4.5 pav. Anscombe‘s keturiy pory sklaidos diagramos; stipry tiesini koordinaciy rysi ste-
bime tik pirmojoje (kairéje virSuje) sklaidos diagramoje (Siuose grafikuose dar iSbréztos
regresijos tiesés, apie jas kalbésime 5 skyriuje)

Nezitrint to, kad keturios poros visai skirtingos, visu ju koreliacijos koeficientai (suapvalinus) yra
lygts 0,82.

> with (anscombe, cor (x1,y1l))

[1] 0.8164205
> with (anscombe, cor (x2,vy2))
[1] 0.8162365
> with (anscombe, cor (x3,y3))
[1] 0.8162867
> with (anscombe, cor (x4,vy4))
[1] 0.8165214

4.11 UZDUOTIS. Ibrézkite keturiy anscombe pory sklaidos diagramas su funkcija sim-
ple.scatterplot 1§ UsingR paketo. Ka jiis manote apie koordinac¢iy normaluma? Patikrinkite

visy astuoniy kintamyju normaluma su simple.eda funkcija. Kaip dar galima isitikinti koordina-
¢iy normalumu?

Dviejy grupiniy kintamuyju nepriklausomumo testas: chisg.test

Tarkime, kad stebime grupiniy kintamyjy pora (X,Y) = {(X;, Y;).--.(X;,Y,)}. Nuliné¢ nepriklauso-
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mumo hipotezé H,, : kintamieji X ir Y nepriklausomi su alternatyva H, : kintamieji X ir priklausomi
tikrinama su funkcija chisqg. test (Sios funkcijos argumentas turi biiti table (x, y)).

Priminsime, kad Y nepriklausomumas nuo X reiskia, kad Y skirstinys populiacijoje yra toks pats,
kokia bebuty X reikSmé (t.y., nepriklauso nuo X reik§Smés); imtyje $i lygybé, aisku, gali bti tik apy-
tikslé.

4.10 pavyzdys. Jau nagrin¢jome (zr. 3.2 pavyzdi) studenty paZymius Sioje ir ankstesn¢je klaséje.

library(UsingR)

data(grades)

pg-table=with(grades, table(prev,grade))

pg-table # prev eilutése daZniu skirstiniai akivaizdZziai skiriasi

grade
prev A A- B+ B B- C+ C D F
A 15 3 1 4 0 0 3 2 0
A- 3 1 1 0 0 0 0 0 0
B+ 0 2 2 1 2 0 0 1 1
B 0 1 1 4 3 1 3 0 2
B- 0 1 0 2 0 0 1 0 0
C+ 1 1 0 0 0 0 1 0 0
C 1 0 0 1 1 3 5 9 7
D 0 0 0 1 0 0 4 3 1
F 1 0 0 1 1 1 3 4 11

chisq.test(pg.-table) # Patikrinsime kintamuyju prev ir grade nepriklausomuma
Pearson's Chi-squared test

data: pg.table
X-squared = 137.2646, df = 64, p-value = 2.904e-07

Kadangi p reik§mé Zymiai mazesne uz 0.05, poZymiai prev ir grade (pazZymiai Sioje ir ankstesné-
je klaséje) tikrai priklausomi.

4.11 pavyzdys. Kadangi paprastai pradiniy duomeny biina daug, statistikui daznai pozymiu savei-
kos lentelé bina pateikiama i$ karto (3 karta jos Sutvarkymas yra Kiek komplikuotas).

gendergap
PartyID
Gender Democrat Independent Republican
Females 279 73 225
Males 165 47 191

Cia gendergap yra lyties (Gender) ir partijos pasirinkimo (PartyID) saveikos lentelé. Ar mo-
terys ir vyrai balsuoja vienodai? Kitaip sakant, ar partijos pasirinkimas priklauso nuo lyties?

> chisqg.test (gendergap)
X-squared = 7.0095, df = 2, p-value = 0.03005

Kadangi p reikSmeé mazesne uz 0.05, poZymiai Gender ir PartyID priklausomi.

4-16
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4.12 UZDUOTIS. Paketo MASS duomeny rinkinyje UScereal yra duomenys apie jvairias sausy
kogiy riigis. Patikrinkite ar kintamieji mfr (gamintojas) ir shelf (lentyna’) yra priklausomi.

> shelf yra lentynos aukstis, skai¢iuojant nuo grindy. Sékmingiausiai parduodamos prekés, kurios pirkéjui tiesiai pries
akis, taigi i§ antros lentynos. Jei kai kuriy gamintojy prekés dazniau patekty i antra lentyna, tai reikSty nesazininga kon-
kurencija.

4-17
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5. Regresinés analizés elementai

Paketo AER duomeny lentelé¢je CPS1985 yra pateikti duomenys apie 534 asmeny atlyginima wage
ir kai kuriuos veiksnius, kurie gali daryti jtaka atlyginima:

library(AER)
data(CPS1985) # i%archyvuojame duomenis

CPS1985
wage education experience age ethnicity region gender occupation sector union married

1 4.95 9 42 57 cauc other female worker manufacturing no yes

2 6.67 12 1 19 cauc other male worker manufacturing no no

3 4.00 12 4 22 cauc other male worker other no no

4 7.50 12 17 35 cauc other male worker other no yes

5 13.07 13 9 28 cauc other male worker other yes no

Cia

wage Wage (in dollars per hour)

education Number of years of education

experience Number of years of potential work experience (age - education - 6)

age Age in years

ethnicity Factor with levels "cauc", "hispanic", "other"

region Factor. Does the individual live in the South?

gender Factor indicating gender (liet. lytis)

occupation Factor with levels "worker" (tradesperson or assembly line worker),
"technical" (technical or professional worker), "services" (service
worker), "office" (office and clerical worker), '"sales" (sales
worker), "management" (management and administration)

sector Factor with levels "manufacturing" (manufacturing or mining),
"construction", "other"

union Factor. Does the individual work on a union job?

married Factor. Is the individual married?

Klausimas, kuri mes ruo$iamés nagrinéti Siame skyriuje yra toks — nuo ko ir kiek priklauso asmens
atlyginimas wage? Aisku, kad jis turéty priklausyti nuo issilavinimo education, darbo stazo
experience, amZiaus age ir t.t.":

wage = f(education,experience,age,...) (5.1
Siame duomeny rinkinyje yra pateikta gana daug i§matuoty veiksniy, bet vis dél to ir ¢ia néra svar-
biausiy — Zmogaus gabumy, organizaciniy sugeb¢jimy ir ambicijy (aiSku, kad juos isSreiksti skaiciais
sunku, o, gal but, ir neimanoma). Jei visy nematuoty ar apskritai neiSmatuojamuy veiksniy poveiki
pazymétume raide ¢ (ji vadinama paklaidos nariu), formulg (5.1) galétume patikslinti taip:

wage = f(education,experience,age,...)+ & (5.2)

Cia f yra vadinamoji regresijos funkcija, ja pasirinkti galima jvairiais budais, kuriuos aptarsime Ze-
miau.

! Kintamasis kairéje vadinamas atsako kintamuoju, o kintamieji desinéje — prognoziniais kintamaisiais.
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5.1. Vieniné regresija

Si skyriy pradésime paprastu atveju — nagrinésime wage priklausomybe nuo vieno kintamojo
experience (dabar education, age ir kiti zinomi kintamieji bus paklaidos ¢ dalis):

wage = f(experience)+¢

5.1 pav. yra iSbrézta experience ir wage sklaidos diagrama pagal deSimt atsitiktinai atrinkty
CPS1985 jrasy. Duomenis glodinanti regresijos kreivé turi biiti ,,reguliari® (kitaip sakant, ,,grazi‘),
ja bréSime per turimo tasky ,,debesiuko* viduri, taciau, priklausomai nuo ,,vidurio® apibrézimo, ta
kreivé bus vienokia ar kitokia. Apskritai kalbant, jei turime du modelius (dvi skirtingas funkcijas f),
tai geresniu laikomas tas, kurio paklaidos maZesnés®. Zinoma, maZiausias paklaidas gautume (visos
jos bﬁtLSL lygios 0), jei funkcija f apibréztume juoda lauzte (zr. 5.1 pav.) — deja, §i funkcija tikrai néra
»Zrazi‘e.

Siame skyrelyje aptarsime tris regresijos kreivés parinkimo biidus.

wage
10 14

6
|

I I I I I
10 20 30 40 50

experience

5.1 pav. Pradiniai tagkai (juodi) ir juos glodinanti viena i§ galimy regresijos kreiviy f
(raudona). Zalia atkarpa zymi vieng i§ paklaidy.

Maziausiu kvadraty regresija: funkcija Im

Paprasciausia, nors ne visuomet tinkamiausia, regresijos kreive yra tiesé: y = f(X)=a+bx (Cia
koeficientas a vadinamas modelio laisvuoju nariu, o b, - regresijos tiesés krypties koeficientu); kiek

sudétingesné yra kvadratiné kreivé arba parabolé: y = f,(x)=a+bx+b,x.

Tiesinio modelio koeficientus a ir b, vertiname su funkcija 1m (y~x)

Kvadratinio modelio koeficientus a, b ir b, vertiname taip: 1m (y~x+1I (x"2))

? Tiksliau kalbant, kurio suminé paklaida Z.n: . giz mazesneé.

3 Aisku, kad kintamajam experience pasikeitus nedaug, kintamasis wage taip pat neturéty pasikeisti daug. Be to,
wage judéjimo kryptis (auksStyn ar Zemyn) turéty iSsilaikyti kurj laika (taigi, jei ir keistusi, tai retai). Deja, taip nebus,
jei regresijos linija pasirinktume juodaja lauzte.
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5.1 pavyzdys. Sudarysime wage regresijos experience atzvilgiu tiesinj ir kvadratini modelius.

attach (CP31985) # Prijungiame aaa

SR -15 (wage~experience) # Tiesinés regresijos [N
we2.lm=1m (wage~experience+I (experience”2)) # Kvadratinés regresijos modelis
detach (aaa) # Atjungiame aaa

Tiesiné ir kvadratiné regresija

25

20

wage
15

10

experience

5.2 pav. wage regresijos experience atzvilgiu tiesinés ir kvadratinés regresijy kreivés

Grafiniai regresinés analizés rezultatai pateikti 5.2 paveiksle. IS dvieju regresijos kreiviy informaty-
vesn¢ kvadratiné (pvz., grafike matyti, kad pradedant ~25 m. stazu, atlyginimai pradeda mazeéti —
arté¢ja pensija...), taciau, gali buti, kad $is maksimumas yra ,,netikras* arba, kitaip sakant, kvadrati-
nis narys nereikalingas, t.y., koeficientas b, i$ tikryju (t.y., visoje populiacijoje) lygus nuliui. Atsa-

kymus { Siuos klausimus gauname su gummazry funkcija, kuri pateikia iSsamy modelio aprasa.

Zemiau pateiktas tiesinio modelio wage; = a+b,experience, +&; aprasas. Svarbiausi Sioje lenteléje
du skaiciai.

summary (wel.lm)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 8.18363 0.37178 22.012 <2e-16
experience 0.04377 0.01712 2.556 0.0109

Residual standard error: 4.885 on 530 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.01218, Adjusted R-squared: 0.01032
F-statistic: 6.535 on 1 and 530 DF, p-value: 0.01086
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1. Stulpelyje Pr (> t | ) esantis skaic¢ius 0.0109 yra hipotezés H, :b, =0 su alternatyva H, :b, #0
p reikSmé — kadangi Sis skaiCius mazesnis uz 0.05, nuling hipoteze atmetame. Tai svarbus sprendi-
mas, nes priesingu atveju misy duomenys buty suderinami su teiginiu b, =0, kas reiksty, kad
wage; = a+¢;, t.y., kad wage nepriklauso nuo experience. Koeficientas b, néra didelis, taciau

jis tikrai (tiksliau sakant, su 95% pasikliovimu) skiriasi nuo 0 (jo jvertis lygus 0.04377, o jo prasme
— kintamajam experience padidéjus 1 (-neriais metais), wage padidéja 0.04 (doleriais uz valan-

da)).

2. 5.2 paveiksle matyti, kad ties¢ (kaip, beje, ir bet kuri kita kreive) prastai apraso miisy kintamyjy
ry$i (wage nuokrypiai nuo tiesés yra dideli). Modelio tikslumas matuojamas (patikslintu) determi-
nacijos koeficientu (kitaip — (patikslintu) R kvadratu (angl. Adjusted R-squared)) — jei jis
lygus 1, visi taskai (experience;, wage;) yra ant regresijos kreivés (modelis idealiai apraso kintamyjy
sarysi), jei jis artimas 0 — modelio tikslumas menkas. Miisy atveju Sis koeficientas lygus 0.01086,
taigi, prognozuojant wage formule wage = 8.18363+0.04377-experience, didelio tikslumo tikétis

neverta.

Zemiau pateiktas kvadratinio modelio wage, = a+b,experience, +b,experience’ +¢; aprasas. Sioje
lenteléje vél svarbiausi du skaiciai.

summary (we2.1lm)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 6.022089 0.540658 11.138 < 2e-16
experience 0.344943 0.058349 5.912 6.08e-09

I (experience”™2) -0.006816 0.001265 -=5.387 1.08e-07

Residual standard error: 4.76 on 529 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.06354, Adjusted R-squared: [0.06
F-statistic: 17.95 on 2 and 529 DF, p-value: 2.875e-08

1. Koeficientas b, nelygus 0 (sakome, kad jis reikSmingas), nes hipotezés H, :b, =0 su alternatyva
H,:b, #0 p reikSmé yra mazesné uz 0.05. Kitaip sakant, modelyje turi baiti ne tik tiesinis, bet ir

kvadratinis narys.

2. Modelio Adjusted R-squared lygus 0.06, taigi modelio tikslumas lieka mazas, taciau, ka-
dangi Sis skaicius didesnis nei ankstesnio modelio, kvadratinis modelis tikslesnis uz tiesini.

5.1 UZDUOTIS. Uzrasykite kvadratini modelj su jvertintais koeficientais. [sitikinkite, kad kubi-
nio modelio wage; = a+hb,experience, +b,experience’ + bsexperience’ +&; kubinis narys b, ne-
reikSmingas (taigi, miisy kintamyju rysi geriausiai apraso kvadratinis modelis).

5.2 pavyzdys. Faile ..\DUOMENYS\Koop Economic\text\FOREST.txt yra pateikti duomenys
apie 70-ties tropiniy Saliy miskus ir naudojamas zemes.

forest=read.table(file.choose(),header=TRUE) # importuojame
forest
ForestLoss PopDensity CropChange PastureChange
1 0.7 357 27.9 0
2 0.7 48 1.7 0
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3 0.8 932 14.5 0

4 0.7 366 17.9 0

5 0.8 83 2.2 0

69 0.4 179.00 6.1 0.0

70 1.2 234.00 4.3 2.9

Cia

ForestLoss vidutinis metinis (1981-1990) iSnaikinty misky kiekis (% nuo bendro kiekio)
PopDensity gyventoju skai¢ius 1000-Ciui hektary

CropChange ariamos Zemes ploto padidéjimas procentais nuo 1980 m. iki 1990 m.

PastureChange ganykly ploto padidéjimas procentais nuo 1980 m. iki 1990 m.

Mums riipi rySys tarp PopDensity ir ForestLoss (paprastai manoma, kad Salyse, kuriose gy-
ventojy tankis didelis, miskai kertami grei¢iau). Sudarysime tiesini $iy kintamyjy regresini modeli.

FP1.Im = with(FOREST, Im(ForestLoss~PopDensity)) # Tiesinis modelis
summary(FP1.1Im)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.5999649 0.1123184 5.342 1.15e-006

PopDensity 0.0008423 0.0001165 7.228 5.50e-10 # Koeficientas bl nelygus 0

Residual standard error: 0.7031 on 68 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4345, Adjusted R-squared: 0.4262
F-statistic: 52.24 on 1 and 68 DF, p-value: 5.503e-10

5.2 UZDUOTIS. I[sitikinkite, kad kvadratiniame modelyje kvadratinis narys nereikimingas. <«

5.2. Dauging regresija

Iki Siol nagrinéjome modelius pavidalo wage = f(experience)+ & . Dabar griSime prie dauginio mo-
delio wage = f(education,experience,age,...)+ ¢, kitaip sakant, pric modeliy, kuriy deSinéje yra keli
prognoziniai kintamieji. Bazinis modelis atrodo taip: y; = f(X) =a+bx; +..b X, +¢&, i=1...n.
Antra vertus, yra labai daug Sito modelio varianty — juose X; gali buiti pakeistas kokia nors X;;
funkcija (pvz., log(x;) ar s(X;;) ), deSinéje puséje gali atsirasti kintamyjy kvadratai, ju sandaugos ir

pan.

Maziausiy kvadraty regresija: funkcija Im(y~Xi+xo+...)

5.3 pavyzdys. 4.4 pavyzdyje nagrin¢jome airquality duomenis. Dabar pabandysime iSsiais-
kinti, nuo ko priklauso dydis (y=) Ozone - tam { modelio deSing puseg itrauksime likusius kinta-
muosius (i¥skyrus Day, tai ménesio dienos numeris”*). Tiksliau sakant, jtrauksime tik tuos i3 ju, ku-

* Jei Day biity savaités dienos numeris, jis, gal biit, turéty jtakos ozono daleliy skaiGiui — tikétina, kad savaitgalio die-
nomis ozono daleliy skai€ius skiriasi nuo kitomis dienomis registruojamo.
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rie yra reikSmingi. Tai galima padaryti dviem budais — pradéti nuo paprasto modelio ir itraukti vis
naujus kintamuosius arba pradéti nuo sudétingo ir po viena iSmetinéti nereikSmingus kintamuosius.
Si karta vadovausimés pirmaja taisykle.

> attach(airquality)
> summary (lm(Ozone~Solar.R))

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 18.59873 6.74790 2.756 0.006856 **
Solar.R 0.12717 0.03278 3.880 0.000179 **=*

Residual standard error: 31.33 on 109 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1213, Adjusted R-squared: 0.1133
F-statistic: 15.05 on 1 and 109 DF, p-value: 0.0001793

Ozone neabejotinai priklauso nuo Solar.R (nes hipotezg H, :b, =0 atmetame).

> summary (1lm (Ozone~Solar.R+Wind) )

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 77.24604 9.06751 8.519 1.05e-13 ***
Solar.R 0.10035 0.02628 3.819 [0.000224 *=**
Wind -5.40180 0.67324 -8.024 1.34e-12 **x*

Residual standard error: 24.92 on 108 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4495, Adjusted R-squared: 0.4393
F-statistic: 44.09 on 2 and 108 DF, p-value: 1.003e-14

Matome, kad Ozone priklauso nuo ne tik nuo Solar.R, bet ir nuo Wind (nes abu prognoziniai
kintamieji reikSmingi). Be to, Sio modelio Adjusted R-squared lygus 0.4393, taigi Sis mode-
lis geresnis uz ankstesni.

> summary (1lm (Ozone~Solar.R+Wind+Temp) )

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) -64.34208 23.05472 -2.791 0.00623 **

Solar.R 0.05982 0.02319 2.580 0.01124 ~*
Wind -3.33359 0.65441 -5.094 1.52e-06 ***
Temp 1.65209 0.25353 6.516 2.42e-09 **x*

Residual standard error: 21.18 on 107 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6059, Adjusted R-squared: 0.5948
F-statistic: 54.83 on 3 and 107 DF, p-value: < 2.2e-16

Sis modelis dar geresnis. Pazymésime, kad, pvz., koeficiento 0.05982 prasmé yra tokia: jei kity kin-
tamyjy reikSmés lieka tos pacios, tai Solar.R padidéjus vienu matavimo vienetu, Ozone padidés
dydziu 0.05982 (taip pat aisSkiname ir kitus koeficientus; neigiama koeficiento reikSmé reiskia, kad
atitinkamam kintamajam padidéjus, Ozone sumazés’). Si koeficienty interpretacija padeda suprasti
kintamojo Month specifika — jo reikSmés (nuo 5 iki 9) yra i$ tikryjy ménesiy vardai, o ne skaiciai
(Sitai pazymesime, nurodydami, kad Month yra vardinis Kintamasis).

> summary (1lm (Ozone~Solar.R+Wind+Temp+factor (Month) ))

> Koeficientas prie Wind yra teisingo (neigiamo) zenklo (didéjant Wind, Ozone mazéja — zr. 4.3 pav.).
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Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) -74.23481 26.10184 -2.844 0.00537 **

Solar.R 0.05222 0.02367 2.206 0.02957 *
Wind -3.10872 0.66009 -4.710 7.78e-06 ***
Temp 1.87511 0.34073 5.503 2.74e-07 ***
factor (Month)6 -14.75895 9.12269 -1.618 0.10876
factor (Month)7 -8.74861 7.82906 -1.117 0.26640
factor (Month)8 -4.19654 8.14693 -0.515 0.60758
factor (Month)9 -15.96728 6.65561 -2.399 0.01823 *

Residual standard error: 20.72 on 103 degrees of freedom
(42 observations deleted due to missingness)

Multiple R-squared: 0.6369, Adjusted R-squared: 0.6122

F-statistic: 25.81 on 7 and 103 DF, p-value: < 2.2e-16

Sis modelis geriausias i§ turéty. Koeficiento prie factor (Month) 6 prasmé yra tokia: birzelio
mén. Ozone sumazejo (lyginant su baziniu geguzés ménesiu) vidutiniskai 14.75895; liepos ménesi
(lyginant su baziniu geguzés ménesiu) Ozone vidutinidkai sumazéjo 8.74861 ir t.t. Sios isvados lyg
ir priestarauja 4.3 pav., taciau reikia prisiminti, kad koeficientai nurodo papildoma Month ijtaka
dydziui Ozone su salyga, kad kiti prognoziniai kintamieji nesikeité. Beje, nezitirint to, kad birzelio
koeficientas didelis (buitent, -14.75895), statistiSkai jis nesiskiria nuo nulio, taigi turime teis¢ sakyti,
kad birZelio inasas (priedas) yra nereikSmingas. Kita vertus, rugs¢jo priedas (-15.96728) jau neabe-
jotinai reikSmingas!

I daugini modelj itraukiame tik reik§mingus ir teisingo Zenklo prognozinius kintamuosius. Vardi-
nius kintamuosius 1 modeli itraukiame kaip faktorius; kiekvienam lygiui, i§skyrus pirmaji, bus savas
koeficientas, kuris reiskia atsako prieda (lyginant su pirmuoju, baziniu, lygiu).

IS dvieju modeliu geresnis tas, kurio Adjusted R-squared didesnis.

5.4 pavyzdys. Griskime prie skyrelio pradzioje minéto CPS1985 duomeny rinkinio.

library(AER)

data(CPS1985)
CPS1985[1:4,]

wage education experience age ethnicity region gender occupation sector union married
1 4.95 9 42 57 cauc other female worker manufacturing no yes
2 6.67 12 1 19 cauc other male worker manufacturing no no
3 4.00 12 4 22 cauc other male worker other no no
4 7.50 12 17 35 cauc other male worker other no yes

Jau min¢jome apie ,,teisinga”“ prognozinio kintamojo Zenkla tiesiniame modelyje. Tai daznai uZra-
Soma tokiu pavidalu:

wage = f(education,experience,age,..., gender,...,union,...)
+ + + — female +

Cia Zenklas + po education reiskia, kad did¢jant education reikSmei, wage turi didéti, Zenk-
las = po experience — kad Zenklas gali buti +, bet gali buti ir — (5.1 pavyzdyje matéme, kad
wage 1§ pradziy didéja, o paskui mazgja; taigi, ko gero, i modeli reikés ijtraukti kvadratini
experience nar}). age elgiasi beveik taip pat kaip experience (Zr. 5.7 pav.), todé¢l jam galio-
ja tie patys samprotavimai apie zenkla (beje, dél tos pacios priezasties 1 modeli uzteks itraukti tik
viena i§ ju). Zinant, kad moterims uZ ta pati darba mokama maZiau, zenklas prie faktoriaus gender




© R. Lapinskas, Pats trumpiausias taikomosios statistikos kursas
5. Regresinés analizés elementai

(jei 1 modelj jis jeina kaip jis priedas moterims, lyginant su vyrais) turi biiti neigiamas. Profesinés
sajungos nariai (tikriausiai) uzdirba daugiau negu neorganizuoti darbininkai (todé¢l Zenklas +). Kity
vardiniy kintamuyjy Zenklai neaiskus.

I model; pirmiausiai itrauksime education, o po to papildysime vis naujais kintamaisiais, kartu
sekdami visy kintamyjuy koeficienty reikSminguma ir zenkla. Verta iSbrézti pirmy keturiy stulpeliu
porines sklaidos diagramas.

plot(CPS1985[,1:4])
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5.3 pav. Pirmy keturiy CPS1985 stulpeliy sklaidos diagramos

Kiek paekperimentavus, man pavyko sudaryti toki modeli:

CPS. Im=Im(wage~education+experience+l (experience”2)+factor(region)+
factor(gender)+factor(occupation)+factor(union), data=CPS1985)
summary(CPS. Im)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -1.900421 1.327826 -1.431 0.152965
education 0.629542 0.100102 6.289 6.77e-10 ***
experience 0.229095 0.052748 4.343 1.69e-05 ***
I (experience”?2) -0.003137 0.001161 =-2.702 0.007127 =**
factor (region)other 0.631587 0.413790 1.526 0.127530
factor (gender) female -1.883852 0.41429%96 -4.547 6.77e-06 ***
factor (occupation) technical 1.648365 0.686778 2.400 0.016739 *
factor (occupation) services -1.174794 0.608043 -1.932 0.053890
factor (occupation)office -0.486494 0.630113 -0.772 0.440421
factor (occupation)sales -1.038100 0.811838 -1.279 0.201571
factor (occupation)management 2.851854 0.753132 3.787 0.000170 **x*
factor (union) yes 1.481900 0.506110 2.928 0.003561 **

Residual standard error: 4.263 on 521 degrees of freedom
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Multiple R-squared: 0.3268, Adjusted R-squared: 0.3125
F-statistic: 22.99 on 11 and 521 DF, p-value: < 2.2e-16

Jo beveik visi koeficientai reik§mingi, zenklai teisingi, o R kvadratas lygus 0.3125. Pabandykite, gal
jums pavyks pagerinti § model;.

Vieninés regresijos atveju atsaka (apytiksliai) prognozuoti buvo galima pagal regresijos kreivés gra-
fika (plg. 5.2 ar 5.3 pav.). Daugiamaciu atveju tokiy paveiksly iSbrézti nepavyks, todél prognozuo-
sime tiksliai su predict funkcija.

predict (CPS.1lm, newdata=data.frame (education=11:15, experience=20, region="south",
gender="female", occupation="worker",union="no"))

1 2 3 4 5
6.467940 7.097482 7.727024 8.356566 8.986109

Taigi paéme penkias moterisc, kuriy i$silavinimas kinta nuo 11 iki 15 mety, darbo stazas lygus 20
mety, 1§ JAV piety ir t.t., jy valandinj atlyginima prognozuojame skaiciais 6.467940, 7.097482 ir t.t.
Pazymésime, kad Cia uzraSyti tik nurodyty motery grupiy vidurkiai, tikrasis atlygimas dar priklauso
nuo paklaidos nario ¢, kuri ¢ia prilyginome jo vidurkiui, taigi 0.

5.3 UZDUOTIS. Pagal EXERC duomenis (Zr. 2.4 pavyzdi) sudarykite PULSE_ 2 regresijos mo-
deli visy kity tinkamuy kintamyju atzvilgiu (man pavyko sudaryti modeli su Adjusted R-
squared lygiu 0.5758). Paaiskinkite koeficienty prasmg.

2.3 pavyzdyje ir 2.9 pav. jau nagrin¢jome duomeny rinkini mtcars i§ datasets paketo.

> mtcars[1l:4,]

mpg cyl disp hp drat wt gsec vs am gear carb
Mazda RX4 21.0 6 160 110 3.90 2.620 16.46 0 1 4 4
Mazda RX4 Wag 21.0 6 160 110 3.90 2.875 17.02 0 1 4 4
Datsun 710 22.8 4 108 93 3.85 2.320 18.61 1 1 4 1
Hornet 4 Drive 21.4 6 258 110 3.08 3.215 19.44 1 O 3 1

Pabandysime iSsiaiskinti nuo ko priklauso degalu suvartojimas mpg. Kiek paeksperimentaves suda-
riau tokj tiesini modelj su 1. teisingais ir 2. reikSmingais koeficienty Zenklais ir su 3. didZiausiu de-
terminacijos koeficientu:

mcw. Im=Im(mpg~cyl+wt) # Kas ¢ia mpg, cyl ir wt?
summary(mcw. Im)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 39.6863 1.7150 23.141 < 2e-16 **x*
cyl -1.5078 0.4147 -3.636 0.001064 **
wt -3.1910 0.7569 -4.216 0.000222 ***

Residual standard error: 2.568 on 29 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8302, Adjusted R-squared: 0.8185
F-statistic: 70.91 on 2 and 29 DF, p-value: 6.809%e-12

% Kintamojo gender reikimés uzrasomos zodziais, todél reikime female reikia apréminti kabutémis.
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Kiek stebina tai, kad mpg nepriklauso nuo automobilio cilindry tiirio di sp — Sitai galima paaiskinti
tuo, kad automobilio svoris wt yra geras jo pakaitalas.

5.4 UZDUOTIS. Zemiau yra pateikti duomenys apie pédkelniy kaina ir sudéti: PRICE — kaina,
DEN — audinio tankis DEN vienetais, POLYAMID — poliamido procentas, LYKRA — lykros pro-
centas, COTTON — medvilnés procentas, WOOL — vilnos procentas, FIRM — pédkelniy gamintojas
(0 — Levante, 1 — Golden Lady). Nukopijuokite Siuos duomenis i lykra.txt, o paskui { R. Sudarykite
1m ir gam kainos modelius. Ar priklauso kaina nuo firmos (t.y., ar reikSmingas atitinkamas koefi-
cientas)?

PRICE DEN POLYAMID LYKRA COTTON WOOL FIRM 14300 20 83 17
10100 15 84 16 9300 15 85 15
15900 40 81 16 6600 20 84 16
20100 20 80 17 15400 15 87 11
18300 40 70 27 15900 20 87 11
15700 40 74 26 17500 40 87 11
38200 60 89 11 8300 15 88 12
10900 15 85 15 8800 20 88 12
17000 40 76 24 12200 40 88 12
12200 30 76 24 20700 15 88 12
14800 50 71 24 19100 40 89 9
18000 70 72 28 20700 15 92 8
30400 40 81 16 29700 40 86 12
19100 70 89 11 13500 20 87 11
18000 70 43 75 17000 20 91 9
8800 15 85 15 13800 8 85 15
4500 20 95 5 4500 15 100 0
14800 20 80 17 10300 15 90 10
19600 50 86 11 7400 50 100 0
22300 80 86 11 5600 20 100 0
5700 20 95 5 11700 15 84 16
6900 15 95 5 21200 40 89 9
37100 100 18 12 10600 15 90 8
31800 100 27 8 6 15400 40 88 12
33400 40 81 16 19100 20 75 25
11700 15 84 16 25400 0 20 70
12700 20 84 16 30700 0 20 70
22300 15 65 32 12700 20 88 12
23300 30 76 21 13800 40 88 12
24400 50 83 14 18000 70 90 10
14300 40 84 16 19100 70 45 55
5500 15 95 5 20700 15 92 8
14700 20 83 17 13000 15 79 2
9100 20 86 14 14600 50 94
13800 15 80 17 17500 70 94
7400 50 95 5 5100 15 100
14800 15 80 17 8000 15 92
7500 15 95 5

o
o
o

=
eNeNeNeNoNoNoNoNoNeoNoNoNRoNoNoNeolleoNReoNoNoNoNeoNoNoNoNoNoNolloNeoRoNo oo NeNeNe)
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5.5 pavyzdys. Duomeny rinkinyje ethanol i§ 1attice paketo yra pateikti tokie duomenys apie
azoto oksidy kiekj NOx automobilio i$metamose dujose, esant jvairiems kompresijos C ir ethanolio
koncentracijos kuro miSinyje E lygiams:

library(lattice)
data(ethanol)
ethanol
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NOx C E
1 3.741 12 0.907
2 2.295 12 0.761
3 1.498 12 1.108
4 2.881 12 1.016
5 0.760 12 1.189

plot(ethanol) # Zr. 5.9 pav.
Tyrimo tikslas — nustatyti NOx priklausomybe nuo C ir E. Si priklausomybé gana sudétinga (pvz.,

NOx priklausomybé nuo E yra apraSoma varpo pavidalo kreive; 1m modelyje ja bandysime apytiks-
liai aprasyti polinomu’).
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5.4 pav. NOx‘o priklausomybé nuo C ir E sudétinga
> summary (1lm (NOx~C+E)) # Pirmos eilés polinomas - tai blogas modelis (kodél?)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 2.559101 0.662396 3.863 0.000218 ***

C -0.007109 0.031135 -0.228 0.819941
E -0.557137 0.601464 -0.926 0.356912
Multiple R-squared: 0.01095, Adjusted R-squared: -0.01232

7 Antros eilés polinomu vadiname funkcija Y = a + bx + cx’ ,treCios— Yy =a+bx+ ox? +dx? irtt.
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> summary (1m (NOx~C+E+I (B82))) # BEEESS eilés polinomas - geresnis modelis

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -21.2030 1.2398 -17.102 < 2e-16 ***
C 0.0635 0.0137 4.635 1.30e-05 ***
E 52.4110 2.7037 19.385 < 2e-16 ***
I(E"2) -29.0899 1.4782 -19.679 < 2e-16 ***
Multiple R-squared: 0.8237, Adjusted R-squared: 0.8174

> summary (1m (NOx~C+E+I (E~2)+I (E~3)+I (EfM))) # KEEVIFESS cileées polinomas

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])

(Intercept) 1.618e+02 1.625e+01 9.956 9.10e-16 ***

C 5.481e-02 8.735e-03 6.275 1.57e-08 ***

E -8.213e+02 7.701e+01 -10.665 < 2e-16 ***
I(E"2) 1.497e+03 1.340e+02 11.173 < 2e-16 ***
I(E"3) -1.156e+03 1.014e+02 -11.402 < 2e-16 ***
I(E™4) 3.212e+02 2.820e+01 11.387 < 2e-16 ***
Multiple R-squared: 0.9318, Adjusted R-squared: 0.9277

> summary (1m (NOx~C+E+I (E*2)+I (E~3)+I (E~4)+I (E~5)+T1 (B86))) # BE8EES eilés pol.

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) -1.491e+03 2.986e+02 -4.993 3.41le-06 ***
C 5.643e-02 7.374e-03 7.652 3.87e-11 ***
E 1.095e+04 2.156e+03 5.078 2.44e-06 ***
I(E"2) -3.283e+04 6.388e+03 -5.139 1.91e-006 ***
I(E"3) 5.135e+04 9.945e+03 5.164 1.73e-06 ***
I(E™4) -4.415e+04 8.584e+03 -5.144 1.88e-006 ***
I(E"5) 1.979e+04 3.897e+03 5.077 2.44e-06 ***
I(E"0) -3.616e+03 7.274e+02 -4.971 3.72e-006 ***
Multiple R-squared: 0.9529, Adjusted R-squared: 0.9487

Dabar prisiminkime, kad C yra ne skaitinis kintamasis, o vardinis.

> summary (1lm (NOx~factor (C) +tE+I (E"2)+I(E"3)+I(E"4)+I(E"5)+I(E"6)))

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])

(Intercept) -1.459e+03 2.940e+02 -4.963 4.06e-06 ***
factor (C)9 2.650e-01 8.231e-02 3.220 0.00188 **
factor(C)12 4.012e-01 8.779%9e-02 4.570 1.83e-05 **x*
factor(C)15 4.539%9e-01 8.212e-02 5.527 4.28e-07 ***
factor(C)18 6.783e-01 8.676e-02 7.819 2.27e-11 ***
E 1.073e+04 2.121e+03 5.059 2.79e-06 ***
I(E"2) -3.223e+04 6.283e+03 -5.129 2.11le-006 ***
I(E"3) 5.048e+04 9.778e+03 5.163 1.85e-06 **x*
I(E™4) -4.346e+04 8.438e+03 -5.150 1.94e-006 ***
I(E"5) 1.950e+04 3.829%9e+03 5.091 2.46e-06 **x*
I(E"6) -3.566e+03 7.146e+02 -4.990 3.66e-06 ***

Multiple R-squared: 0.95660, Adjusted R-squared: 0.9509
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5.5 UZDUOTIS. Zemiau esancioje lenteléje yra du stulpeliai:

- British Ability Scales (BAS) skaitymo testo rezultatas (standartinis skaitymo gebéjimy ma-
tas)

- pirmosios fonemos testas (PFT); vaikai turéjo iSklausyti zodi ir ji pakartoti — tuomet jie turé-
jo nustatyti, kuris 1§ trijy ZodZiy prasideda tuo paciu garsu.

nr BAS PFT 7 5 21 14 2 8
1 33 26 8 2 13 15 43 25
2 5 15 9 3 19 16 14 15
3 51 29 10 16 27 17 3 13
4 14 15 11 15 26 18 11 9
5 11 15 12 36 23 19 48 26
6 9 15 13 9 14 20 1le 27

Nusikopijuokite (su Copy+Paste) Siuos duomenis , pvz., darbastalyje esanti failg testasl.txt (faila
sukurti galite su Notepad‘u). Nusiskaitykite { R su testas=read.table(file.choose (),
header=TRUE) . Apskaiciuokite PFT ir BAS koreliacijos koeficienta, iSbrézkite Siy kintamuyju
sklaidos diagrama. Atrodo, kad PFT galésime panaudoti BAS rezultatams prognozuoti. Tam suda-
rykite tinkama vieninés regresijos modeli. Koki prognozuojate BAS rezultata, jei PFT=25?

5.6 UZDUOTIS. Zemiau esancioje lenteléje yra septyni stulpeliai:

valst JAV valstijos numeris

priev i§prievartavimy skaicius 100000 gyventoju
z.skurdo % Zemiau skurdo ribos

ned nedarbo procentas

m.vs.v % motery / % vyry admin.

M.vs.V motery pajamy mediana / vyry pajamy mediana
TV prievartos scenos televizijoje

valst priev z.skurdo ned m.vs.v M.vs.V TV

21 27.
22 46.
23 23.

9.8 5.1 44.8 62.5 116
11.1 11 47.6 56.7 153
9.3 5.4 50 58.4 152

1 30 17.9 7.5 51.1 56.8 186
2 62.5 10.1 9.8 64.4 63.9 NA
3 45.2 12.4 6.2 58.2 58.8 109
4 26.7 18.7 6.9 45.8 61.6 173
5 58.2 11.3 6.6 57.3 61.2 118
6 52.5 10.2 5 53.1 60.1 153
7 21.6 8.7 4.7 37.7 59 132
8 24.2 11.9 6.3 41.6 58.3 158
9 56.9 13 5.1 55.7 60.5 154
10 44.3 16.4 5.9 49 52 208
11 34.7 10 4.7 59.4 59.2 115
12 22.4 12.7 8 57.6 58.9 179
13 26.9 11.5 7.2 46.6 56.6 170
14 33.1 9.8 7.8 45.2 55.6 163
15 14.3 9.4 5 56.9 58.5 153
16 31.5 10.2 4 43.6 59.9 160
17 19.2 18.4 8.5 58.2 57.1 185
18 44.5 18.9 6 49.6 53.2 223
19 12.9 12.9 7.65 52.3 63.5 149
20 40.1 9.9 5.8 50.6 61.9 171
3
6
2
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5. Regresinés analizés elementai

24 24.6 24.5 7.2 49.7 60.1 185
25 32.6 12.4 6.9 57.1 57.6 160
26 21 12.4 8.3 60 55.7 200

27 23.2 10.4 3.7 43.1 58.6 135
28 67.2 8.5 5.9 70.6 61.6 125
29 17.3 8.7 4.8 42.5 59.3 NA
30 30.7 9.7 6.7 47 57.5 NA

31 43.4 17.4 7.1 61.3 58.3 162
32 30.9 13.7 7.1 44.2 64.3 139
33 22.7 14.6 5.5 37.7 66 206

34 9.5 12.8 5.3 43.8 57 155

35 34.3 10.5 8 48.5 56.5 169
36 36.3 13.3 4.1 56.9 58.4 166
37 41.5 11.3 8.3 64.7 58.5 133
38 23 10.5 7.4 44.6 58.3 139
39 17.1 10.3 7 37.7 59.5 108
40 37.5 59.9 6.1 52.1 64.6 226
41 12.5 16.1 4.9 47.1 61.7 165
42 37.4 17 7.4 52.1 59.3 199
43 47.3 14.9 4 54.7 57.7 167
44 27.7 10.7 5.5 47 54.2 159
45 29.1 11.4 6.3 50.6 64.4 146
46 27.4 11.5 5 52.2 62.2 163
47 52.7 10.2 7.4 60 57.3 131
48 15.8 14.5 8.5 50.3 51.4 189
49 14.9 8.5 6.6 49.1 58.6 164
50 28.6 8 4.1 51.5 50.2 179

Sudarykite dauginés regresijos modeli, kuris leisty prognozuoti prievartavimy skai¢iaus priklauso-
mybe nuo visy ar kai kuriy i§ iSvardinty kintamyjy.
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