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1 Kainos ir finansineés grazos

Kaip matysime, paprastai finansy ekonometrijoje analizuojama ne kainos, jy
grazos. Tarp priezasciy, lemianciy tokj analizés objekto pasirinkima, reikeéty
paminéti pagrindines:

e vidutiniam investuotojui graza yra pilna, nepriklausanti nuo skales
(matavimo vienety) informacija apie investavimo galimybes;

e daznai grazos turi ,,grazesnes” nei kainos statistikines savybes, todél su
jomis lengviau ,dirbti“. Konkre¢iau kalbant, kainos skirtingais laiko momen-
tais yra Zymiau stipriau koreliuotos nei (santykiniai) poky¢iai.

Bendrai kalbant, yra keletas grazos apibrézimy. Daznai finansy matem-
atikoje (ypa¢ tolydaus laiko) grazos savoka néra intuityviai lengvai su-
vokiama, ekonometrijoje ir diskretaus laiko finansy matematikoje naudojama
paprastosios arba logaritmionés finansinés grazos sgvoka.

2 Finansiniy duomeny stilizuoti faktai

Paprastai finansiniy laiko eilu¢iy analizés objektu yra finansiniai duomenys,
pavyzdziui, akcijy ar obligacijy kainos, indeksy reiksmeés, valiuty keitimo
kursai ir pan. Kita vertus, svarbus faktorius yra jy periodiskumas — stebimi
tiek zemo daznio (kassavaitiniai, kasménesiniai,. .. ) duomenys, tiek ir auksto
daznio (kasdieniniai, kasvalandiniai) ar net ultra auks$to daznio duomenys
(keliy sekundziy trukmés laiko intervalai ar net nuosekliai fiksuojami visi
kainy poky¢iy momentai).

Neretai empirinis finansy rinkos tyrimas siekia paaiskinti stebimus duome-
nis ir jy savybes remiantis ekonomineés, politinés ar kitokios informacijos
pasirodymo aplinkybémis. Atrodyty, jog tokiy finansiniy instrumenty, kaip,
pavyzdziui, grudy ateities pardavimo sandoriai, IBM akcijos ar valiuty kur-
sai, kainy savybés turéty skirtis, nes yra salygojamos skirtingy aplinkybiy.
Is tikryjy gi, paskutiniojo Simtmecio empiriniai kainy kitimo tyrimai parode,
kad statistiniu poziuriu tokie finansiniai instrumentai (vertybiniai popieriai)
turi daug bendry bruozy. Sios skirtingiems finansiniams instrumentams
budingos savybeés daznai vadinamos stilizuotais faktais. Juos toliau ir ap-
tarsime.

Tegul S; zZymi vertybinio popieriaus kaing momentu ¢. Matyt paprasci-
ausi finansiniy duomeny (kaip ir kity ekonominiy duomeny) stilizuoti fak-
tai yra pastovaus augimo ir sezoniskumo efektai. Pirmasis i§ jy atspindi



vertybiniy popieriy kainy augima, o antrasis — tokiy faktoriy, kaip mety
laikai, Kalédos ir pan., jtaka kainoms. Sezoniskumo efektas apraSomas pe-
riodine funkcija ir paprastai eliminuojamas i$ kainos standartiniais meto-
dais (7r. 3 skyrelj). Taigi, kaina priklauso nuo augimo efekto, vadinamo
trendu my, ir nuo jvairiausiy atsitiktiniy poveikiy, vadinamy triukSmu Z;,
arba tiksliau atsitiktinius svyravimus atspindincia ciklo dalimi. Remiantis
ekonominiais argumentais vertybinio popieriaus kainos S = {S;: 0 <t < T}
elgesys aprasomas funkcija

S, = mye?t.

[sskiriami du pagrindiniai trendo funkcijos m; modeliavimo budai. Pagal
pirmajj i$ jy, trendas nusakomas neatsitiktine funkcija m; = Aett, ¢ia p ir A
yra konstantos. Tokiu atveju kainos logaritmas turi pavidalg

InS; = a+ ut + 7,

¢ia a := In A. Antruoju budu trendas m; modeliuojamas remiantis buvusia
kainos reikSme S;_a ir parametru p taip, kad

my = St_AeuA.

Siuo atveju trenda apraso atsitiktine funkcija ir todél ekonometrikoje Sis
modelis vadinamas stochastinio trendo modeliu. Stochastinio trendo atveju
kainos logaritmas turi pavidala

ln St = ln St—A + I[LA + Zt'

Kuris i§ dviejy minéty budy geriau tinka realiy duomeny modeliavimui, at-
sakoma, patikrinus atitinkamas statistines hipotezes.

1 paveiksle pavaizduoti S&P 500 indekso reiksmés ir jy logaritminés grazos
re =InS; —InS;_1.

Finansiniy duomeny savybiy analizei paprastai yra naudojamas stochas-
tinio trendo modelis kadangi realtis duomenys neprieStarauja tam, kad
In S;—In S;_ A transformacija elgiasi kaip stacionaraus atsitiktinio proceso tra-
jektorija. Be to, 8i transformacija nepriklauso nuo kainos matavimo vienety
ir pasizymi kitomis ,,graziomis” savybémis. Tolesné kainos analizé reikalauja
subtilesniy metody triukSmo komponentei Z; tirti.

Duotam laiko intervalui A € (0,7], toliau vadinamam daZniu, logarit-
mine grgZa arba tiesiog graza, kai aisku pagal konteksta, vadinsime kainos
transformacija

r(t,A) = Sa —InSy_pa, t=1,...,N, N:=[T/A]<T/A, (2.1)
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1 pav. S&P 500 indekso uzdarymo kainos ir jy logaritminés grazos.

¢ia [r] zymi realaus skaifiaus z sveikaja dalj. Daugelyje ekonometriniy
modeliy laikoma, kad A = 1. Tokiu atveju naudosime zyméjima r; := (¢, 1).
DaZniausiai logaritminés grazos skai¢iuojamos kasdieniams duomenims.
Nors, kaip minéta, pastaraisiais metais atsirado techninés galimybés rinkti
bei analizuoti ir vadinamuosius auksto daznio duomenis, kuomet A atitinka
valandas ar minutes, bei ultra auksto daznio duomenis, kuomet fiksuojami
visi kainy pokyd¢iai, t. y. duomenys neagreguojami. Svarbu pazymeéti, kad
minimos Zemiau empirinés logaritminiy grazy savybés priklauso nuo daznio
A.

Viena i$ svarbiausiy finansiniy duomeny empirinés analizés salygy yra
statistiniy savybiy invariantiskumas laiko atzvilgiu. Jei praeities duomeny
savybes neturi nieko bendro su dabarties ir ateities kainy kitimu, tai tokiy
duomeny tyrimas biity beprasmiskas. Todél svarbia statistinés analizes
prielaida yra funkcijos r(-, A) stacionarumo hipotezé: bet kuriems t1, . .., ¢ ir
s, vektoriy {r(t1, A), ..., r(tg, A)} iv {r(t1 + s,A), ..., r(ty + s, A)} tikimy-
biniai skirstiniai yra lygus. Jei §i prielaida teisinga, tai nuo ¢ nepriklauso



nei funkcija Fa(u) := P(r(t,A) > u), u > 0, vadinama skirstinio uodega,
nei kovariacija vadinama funkcija Ca(s) := Cov(r(t,A),r(t + s,A)) (jei
egzistuoja antrasis grazos momentas). Stacionarumo prielaida néra vien-
intelé butina triukSmo komponentés tyrimo salyga. Detaliau nenagrinédami,
tik paminésime, kad taip pat butina tikrinti naudojamy statistiniy jverciy
konvergavimag j tiriamas triukSmo charakteristikas, nes priesingu atveju tos
charakteristikos gali neegzistuoti. Pavyzdziui, jei tokia charakteristika yra
Ef(r(t,A)), nepriklausanti nuo ¢ pagal stacionarumo prielaida, tai reikty
jsitikinti, jog, didinant N, suma (1/N)3_N . f(r(t,A)) kuria nors prasme
artéja prie baigtinio skaiciaus.

Toliau aprasomi keli svarbiausi stilizuoti faktai susije su skirstinio uodegos
ir kovariacijos elgesiu.

e Sunkios uodegos: Dideli kainy pokyc¢iai pasirodo zymiai dazniau nei tuo
atveju, kai skirstinys yra normalusis. Toks efektas galéty buti paaiski-
namas tuo, kad logaritmineés grazos skirstinys turi sunkia uodega, t. y.
kuriam nors baigtiniam skaiciui @ > 0, Fa(u) = v, kai u — oo.
Palyginimui, Wiener’io proceso W pokyciai W(t) — W(t — A) turi
normalyjj skirstinj, kurio uodega 1 — ®(u/vA) = ce /22 laikoma
lengva. Vienas pirmyjy sunkiy uodegy efekta finansiniuose duomenyse
pastebéjo Mandelbrot (1963), dél Sios priezasties pasitles vietoje W (t)
naudoti simetrinj a-stabilyjj procesa X,(t). Mat X, pokyciy skirs-
tiniai turi sunkias uodegas, kurioms ¢ = a < 2. Tadiau vélesni
tyrimai parodé, kad finansiniy duomeny logaritmines grazas geriau
aproksimuoja tie skirstiniai turintys sunkias uodegas, kuriy skai¢ius
a € (2,4). Taip pat pastebéta, kad uodegy charakteris keiciasi, pere-
inant nuo vieno logaritmineés grazos daznio prie kito. ISsamiausiai kol
kas istirtos kasdieniy duomeny logaritminés grazos.

e Asimetrija. To paties absoliutinio dydzio grazas lydi nevienodo dydzio
kintamumo reikSmés — kintamumas yra didesnis po neigiamos grazos
(t.y. po kainos kritimo). Tai paprastai aiskinama tuo, kad investuoto-
jai ,jautriau reaguoja j neigiama informacija, nei j teigiama informa-
cija. Dél Sios asimetrijos kovariacija tarp grazos ir busimy kintamumo
reikSmiy yra neigiama. Sis efektas dar vadinamas sverto efektu (angl.
leverage effect).

o Kintamumo klasterizacija. Tikétina, kad finansiniuose duomenyse
didelio kintamumo periodai ir mazo kintamumo periodai seka vienas
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paskui kita, t.y. stebima kintamumuy klasterizacija.

o Taylor’o efektas. Pacios grazos r; tarpusavy yra beveik nekoreliuotos,
0 jy absoliutiniy dydziy laipsniai |r;|° (§ > 0) turi nenuline koreliacija.
Stipriausia koreliacija stebima absoliutinéms grazoms, t. y. kai § = 1.
Si savybé pirma karta buvo paminéta Taylor’o (1986) ir dél to kartais
vadinama Taylor’o efektu.

e Ilgalaiké atmintis. Koreliacijos tarp |r|® ir |r,|® jvertis, didéjant |t — s,

gesta létai (panasiai kaip laipsniné funkcija). Tas pats teisinga ir

koreliacijai tarp kintamumo jverc¢iy. Dar sakoma, kad Sie dydziai
pasiZymi stipriu nuolatinumu (angl. persistency). Yra keletas hipoteziy,
bandanciy pagristi ilgalaikés atminties efekta grazy kvadratuose ar ab-
soliutiniuose dydziuose. Daugelis jy remiasi jvairiy nestacionarumuy
egzistavimu (trendy, Suoliy buvimas ir pan., zr., pavyzdziui, Lobato ir

Savin (1998). Taciau vis tiek dar yra daug neaiskumy ir $io fenomeno

paaiskinimas yra vienas aktualiausiy Siuolaikinés finansy ekonometrijos

uzdaviniy.

2 paveiksle pavaizduotos S&P 500 duomeny grazy, jy kvadraty ir

absoliutiniy dydziy koreliacinés funkcijos. Grafike aiskia matomas il-

galaikés atminties efektas.
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2 pav. S&P 500 duomeny grazy, ju kvadraty ir absoliutiniy dydZiy koreliacinés
funkcijos (i§ apacios j virsy).



o Suminis gausiSkumas. Zemesniems dazniams A, logaritminiy grazy
r(t, A) skirstinys (kuris, bendrai, jvairiems A yra skirtingas) vis labiau
ypanaséja" ] normalyjj skirstinj.

Faktas, jog kai kurie stilizuoti faktai skiriasi jvairiems dazniams A, reiskia,
kad diskretaus laiko finansy rinkos modeliai néra pakankami ir dél to sitalomi
jvairis tolydaus laiko kainy modeliai, kurie ¢ia nebus detaliau nagriné¢jami.

Vienas pagrindiniy finansiniy laiko eilu¢iy analizés uzdaviniy yra
paieska tokiy modeliy, kurie kaip galima adekvaciau pasizymeéty savybeémis
panasiomis j aptinkamus stilizuotus faktus. Priminsime, kad ,laiko eilutes®
(angl. time series) savoka atspindi tai, kad duomenys yra interpretuojami
kaip kryptinga atsitiktiniy dydziy seka X;, t = 0,1,2,..., kurioje ¢ indeksas
yra diskretaus laiko kintamasis.



3 Trendo ir sezoniskumo vertinimas bel elimi-
navimas

Paprastai pirmasis zingsnis finansiniy duomeny analizéje yra duomeny grafi-
nis pavaizdavimas. Duomeny vizualizacija leidzia ,,jtarti“ koks modelis turéty
buti naudojamas. Populiariausias, kaip minéjome, yra kainos (arba kokios
nors jos transformacijos) iSskaidymas j trendo, sezoninés komponentés ir
triuksmo komponentes:

Xy =my + 8¢ + Zy, (3.1)

kur m, yra létai besikeicianti funkcija (trendo komponenté), atspindinti
vertybiniy popieriy kainy augimg; s; yra periodiné funkcija su zinomu peri-
odu d, atspindinti tokiy sezoniniy faktoriy, kaip mety laikai, savaités dienos
ir pan., jtaka kainoms; Z; yra atsitiktine triukSmo komponenté, matematiskai
aprasoma stacionaraus proceso pagalba (zr. 4.2 skyrelj).

3.1 Trendo komponentés vertinimas ir eliminavimas

Pradinis uzdavinys — jvertinti ir eliminuoti trendo ir sezoniskumo kompo-
nentes, taip kad liekanos pasidaryty ,panaSios j stacionaraus proceso real-
izacijos elgesj. Aptarsime tris dazniausiai sutinkamus metodus.

Trendo eliminavimas mazZiausiy kvadraty metodu.  Pirmuoju budu
(dar vadinamu determinuoto trendo metodu) “makroskopiné” komponenté
aprasoma kaip tam tikra determinuota funkcija (pavyzdziui, logaritmine,
eksponentiné, polinominé ir t.t.), kurios parametrai jvertinami maziausiy
kvadraty metodu.

Tarkime, kad sezoninés dalies (3.1) iSraiskoje néra, t.y.

Xt = My + Zt7 (32)

ir trendas m; gali buti nusakytas kokia nors parametrine funkcija, pavyzdziui,
kvadratiné funkcija m; = ag + a1t + ast?. Tuomet jverciai ag, a1, G, gaunami
minimizuojant lickany kvadraty suma

n n

D (Xi—my)® =) (Xi— (ag + art + at?))*. (3.3)

t=1 t=1

3 paveiksle parodyta LITIN indekso kasdienines reikSmeés laikotarpyje nuo
2002.11.04 iki 2003.09.10 ir jy aproksimacija maziausiy kvadraty metodu.

10



DN VN T o
— —7,,;\,#L777‘;\i777;. —

3 pav. LITIN indekso kasdieninés reiksmés laikotarpyje nuo 2002.11.04 iki
2003.09.10 ir jy aproksimacija kvadratine funkcija m; = 0,0070729¢t% — 0, 62567t +
290, 26.

4 ir 5 paveiksle parodyta LITIN indekso (zr. 3 paveiksla) liekanos 7, =
X — 1y ir jy koreliaciné bei dalinés autokoreliacijos funkcijos (ju apibrézimai
pateikiami 6.2 ir 7.3 skyreliuose). Vizualiai matome, kad gautos liekanos néra
nekoreliuotos. Remiantis 5 grafikais, kaip matysime véliau, galima numatyti
kokia turéty biuti Z; komponente Z;.

Suglodinimas slenkamuoju vidurkiu. Tarkime, seka X; nusakoma (3.2)
lygybe. Tegul ¢ yra neneigiamas sveikas skaicius ir tegul Y; yra empirinis
2q + 1 dydziy X, vidurkis

%1

Jeigu laikysime, kad m, yra ,panasi” j tiesine funkcija kiekviename intervale
[t — q,t + q| ir paklaidy vidurkis yra artimas nuliui, tai gausime

1 I 1 I
Y, = g 7.
! 2¢ + 1 Zmt”JFZqulz i

Jj=—q Jj=—q
my, g+1<t<n—q.

Q
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tokoreliacijos funkcijos.

Tokiu atveju laikysime, kad trendo m; jvertis yra

i RN
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Likusioms X; reiksmeéms (kai ¢ < g ir t > n—q) (3.4) netinka ir Sios reiksmeés
aproksimuojamos vienpusiu slenkamuoju vidurkiu

t

mt = 06(1—06>th+]‘, t= 1,...,q,
0
1

m; = a(l —a) X,y t=n—q+1,...,n.
J

Il
=)

Empiriskai nustatyta, kad a reikéty parinkti i§ intervalo [0,1;0,3].

6 pavaizduotos Lietuvos telekomo akcijy uzdarymo kainos NVP birzoje
laikotarpiu 2002.11.04 — 2003.10.28 ir slenkamojo vidurkio trendo jvertis su
q=3.

6 pav. Lietuvos telekomo akcijy kasdieninés uzdarymo kainos NVP birzoje laiko-
tarpiu 2002.11.04 — 2003.10.28 ir slenkamojo vidurkio trendo jvertis su ¢ = 3.

Si suglodinimo metoda galima laikyti ,Zemo daznio* filtru, kuris is
duomeny X, ,iSima“ daznai svyruojanc¢ia komponente Zy = X, —1y ir palieka
léetai besikei¢iancia dalj m,. Pastarajj metoda galima interpretuoti kaip ben-
dro tiesinio filtro m; = Z?’;_OO a; X¢4; atskirg atvejj. ldomus pavyzdys buvo
pasitlytas angly aktuarijaus Spencer’io 1904 metais. Jis pasiulé 15 tasky
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filtra, kuris neturi poveikio kubiniam daugianariui. Tegul

a; = Qg ’7/| < 77
a; = 0, |Z| > 7,
1
(ag,a,...,a7) = 350 (74;67;46; 21; 3; —5; —6; —3).
Taikant jj daugianariui m, = ¢y + c1t + cot? + cst?, turésime
7
Z QM = M.
i=—T7

Sis pavyzdys sako, kad idealiu atveju galima parinkti tokj tiesinj filtrg, kuris
nepakeisty trendo dalies. Bendrai, Spencer’io pavyzdj galima lengvai suprasti
Sio gana trivialaus teiginio, kurj paliekame jrodyti skaitytojui, kontekste:

3.1 teiginys. m; = Z;]:_q a;myi; visiems k-os eilés daugianariams m; =
co+ it + - + cpt® tada ir tik tada, kai

q

Zaizl

i=—q
w
q
E ila; =0 suvisais | =1,... k.
i=—q

Eksponentinis suglodinimas. Vienas i$ suglodinimo metodo truikumy yra
tas, kad pagal (3.4) lygybe, §j filtra galima taikyti tik tai duomeny daliai,
kuri néra arti imties krasty. Minétas suglodinimas imties galuose gali biiti
taikomas ir visai imciai. Toks metodas vadinamas eksponentiniu suglodin-
imu. Nagrinékime filtra

m=> a(l-af X,
j=0

kur 0 < a < 1. Aisku, norint jj taikyti iméiai X, ..., X, reikia nagrinéti
LJhupjautas” sumas. Praktiskai eksponentiskai suglodintas trendas gaunamas
i§ rekurentiniy lygybiy

ml = X17
my = aXp+ (1—a)ymyy, t=2,...,n.

14



Is siy lygybiy matome, kad su @ = 1 eksponentinis suglodinimas ,neveikia“,
nes m; = X; su visais t = 1,...,n; tuo tarpu su a = 0 gaunamas ,maksi-
malus” suglodinimas — m; = X; su visais t = 1,...,n. Daznai parametrg «
sidloma parinkti optimaliai — minimizuojant liekany suma y 7, (X; — 1),

7 pavaizduotos Lietuvos telekomo akcijy uzdarymo kainos NVP birzoje
laikotarpiu 2002.11.04 — 2003.10.28 ir eksponentinio suglodinimo metodu
jvertintas trendas.

7 pav. Lietuvos telekomo akcijy kasdieninés uzdarymo kainos NVP birZzoje laiko-
tarpiu 2002.11.04 — 2003.10.28 ir eksponentinio suglodinimo metodu jvertintas tren-
das su a =0, 3.

Skirtumy panaudojimas. Tai yra vienas populiariausiy metody, naudoja-
mas kaip alternatyva ankstesniems dviem metodams. Jo esmé — trendo elimi-
navimas nagrinéjant skirtumus (,diferencijuojant” duomenis) X; — X; ;. Sis
metodas taikytinas tada, kai svarbu yra ne tiek jvertinti trenda, kiek, Zinant
jo i8 anksto jo forma, jj eliminuoti ir toliau tirti ,mikroskopine” komponente.

Nusakysime 8] metoda tiksliau. Apibrézkime skirtuminj operatoriy V
lygybe

Vi=X,— X1 =(1-B)X,,

kur B yra postumio operatorius, t.y. BX; = X; 1. Operatoriy B ir V laip-
snial apibréziami lygybémis B/X; = X;_; ir V/X;, = V(V/71X}), 7 > 1 su
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VX, = X,. Pavyzdziui,

ViX;, = V(VX,) =(1-B)(1-B)X,
= (1-2B+ B*X,
- Xt - 2Xt71 -+ Xt72-

Jei skirtuminj operatoriy taikysime tiesinio trendo modeliui su m; = at + b,
tai gausime

VXt = th + VZt
= a+ VZt

Panasiai gauname, kad bendro polinominio trendo atveju su m; = Z?:o a;t?
V"X, =kl ax + VFZ,.

Taigi, skirtumy panaudojimas gali buiti interpretuojamas kaip auksto daznio
filtras, kuris ,nufiltruoja“ Zemo daznio signala m, (létai besikei¢iancia
dalj), palikdamas auksto daznio signala. Tokiu budu, atlikus “diferenci-
javima“ pakankamag karty skaiciy, galima eliminuoti bet kokj polinominj
trenda. Aisku, kad kiekvieng kartg panaudojus skirtumus, praradame vieng
stebéjima.

8 pavaizduotos Lietuvos telekomo akcijy uzdarymo kainy transformacija,
panaudojant skirtumus.

3.2 Trendo ir sezoninés dalies eliminavimas
Laikykime, kad duomenis norime aprasyti (3.1) modeliu, kur £Z;, = 0, o

sezoniné dalis tenkina
d
Stad = St, E St = 0.
t=1

lliustracijai nagrinekime tokj pavyzdj. Lenteléje Zemiau pavaizduota
Lietuvos BVP faktinémis kainomis (milijonais lity) 1995-2002 metais.
Atitinkamas grafikas pateiktas 9 paveiksle.
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8 pav. Lietuvos telekomo akcijy kasdieniniy uzdarymo kainy NVP birzoje laiko-
tarpiu 2002.11.04—2003.10.28 skirtumai.

1995

1996

1997

1998

1999

2000

2001

2002

I 48515
II  5796,6
I 71724
IV 6960,6

6449,2
7426,1
9055,8
8598,2

7957,4
9389,9

94094

10932,1

9471,5
11099,8

10639,9 11824,5 11213,3
10532,6 11388,5 10823,7

10072,4
11349,0
11639,2
11637,3

105244
11943.5
124498
12580,1

11184,6
12738,6
13398,6
13356,8

Tegul X5, j =1,...,8, k =1,...,4, Zymi j-yjy mety k-ojo ketvircio
reikSme. Turime X = Xjqa¢-1).
1) Jeigu trendas yra nedidelis, tai galime laikyti, kad jis yra pastovus
J-yju bégyje ir gali buti jvertintas

4
R 1
mj = Z kz_; Xj,k-

Sezonine komponente tuomet jvertiname

1

8

=3 > (X

&= 1)
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9 pav. BVP faktinémis kainomis (milijonais lity) 1995-2002 metais.

Matome, kad tada Zizl S = 0. Atémus jvertintas trendo ir sezoniskumo
komponentes, gauname liekanas

Zjk = Xjk = Mj = 8.

2) Tuo atveju, kai trendas néra pastovus kiekviename periode arba mes
nenorime daryti Sios prielaidos, taikytinas kitas, tikslesnis, metodas. Pirmi-
ausia, zinant ,ciklo“ ilgj d, galime eliminuoti sezoniskumo efekta, taikydami
slenkamojo vidurkio metoda. Priklausomai nuo to, ar d yra lyginis ar nely-
ginis, jvertiname trenda:

. 1 /1 1 .

my = P <§ t—qt Xp—gr1+ -+ X1 + §Xt+q>a kai d = 2q
ir

. 1 .

mtza (Xt—q+Xt—q+1+"'+Xt+q)7 kald:2q+1,

Clag<t<n-—aq.
10 paveiksle pavaizduotas trendo jvertis m; BVP duomenims su d = 2¢q =
4 (krastiniams duomenims taikomas eksponentinis suglodinimas):

R 1 /1 1
=7 <§Xt—2 + X+ X+ Xy + §Xt+2>-
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10 pav. BVP reiksmiy trendo jvertis, taikant slenkamojo vidurkio jvertj su ¢ = 2.

Toliau vertiname sezonine dalj. Kiekvienam k£ = 1,...,d skai¢iuojame
dydziy {Xy+ja — Mrja, ¢ < k + jd < n — ¢} aritmetinj vidurkj. Mausy
pavyzdyje turésime:

Wi,

]~

(Xhgaj — Mpgaa), kai bk =1,2,

=

1

.
o |l

Wi (Xktaj — Migaa), kail k= 3,4

=

J=0

Taip gauti vidurkiai dar néra sezoninés komponentés jverciai, nes jy suma
d . . . . .

Y p—1 Wi néra nulis. Sezoning komponente vertiname centruotomis W

reikSmeémis:

d
1
§k:Wk—C—ZZWZ~, k=1,....d,
=1

likusias reikSmes periodigkai pratesiame, t.y. s, = Sx_q4, k > d. Pastebésime,

kad dabar
d ) d 1l
;Sk = £ (Wk—EZZII/VZ) :O
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11 paveiksle pavaizduoti BVP duomenys ir trendo jvertis §; (8, =
—1055,7, 85 = 120, 3, 83 = 691,46, s, = 243,98).

10

11 pav. BVP reik8meés ir sezoniné dalis ;.

Toliau nagrinéjame liekanas, gautas atémus sezoninine komponente
dt:Xt_§t7 tzl,...,n.

Gautoji seka dar neatspindi trendo komponenteés, kadangi joje lieka fluktuaci-
jos. Toliau vertiname trenda ,,desezonizuotuose” duomenys vienu i§ anksciau
minety metody. 12 paveiksle pavaizduoti BVP duomenys ir kreive th—|—§t, kur
d; jvertinti antros eilés daugianariu maziausiy kvadraty metodu (zr. (3.3)):
d, = —6,5852t2 + 425, 1t + 5460, 5. Liekanos

ZAt:Xt—Cit—gt:dt—dAt
pavaizduotos 13 paveiksle.

Sezoniniy skirtumy panaudojimas. Ankstesnis skirtumy metodas gali buti
taikomas ir sezoninés komponentés eliminavimui. Tegul V, yra d-skirtumy
operatorius:

VaX, = X; — Xy g= (1 - BYX,.

Tuomet taikant §j operatoriy modeliui

Xy =my + s + Zy,
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14000.—

12000.—{

10000.—{

8000.—|

6000.—{

4000.—1

5 10 15 20 25 30

12 pav. BVP reik3més ir seka di + ;. Trendo ivertis dy gautas maziausiy kvadraty
metodu, aproksimuojant jj antros eilés daugianariu.

Series

800.—

600.— p N \
400.—{

200.—

200 —{ \ A

-400.—{

-600.—{

-800.—|

13 pav. Liekanos Z; = X; — d; — §; BVP duomenims.

kuriame s; yra d-periodiné funkcija, gausime skirtumy V,;X; isdéstymag j
trendo m; — my_g4 ir triukSmo Z; — Z;_; komponentes:

ViXy =my —my_q+ Zy — Z—q.
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Tolimesné analizé atlieckama vienu i§ iSvardinty 3.1 skyrelyje metody. 14
paveiksle pavaizduoti BVP reiksmiy skirtumai V4.X;.

14 pav. BVP reiksmiy skirtumai V4X;.

Jeigu eliminavus sezoning komponente matoma trendo komponente, tik-
slinga dar karta ,diferencijuoti“ duomenis tiek karty, kiek prireiks trendui
Ji8naikinti“. 15 paveiksle pavaizduoti BVP reik§miy skirtumai V2V ,X,.

15 pav. BVP reiksmiy skirtumai V2V 4X;.
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4 Tikimybiniai modeliai

4.1 Atsitiktiniai procesai

4.1 APIBREZIMAS. Atsitiktiniu procesu vadinama atsitiktiniy dydziy,
apibrézty vienoje tikimybinéje erdvéje, Seima {X;,t € T'}.

Laiko eiluciy teorijoje kintamasis ¢ vadinamas laiku ir jo reikSmiy aibe
T dazniausiai yra Z = {0,£1,+2,...}, N = {1,2,3,...} (diskretaus laiko
atvejis) arba R, = [0,00), R = (—o00, +00) (tolydaus laiko atvejis).
4.1 PAVYZDYS. Tarkime, v > 0 ir r > 0 yra du fiksuoti skaiciai, o A > 0
ir © — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, © — tolygiai pasiskirstes intervale
0, 27). Apibrézkime

X; =1 'Acos(vt + O).

Tokiu atsitiktiniu procesu aprasomas elektros sroves stiprio kitimas, kai
jtampa turi atsitikting amplitude A ir atsitiktine faze ©; r — rezistoriaus
varza. Laikas ¢ gali buti tiek tolydus, tiek ir diskretus.

4.2 PAVYZDYS. Standartiniu Brauno judesiu (arba Vynerio procesu) vadina-
mas procesas {W;,t > 0}, tenkinantis salygas:

o Wy =0;

e su visais n = 3,4, ... ir su visais rinkiniais 0 < t; < t5 < ... < t,, poky¢iai
Wy, =Wy Wy = Wiy, ..o, Wy, — Wy, yra nepriklausomi;

o W, —W,~ N(0,t—5), kait>s.

A priori néra akivaizdu, kad atsitiktinis procesas su tokiomis savybeémis
egzistuoja. Jo egzistavimas iSplaukia i§ fundamentalios Kolmogorovo teore-
mos, kuria dabar suformuluosime.

[§ pradziy nusakysime atsitiktinio proceso {X;} daugiamate pa-
siskirstymo funkcija. Taip vadinamas funkcijy

F;fl,...,tn(xh 7xn) = P{th < T, "'7th < Cl?n}

rinkinys; ¢ia: n=1,2,..., t1,..,t, € T CR t; <ty < .. <t,ir xy,...,z, €
R.
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4.1 teorema. Funkcijos {Fi, ¢, (T1,....2,), 01 < ta < ... <t,,n=12 .}
yra kokio nors atsitiktinio proceso daugiamatés pasiskirstymo funkcijos tada
wr ik tada, kar su visais n = 1,2,..., t1 <ty < ... < t,irk=12,....n
teisinga sqlyga

Bm Fy e (01, 0) = Fr ot 1 tiesnetn (B1s oo Thm1, Thgds oy Tn)- - (41)
X —>00

4.1 PASTABA. Pastaroji lygybé vadinama suderinamumo salyga. Svarbu yra
jsidéméti, kad reikalavimas T'C R (tada T yra tiesiskai sutvarkyta aibé) yra
esminis. Jeigu T néra sutvarkyta aibe, papildomai reikéty reikalauti, kad
buty ispildyta ,perstatos” salyga.

4.2 PASTABA. Suderinamumo salyga galima suformuluoti ir charakteristiniy
funkcijy terminais. Jei

th1 ..... tn<u17 7un) - / eiZ?Ujmj-F;ﬁl,...,tn(dxh "'adxn)7
tai suderinamumo salyga ekvivalenti lygybei

lim thl,...,tn(ula ey Un) = ‘Ptl,...,tk_l,tk+1,...,tn(uh vy U—1, Uk1, ,Un) (4-2)
up—0

4.1 PRATIMAS. Parodykite, kad 4.2 pavyzdyje apibréztas Vynerio procesas

tenkina suderinamumo salyga.

4.2 Stacionarieji procesai

4.2 APIBREZIMAS. Atsitiktinio proceso {X;,t € T'}, su visais t € T tenki-
nancio salyga DX, < oo, kovariaciné funkcija apibréziama lygybe

r(s,t) = Cov(Xs, Xy) = B(Xs — EX)(X; — EXy), s, teT. (4.3)
4.3 APIBREZIMAS. Seka {X;,t € Z} vadinama stacionaria, jeigu:

1)Vt eZ E|Xi]* < o,

NVteZ EX,=EX,,

3) r(s,t) =r(s+ h,t +h) suvisais s,t, h 8 Z.
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Daznai literaturoje taip apibréztas stacionarumas vadinamas sta-
cionarumu placiaja (arba silpnaja) prasme.

Kadangi stacionariai sekai tesinga r(s,t) = r(s —t,0) su visais s,t € Z,
tai patogiau kovariacine funkcija traktuoti kaip vieno argumento funkcijg ir
raSyti (ka mes nuo §iol ir darysime) tiesiog r(s) = r(s,0) visiems s € Z.

Stacionarios sekos koreliaciné funkcija apibréziama lygybe

p(h) = r(h)/r(0)

su h € Z.

Nors stacionarumo apibrézimas duodamas T = 7Z atveju, aisku,
kad analogiskas apibrézimas gali buti pateiktas ir bendresnei aibei T.
Tac¢iau musy tikslams (nagrinéjamos diskrecios laiko eilutés) pakanka duoto
apibrézimo.

Daznai praktikoje susiduriama ir su poreikiu nagrinéti aukstesnés eilés
stacionarumo savoka.

4.4 APIBREZIMAS. Sakysime, kad { X, t € Z} yra m-osios eilés stacionarioji
seka, jeigu egzistuoja visi misrieji vektoriy

(X, Xigy ooy X4,
momentai iki m-os eilés ir jie yra invariantiski postumio atyvilgiu, t.y.
a1 v ag an a1 a2 Qan
EXG X X = EX0 X2 X0,

suvisais n € N, (t1,2,....t,) €Z", h € Zir Y | a; < m.

4.5 APIBREZIMAS. Seka {X;,¢ € Z} vadinama stacionariaja siauraja (arba
grieztaja) prasme, jeigu su visais k € N ty,ty, ...t ir h 18 Z vektoriy
(Xey, oo Xo,) it (Xi 4y ooy Xy 1) pasiskirstymai sutampa.

Nesunku matyti, jeigu seka {X;} yra stacionari siaurgja prasme ir
E|X;|* < oo , tai ji yra stacionari ir placiaja prasme. Atvirkscias gi teiginys
néra teisingas (4.5 pratimas). Ta¢iau Gauso seky klaséje abu stacionarumo
apibrézimai yra ekvivalentus. IS pradziy apibrésime Gauso procesg.

4.6 APIBREZIMAS. Atsitiktinis procesas {X;,t € T'} vadinamas Gauso pro-
cesu, jeigu visi jo daugiamaciai pasiskirstymai yra normalieji.
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Priminsime, kad atsitiktinis vektorius & = (&, ..., &, ) vadinamas normaliai

pasiskirsc¢iusiu su parametrais a ir I', jeigu jo n-maté charakteristiné funkcija
©(\) = Ee'®8 X\ = (X, ..., \,), yra tokio pavidalo:

o(\) = ei(Ava)*(FA,/\)/Q; (4.4)

¢ia: a = (ay,...,a,), I' = (I'y) — simetriné ir neneigiamai apibrézta matrica.
Galima patikrinti (zr. 4.4), kad ay, = F&, Ty = E(& — ar) (& — ap).

4.2 teorema. Stacionarioji placigja prasme Gauso seka {X;,t € Z} yra
stacionari ir staurgja prasme.

Irodymas. Kadangi seka {X;} yra stacionari placiaja prasme, tai vektoriy
(Xeyy ooy Xt) i (Xeyhy -y Xty +n) vidurkiad ir kovariacinés matricos sutampa.
Taigi Sie vektoriai turi viena ir ta patj pasiskirstyma. O

4.8 PAVYZDYS. Apibrézkime atsitiktinj procesa
X = Acos(6t) + Bsin(0t);

¢ia: A ir B yra nekoreliuoti atsitiktiniai dydziai su FA = EB = 0, DA =
DB =1ir 0 € [—7,x]. Nesunku jsitikinti, kad toks atsitiktinis procesas yra
stacionarus ir Cov(X;4p, X;) = cos(6h).

4.4 PAVYZDYS. Tarkime {Z;,t € Z} yra nepriklausomy vienodai pasiskirs-
¢iusiy atsitiktiniy dydziy su nuliniu vidurkiu ir dispersija o2 seka. Seka {X;}
apibrézkime lygybe

Xe =21+ 0Z,4.

Tada EX; =0 ir
o2+ 60%0%, kai h=0,
COV(Xt+h,Xt) = 002, kai ’h’ = 1,
0, kai |h| > 1.
Vadinasi, seka {X;} yra stacionari.

4.2 PRATIMAS. Tarkime X; = Z,+07;, 1,t € N, ¢ia Z;, Z1, ... yra nepriklau-
somi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su generuojancigja momenty
funkcija FE exp(AZ;) = m()). Isreiksdami generuojanciaja momenty funkcija

Eexp(d>_ N X;) funkcijos m(-) terminais, parodykite, kad {X;} yra stacionar-
i=1

ioji siauraja prasme seka.
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4.3 PRATIMAS. Tegul atsitiktiné seka apibrézta lygybe
X =cos(vt + ), teZ; (4.5)

¢ia: ¢ — tolygiai intervale (0, 27| pasiskirstes atsitiktinis dydis, v > 0. Paro-
dykite, kad (4.5) seka stacionari.

4.4 PRATIMAS. Tegul Gauso atsitiktinio vektoriaus £ =(&i,...,&,) charak-
teristiné funkcija yra (4.4) pavidalo. Parodykite, kad a, = E&, 'y =

COV(gk, &)

4.5 PRATIMAS. Sukonstruokite atsitiktiniy dydziy seka {X;, ¢ € Z}, kuri
biity stacionari placigja prasme, bet nestacionari siauraja prasme.

4.3 Stacionariosios sekos kovariacinés funkcijos savybés

4.1 teiginys. Tarkime, r(-) — stacionariosios sekos {X;,t € Z} kovariaciné
funkcija. Tada:

1) r(0) = 0,
2) |r(h)| < r(0) su visais h,
3) r(—=h) = r(h) su visais h.

Irodymas. 1) ir 3) savybeés isplaukia i§ 4.3 apibrézimo. Norint patikrinti 2)
savybe, tereikia panaudoti Kosi nelygybe. O]

[svardintosios savybés téra tik butinos salygos, t.y. jeigu bent viena is
Siy savybiy nebuty iSpildyta, tai r(-) nebuty kovariaciné funkcija. Butina
ir pakankama sglyga nusakoma remiantis funkcijos neneigiamo apibréztumo
savoka.

4.7 APIBREZIMAS. Funkcija r : Z — R vadinama neneigiamai apibrézta,
jeigu Vn € N, (aq, ...,a,) € R, (t1,...,t,) € Z"

Z CLZ'CLj’f’(tZ' — t]) > 0.

1,7=1

4.3 teorema. Lyginé funkcija f : Z — R yra stacionariosios sekos ko-
variaciné funkcija tada ir tik tada, kai ji yra neneigiamai apibrézta.
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Irodymas. Butinum as. Tarkime, f(-) yra stacionariosios sekos { X, t €
Z} kovariaciné funkcija. Tada

> aaif(ti—t) = Y aa;E(Xy, — EX,)(X,, — EX,)

i,j=1 i,j=1

n 2
= E(Zai(Xti—EXti)) > 0.

i=1

Pakankamumas. Sakykime f :Z — R yra lyginé neneigia-
mai apibrézta funkcija. Irodydami, jog egzistuoja stacionarus procesas,
kurio kovariaciné funkcija yra f(-), pasinaudosime Kolmogorovo teorema.
Apibrézkime funkcija

Oty otn (UL, oy Up) = e V2300 = i f(ti—ty) (4.6)

Kadangi f(-) yra lyginé ir neneigiamai apibrézta, tai (4.6) yra normaliai
pasiskirsciusio vektoriaus charakteristiné funkcija. Akivaizdu, kad §i funkcija
tenkina (4.2) suderinamumo salyga. Vadinasi, egzistuoja toks atsitiktinis

procesas, kurio baigtiniamaciy pasiskirstymy charakteristinés funkcijos yra
(4.6) funkcijos. I8 4.4 pratimo iSplaukia, kad f(i — j) = Cov(X;, Xj). O

IS 4.3 teoremos iSplaukia, kad bet kokiai lyginei neneigiamai apibréztai
funkcijai galima sukonstruoti stacionary Gauso procesa, kurio kovariaciné
funkcija buty si funkcija.

4.6 PRATIMAS. Parodykite, kad kovariacinei funkcijai teisinga nelygybe
[r(n) = r(m)* < 2r(0)(r(0) — r(n —m)).

4.7 PRATIMAS. Parodykite, kad funkcija r : Z — R, apibréziama lygybémis

1, h=0,
r(h)=qp [hl=1,
0, |h]>1,

yra stacionarios sekos kovariaciné funkcija tada ir tik tada, kai |p| < 1/2.
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5 Autoregresijos—slenkamojo vidurkio sekos

Pagrinding praktikoje naudojamy laiko eiluciy klas¢ sudaro vadinamieji
autoregresijos—slenkamojo vidurkio modeliai. Siame skyrelyje nusakysime
Siuos modelius ir jy savybes.

5.1 Stacionarus ARSV modeliai

Pirmiausia apibrésime balto triuksmo seka.

5.1 APIBREZIMAS. Seka {Z;} vadinama balto triuksmo seka su vidurkiu 0
ir dispersija o2, jeigu EZ; = 0 ir

Zymésime Z, ~ BT(0,02).

5.2 APIBREZIMAS. Procesas {X;,t € Z} vadinamas autoregresijos—
slenkamojo vidurkio seka, jeigu {X;} stacionarus ir su visais ¢

Xi— 0 Xes— = Xey = T4 O Zs 0+ o+ 0,7g; (5.1)
¢ia Z; ~ BT(0,0?). Tokia seka Zymesime ARSV(p, q).
(5.1) lygybe galima uzrasyti trumpiau:
o(B)X; =0(B)Z;, teZ; (5.2)
Cla:

d(z) = 1—¢1z—...— 2P,
0(z) = 14012+ ... +6,2°

ir B yra postiimio operatorius, t.y. B'X; = Xi—j, J € Z. Daugianariai
¢(-) bei (-) vadinami atitinkamai autoregresijos bei slenkamojo vidurkio
daugianariais.

5.1 PAVYZDYS. (SV(q) procesas). Jei lygtyje (5.1) ¢(2) = 1, t.y.

Xt E Zt —|— 91Zt—1 + + qut—q;
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tai seka {X;} vadinsime g-osios eilés slenkamojo vidurkio seka (SV(q)). Aki-
vaizdu, kad £ X; = 0 ir

2tthI
o8 2 0054w, 1Ml <,
]:

0, |h| > q,

COV(Xt+h, Xt) =

¢ia 0y = 1. Taigi {X;} yra stacionari seka.

Detaliau panagrinésime atvejj, kai (5.1) lygtyje p =1, 0(2) = 1 ir ¢(2) =
1— ¢z
Xt - ¢Xt—1 - Zt7 t € Z (53)

Tada

Xi = Zi+0(Z1 + 0 Xi—9)
= =04+ 0T+ G Lot A+ S Z g+ ST X

Sakykime, FX? = const < oo. Tada, jeigu |¢| < 1, tai
n ' 2
E(Xt —ZMH) — GMHEXE | ), (5.4)
§=0
kai n — oo. Todél rasysime
X =Y ', (5.5)
i=0
reiskinj deSinéje puséje laikydami daliniy sumy riba kvadratinio vidurkio

prasme. Nesunku matyti, kad taip apibrézta seka yra stacionari su Siais
vidurkiu ir kovariacija:

¢|hl
0'21 — ¢2.

EXt = O, COV(Xt+h,Xt) =
Be to, (5.5) lygybeé teisinga ir su tikimybe 1 ir §is sprendinys yra vienintelis

(zr. 5.1 pratima).
Jeigu |¢| > 1, tai panasiai jsitikiname, kad

Xy =— Z ¢ L
i=1
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yra vienintelis stacionarus (5.3) lygties sprendinys. Tuo tarpu, jei |¢| = 1,
tai AR(1) (5.3) lygtis stacionaraus sprendinio neturi (palickame §j uzdavinj
kaip pratima skaitytojui).

Auksciau gautas AR(1) lygties su |¢| < 1 sprendinys (5.5) priklauso nuo
balto triuksmo sekos reikSmiy momentais ¢,¢ — 1,t — 2, ..., t.y. iSreiSkiamas
,braeities” stebéjimais. Tokia sarysio su {Z;} savybé vadinama kauzalumu.
Bendru atveju i$ 5.1 pratimo iplaukia, kad operatoriai ¢)(B) =Y oc _ ;B
su Y || < oo stacionarias laiko eilutes perveda j stacionarias. Daz-
nai tokie operatoriai vadinami tiesiniais filtrais su svoriais {t;}. Taiko-
muoju pozituriu svarbis vadinamieji realiai jgyvendinami filtrai, atitinkantys
kauzaly iS¢jimo srautg. Pirmiausia duosime griezta kauzalaus ARSV proceso
apibrézima.

5.3 APIBREZIMAS. ARSV(p, q) procesas, apibréztas (5.2) lygtimis, vadina-
mas kauzaliuoju, jeigu egzistuoja tokia absoliu¢iai sumuojama seka {1;,7 >

0}, kad
X =Y viZi, teL
=0
Dabar suformuluosime butinas ir pakankamas salygas, su kuriomis

ARSV(p, q) procesas yra kauzalus, bei pademonstruosime, kaip tokiu atveju
apskaiciuoti koeficientus {;,7 > 0}.

5.1 teorema. Sakykime, {X;} — ARSV(p,q) seka, ir ¢(-) su 0(-) neturi
bendry nuliy. Latko eiluté {X:} yra kauzali tada ir tik tada, kai ¢(z) # 0 su
visais z € C, |z| < 1. Koeficientai {1;,1 > 0} apskaiciuojami is sqrysio

Nyl 0B
W)—;m o) 2| < 1.

Duali kauzalumo savokai yra laiko eilutés apgreziamumo savoka.

5.4 APIBREZIMAS. ARSV laiko eiluté ¢(B)X; = 0(B)Z; vadinama apgre-
Ziama, jeigu egzistuoja tokia seka {a;}, > 277 o] < oo, kad

Zt = Z Oéth_j.
j=0

Panagiai kaip 5.1 teoremoje, turime:
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5.2 teorema. Tarkime {X;} yra ARSV(p,q) seka ir ¢(-) su 0(-) neturi
bendry nuliy. Tuomet {X;} yra apgreZiama tada ir tik tada, kai 0(z) # 0
skritulyje |z| < 1. Koeficientai {c;} apibréZiami lygybe

alz) = Zoajzj = %, |z| < L.

Pasinaudojus kauzalumo savoka, galima apibreézti slenkamojo vidurkio su
begaline eile (Zymesime SV(00)) sekas. Butent, {X;} vadinamas SV (oo) pro-
cesu, jeigu egzistuoja tokia seka {¢;}, kad > 7 [¢;| < coir Xy = > 0" ¢ Z_;
¢ia Zy ~ BT(0,0?). Panasiai apibréziamos AR(oco) sekos.

Sakykime, ¢(-) ir 6(-) neturi bendry nuliy ir egzistuoja toks z, kad |z| =1
ir ¢(z) = 0. Tokiu atveju ARSV lygtis stacionaraus sprendinio neturi. Kita
vertus, jei Vz, |z| = 1 : ¢(z) # 0, tai i§ kompleksinio kintamojo funkcijy
teorijos iSplaukia, kad

4
¢

su kazkokiu R > 1. Konvergavimas nurodytajame ziede yra absoliutus.
Taigi teisinga tokia teorema.

z)) = jZoowjzj =y(z), R'<|z|<R

5.3 teorema. Tarkime, kad ¢(-) neturi nuliy ant apskritimo |z| = 1 ir ¢(-)
su 0(-) neturi bendry nuliy. Tada ARSV(p,q) lygtis turi vienintels stacionary
sprending

X = Z %’thj;

j=—o00

c¢ia koeficientai {1;} apskaicivojami i3 lygybés

P(z) o) R <|z| < R.

5.1 PRATIMAS. Tegul {X;} — stacionari seka su kovariacine funkcija r(-),
> |¢i] < oo. Irodykite, kad tai su visais ¢ € Z eiluté > .° 1, X;; kon-
verguoja absoliuciai su tikimybe 1 bei kvadratinio vidurkio prasme ir abiem
atvejais ribos sutampa, 0 Y; := (B)X; = Y0 1;X;_; yra stacionari seka
su kovariacine funkcija

ry(h) = > dipyr(h—i+j). (4.7)

,]=—00
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5.2 PRATIMAS. Tarkime, AR(2) seka {X;} apibrézta lygtimis
Xy — 01 Xe1 — 02 Xe 0= 2y, Zy ~ BT(0,07).

Irodykite, kad {X;} kauzali tada ir tik tada, kai (¢1, ¢2) patenka j sritj

¢1+¢2 < 17
G2 — P < 1,
pa| < 1.

5.2 Asimptotinis stacionarumas

Praktikoje nagriné¢jamosios laiko eilutés ,startuoja” is tam tikros pradinés
reikdmés. Tuomet jau stacionaraus proceso galime negauti, taciau galime
kalbéti apie asimptotiskai stacionary procesa. Paaiskinsime AR(1) modelio
pavyzdziu.

Tegul seka X; = ¢ X;_1 + Z; staruoja i§ pradineés reikSmes X, kuri gali
b8ti ir atsitiktinis dydis. Tada

Xo=Zi+ ¢Z g+ + ¢ 71 + ¢ Xo.

Jeigu EX, # 0, tai EX; = ¢'EX,. Taigi, procesas néra stacionarus
“vidurkyje".

Tegul EX = 0, X, nepriklauso nuo dydziy Z; ir EY} < oo. Tada, jeigu
9 <1,

DXt — 0—2(1+¢2+“'+¢2(t_1))+¢2tDK)

a*(1 - ¢*) 2t
= Tiog oW
0.2

. kait— oo
1— g2’

—

Taigi, abiem atvejais AR(1) procesas néra stacionarus, taciau jis ,darosi
stacionarus” su dideliais ¢. Praktiskai generuojant tokio proceso stacionariq
realizacija, turime pradines reikSmes ,nupjauti®.

33



5.3 Kovariaciné generuojancioji funkcija

Stacionaraus proceso {X;,t € Z} su kovariacija r(-) kovariaciné generuo-
jancioji funkcija apibréziama lygybe

g(z) = Y _ r(j)=; (5.6)

j==o0

¢ia eilutes konvergavimo sritis yra ziedas § ! < |z| < 4, 6 > 1.

Taigi r(j) yra koeficientas prie 27/ arba 277 kovariacinés generuojanciosios
funkcijos (5.6) skleidinyje.

Toliau tarkime, kad X; yra dvipusio slenkamojo vidurkio seka

Xy= Y WiZii, Z~ BT(0,0%); (5.7)

1=—00

dla P(z) = Y. 12" absoliuciai konverguoja ziede 61 < |z| < 46, 6§ > 1.
Tada -
r(j) = o’ Z i)
ir o oo o0
g(z) =o® Z iy )2 = o” Z iz’ Z bz
,] =—00 1=—00 Jj=—00

arba

9(2) = *P()p(z7"), 07 <[z <@ (5.8)
5.2 PAVYZDYS. IS 5.3 teoremos zinome, kad bet kuri ARSV(p,q) seka
&(B)X; = 0(B)Z; su funkcija ¢(z), neturincia nuliy ant apskritimo |z| = 1,
gali buti uzrasyta (5.7) pavidalu. Koeficientai {1} apskai¢iuojami i$ lygybeés

yra



5.3 PRATIMAS. Duota SV(2) seka
Xy =2+ 0121+ 0:2;_5.

Uzrase kovariacine generuojanciaja funkcija, apskaiciuokite Sios sekos ko-
variacine funkcija r(k).
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6 Vertinimas laiko srityje

Siame skyrelyje nagrinésime stacionariy laiko eilu¢iy vidurkio, kovariacinés
funkcijos jvercius, bei ARSV sekos parametry jvercius.

6.1 Vidurkio jvertis

Tarkime, X1, ..., X,, yra imtis i§ stacionarios sekos {X;,t € Z}. Pazymeékime

- 1

6.1 teorema. Sakykime, {X;} yra stacionari seka su vidurkiuv p ir ko-
variacine funkcija r(-). Tada tvirtinimai

(1) EIX —uf*—=0

@) % S 0 (k) =0
k=1

yra ekvivalentus.

Irodymas. (1) = (2). Turime

3

1
- r(k)] = - E(Xy — p)(Xo — p)
k=1 k=1
1 & 2
= PG 00—
1 o 2
< Bl- ) (Xk—u) B|Xo — pf?
k=1

= EIX —pE|Xo — pf* — 0.
(2) = (1). Pazymeékime s, = Y| r(k) ir perrasykime

BX-uf = 5=t 3 (1))
3,j=1 |m|<n
%(nr(O) +2 i 5i).

i=1
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Fiksuotam € > 0 imkime tokj N, kad su visais n > N bty teisinga nelygybé
n~!s,| < e. Tada su pakankamai dideliais n

= ) r(0) 3 -1 3 N | n—1 |
EIX —pl QZ S (X lsl+ D Isil) <

i=1 i=N+1
9 N n—1 ( )
< —Q(z + Y )\ 23l 2e
= i=N+1 =1
Kadangi € > 0 buvo laisvai pasirinktas, tai E|X — u|?> — 0. O

6.1 iSvada. Tarkime, teisingos 6.1 teoremos prielaidos. Tuomet
(1) jeigu r(n) — 0, tai E|X — u|?> =0,
(2) jeigu > 5o |r(k)| < oo, tai nE|X — p* = Y00 r(k).
Irodymas. (1) tiesiogiai isplaukia i$ 6.1 teoremos, o (2) — i3 sarysiy

WBIX =P =2 3 rti- )= Y (1-B)ewm) = 3

ij=1 |k|<n k=—o0

Jeigu >~ |r(k)| < oo, tai, pasiréme Sia iSvada, galime teigti, jog egzis-
tuoja spektrinis tankis f(-) ir

nEX —pl> — > r(k) =27f(0). (6.1)
k=—oc0
Dvipusio slenkamojo vidurkio sekos X, = > 70 _ yZ;_, atveju, jeigu

Y |vk] < oo, turésime Y |r(k)|] < oo. Todél desinioji (6.1) pusé yra
21 f(0) = 0| 3202 o il

6.1 PASTABA. Vietoje empirinio vidurkio X galima nagrinéti ir kitokius jver-
¢ius, pavyzdyiui, geriausia tiesinj nepaslinkta vidurkio jvertj (Z_r 6.1. Taciau
yra zinoma, kad jo asimptotinés savybés yra labai panaSios j X savybes.
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6.2 PASTABA. Norint sukonstruoti vidurkio p pasikliautinajj intervala, reikia
rezultaty apie X asimptotinj normaluma. Juos galima rasti, pavyzdziui,
Anderson (1971) knygoje. Pastebésime, kad tuo atveju, kai stebimoji imtis
gauta i$ stacionarios Gauso sekos, galima uzrasyti tiksly X skirstinj:

VX = p) ~ N(O, > ( —'—T)r(n)>.

|m|<n

Taigi, jeigu kovariaciné funkcija yra zinoma, galime sukonstruoti tiksly vi-
durkio u pasikliautingjj intervala. Nezinant kovariacinés funkcijos, imamas
jos jvertis.
6.1 PRATIMAS. Tarkime {X;} yra stacionarus procesas su vidurkiu p ir ko-
variacine funkcija r(-). Sakome, kad fi,, yra geriausias nepaslinktas vidurkio
W ivertis, jeigu fi, = 1 Xy + ... + ¢ Xy, Ejl, = p ir ¢y, ..., ¢, minimizuoja
Elji, — p|®. Parodykite, kad geriausias nepaslinktas u jvertis yra uzrasomas
formule

fin = (VR "R X,
¢ia R, yra vektoriaus-stulpelio X,, = (X, ..., X,,)" kovariaciné matrica ir
1=(1,..,1).

6.2 Kovariacinés funkcijos jvertis

Tarkime, Xj,...,X,, yra imtis i§ stacionarios sekos {X;} su nezinomais
vidurkiu ir kovariacija.
Kovariacinés funkcijos jvertj apibrézkime lygybe

n—|h|
> (Xk = X)(Xpyppy — X), 0< b <n. (6.2)

k=1

(h) =

S|

Sis jvertis pasizymi tuo, kad su visais n > 1 matrica

(o)A o~ 1)
- 7"('1) 7"(.0) B r(n — 2) (6.3)
rn—1) 7(n—2) . . . 7(0)

yra neneigiamai apibreézta.
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6.1 teiginys. Matrica R,, apibrézta (6.3) lygybe, yra neneigiamai apibrézta
su visais n > 1.

Jrodymas. Turime

Rn:—DnD;L;
Cla
o . . .0 0 Y7 Y . ..Y 1Y
D, — o . ..oV Yy . ... Y, 0
0V ... . Y, 0 0 0

yra n X 2n matricairYj:Xj—Y, 1<y<n.
Tada su visais a = (ay, ..., a,) € R”
- 1

1
aR,a=—ada'D,D,a=—(a'D,)(a'D,)" > 0.
n n

Koreliacinés funkcijos p(h) jveréiu laikysime

. r(h)

plh) = ==

7(0)

Aisku, kad atitinkama empiriné koreliaciné matrica taip pat bus neneigiamai
apibrézta.

Dél paprastumo nuo Siol nagrinéjamosios stacionariosios sekos vidurkj
laikysime lygiu nuliui (EX; = 0) ir
1 n—|h|

6.3 PASTABA. Kadangi E7(h) = (1—|h|/n)r(h), tai 7#(h) yra tik asimptotiskai
nepaslinktas r(h) jvertis. Dél Sios priezasties daugiklis n=! (6.2) ar (6.4)
lygybése daznai keiciamas daugikliu (n— |k|)~. Taciau tada matrica R, yra
nebiitinai neneigiamai apibreézta.

6.2 teorema. Tarkime, {X;} yra stacionarioji seka su vidurkiu 0 ir ko-
variacija r(+). Tarkime, be to, kad su visais h seka { Xy, Xy, t € Z} taip pat
yra stactonari. Tada yra ekvivalentus tokie du teiginiai:

(1) El#(h) —r(h)]* =20

n— o0
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i

1 n
(2) - ’; E(Xpn Xy, — r(h)(XpXo —7(h)) — 0.
Irodymas. Fiksuokime h > 0 ir pazymékime & = X, X;. Tada su pakanka-
mai dideliais n

i) = (1= ) (65

da &, =m LY 1" E,. Kadangi {&} yra stacionari seka su vidurkiu r(h), tai
is 6.1 teoremos isplaukia, jog teiginiai

Elgnfh - T(h)‘Q — 0

LS B~ ) (EO) () 0

n—oo

yra ekvivalentus. Pasinaudoje (6.5) lygybe, gauname teoremos teiginj. [

6.4 PASTABA. Pastarosios teoremos prielaida bus teisinga, jeigu, pavyzdziui,
{X;} — stacionarioji siauraja prasme seka su nuliniu vidurkiu ir baigtiniu
ketvirtuoju momentu (E|Xp|? < 0o) arba {X;} — 4-os eilés stacionarioji seka
(7r. 4.4 apibrézima).

Jeigu nagrinéjamoji seka yra Gauso, tai gauname tokj rezultata:
6.2 isvada. Tarkime, {X;} yra stacionari Gauso seka su vidurkiu 0 ir ko-
variacija (). Tada yra ekvivalentus Sie du teiginiai:

(1) Eli(h) = () .0

n—00

2) % S (k) — 0.

Irodymas. Pasiréme 6.2 pratimu, galime teigti, kad 6.2 teoremos (2) salyga
yra ekvivalenti

n

1 & 1
- > (EXpn XeXnXo—r2(h)) = - > (EXpn XeEXy Xo+EXy . X0 EXi X0

k=1 k=1

n—r oo

+ EXpon XoEXe Xy, — r2(h)) = %Z(ﬂ(h) + (k4 h)r(k — b)) — 0,

(6.6)

40



Pasinaudoje nelygybe
Ir(k + h)r(k — h)| < r*(k+ h) +r*(k — h),

gauname, kad (6.6) teisinga, kai

1 2
- k) — 0.
PO DL Ul

k=1
Kita vertus, i§ (6.6) su h = 0 isplaukia n=* Y, 7*(k) — 0. O

Idomu pastebéti, kad (2) sarysis 6.2 isvadoje yra ekvivalentus prielaidai,
jog spektriné pasiskirstymo funkcija F', atitinkanti kovariacija r(-) (zr. 8.1
skyrelj), yra tolydi. Kitaip sakant, stacionariai Gauso sekai su nuliniu
vidurkiu 7(h) yra suderintasis L? prasme r(h) jvertis tada ir tik tada, kai
spektriné pasiskirstymo funkcija F' yra tolydi.

6.2 PRATIMAS. Tarkime, {X;} yra Gauso atsitiktiné seka su nuliniu vidurkiu.
Irodykite, kad

EXy X, X0, Xy, = EXy X, EX X, + E X3 X, EXG, X, +E Xy Xy, B X, Xy,
(6.7)
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7 ARSYV sekos parametry vertinimas

7.1 Salyginis maziausiy kvadraty metodas

Autoregresijos procesas.  Pirmiausia nagrinékime kauzaly autoregresijos
modelj
Xe =1 Xo1+ -+ 0 Xy p + 2y, (7.1)

kur Z; ~ BT(0,0?). Sia lygtj galime perrasyti jprastine regresijos forma:
X=X, 9+ Z, (7.2)

Cia QZ5 = <¢17 . 7¢p)/> Xt,1 = (thl, c. ;thp)/-
Gerai Zinoma, kad (7.2) regresijai maziausiy kvadraty ¢ jvertis yra

¢ = (Z Xt—IX;—J_l(Z Xio1Xy).
t=1 t=1

Taigi, ¢ia gali buti taikomi (su nedidelémis modifikacijomis) standartinés
regresinés analizés rezultatai. Tame tarpe, jeigu Z, = X, — X;flé yra
atitinkamos liekanos, tai joms galima taikyti klasikine liekany analize.

Pastebésime, kad tuo atveju kai Z; yra nepriklausomi vienodai pasiskirste
N(0,0?) dydZziai, ¢ yra ir didZiausio tikétinumo jvertis. Paprasciausiu AR(1)
atveju, kai X; = ¢ X;_1 + Z;, turime

Doy XX
Z?:l XtQ—l

Is klasikinio rezultato taip pat iSplaukia ir $i teorema apie asimptotinj
iverc¢io pasiskirstyma.

b=

7.1 teorema. Jei Z; — nepriklausoms, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dy-
dZiai su vidurkiu 0 ir dispersija 02, 0 EZ} < oo, tai

Vi(é — ¢) —5 N(0,0°T; 1),

d. . . . -
kur — Zymi konvergavimq pagal pasiskirstyma, o

7(0) r(1) .. orp=1)
rp—1) r(p—2) . . . r(0)
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7.1 PAVYZDYS. Tarkime p = 1. Tuomet AR(1) modeliui turime

2

V(o - ) 4 N (o, 5—0)).

Kadangi 7(0) = ¢2/(1 — ¢?), tai v/n(¢ — ¢) N N(0,1 — ¢?), arba
1 — ¢

6~ AN (9,

Remiantis pastargja teorema, galima konstruoti pasikliautinuosius inter-
valus bei kritines sritis atitinkamy hipoteziy tikrinimui.

Kitas biidas, daznai taikomas praktikoje, remiasi Julo—Uolkerio lygciy
panaudojimu. Trumpai apraSysime jj. Padaugine skaliariskai lygtj X; =
0 Xo1+ -+ 0 Xy + Zp 18 Xy, gausime lygybe r(k) = ¢1r(t—1)+-- -+
opr(k — p), kuria perrase koreliacijoms turésime

Sias lygtis galime perrasyti matriciniu pavidalu:

p(1) p(0) p(l) . . . plp—1) d1
p(2) | _ p(1) p(0) . . . plp—2) ba
o(p) -1 pp-2) . . . o0 )\

Pakeite koreliacijas j jy empirinius analogus, gausime parametro ¢ Julo—
Uolkerio jvertj:

—1 N

1A 1) h
PO I IR R R o
-1 Mp-2) . . . 1 :

Pastebésime, kad AR(p) atveju atvirkstinés matricos, naudojamos aukséiau,
yra neiSsigimusios. (Gerai Zzinoma, kad tam pakanka, kad r(0) > 0 ir
r(h) — 0, kai n — 00.) Nors §iuo atveju jvertis turi grazy isreikstinj pavi-
dala, susiduriama su sunkumais, kai norima skaiciuoti atvirksting matrica
dideliems p ir n. Tokiu atveju gelbsti zinomi algoritmai, kaip, pavyzdziui,
Durbino-Levinsono ar inovacijy algoritmas. Jy aprasyma galima rasti Brock-
well ir Davis (1991).
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Slenkamojo vidurkio procesas. SV modelio parametry vertinimas pasirodo
néra toks paprastas kaip autoregresijos atveju. Iliustracijai imkime SV(1)
modelj X; = Z; — 0Z;_;. leskosime parametro 6 jver¢io momenty metodu.

Kadangi
(1) = - ’

arba p(1)6? + p(1) + 0 = 0. Vadinasi, jvertis § randamas i3

—14+/1—4p2(1)
2p(1)

Taigi, gauname netiesinj jvertj, kurio savybes nelengva tirti. Dar
sudétingesné situacija SV(q) atveju.

Kita vertus, patogu taikyti Siek tiek modifikuota maziausiy kvadraty
metoda. Jei SV(1) procesas yra apgreziamas, t.y. |0 < 1, tai

é:

Zt - Xt + 027571 = Xt + HXt,1 + 92Xt72 + ...

Pazymékime S(6) = >0, Z7. Aisku, §i iSraiska dar néra tinkama 6 jveréiui
rasti. Norint gautj jvertj, kuris remiasi steb¢jimais X, ..., X, laikykime kad
Zy = 0; tuomet ant aibés Z; = 0 turésime

Z, = Xi1+0Zy= X,
Zy = Xo+0Zi=Xy+07,

Zy = X3+ 0Zo=X3+0Xs+0°X,,

Zn = Xn40Z, =Xy +0X, 1+ -+ X,

Tegul S.(0) = >, Z2| Zo—o- 1Sraiskos S, (f) minimumo tasko galima ieskoti
taikant skaitinj Niutono metodg. Tokia procediira dar vadinama sqlyginiu
maziausiy kvadraty metodu. Pagal ji, pasirenkame kazkurj pradinj taska 6%,
Zy = Z;(0) pakeiciame j dydj

dZ,(0)
df lo=o~

Z(0) = Z,(9") + (0 — 0) (7.3)

ir igraiska 31, Z2(#) minimizuojame pagal 6. (7.3) yra tiesiné pagal 6, todél
nesunku rasti analiting io minimumo tasko (pazymeékime jj 6(1)) iSraiska.
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Toliau ¢* kei¢iame j 0y ir kartojame procediirg. Pastebésime, kad (7.3)
iSraiskoje iSvestines galima skaic¢iuoti rekurentiskai, nes

dZt(H) . d(Xt + QZt_l(H)) )
do lo—e- do 0=0+
_d(0Z,-4(0)) ‘
n df e

Za(6)]  dZy()

o ‘0:0*’ o

= Z1(0%) + 0"

Bendru SV(q) atveju salyginiame maziausiy kvadraty metode reikia
taikyti daugiamate Niutono procedira, kur j suma S,(0) jeina dydziai
Zy=X4e+0Zy s+ +0, 2y Zy=Z 1= =Z1_4=0,0=(01,...,0,).

Autoregresijos-slenkamojo vidurkio procesas. Pradékime nuo paprasto kauza-
laus ir apgreziamo ARSV(1,1) modelio:
Xi—oXp1 =2y — 024

Panagiai kaip auks¢iau, parametro (¢,0) jvert] galima rasti salyginio
maziausiy kvadraty metodo pagalba, minimizuojant S.(0) = Y.} | Z7, ¢ia
dydziai Z; = Z(¢,0) randami i lygybiy

Z(0,0) = Xy — 0 Xo1 + Zi1(0,0), Zy=Xo=0.
Panasiai elgiamasi ir bendro ARSV(p, ¢) modelio atveju. I$ formuliy
Zy=Xi —9Xe1 — = pXop+hZi -+ 0021

su Xg = X = = X1, = %y = -+ = Zi_q = 0 randame
Zy = Z(¢,0), t = p+1,...,n, ir minimizuojame pagal (¢, @) israiska
Si(#,0) =321, Z/(9,0).

7.2 Didziausio tikétinumo metodas

Tarkime, imtis Xi,..., X, gauta stebint AR(1) seka X; = ¢X; 1 + Z;, ¢ia
Z; yra nepriklausomi vienodai pasiskirste N(0,02) dydziai. Zs, ..., Z, tankio
funkcija yra

n—1 n

F(Zoy o 7)) = (27302>26Xp{ _ 2%2223}

t=2
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Kadangi Z, = Xy — ¢X4,..., 7, = X, — ¢X,,_1, tai salyginis Xo,..., X,
tankis atzvilgiu X; yra

F(Xar o Xl X0) = (27302> exp{ . % i(xt . ¢XH)2}.

t=2

Kita vertus, kadangi Y; ~ N(0,02%/(1 — ¢?)), t.y.

10 = (5) ' VI— Pexp { -

2mo?

La-ex)

202

tal

L(¢702) = f(XlaaXn)
= f(X27aXn|X1)f(X1)

- (3) VI Few{ - [ - o+ - 0]

2mo?
= (g) VI Few {5 501}

kur S(¢) = Y7 5 (Xi— X, 1)?+(1—¢*) X?. Tuomet logaritmineé tikétinumo
funkcija yra

Mo, 0?) :==In L(¢,0?) = gln 27 — glnaz + %ln(l —¢%) — T; S(o).

IS ¢ia, spresdami lygtj %";2) = 0, gaunam

n

Aprasysime kelis quS radimo metodus. 1) Naudojant skaitinius metodus, gal-
ima rasti ¢, kuris maksimizuoja tikslia log-tikétinumo funkcija Ao, o). 2)
Skai¢iavimus galima supaprastinti, minimizuojant tik narj S(¢) ir turint
galvoje, kad atmetamame naryje (1/2)In(1 — ¢?) parametras ¢ néra arti 1.
3) Paprasciausia yra minimizuoti S,(¢) iSraiskoje S(¢) = S.(¢)+ (1 —¢?) X?,
turint galvoje, kad narys (1 — ¢?)X}? yra maZas palyginus su pirmuoju
démeniu kai n dideli (galima gauti sprendinio iSreikstine forma).
Pastebésime, kad visy trijy jverciy asimptotinés savybeés yra vienodos.
Panasiai elgiamasi ir bendro ARSV(p,¢) modelio atveju. Teoremos apie
jver¢iy asimptotinj elgesj yra gerai zinomos, Zr. Brockwell ir Davis (1991).

LIEKANU ANALIZE
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7.3 Dalinés autokoreliacijos funkcija
Kaip zinome, slenkamojo vidurkio modelio
Xe=Zi+0Zy 1+ 40,7y, Zi~ BT(0,0%)
kovariaciné funkcija yra
0, |h| > q,
r(h) = -
{0-2 Zg:(‘)h‘ 8i0i+|h|7 |h| < g,

t.y. i§ koreliacineés funkcijos p(h) = r(h)/r(0) eilés galima identifikuoti SV
modelio eil¢. Akivaizdu, kad analogiSkas kelias netinka autoregresijos atveju.
Zemiau paaiskinsime, kaip identifikacijg daryti autoregresijos modelio atveju.

Fiksuokime k > 1 ir nagrinékime imtj X; p, X; _gi1, ..., X; iS stacionarios
sekos {X;} su nuliniu vidurkiu. Tarkime, X; := Psgrx, 401, X, 1} Xt yIa
vieno zingsnio X; prognozé atzvilgiu Xy jiq,..., Xy 1, ¢ia sp{X;,t € T}

Zymi tiesinj uzdara apvalkala generuota X;,t € T. Tuomet
Xi=BiXeo1+ -+ Bro1 Xomprn,

kur 1, ..., Br_1 randami atitinkamo algoritmo pagalba. Pazymékime liekang
=X, = Xi =X, = BiXo 1= = B Xi g,

Dél stacionarumo, vieno zingsnio X;_ p prognozé atgal® X, =
P@{thlﬁ*l? s 7Xt71} yra

Xig = BiXompir + - + B X,
o liekana

Ziw=Xe o —Xen=Xo 0= BiXo b1 — - — Bro1 Xi1-

Koreliacija tarp lickany Z ir Zy_1, vadinama dalinés autokoreliacijos
funkcija (DAKF) (angl. PACF — partial autocorrelation function). Ja
zymeésime a(k).

7.1 APIBREZIMAS. Stacionarios sekos { X;} dalinés autokoreliacijos funkcija
apibréziama
a(k) = Corr(Zy, Zi_y) = Corr(Zysr, Z1)
= Corr(Xps1 — Pepixo,.., X0} Xbtr1: X1 — Psp{xa,.. x,0 X1, k> 2,
a(l) = p(l).
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16 paveiksle pavaizduota slenkamojo vidurkio su ¢ = 8 proceso koreliacija
ir daliné autokoreliacija.

a0]
o | | . | ‘ : [ 1 ‘ [ T L

T T B L R I B

16 pav. SV(8)  proceso su  koeficientais  (61,...,0s) =
(0,2;-0,3;0,4;—-0,1;0,1;0,2; —0,3;0,2) koreliacija ir daliné autokoreliacija,
Zy ~ N(0,1).

7.2 PAVYZDYS. Tegul Xi, Xy, X3 yra imtis i§ stacionarios sekos. Tuomet
(patikrinkite, kad 1 = p(1))

Xg = p(l)XQ, Xl = p(]_)XQ

Todél,
a(2) = Corr(X3 — p(1)Xa, X1 — p(1)X2)
Cov(X5 — p(1)Xa, X1 — p(1)X5)
VD(X5 — p(1)X2)/D(X1 — p(1)X>)
- 20
1—p*(1)

Cov(X5 — p(1)Xs, X1 — p(1)Xs) = 7(2) = p(1)r(1) = p(1)r(1) + p*(1)r(0)



D(X3 —p(1)X2) = D(X1—p(1)Xs)
= DX3—2p(1) Cov(X3, X5) + p*(1) DX,
= r(0)(1 - p*(1)).
Jeigu tarsime, kad seka X; aprasoma AR(1) lygtimi, tai turésime p(k) =
#*. Vadinasi, a(2) = 0. Nesunku matyti, kad a(k) = 0, kai k > 2.

7.8 PAVYZDYS. Nagrinékime SV(1) modelj X; = Z;+607,_1, 0| < 1. Tuomet,
kaip matém,

o) = o) =5
p2) = 1) _ =)
“B = ey TR0
14240

Nesudétingi skaic¢iavimai duoda bendra DAKF formule:

(_1)k+16k(1 _ 92)

a(k) = sy

Panasios i8vados galioja ir bendru kauzalaus AR(p) proceso atveju, t.y.
kai X;, = 01 X1+ -+ ¢p X, + Z,,. Pirmiausia pastebésime, kad sun > p
teisinga

~

X, = P@{X2 -----
= Pgixox0 3 (@01 Xno1 + -+ 0, X0 p + Z5)
= 01 Pspixs Xn 13 Xn-1+ "+ OpPsp(xs,.. X 1} Xn—p + Pop{Xo,... Xp_1}Zn
= ¢1Xn71 + -+ ¢an7p
= X, —Z,.

IS kitos puseés, dél stacionarumo,

~
~

Xl = P@{XQ ..... Xn_l}Xl
- ¢1X2 +oeeet 925po+1-
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Taigi, jein > p+ 1,

an—1) = Corr(Z,, Z)
= COYY(Xn_Xn>X1 —Xl)
= Corr(Z,, X1 — ¢ Xo— -+ — GpXpr1)
— 0,

nes dydis Xy — ¢1Xo — -+ — ¢, Xp11 = f(Zpt1, Zp, . .. ) nekoreliuoja su Z,.
Taigi gavome:

7.1 teiginys. Dalinés autokoreliacijos funkcija modeliuvi AR(p) tenkina
alk) =0, k>p.

17 paveiksle pavaizduota autoregresijos proceso su p = 6 koreliacija ir
daliné autokoreliacija.

Model ACE 1.00 Model PACE

i ““““‘ i “
c I ..

17 pav. AR(6) proceso su  koeficientais  (¢1,. .., Ps) =
(0,8;—0,5;0,6;—0,4;0,1;0,3) koreliacija ir daliné autokoreliacija, Z; ~ N(0, 1).

Dalinés autokoreliacijos savoka, kaip jau minéjom, yra tampriai susijusi
su prognozavimu. Tegul prognozés israiskoje

Pssixy, X} Xn1 = O X1+ + 0 X,
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koeficientai ¢, ..., ¢n, visiems n nustatomi vienareikSmiskai, t.y. kai
kovariacijy matrica

r(0) r(1) .. . r(n)
r(l) 0 . . . r(n—1)

rm) r(n—1) . . . r0)

neiSsigimusi su visais n (taip yra, jeigu 7(0) > 0 ir 7(h) — 0 su h — o0).
Tada is prognozeés lygties

<Xn+1 — ((banl —+ . +¢n1Xn),X]> = 0, j: 1,...,n

gauname tokias Julo-Uolkerio tipo lygtis:

p(0) p(l) . . . pn—1) P p(1)
p(1) p(0) . . . p(n—2) Ona | p(2)
pn—1) pn—2) . . . p0) - o(n)

Remiantis Durbino—Levinsono algoritmu (zr. Brockwell ir Davis (1991) par-
odoma, kad daliné autokoreliacijos funkcija «(n) sutampa su ¢,,.
IS lygybes

-1

Pt p(0) p(l) . . . pn—1) p(1)
On2 | p(1) p(0) . . . p(n—2) p(2)
- pn—1) pn—=2) . . . p(0) p(n)

pakeitus koreliacijas p(k) empirinémis koreliacijomis p(k), galima gauti
dalinés autokoreliacijos jvertj a(k) = ¢

Panagiai kaip slenkamojo vidurkio atveju empiriné koreliaciné funkcija
padeda nustatyti modelio eile, autoregresijos modelio eile gali padéti nus-
tatyti empiriné dalinés autokoreliacijos funkcija. Pazymétina, kad DAKF
néra informatyvi slenkamojo vidurkio atveju.

18 ir 19 paveiksluose pavaizduota slenkamojo vidurkio proceso su ¢ = 8
generuota trajektorija, bei empirinés koreliacija ir daliné autokoreliacija.

20 ir 21 paveiksluose pavaizduota autoregresijos proceso su p = 6
generuota trajektorija, bei empirinés koreliacija ir daliné autokoreliacija.
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Series
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I
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n "
I |
o ‘H |
18 pav. SV(8) proceso (zr. 16 pav.) generuota realizacija, Z; ~ N(0, 1).
TWTH’T’IH\T\’]TF’IT’IW c “H|
R mAN 1NN LA

19 pav. SV(8) proceso (7zr. 16 pav.) empiriné autokoreliacija ir empiriné daliné
autokoreliacija.

Kaip ir empirinei kovariacijai, zinomos teoremos apie asimptotinj em-
pirinés dalinés autokoreliacijos skirstinj. Pavyzdziui, AR(p) modelio atveju,
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Series

20 pav. AR(6) proceso (zr. 17 pav.) generuota realizacija, Z; ~ N(0,1).
1.0 Sample ACF 1.00- Sample PACF
it ” i MMI... ”””” aiis } [T B
\IJ H\H‘ ‘ T T JI “ ‘|\|“|

21 pav. AR(6) proceso (zr. 17 pav.) empiriné autokoreliacija ir empiriné daliné

autokoreliacija.

sun— oo

Vb —2 N(0,1), kai k > p.
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8 Spektriné analizé

Stacionariy laiko eiluciy analize ,laiko srityje patogu suvesti j “dazniy sritj“,
kuri daugeliu atveju yra patogesné ir informatyvesné. PradZzioje jvesime kom-
pleksinio stacionaraus proceso savoka.

8.1 Spektriné kovariacinés funkcijos israiska

8.1 APIBREZIMAS. {X;, t € Z} vadinamas kompleksine stacionaria seka,
jeigu:

1)Vt €Z E|X,|* < oo,
2)Vt€Z EX,=EX,,

3) \V/t,h - 7 COV(Xt+h7Xt) = E(Xt+h — EXt-i—h)(Xt_EXt) =
COV(Xh,X0>.

Kaip ir anks¢iau zymésime r(h) = Cov(X}, Xo). Nesunku jsitikinti, kad
r(h) tenkina savybes:

1) r(0)
2) |r(h)] < r(0) su visais h,

WV

0,

3) r(h) = r(—h) su visais h (tokia funkcija vadinama Ermito).

Panasiai kaip ir 4.3 teoremoje galétume jrodyti, kad Ermito funkcija
r : Z — C yra kompleksinés stacionarios sekos kovariaciné funkcija tada
ir tik tada, kai r(-) yra neneigiamai apibrézta, t.y. Vn € N, (aq,...,a,) €
C", (t1,...,t,) € Z"

Z aﬁjr(ti — t]) > 0.

ij=1

Dabar pateiksime pavyzdj, iliustruojantj pagrindine Sio skyrelio teorema.

8.1 PAVYZDYS. Seka {X;,t € Z} apibrézkime lygybe

N
X, = Z Apee; (8.1)
k=1
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da: —m < A\ < ... < Ay <, Ay,..., Ay — nekoreliuoti atsitiktiniai dydziai
ir EA, = 0, E|Ay]? = 02 > 0su k = 1,2,..., N. Taip apibrézta seka yra
stacionari su vidurkiu 0 ir kovariacine funkcija

N

r(h) =) ope. (8.2)

k=1

Apibrézkime funkcija

F(N) =) o

k<

Tada kovariaciné funkcija (8.2) gali buti uzrasyta kaip Lebego—Styltjeso in-
tegralas:
r(h) = / M dF(N). (8.3)
Stacionaria seka (8.1) galima interpretuoti kaip harmoniky e®* su at-
sitiktinemis amplitudémis Aj, ir intensyvumais o = F|A;|? suma. Taigi,
zinodami F'()\), galime apskaic¢iuoti kovariacine funkcija r(h) ir kartu nus-
tatyti kiekvieno daznio )y intensyvuma.

Funkcija F(+), atitinkamai normuota, yra pasiskirstymo funkcija (Siame
pavyzdyje ji dalimis pastovi). Jos ne$éjas yra sukoncentruotas intervale
(—m, @], ty. F(\) = 0su X < —w ir F(\) = F(n) su A\ > 7. Zemiau
suformuluota 8.1 teorema sako, kad kiekvienos stacionarios sekos kovariaciné
funkcija gali buti uzrasyta (8.3) pavidalu. Kita vertus, zinoma, kad bet
kuriam stacionariam procesui Y; galima sukonstruoti (8.1) pavidalo pro-
cesa su atitinkamais o?,...,0% ir pakankamai dideliu N, kurio spektriné
pasiskirstymo funkcija ir kovariaciné funkcija aproksimuoty atitinkamas Y;

charakteristikas kokiu norima tikslumu.

8.2 PAVYZDYS. Tarkime, Z; ~ BT(0, 1), t.y.

1, kaih=0
NMI{’ ai h =0,

0, kaih#0
Tada A
r(h) = / eMAF(N\) su F()\) = f(v)dv;
da f(v) =5, —T<v<m.
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Matome, kad balto triuksmo seka {Z;} yra sudaryta i§ harmoniky,
turinciy ta patj intensyvuma. Tai paaiskina tokios sekos pavadinimg — balta
spalva yra gaunama i$ vienodo intensyvumo spektro spalvy.

Pazymékime raide F aibe funkcijy F': [—m, 7] — [0, 00), kurios yra toly-
dzios i§ desinés, nemazéjancios, apréztos ir tenkina salyga F'(—m) = 0.

8.1 teorema. Kompleksiné funkcija {r(h),h € Z} yra stacionaraus proceso
kovariaciné funkcija tada ir tik tada, ka:

r(h):/ M dF(\) (8.4)
su kazkuria (ir vienintele) F' € F. F wvadinama spektrine pasiskirstymo
funkcija, o jeigu F'(\) = ffﬂ f(W)dv, tai f(-) — spektrinis tankis.

Sekanti teorema nusako spektrinio tankio sarysj su kovariacine funkcija.
8.2 teorema. Absoliuciai sumuojama kompleksiné funkcija r(-) yra sta-

cionarios sekos kovariaciné funkcija tada ir tik tada, kai

[e.9]

Z e r(h) = 0

h=—00

su visais X € [—m,mw|. Tokiu atveju funkcija f(\) = %Ziooo e~ "Ar(h) yra
spektrinis tankis, atitinkantis kovariacine funkcijg r(-).

8.1 PASTABA. Tarkime, {X;} yra realus stacionarus procesas. Tada jo ko-
variaciné funkcija

r(h) = / " cos (AR)AF ().

Jeigu egzistuoja spektrinis tankis f(-), tai f(A\) = f(=A), =7 < A < 7, ir
todeél

r(h)=2 /07r cos (Ah) f(A)dA.

Taigi funkcija f(\), A € [—m, 7|, yra realaus stacionaraus proceso spektrinis
tankis tada ir tik tada, kai:

1) VA € [—m, 7w f(N)
2) VA€ [=m 7] f(A) = f(=A),

WV
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3) [T f(A)dA < oo

Tai leidzia patikrinti, ar duota absoliu¢iai sumuojama funkcija r(-) yra
kovariaciné funkcija, naudojantis daug patogesniu ir informatyvesniu kriter-
ijumi nei, pavyzdziui, 4.3 teorema.

8.1 PRATIMAS. Pasiréme 8.2 teorema, parodykite kad funkcija

1, kaih =0,
r(h) =< p, kail|h| =1,
0, kailh|>1

yra kovariaciné funkcija tada ir tik tada, kai |p| < 1/2.

8.2 PRATIMAS. [rodyti, kad kiekviena neneigiamai apibrézta funkcija yra
Ermito funkcija.

8.2 ARSYV sekos spektrinis tankis

Cia isvesime ARSV sekos spektrinio tankio formule, kuri seka i§ bendros
teoremos apie stacionarios sekos tiesinés transformacijos spektra.

8.3 teorema. Tarkime, {Y;} yra stacionarus kompleksinis procesas su
nuliniu vidurkiu, spektrine pasiskirstymo funkcija Fy ir

X = Z %‘Yt—j;
j=—00

dia Y Y| < 0o. Tada {X;} - stacionari seka su spektrine pasiskirstymo
funkcija

Fy()) = / (e ) PdFy (v), A€ [ 7,

T
Fia p(e™™) =37 e

Is pastarosios teoremos gauname, kad jeigu egzistuoja stacionarios sekos
{Y;} spektrinis tankis fy ir X; = > 4;Y;_;, kur {¢;} yra absoliuciai
sumuojama seka, tai {X;} spektrinis tankis nusakomas formule

Fx(N) = [P (V).
[ ¢ia isplaukia ARSV(p, ¢) spektrinio tankio formule.
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8.1 isvada. Tarkime, {X;} yra ARSV(p,q) seka
¢(B)X, = 0(B)Z, Z ~ BT(0,0%);

¢ia ¢(z) su 0(z) neturi bendry nuliy ir ¢(z) # 0, kai |z| = 1. Tada egzistuoja
sekos { X} spektrinis tankis

2

O(e=™)
ple™)

(Toks tankis vadinamas racionalivoju spektriniu tankiu.)

0.2
I =5 |

8.3 PAVYZDYS. Tegul X, aprasomas SV (1) lygtimi X; = Z,+607;_;. Tuomet
spektrinis tankis yra

o? , o?
fx(\) = —|1+60e ) = — (14 20 cos A + 62).
2m 2m

22 paveiksle pavaizduoti du SV(1) spektrinio tankio atvejai.

22 pav. SV(1) modelio spektrinis tankis su § = 0, 7 (kairéje) ir § = —0, 7 (deSinéje),
o2 =1.

8.4 PAVYZDYS. Tegul X, aprasomas AR(1) lygtimi X; = ¢X;_1+7;. Tuomet
spektrinis tankis yra

2

) = Z11— 6612 = T (1 - g cos A+ ¢7)
x(A) = o e =5 coS .

23 paveiksle pavaizduoti du AR(1) spektrinio tankio atvejai.
8.2 PASTABA. Tarkime X, tenkina lygtj

¢(B)Xt = Q(B)Zta Zt ~ BT<Oa 0—2);
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23 pav. AR(1) modelio spektrinis tankis su ¢ = 0,7 (kairéje) ir ¢ = —0,7
(desingje), o2 = 1

¢ia ¢(z) # 0, kai |z| = 1. Toks procesas, bendrai, néra kauzalus ir apgrezia-
mas, taciau jj galima pakeisti kita ARSV seka, turincia ta patj spektrinj tankj
(ir, tuo paciu, kovariacine funkcija), kuris jau buty kauzalus ir apgreziamas
ARSV procesas. Paaigkinsime §iag procedura.

Pazymékime daugianario ¢(z) = 1 — ¢12 — ... — ¢,2 nulius aq, ..., a,,
o daugianario 0(z) = 1+ 612 + ... + 6,27 nulius by,...,b,. Sunumeruokime
juos taip, kad pirmieji buty tie, kurie yra uz skritulio |z| < 1, o likusieji —
skritulyje |z] < 1, t.y.

|aj’ >1, j=1,..5, |a]" <l j=s+1..p

lbe| > 1, k=1,...,r, || <1, k=r+1,..,¢;

Apibrézkime
o) =TI (1-=) TT 1 -a2),
j=1 7 j=s+1
0) =] (1 - bi) I] (1-b2).
k=1 AR ]

Tuomet visi ¢(z) ir 6(z) nuliai yra uz skritulio |2| < 1. Nagrinékime
ARSV(p, q) lygti

§:s+1 |aj|2) )
HZ:rJrl |b]"2

Taip apibréztas procesas X, bus kauzalus ir apgreziamas ARSV(p, q) proce-
sas, o jo spektrinis tankis sutaps su sekos {X;} spektriniu tankiu, t.y.

fx (V) = fx(A).

¢(B)X, = 0(B)Z,, Z, ~ BT (0, o’
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8.3 Periodograma

Tarkime, kad Xi,..., X, yra imtis i§ stacionarios sekos {X;,t € Z}, kurios

vidurkis dél paprastumo lygus nuliui ir kovariacija r(n) = EX, X,. Aptar-

sime, kaip 8iuo atveju galima buty vertinti sekos {X;} spektrinj tankj.
Apibrézkime funkcija f,(+) lygybe

F0) = o= > (- Y e,

Nesunku matyti, kad jei > > ]7"( )| < oo (tada egzistuoja spektrinis tankis),
tai f,(\) konverguoja j (27r) 1S~ r(m)e™™* = f(\) su visais A i§ in-

tervalo [—m, 7). Todél naturalus spektrinio tankio jvertis yra funkcija

L) = - S ( - @)m(m)e-m, —r<A<m  (85)

2
Im|<n
1 n—|m|
Tn(m) = XeXetim|, |m| <n
n—|m| kzz: Im|

yra nepaslinktasis kovariacinés funkcijos jvertis. Nesunku patikrinti, kad
funkcija I,,(\) gali buti uzrasyta

=3 ‘ZX@ ”\k’ , —mT <AL (8.6)
™

Tokia imties X1, ..., X,, funkcija I,,(\) yra vadinama periodograma.

8.3 PASTABA. Tuo atveju, kai stacionaraus proceso {X;} vidurkis néra zino-
mas, kovariacijos r(m) jvertis turéty buti imamas

n—|m|
T'n (X5 — X)(Xigm) — X
Tn(m) == |m| Z k kt|m| ).
Tokiu atveju, remiantis faktu Y ;_, e*% = > 7 =0, kai \; # 0, (8.5)
lygybé teisinga Furje dazniuose \; = 27rj / n:
I(\) = L Y (Xp—X) (X=X )e =D = 1 Z _Im| P (m)e ™A
e 2mn 4~ 27r‘ = n )" '
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Kadangi E7,(m) = r(m), tai i$ (8.5) isplaukia, kad EI,(A\) = f.(\).
Detalesnis periodogramos asimptotinio elgesio nagriné¢jimas yra glaudziai su-
sijes su Fejerio branduolio savybémis. Priminsime, kad Fejerio branduoliu
vadinama funkcija

n 1 (Sin%)‘)2 N£0
2 a_ ) )
o, (\) = L‘ ei/\m‘ — ! 2mn\sin?
2mn | e~ n =0
o’ -

Pastebésime, kad periodogramos vidurkis gali buti uzrasytas FEI,(\) =
f:r O, (v — ) f(v)dv, todél, remiantis Fejerio branduolio savybémis, jei { X;}
turi spektrinj tankj, tai

EI,(A) — f(X) beveik visur Lebego mato atzvilgiu.

Panasgiai, kaip ir kovariacinés funkcijos atveju suformuluosime teiginj apie
konvergavimo greitj.

8.1 teiginys. Jeigu {X;,t € Z} yra stacionari seka su nuliniv vidurkiu ir
patenkinta sqlyga

Z |m r(m)| < oo,

tar

T n(EL() ~ F) = 5= > lmlr(m)e ™

Jrodymas. Turime

n(EL(A) = F(N)

(S - e 3 (o D))

Im|<n m=—00
1 —imA\ —imA\
= o (X mlrtm)e ™ 0 3 r(mye ).
Im|<n |m|=n

Kadangi




tai i$ ¢ia iSplaukia jrodinéjamasis teiginys. O

Nors periodograma ir yra asimptotiskai nepaslinktas spektrinio tankio
jvertis, taciau praktikoje ji néra naudojama f(\) vertinti. Priezastis ta, kad
I,(\) néra suderintasis spektrinio tankio f(A) jvertis kvadratinio vidurkio
prasme. Tai matyti i§ Zemiau pateikiamy pavyzdziy.

8.5 PAVYZDYS. Tarkime, {X,;} yra nepriklausomy, normaliai pasiskirsciusiy
atsitiktiniy dydziy X; ~ N(0,1) seka. Imties X1, ..., X,, periodograma taske

0
1 n
L) = 5|3 X
t=1

2

- 2mn

1
turi ta patj pasiskirstyma kaip ir 2—Y2 suY ~ N(0,1). Kadangi sekos {X;}
T

1
spektrinis tankis f()\) = 7 ir EY* = 3, tai
s

1 12
BIL0) = fOF = E[zv? -5
1 1
= —(EY'-1)=— >0.
prel )= 5 >0

Suformuluosime bendresnius teiginius apie periodogramy skirtinguose
dazniuose kovariacija ir asimptotine periodogramos dispersija tuo atveju, kai
nagrinéjamoji seka yra Gauso.

8.2 teiginys. Tarkime, {X;} yra stacionari Gauso seka su nuliniu vidurkiu
ir spektrine tankio funkcija f(X). Tada su visais A\, v i§ [—m, 7]

2

ot = | [ S s
1 T sinn(A —x)/2 sinn(v+z)/2 2
4m2n? /7T sin(A—x)/2 sin(v+z)/2 f(w)de

Remiantis 8.2 teiginiu ir pastebint, kad antrasis démuo pastarojoje sumoje
nyksta atveju A # <+, 0, galima jrodyti tokj rezultata.

8.4 teorema. Jeigu teisingos 8.2 prielaidos ir funkcija f yra tolydi, tai

PN, A # £m,0,
2f2(\), A= =£r,0.

n—o0

lim DI,(\) = {
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8.4 Spektrineés pasiskirstymo funkcijos jvertis

Tarkime, X1, ..., X,, yra imtis i$ stacionarios sekos su vidurkiu 0. Pazymeékime

/ MR () = / MR (N)dA

—T —T

— 1 |m| B .
_ ik~ o iIAm
= /_We 2W|¥ (1 . )rn(m)e d\
1 Im| . " iA(k—m)
Im|<n
K1Y ~
= (1= 7w (8.7)

Vadinasi, jeigu
(k) — r(k) su tikimybe 1,

n—r00

tal

n—o0
—T —T

/ eMdE, (N — [ eMdF()\) su tikimybe 1.

IS ¢ia iSplaukia, kad funkcijos F' tolydumo taskuose

A

F,(A) — F(X) su tikimybe 1.

n—r00

Jeigu gi 7,(k) — r(k) pagal tikimybe, tai galima jrodyti (pereinant prie
posekiy), kad

A

F,(\) — F(X\) pagal tikimybe funkcijos F' tolydumo taskuose.

n—r o0

8.5 Suglodintasis spektrinio tankio jvertis

Kaip matéme 8.3 skyrelyje, periodograma

I,(\) = % Z P (m)e™mA

|m|<n
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su

n—|m|

R 1
Tn(m) = - Z XieXitim, 0<|m| <n,
k=1

néra suderintas spektrinés tankio funkcijos jvertis vidutiniy kvadraty prasme.
Todél praktikoje I,,(\) kei¢iamas "suglodintu" jverciu I(\), turin¢iu forma

I’'(\) = % Z w(ﬂ)fn(m)e_im’\; (8.8)

cla
w(x) — lygine,
tolydi intervale [—1, 1], (W1)
w(z) =0, kai |z| > 1.
Tokia funkcija w vadinama langu, o atitinkamas jvertis I (\) — suglodintuoju

spektrinio tankio jverciu.
Apibrézkime

tal

]71:;()\) = % Z w(%) / eiymjn(V)dl/ e~imA —

|m|<Kn
:/ — Z e —z(u—)x)m] ( )d :/ W. ()\_ )] ( )d
w e n(v)dv n V)1, (v)dv.
g 2m <t <Kn> .

Funkcija W,,(\) vadinama spektriniu langu.
Suformuluosime teoremg apie suglodintojo spektrinio tankio jvercio
asimptotine dispersija, kai nagrinéjamoji seka yra Gauso.
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8.5 teorema. Sakykime, kad {X;} yra stacionari Gauso seka su nuliniu
vidurkiu ir absoliuciai sumuojama kovariacine funkcija.  Jeigu IV (N)
apibrézta (8.8) lygybe, w(z) tenkina (W1) salygas, K, / oo, K,/n — 0,

tas
212( x)d A==£m,0
lim — DIY(\) = f f 1 “ e
n—00 K f LW dx A # +m7,0,
s n
nll_{rolo i Cov(Iy(N), I)(v)) =0, kai v # £\
Toliau suformuluosime salygas, su kuriomis pateiktasis suglodintasis
spektrinio tankio jvertis (8.8) yra asimptotiskai nepaslinktas. Tegul langui
w(z) teisingos tokios prielaidos:

w(O) =5

Vo e [-11] |w(z)| < M, (W2)
w(z) =0, |z| > 1,

.1 —w(x) .

lim = k su kazkokiais ¢ > 0 ir k£ > 0

z—0 |x’q

8.6 teorema. Tarkime, {X;} — stacionari seka su nuliniu vidurkiv ir ko-
variacija r(-). Tegul I'"(\) yra apibréztas (8.8) lygybe su langu w(x), tenki-
nanciv (W2) salygas, K, / oo ir

Z |m[Pr(m)| < oo su kazkokiu p > 0. (8.9)

m=—0Q

K1 Ka+1-p
1)jeip=qirarbap>1, — — 0, arba p <1, —
n

— 0, tas

- ,
: q w . _ v q,_—imA .
lim KY(ELI) = F0) =~ Dl r(m);

- . K? K, .
2)jeip<qirarbap>1, — =0, arbap <1, — — 0, tai
n n

lim KP(EI"(\) — f(\) = 0.

n—oo
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8.4 PASTABA. Tarkime k — sveikas teigiamas skaicius ir k£ < p. Tada

f(k)()\) _ (;;LT) Z m® e—im)\ r(m)

m=—0Q0

yra k-oji spektrinio tankio f(\) iSvestiné. IS (8.9) isplaukia, kad visos k-os
eilés (k < p) iSvestinés yra apréztos ir tolydzios. Taigi parametrai p ir ¢
nurodo funkcijy f ir w glodumo laipsnj.

I5 8.5 ir 8.6 teoremy matome, kad jvercio I'*(\) vidutiné kvadratiné pak-
laida taske \ # 0, &7
E(Ly(A) = f(N)* = DI (\) + (ELY(A) = f(V)*,

galiojant abiejy teoremy prielaidoms su p > ¢, yra

K, ! k2 0 o 2
7‘102()\) /;1 w2(x)dm(1+0(1))+m (mzz_oo |m|qe )‘r(m)> (1+0(1)).
[5 ¢ia matyti, kad dispersija DIV () ir poslinkis (ET*(\)—f()\))? K, atzvilgiu
elgiasi priesingai: kuo didesnis K, tuo didesné dispersija ir tuo mazesnis

poslinkis. Aisku, kad abu Sie démenys bus tos pacios eilés, kai

Ky
7 ~ Const K_gq’

t.y. K29t ~ Const n. Pavyzdziui, paé¢me K,, = [5 n2q1+1] , ¢ia B — konstanta,
gausime (kai A\ # 0, )

2q
lim n24 T 1E(I () — f(\)?

n—o0

1

= 5f2()\)/w2(x)d:p—l— #jﬁ (f: |m|qe_im)\r(m)>2‘

-1

Pastaroji lygybeé leidzia lyginti jvairius suglodintus spektrinio tankio jvercius
tieck parametro ¢ atzvilgiu (jveréiai su didesniu ¢ yra ,geresni®), tiek
f_ll w?(x)dz ir k? atzvilgiu (esant vienodiems q).
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8.6 Kai kurie konkretus spektrinio tankio jverciai

1. Staciakampis langas. Tegul

1, kailz| <1,
w(@:{, ai 2]

0, kailz|>1
Tada atitinkamas spektrinis langas yra Dirichlé branduolys Dk, (A):
W(\) = Dic, (V)
Cla

Lsin(et Ay £0

1 . a9 . )
Du(N) = 5= D0 e = ¢ 2r sing (8.10)
Im|<n 2—(2n + 1), kai A = 0.
m

Matome, kad W,,(\) gali jgyti ir neigiamas reiksmes, t.y. kai kuriuose dazni-
uose spektrinio tankio jvertis yra neigiamas. Kai teisingos 8.5 teoremos sa-
lygos, gauname (kai n — o0)

4K,

f2(N\),  kai A = =£7,0,
n
2K, .,
n

DIY(\) ~

(A), kai A\ # +£m,0.

2. Bartleto, arba trikampis, langas. Siuo atveju

1—Jz|, kailz|<1,
w(z) = .
0, kai |z| > 1,

ir atitinkamas spektrinis langas yra Fejerio branduolys:

sin? %A )
S o kal )\ 7£ O,
Wo(\) = ?Kn sin” 5
—n, kai A = 0.
2
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Kadangi W,,(\) > 0, tai §j langa atitinka neneigiami spektrinio tankio jverciai.
Jei teisingos 8.5 teoremos salygos, gauname

4K, :
3 f2(N),  kai A = =£7,0,
DI;U()‘) ~ 2}?
Bn” 2()), kai A # %m,0.
3. Danielo langas. Jei
s1n7r:zc7 Kai |2] < 1,
w(r) = T
0, kai |z| > 1,
tai spektrinis langas yra
K, T
- A< T
W,(\) =< 27 n
0, likusiais atvejais.

Siuo atveju i§ 8.5 teoremos gauname

2K,
T f2()\),  kai A= %m0,

DIy(N) ~ 4 !
7” f2(N),  kai X # %m,0.

4. Blekmeno—Tjuki langas. Sakykime

(2) 1—2a+2acosz, kailz|<]1,
w(x) =
0, kai |z| > 1.

Tada

Wa(\) = aD, (A = Kl) + (1= 20) D, () + aDx, (A + Kl)

¢a Dy, yra Dirichlé branduolys (8.10). Siuo atveju

4K,
(1 —4a +6a®)f*(\), kai A= =70,

2Kn (1 —da +6a2)f2(N),  kai A # +£m,0.

n

DIY(A) ~
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Kai a = 0,23 ir a = 0,25, atitinkami jverciai vadinami Tjuki-Hemingo ir
Tjuki-Heningo jverciais.

5. Parzeno langas. Sakykime

1 —62%+6[z*, kailz|< 3,
w(z) =< 2(1 —|z|)3, kai £ < |z] <1,

0, likusiais atvejais.

Jeigu K, yra lyginis, tai

Iy(A) = % > (1 — %)3 Po(m) i

|m|<Kn
1 |m| - —imA
“5n 2 (12 1) Al e
Im|< En
i 6 4 K, )\
_ _7T 2 o . 2 n
W,(A) = K CD%()\) K2 sin” — CID%()\),

¢ia @, (-) yra Fejerio branduolys. Be to, kai n — oo,

151 Ky g2 oy
DIY(A) ~ {12 B 2(/\)7 ka% A= =47, 0,
ob Ea 2(0),  kai A #£ £,0.
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9 Nestacionarus modeliai

Praktikoje, analizuojant ekonominius ir finansinius duomenis, daznai na-
grinéjami ir nestacionaris laiko eiluciy modeliai. Paprastai tokie modeliai
naudojami, kai stebimas nepastovus vidurkio ar dispersijos elgesys. Si-
ame skyrelyje trumpai aptarsime metodus, kurie taikomi analizuojant tokias
nestacionarias laiko eilutes.

9.1 Nestacionarumas dispersijoje
Tegul laiko eiluté nusakoma modeliu
Xy =my + Zy,
kur m; — neatsitiktinis dydis, X; dispersijos kitimas priklauso nuo m:
DX, = DZ, = f*(m;)o*
su kazkuria funkcija f. Paprastai tokiu atveju ieSkoma dispersija stabi-

lizuojanti transformacija g(X;), kuriai Dg(X;) ~ const. Naudojant Teiloro
iSdéstyma,

Dg(X;) = D(g(me) + (Xy —my)g'(me)) = D(X; — my)g' (my)
(¢'(m))? DXy = (g'(ma))” £ (ms) .
Taigi, jei Dg(X;) ~ const, tai turéty buti tenkinama

g'(my) = 1/ f(my). (9.1)
Jei, pavyzdziui, dispersijai Dg(X;) elgiasi tiesiskai m; atzvilgiu, t.y. f(m;) =
my, tai parinkus g(m;) = Inmy, turésime (9.1). Panasiai, jei f(m:) = /m,,
tai g(my) = 24/m,. Sie intuityvis samprotavimai veda j populiariausia dis-
persija stabilizuojancia transformacija — Bokso-Kokso transformacija:

A1
= ) A 07
gw(x):{ s

Inx, A=0.

Pastebésime, kad Bokso ir Kokso (1964) pasiulyta transformacija buvo
iSnagrinéta, kai gO‘) (X;) yra nepriklausomi vienodai pasiskirste normalieji
atsitiktiniai dydziai. Taip pat jie aprasé parametro A didziausio tikétinumo
jvertj. Véliau jvairtis autoriai nagrinéjo jvairius Sios transformacijos apiben-
drinimus. 24 pavaizduota Australijos kasmeénesiné elektros gamyba ir jos
Bokso—Kokso transformacija su A = 0.
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24 pav. Australijos kasménesiné elektros gamyba (milijonais kilovatvalandZiy) nuo
1956 mety sausio iki 1990 mety balandzio ir Bokso—Kokso transformacija (A = 0)

9.2 Nestacionarumas vidurkyje

Tuo atveju, kai norima ,stabilizuoti“ pagrindine trendo komponente, daz-
nai susiduriama su gana sudétingais uzdaviniais. Tai salygojama didziulés
jvairoves trendy modeliy ir jy analizés budy.

Pradzioje panagrinésime du paprasciausius nestacionariy laiko eiluciy
modelius, minétus 2 skyrelyje: determinuoto (tiesinio) trendo modelj

Xi=Bo+ it + Z (9.2)
ir stochastinio trendo modelj
X = Xi 1+ 61+ Z, (9.3)

kur {Z,} yra stacionari seka. Sie modeliai dar vadinami TS (angl. trend sta-
tionary) ir DS (angl. difference stationary) modeliais. Abu jie leidzia aprasyti
tiesinj vidurkio augima, taciau pirmu atveju, norint gauti stacionaria seka,
naturaliausia buity is stebéjimy atimti tiesine dalj; antru atveju stacionaru-
mas pasiekiamas nagriné¢jant skirtumus AX,; = X; — X;_;. Pastebésime, kad
(9.2) atveju AX; = 8+ AZ, yra stacionari seka, taciau turi nepageidaujama
savybe — ji néra apgreziama (zr. 5.4 apibrézima,).

Svarbus ekonometrikos uzdavinys yra atskirti Siuos du modelius (daznai
zymiai bendresniame pavidale). Vienas i§ galimy sprendimo budy — jvesti
modelj, apimantj abi specifikacijas (9.2) ir (9.3), ir po to tikrinti atitinkama
parametrine hipoteze.

Tegul

Xi = Bo+ bt + Zy,

kur Z; = aZ;_1 + €, €; yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
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dydziai su N (0, 0?) pasiskirstymu. Turime

Xy = Bo+Bit+aZi g +e
= Bo+pfit+a(Xey—Fo— Bt —1)) +e
= Y +mnt+aX;1 +e,
kur v = fo(1 — @) + fra, 1 = f1(1 — ). Matome, kad su a = 1, 79 = Sy,

71 = 0 gaunamas (9.3) modelis, o su |o| < 1 gauname TS modelj X; =
Yo + Nt +aXi_1 + &
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10 Salyginis heteroskedastiSkumas

Kaip ir regresinéje analizéje, kur svarbig klase sudaro heteroskedastiniy
paklaidy (t.y. su nepastovia dispersija) regresijos modeliai, apraSant fi-
nansinius duomenis svarbiausia vieta uzima vadinamieji salyginio het-
eroskedastiskumo modeliai. Siame skyriuje aptarsime finansiniy duomeny
modeliavimo aspektus Siek tiek detaliau.

Tarkime, kad r; yra logaritminés grazos:

T :hlPt —lnPt,l.

Priminsime, kad finansiniy duomeny laiko eilutés pasizymi tam tikromis
savybémis, dar vadinamomis stilizuotais faktais:

ry yra beveik nekoreliuoti dydziai;

grazy transformacijos |ry|, 72 arba |r|° (§ > 0) yra stipriai koreliuotos;

kintamumo klasterizacija;

ry skirstinys turi ,sunkias uodegas®;

e asimetrija.

Siame skyriuje aptarsime kai kuriuos populiarius modelius, kurie placiai
taikomi finansiniy grazy modeliavimui ir daugiau ar maziau atspindi is-
vardintuosius stilizuotus faktus.

10.1 ARCH modeliai

Vienas pirmyjy modeliy, kuris plac¢iai taikomas finansiniy grazy modeliav-
imui ir daugiau ar maziau atspindi iSvardintuosius stilizuotus faktus yra au-
toregresijos sqlyginio heteroskedastiskumo (angl. autoregressive conditional
heteroskedasticity (ARCH)) modelis. Jj 1982 metais pasiulé Engle. Jo i3-
takos slypi paprastame ,istoriniame* kintamumo jvertyje

1 N
op = ¥ > i (10.1)
j=1



Pastarojo modelio pagrindiniai tritkumai yra tie, kad visos istorinés grazos
turi ta patj svorj, be to, néra aiskus skaic¢iaus /N parinkimas. Kitas gerai
zinomas kintamumo modelis remiasi eksponentiniu suglodinimu:

= X2 4+ (1= A)o? . (10.2)

Pagrindinés (10.2) modelio savybés (trukumai) yra tokie: koeficientai
isdestyme 02 = A > >0 i (1— N2 ; monotoniskai gesta, suma yra begaline,
0 A nustatymas neaiskus.

Engle pasitilytame modelyje grazos r; iSreiskiamos

Tt = Ot&y, t e 7 (103)

kur dazniausiai laikoma, kad &, yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste N(0,1)
atsitiktiniai dydziai, o o; nusakomas tokia lygybe

0p = ao+ airi o+ (10.4)
¢ia svorial g > 0, oj > 0, j = 1,...,p, ir, skirtingai nei (10.1), gali buti
jvertinti.

Tegul F = o(ry_1,74_2,...) yra o algebra, generuota dydziy ry,r;_q,.. ..

Tuomet (jeigu laikysime, kad su visais ¢ triukSmai &; tenkina F(g;|F;—1) =0
ir B(e2|F;_1) = 1) graZos r; salyginis vidurkis ir salyginé dispersija atzvilgiu
Fi1 yra

E(Tt|..rt_1) = E(O’téft‘ﬂ_l) = O-tE<€t|-E—1) =0 (105)
ir

E(r{|Fi-1) = E(o7e{|Fe1) = 07 E(e{| Fim1) = 7. (10.6)
Pastaroji dispersijos savybé ir atspindima ,salyginio heteroskedastiskumo*
termine — salyginé grazos r; dispersija atzvilgiu informacijos iki momento
t — 1, panasiai kaip AR(p) modelyje, yra praéjusiy grazy kvadraty tiesiné
kombinacija. Vadinasi, salyginée dispersija o7 yra atsitiktine bei priklausanti
nuo laiko. Pastebésime kad besqlyginé dispersija Dry = Fo? = const (jei
egzistuoja), taigi modelis gali biiti stacionarus. (10.3)—(10.4) lygtys ir nusako
vadinamajj as p-os eilés autoregresijos sqlyginio heteroskedastiSkumo arba,
trumpiau, ARCH(p) model;j.

Toliau aprasysime kai kurias ARCH(p) modelio savybes. Tuo atveju, kai

Er? = const < oo ({r:} yra stacionari seka) ir a; + -+ - + a;, < 1, turime

Erf = Eat2 =g+ alErf_l + -+ apErtQ_p
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arba o
0
E rf =

1_051_..._04}7'

Detaliau panagrinékime ARCH(1) atvejj.

{Tt = Ot&y, te Z, (107)

2 _ 2
oy = Qg+ aqTi_q.
Taikant Sias formules rekurentiskai, turésime

rf = (ag—l—alrf_l)ef

2 2 2.2
= Q& t 0 (&&= ...
n
_ 2 Jj 2 2 n+1_2 2 2
= QpEg; +ap g Q€ -yt oy g T

j=1
Todél, jeigu a; < 1 ir egzistuoja stacionarus (10.7) sprendinys, tai antrojo
démens pastarosios lygybeés desinéje vidurkis lygus

ntl 2 2 2 _ il 2
Eloy™ e .. ef i nal =0 Eri_, 4 — 0.

n—oo

Kita vertus, galima parodyti kad pirmasis démuo su tikimybe 1 j atsitiktinj
dydj, uzrasoma begaline suma

o0
2 _ § J_2 2
Tt — Oé(] Oflgt .. E:tf_]‘
J=0

Reziumuojant, jei 0 < ay < 1, tai vienintelis (kauzalus) stacionarus (10.7)
sprendinys yra

re =&, |ao(l+ Zoﬂig?ﬁl € ) (10.8)

j=1

Pastebésime, kad r; yra ir siaurgja prasme stacionarus procesas. Si spren-
dinio i8raiska daznai yra patogi tolimesniam ARCH(1) teoriniy savybiy na-
grinéjimui.

ARCH(1) modelio savybés. Remiantis (10.5), (10.6), turime

E?”t = E(E(Tt’ftfl)) = 0,
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Qg
D?“t =

1— aq '
Betosuh >0
E(rreen) = EE(rreen|Fren-1)

= EnE(rgnFin-1)]

= 0.
Pastarosios trys savybeés sako, kad ARCH(1) seka yra balto triuksmo seka:
re ~ BT(0,00/(1 — ay)); be to ji yra stacionari ir stipriaja prasme. Svarbu,
ta¢iau, pastebéti, kad {r;} néra nepriklausomy dydziy seka. Tam, pavyzdziui,
pakanka pastebéti, kad

E(ri|ri_1) = oo+ airl
t.y. salyginis r; skirstinys priklauso nuo r;_; reikSmeés, vadinasi r; ir r;_; negali
buti nepriklausomi. Tai salygoja, kad r; skirstinys negali biiti normalusis
(tas intuityviai matosi jau vien i§ sudétingos (10.8) strukturos — Saknis i§
X%U dydziy sandaugy sumos).
Tolimesnes modelio savybes nesunku iSvesti, naudojantis tapatybe

2 2 2 2
r, = 0;+Tr, —o0;

= ag+ar; +op(el —1)

. 2
= apt+aor;_; + .

E(W|Fi1) = E(oj(ef = 1)|Fi)
= 0lE(e} —1|F_,) =0.
Vadinasi {v} yra martingaliniy skirtumy seka. AR(1) reprezentacijos

ri=ao+ o, +u (10.9)

pagalba galima igvesti kitas svarbias grazy kvadraty r? savybes.

10.1 teiginys. Tegul ARCH(1) modelio parametrai tenkina oy > 0, 0 < v <
V3/3. Tada {r:} yra stacionari siaurgja prasme seka, Eri < oo ir

203 .
(1 —a1)?(1 —3a3)’

Corr(rf, rf_s) = aj.

Dr? =
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Jrodymas.

Cia

15 (10.10):

kur

5 (10.9) turime

Dr? D(oy

+ 0417"5_1 + 1)

= oiDri | + Dy + 20 Cov(ry_y, vp),

Cov(rfﬁl, Vi)

DVt

Kita vertus,

Eo} =

Erfﬁlut
= EE(rf_1Vt|]:t_1)
= E(r} E(n|Fi))
= 0.

Dr? = ——
t 29

= Dloi(s —1)]
= EoiE(ef — 1)
= 2E0}).

E(ap+ @17”?,1)2)

_ 2 2 2.4
= Elog+200a17;_ 1 + ajry_q)

2
= ap+ 20909

(07
= Oég + 20(0&11—

= ag + 20z00411—

o
1 : + O‘%(Drf—l + [ETE—JQ)
Dy, _ o?
2 t—1 0
— +&1<1—a2 (1—ay)?
1 1 1
g

2Eq?
%< t—1
—

[§ ¢ia gauname (jeigu laikysime, kad Eo} = Fo} |

Eo}

1-3a] o
]_—l—Ozl _1—041'

Todél, jeigu tik 1 — 3a? > 0, tai

Eo}! =

ad(1+ )
(1—a1)(1—3a3)

7

1—a?  (1—ay)?
):

).

(10.10)



Telieka pasinaudoti lygybe

2F o}
Dr} = —%.
T a?
Antroji teiginio dalis isplaukia i§ AR(1) reprezentacijos (10.9). O

Kadangi a; > 0, tai ARCH(1) modeliu aprasomy grazy kvadraty ko-
variacija Cov(r2,r2) yra neneigiama su visais t. Si savybé yra budinga ir
bendresniems ARCH tipo modeliams.

Grjzkime prie finansiniy grazy stilizuoty fakty ARCH(1) atveju. Papras-
tumo délei, tegul Er? = ap/(1 — ap) = 1. Tada

EX}! = 3Eo}
B ol 1—a?
T (l—m)?21-3a2
., 1—0af
1 —3a?

[§ ¢ia matome, kad Ert > 3 | jeigu 3a? < 1, t.y. r; pasiskirstymo uodegos yra
sunkesnés nei normaliojo désnio. Apie sunkias uodegas liudija ir tas faktas,
kad bet kuriam a; € (0,1), EX?* = oo kuriam nors k > 1.

ARCH(1) modelio specifika taip pat leidzia (bent jau dalinai) aprasyti
ir kintamumo klasterizacijos efekta, t.y. dideles grazy reikSmes seka didelés
kintamumo reikSmeés.

25 ir 26 paveiksluose pavaizduota ARCH(1) modelio realizacija ir jo AKF
bei DAKF.

27 ir 28 paveiksluose pavaizduota ARCH(1) modelio kvadraty r? real-
izacija ir jos AKF bei DAKF. I§ jy matome, kad ARCH modeliu aprasomi
grazy kvadratai r? nebesielgia kaip nekoreliuoti dydziai (plg. su 26 paveikslu).

ARCH(1) modelio parametry vertinimas. Vienas i§ didziausiy ARCH
modeliy pranasumy yra kad daugiamatis grazy tankis lengvai uzraSomas,
todél, norint vertinti parametrus, nesunku taikyti didziausio tikétinumo
metoda. Bendrai, bet kokiam rinkiniui atsitiktiniy dydziy {Xi,..., X,} ju
tankis gali buti uzrasSytas tokia salyginiy tankiy sandauga:

n
le,...,Xn (3017 e 7xn) = le (1’1) H fX¢|X¢_1,...,X1 (371"95171, e 7961)-
i=2
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Series

o h
o] \
(I | M
\‘ ”‘h’ \‘ \“ |
- A
w H |
|
25 pav. ARCH(1) proceso realizacija
T LTI T T T T
26 pav. ARCH(1) proceso AKF ir DAKF
ARCH(1) modelio (su X; = r;) atveju turime
fxixineox @z, ) = fxgxes, (@)
: (s
= expq — .
\/277'(0(0 + ale_l) 2(040 + 0411'22_1)
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27 pav. ARCH(1) proceso kvadraty realizacija.
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28 pav. ARCH(1) proceso kvadraty AKF ir DAKF.

Taigi, esant fiksuotam X; = xq, tikétinumo funkcija yra

- 1 x?
L(ag, 1) = ex { — : } 10.11
(a0, 1) Zl_! \/271'(040 +ai2? ) P 2(ag + 122 ) ( )

i—1
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arba

n
2

n—1 :

1 n
In L, ) = — In 27 — 3 Z In(ag + aq2? |) —
=2

1
5 PO
2 = Qo tanTi

Pastaroji iSraiska gali buiti maksimizuota naudojant skaitinius netiesinio op-
timizavimo metodus.

10.2 GARCH modeliai

Jeigu ARCH modeliai yra analogas AR laiko eilu¢iy modeliy, tai GARCH
(angl. Generalized ARCH) panasus j ARSV sekos modelj. Sis natiiralus
apibendrinimas buvo pasitlytas Bollerslev’o (1986). Pagal ji grazos r; turi
(10.3) pavidala, o kintamumas aprasomas lygtimi

q p
o2 = ag + Z ar? .+ Z Biot_ i (10.12)
i=1 j=1

Ciaay>0,0,>0,6,>0sue=1,...,¢,5=1,...,p.
Panasgiai, kaip auksciau, jeigu

q p
ZO&Z' + Zﬁ] < 1,
i=1 j=1

tai GARCH lygtis (10.3), (10.12) turi stacionary ir kauzaly sprendinj ir besa-
lyginé dispersija lygi
Qo
= <
DD T Z§:1 B;
Toliau detaliau panagrinésime GARCH(1,1) atvejj.
GARCH(1,1) modelis. Tegul

Dr 0. (10.13)

ol = ag+ayrl |+ Bol . (10.14)
Ji patogu perrasyti
R R
ag +arry | + Pro; + i — o}
ag+ (ar + B)riy = Bi(riy —oiy) + i —of

= ao+ (o + B)riy + v — Bivees;
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¢ia vy = r? — o2, Taigi, panasiai kaip (10.9), kintamumas GARCH(1,1)

modelyje gali buti interpretuojamas kaip ARSV(1,1) su triuksmu v;.

Bendru atveju, jeigu r; yra GARCH(p, ¢) procesas, tai r? yra ARSV(m, p)
procesas su triuksmu v; = r? — o2, &ia m = max{p, ¢}, o a; = 0 su i > ¢, bei
B;j =0suj>np.

Svarbu pastebéti, kad GARCH(1,1) procesas gali buti stacionarus siau-
raja prasme net jeigu a; + 8 = 1, t.y. jei Er? = oo, zr. (10.13). Nelson
(1990) parodé, kad GARCH(1,1) lygtis (10.3), (10.14) turi stacionary siau-
raja prasme sprendinj tada ir tik tada, jei

Eln(ﬁl + Oép‘i?) < 0.

Kitas GARCH modeliy savybes galima rasti, pvz., darbuose Terésvirta
(1996), He ir Terésvirta (1999).

10.1 PASTABA. Taikant GARCH(1,1) modelj praktikoje, labai daznai
pasirodo, kad parametry a; ir §; suma yra arti 1: ay + 81 =~ 1. Tuo atveju,
kai oy + 1 = 1, (10.3), (10.14) lygtys nusako vadinamajj integruotqg GARCH
(IGARCH(1,1)) procesa. Toks procesas neturi stacionaraus silpnaja prasme
sprendinio, taciau gali turéti siauraja prasme sprendinj.

IGARCH(1,1) modelio atveju salyginé dispersija (kintamumas) turi
tiesiskai augancig komponente. Tam pakanka patikrinti, kad

E(Ut2+1|]'—t—1) = E(ao+ 0417%2 + Blat2|ft—1>
= ) + (061 + ﬁl)o‘?

2
= «gp+ 0;;

E(0}yolFi1) = B(E(07 | Fir)[Fioa)
= E(Oéo+0'152+1|ft_1>

= 20&04—03.

Bendrai, turesime
E(0f, 4| Fi-1) = hao + 0.

Matome, kad IGARCH modelio atveju ,Sios dienos* kintamumo reiksmeé
veikia ,rytdienos” kintamumo prognoze ir Sis poveikis islieka be galo ilgai
(palyginkite su atveju ag + 51 < 1). Siuo poziuriu, galima jzvelgti analogija
su atsitiktinio klaidziojimo modeliu.
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GARCH(1,1) modelio parametry vertinimas. Visy pirma pastebésime,
kad panasiai, kaip ARSV modelio atveju, galima gauti tokj o7 skleidinj be-
galine eilute:

op = (1—513)—1(040+0417}2_1)
. Qo j—1,.2
— 1_@1+a125{ Tt—j

j=1

Kadangi teoriskai kintamumas o? priklauso nuo be galo daug pra¢jusiy
reikSmiy 72 |, r? ,,..., tai praktikoje vietoj r? jvedami “nupjauti” dydziai
F2=0sut<0,7 =r2sut >0, o vietoj o7 — rekurentiskai skaic¢iuojami
dydziai 62, t =1,2,...

2 _ ~2 ~2 ~2 _
0, = Qp + aqT_q + 510}_1, o; = 0, t <0.

Gauname tokia rekurentine procedira:

~2

oy = Q,

G5 = ao+ it + P67
= ap+ b +airp g,

O'g = ()éo—i‘()élfg—i‘ﬂla'g

= ag+ apB + @Bt + a1 firs + anBiri,

[sistate Sias iSraiskas j tikétinumo funkcija (plg. su (10.11))

2

“ 1 €T
o 0~ (-4}
(040 Qg 61) g \/%5_1 €xXp 20_22

ir maksimizuodami ja skaitiniais metodais, randame didZziausio tikétinumo
jver¢ius (ap,aq, f1). Panasiai parametrai vertinami ir GARCH(p, ¢) mode-
lyje.

Apie jverc¢iy ,kokybe” ARCH/GARCH modeliy atveju galima spresti,
pavyzdziui, remiantis ARSV reprezentacija. Taip pat, turint modelio 7?
liekanas e;, galima naudoti klasikine “portmanteau” statistika

h
Q(h) n+2§: )/ (n—3),
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kur p.(j) yra liekany empiriné koreliacija. Esant korektiskai nusakytam
modeliui, Q(h) turés asimptotinj X?hfm) skirstinj, kur m yra nepriklausomy
modelio parametry skaic¢ius. Taigi, didelés Q(h) reikSméms nuliné hipotezé
apie liekany nepriklausomuma bus atmetama. Placiai paplites ir Lagrange’o
daugikliy testas.
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