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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Grafu� jungumas

3 Grafo ciklai

4 Grafo taisyklingasis spalvinimas
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Multigrafas

Aib
es elementus vadinsime grafo vir²	un
emis (1, 2, 3, 4, 5, 6), skirtingu�
elementu� ry²ius - lankais (a, b, c , d , f , g , h, i , j , k), o elemento ir jo pa£io
ry²i� - kilpa (e).

Jeigu galimi keli tu� pa£iu� elementu� ry²iai, tai ²itoks grafas vadinimas
multigrafu.
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Multigrafas

Apibr
eºimas

Tarkime V = {v1, v2, ..., vn} yra multigrafo vir²	uniu� aib
e. Tada jo lankus
apibr
e²ime, kaip s¡ry²i�

l = (vi , vj , zk) ∈ V × V × N,

£ia vi -lanko pradºia, vj -lanko galas, zk -lanko numeris/ºym
e.

Lankai su tomis pa£iomis pradºiomis ir su tais pa£iais galais vadinami
lygiagre£iaisiais.

Pavyzdºiai

l1 = (v1, v2, 1), l2 = (v1, v2, 2), l3 = (v1, v1, z).

Pastebime, kad nelygiagre£iu� lanku� galima nenumeruoti.
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Paprastasis grafas

Apibr
eºimas

Multigrafas be kilpu� ir lygiagre£iu� lanku� vadinimas paprastuoju
orientuotuoju grafu.

Kadangi paprastojo grafo lanku� numeruoti n
era b	utina, tai jis sudaro aib
es
V × V poaibi�, kuri� (kaip prisimename) vadiname binariuoju s¡ry²iu.

Apibr
eºimas

S¡ry²is S aib
eje A vadinamas antire�eksyviuoju, jei

∀a ∈ A (a, a) /∈ S .

Matome, kad kilpu� nebuvim¡ galime apibr
eºti antire�eksyvumu.
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Paprastasis grafas

Apibr
eºimas

S¡ry²is S aib
eje A vadinamas antire�eksyviuoju, jei

∀a ∈ A (a, a) /∈ S .

Matome, kad kilpu� nebuvim¡ galime apibr
eºti antire�eksyvumu.

Apibr
eºimas

Apibr
eºkime G kaip aibiu� por¡ G = (V , L). Tada G vadinsime paprastuoju
orientuotuoju grafu, kai

L ⊂ V × V

bus antire�esyvusis s¡ry²is.
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Paprastasis grafas

Pavyzdys

Vir²	uniu� aib
e
V = {a, b, c, d}.

Lanku� aib
e
L = {(a, b), (a, c), (a, d), (c, d), (d , c)}.
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Neorientuotieji grafai

Apibr
eºimas

S¡ry²is S vadinamas simetriniu, jei ∀a, b ∈ A

(a, b) ∈ S ⇒ (b, a) ∈ S .

Tegul s¡ry²is L yra simetri²kas. Tada kiekvien¡ dvieju� lanku� por¡
{(vi , vj), (vj , vi )} pakeisime viena pora {vi , vj} ir j¡ pavadinsime grafo
briauna.
Grafus G = (V ,B) vadinsime neorientuotaisiais grafais, £ia B yra briaunu�
aib
e.
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Neorientuotieji grafai

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) eile vadinsime skai£iu� n = |V |.
Grafas G = (V ,∅) vadinamas tu²£iuoju. �ymimas On.
Grafas G = (∅,∅) vadinamas nuliniu.
Grafas G = ({v},∅) vadinamas trivialiuoju.
Jeigu |V | = n, tai grafas turintis n(n−1)

2
briaunas, vadinamas pilnuoju ir

ºymimas Kn.

Pavyzdºiai

K2 = ({a, b}, {{a, b}});

K3 = ({a, b, c}, {{a, b}, {a, c}, {b, c}}).
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Neorientuotieji grafai

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) vir²	un
es vi ir vj vadinamos gretimomis, kai {vi , vj} ∈ B .
Vir²	un
es vi ir vj vadinamos inciden£iosiomis briaunai {vi , vj}.

Pavyzdys

G = ({a, b, c}, {{a, b}, {b, c}})

Apibr
eºimas

Briaunos turin£ios bendr¡ inciden£i¡ vir²	un¦, vadinamos gretimomis.

Pavyzdys

H = ({1, 2, 3, 4}, {{1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}})
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Grafo vir²	uniu� laipsniai

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) vir²	un
es v ∈ V aplinka vadinama visu� jai gretimu�
vir²	uniu� aib
e:

Γ(v) = {w ∈ V : {v ,w} ∈ B}.

Orientuotojo grafo aib
e Γ(v) suskaidoma i� du poaibius:

Γ(v) = Γ−(v) ∪ Γ+(v),

atitinkamai i²einan£ius ir i�einan£ius lankus.

Apibr
eºimas

Skai£ius p(v) = |Γ(v)| yra vadinamas vir²	un
es v laipsniu. Orientuotojo
grafo vir²	un
es laipsniui galioja:

p(v) = p(v)− + p(v)+ = |Γ−(v)|+ |Γ+(v)|,

£ia p(v)− ir p(v)+ vadinami i²
ejimo ir i�
ejimo puslaipsniais.
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Grafo vir²	uniu� laipsniai

Apibr
eºimas

Skai£ius p(v) = |Γ(v)| yra vadinamas vir²	un
es v laipsniu. Orientuotojo
grafo vir²	un
es laipsniui galioja:

p(v) = p(v)− + p(v)+ = |Γ−(v)|+ |Γ+(v)|,

£ia p(v)− ir p(v)+ vadinami i²
ejimo ir i�
ejimo puslaipsniais.

Apibr
eºimas

Orientuotojo grafo vir²	un
e v vadinama jo i�
ejimu/i²
ejimu, kai

p+(v) = 0, p−(v) > 0 (p+(v) > 0, p−(v) = 0).
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Grafo vir²	uniu� laipsniai

Skai£iuojant grafo briaunas, inciden£i¡sias kiekvienai jo vir²	unei, gausime
grafo briaunu� skai£iu�, padaugint¡ i² dvieju�.

Oilerio teorema

Grafo briaunu� (lanku�) skai£ius lygus

|B| =
1
2

n∑
i=1

p(vi ),

£ia n-grafo eil
e, p(vi )-vir²	un
es vi laipsnis.
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Grafo vir²	uniu� laipsniai

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) vir²	un
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Grafo vir²	uniu� laipsniai

Oilerio teorema

Grafo briaunu� (lanku�) skai£ius lygus

|B| =
1
2

n∑
i=1

p(vi ),

£ia n-grafo eil
e, p(vi )-vir²	un
es vi laipsnis.

Pastebime, kad

Pastabos

1 Grafo vir²	uniu� laipsniu� suma yra

lyginis skai£ius;
2 Vir²	uniu� su nelyginiais laipsniais skai£ius yra lyginis;
3 Pilnojo neorientuotojo grafo Kn visu� vir²	uniu� laipsniai yra n − 1, o

pilnojo orientuoto yra 2(n − 1).
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Grafo vir²	uniu� laipsniai

Apibr
eºimas

Grafo vir²	un
e v vadinama izoliuot¡ja, kai p(v) = 0.
Vir²	un
e v vadinama nusvirusi¡ja, jei p(v) = 1.
Grafas vadinamas homogeniniu, kai visu� jo vir²	uniu� laipsniai yra lyg	us.
Grafas, kurio visu� vir²	uniu� laipsniai yra lyg	us dviem vadinamas ciklu ir
ºymimas Cn.

Apibr
eºimas

G = ({1, 2, 3, 4}, {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}});

H = ({1, 2, 3}, {{1, 2}, {1, 3}}).
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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Grafu� jungumas

3 Grafo ciklai

4 Grafo taisyklingasis spalvinimas
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Mar²rutai ir grandin
es

Apibr
eºimas

Grafo mar²rutu vadinama bet kuri poromis gretimu� jo briaunu� seka.

Mar²rutas - baigtin
e seka, sudaryta i² grafo G = (V ,B) vir²	uniu� ir briaunu�

vi0 , bi1 , vi1 , bi2 , ..., vik−1
, bik , vik

taip, kad ∀bij = {vij−1
, vij} ∈ B .
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Mar²rutai ir grandin
es

Pavyzdys

M = (A, {A,B},B, {B,D},D, {D,C},C )

M = (A,B,D,C )

M = (D,C ,B,D,A)
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Mar²rutai ir grandin
es

Apibr
eºimas

Mar²ruto vir²	un
es vi0 ir vik vadinamos galin
emis, kitos vir²	un
es -
vidin
emis.

Mar²rutas vadinamas atviruoju, jei jo galin
es vir²	un
es yra skirtingos.
Prie²ingu atveju - uºdaruoju.

Mar²rutas, kurio viso briaunos skirtingos, vadinamas grandine.

Atviroji grandin
e vadinama keliu.

Uºdaroji grandin
e vadinam ciklu.

Grandin
e, kurios visos vidin
es vir²	un
es yra skirtingos, vadinama
paprast¡ja.
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Mar²rutai ir grandin
es

Pavyzdys

M1 = (A,B,C ,D,F )

M2 = (C ,E ,G )

M3 = (B,C ,E ,F ,D,B)

M4 = (A,B,D,C ,E ,F ,D,A)
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Grafo jungiosios komponent
es

Apibr
eºimas

Grafas vadinamas jungiuoju, jei bet kurias jo vir²	un
es galima sujungti keliu.

Jeigu grafas G = (V ,B) n
era jungusis, tai jo vir²	uniu� aib¦ V galima
suskaidyti i� blokus V1,V2 : V = V1 ∪ V2,V1 ∩ V2 = ∅, taip kad

∀v1, v2 ∈ V : v1 ∈ V1 ∧ v2 ∈ V2 ⇒ ∃{v1, v2} ∈ B.

Akivaizdu, kad ²i� proces¡ galima kartoti baigtini� skai£iu� kartu�, kol gausime
skaidini�:

V = V1 ∪ V2 ∪ ... ∪ Vk , Vi ∩ Vi ∩ Vj = ∅,∀i 6= j ,

kuriame bet kurio poaibio Vs ⊂ V visas vir²	unes galima sujungti keliu.
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Grafo jungiosios komponent
es

Dabar paºym
ekime Bj ⊂ B grafo G = (V ,B) briaunu� aib
es poaibi�,
sudaryta i² visu� briaunu�, inciden£iu�ju� bent vienai vir²	unei v ∈ Vj .

Apibr
eºimas

Graf¡ Gj = (Vj ,Bj) vadiname grafo G = (V ,B) inciden£i¡ja komponente.

Pastabos

1 Bet kuris n-osios eil
es grafas turi ne daugiau kaip n jungiu�ju�
komponen£iu�;

2 Jei n-osios eil
es grafas turi n jungiu�ju� komponen£iu�, tai jos yra
izoliuotosios grafo vir²	un
es. Taigi, ²iuo atveju turime tu²£i¡ji� graf¡;

3 Antrosios eil
es jungusis grafas turi bent vien¡ briaun¡;
4 Tre£iosios eil
es jungusis grafas turi dvi arba tris briaunas.

A. Medºi	unas (Diskre£ioji matematika) Grafai 2021 m. geguº
es 24 d. 23 / 40



Grafo jungiosios komponent
es

Dabar paºym
ekime Bj ⊂ B grafo G = (V ,B) briaunu� aib
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Grafo jungiosios komponent
es

Pavyzdys

G1 = ({1, 2, 3, 4}, {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {3, 4}})

G2 = ({5},∅)

G3 = ({6, 7}, {{6, 7}})
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Jungumo s¡ry²is

Tarkime, kad G = (V ,B) bet kuris grafas. Jo vir²	uniu� aib
eje apibr
eºkime
grafo jungumo s¡ry²i� ρ ⊂ V 2:

(u,w) ∈ ρ⇔ u = w ∨ ∃(u, vi1 , ..., vik ,w),

kitaip pasakius, (u,w) priklauso s¡ry²iui, jei u ir v galima sujungti grandine.
�is s¡ry²is yra ekvivalentumo s¡ry²is.
Taigi, vir²	uniu� aib¦ galima suskaidyti i� ekvivalentumo klases, kurios yra
grafo jungiosios komponent
es.
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Ilgiausias grafo kelias

Apibr
eºimas

Kelio ilgiu vadinamas i�einan£iu� i� ji� briaunu� skai£ius.

Teorema 6.2

Du maksimalaus ilgio jungiojo grafo keliai turi bent vien¡ bendr¡ vir²	un¦.
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Grafo metrin
es charakteristikos

Tegul G = (V ,B) yra jungusis grafas. Sunumeruokime visus ²io grafo
vir²	unes u,w ∈ V jungian£ius kelius:

Pk = (u, vi1 , vi2), ..., vilk ,w).

Apibr
eºimas

Atstumu tarp grafo vir²	uniu� vadinamas trumpiausio jas jungian£io kelio ilgis:

ρ(u,w) = min
k
|Pk(u, ...,w)|.
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Grafo metrin
es charakteristikos

Apibr
eºimas

Atstumu tarp grafo vir²	uniu� vadinamas trumpiausio jas jungian£io kelio ilgis:

ρ(u,w) = min
k
|Pk(u, ...,w)|.

Pastebime, kad taip apibr
eºtas atstumas turi metrikos savybes:
1 ρ(u,w) ≥ 0 ∧ ρ(u,w) = 0⇔ u = w ;
2 ρ(u,w) = ρ(w , u) ∀u,w ∈ V ;
3 ρ(u, v) + ρ(v ,w) ≥ ρ(u,w) ∀v , u,w ∈ V .
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Grafo metrin
es charakteristikos

Apibr
eºimai

1 Grafo skersmeniu vadinsime maksimalu� atstum¡ tarp grafo vir²	uniu�:

d(G ) = max
v ,w∈V

ρ(v ,w)

2 Vir²	un
es u ekscentricitetu vadinamas jos atstumu� nuo kitu� grafo
vir²	uniu� maksimumas:

e(u) = max
v∈V

ρ(v , u)

3 Vir²	un
e c vadinama grafo centru, jei jos ekscentricitetas yra minimalus:

e(c) = min
v∈V

e(v)

4 Centro ekscentricitetas vadinamas grafo spinduliu.
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Grafo metrin
es charakteristikos
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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Grafu� jungumas

3 Grafo ciklai

4 Grafo taisyklingasis spalvinimas
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Karaliau£iaus tiltu� uºdavinys

Uºdavinys

Ar egzistuoja toks mar²rutas, kad i²
ejus i² namu� b	utu� galima gri�ºti namo
per
ejus per kiekvien¡ tilt¡ lygiai po vien¡ kart¡?
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Oilerio grafas

Apibr
eºimas

Grafo ciklas, einantis per visas grafo briaunas yra vadinamas Oilerio ciklu.
Graf¡ turini� Oilerio cikl¡, vadinsime Oilerio grafu.

Lema

Jei visu� grafo vir²	uniu� laipsniai yra ne maºesni uº 2, tai grafas turi bent
vien¡ cikl¡.

Teorema

Jungusis neorientuotas grafas turi Oilerio cikl¡ tada ir tik tada, kai visu�
grafo vir²	uniu� laipsniai yra lyginiai skai£iai.

Apibr
eºimas

Oilerio keliu vadinama per visas grafo briaunas einanti atviroji grandin
e.
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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Grafu� jungumas

3 Grafo ciklai

4 Grafo taisyklingasis spalvinimas
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Grafo chromatinis skai£ius

Apibr
eºkime spalvinimo funkcij¡ fk : G (V ,B)⇒ {1, 2, ..., k}, t.y.

(∀v ∈ V ) fk(v) ∈ {1, 2, ..., k}, k ∈ N.

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) spalvinimas fk vadinamas taisyklinguoju, jei

(∀vi , vj ∈ V ) {vi , vj} ∈ B ⇒ fk(vi ) 6= fk(vj).

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) chromatiniu skai£iumi vadinamas

χ(G ) = min
fk∈F

k ,

£ia F - visu� grafo taisyklingu�ju� spalvinimu� aib
e.
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Grafo chromatinis skai£ius

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) chromatiniu skai£iumi vadinamas

χ(G ) = min
fk∈F

k ,

£ia F - visu� grafo taisyklingu�ju� spalvinimu� aib
e.

Sakysime, kad grafas G yra bichromatusis, kai χ(G ) = 2. Netu²£ias grafas
yra bichromatusis tada ir tik tada, kai jis neturi nelyginio ilgio ciklu�.

Teorema

Jei G bet kuris planarusis grafas (grafas kuri� plok²tumoje galima i²d
estyti
taip, kad jo briaunos nesikirstu�), tai

χ(G ) = 5.
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Grafo chromatinis skai£ius

Apibr
eºimas

Grafo G = (V ,B) chromatiniu skai£iumi vadinamas

χ(G ) = min
fk∈F

k ,

£ia F - visu� grafo taisyklingu�ju� spalvinimu� aib
e.

Sakysime, kad grafas G yra bichromatusis, kai χ(G ) = 2. Netu²£ias grafas
yra bichromatusis tada ir tik tada, kai jis neturi nelyginio ilgio ciklu�.

Hipotez
e

Jei G bet kuris planarusis grafas (grafas kuri� plok²tumoje galima i²d
estyti
taip, kad jo briaunos nesikirstu�), tai

χ(G ) = 4.
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