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Temos planas

@ Pagrindiniai apibrézimai
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Multigrafas

Aibés elementus vadinsime grafo virsunémis (1,2, 3,4,5,6), skirtingy

elementy rySius - lankais (a, b,c,d, f, g, h,i,j, k), o elemento ir jo palio
rysi - kilpa (e).

Jeigu galimi keli ty paciy elementy rysiai, tai sitoks grafas vadinimas
multigrafu.
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Multigrafas

Apibrézimas

Tarkime V = {wv1, va, ..., v} yra multigrafo virsiiniy aibé. Tada jo lankus
apibrésime, kaip sarysj

I =(vi,vj,zx) € Vx V x N,

Cia vi-lanko pradzia, vj-lanko galas, zx-lanko numeris/zyme.

Lankai su tomis paciomis pradZiomis ir su tais paciais galais vadinami
lygiagreCiaisiais.

Pavyzdziai

h=(vi,w,1),h=(vi,v,2),h=(v1,v1,2).

Pastebime, kad nelygiagreciy lanky galima nenumeruoti.
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Paprastasis grafas

Apibrézimas

Multigrafas be kilpy ir lygiagreciy lanky vadinimas paprastuoju
orientuotuoju grafu.

Kadangi paprastojo grafo lanky numeruoti néra butina, tai jis sudaro aibés
V' x V poaibj, kurj (kaip prisimename) vadiname binariuoju sarysiu.

Apibrézimas

Sarysis S aibéje A vadinamas antirefleksyviuoju, jei

Vaec A(a,a) ¢ S.

Matome, kad kilpy nebuvima galime apibrézti antirefleksyvumu.
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Paprastasis grafas

Apibrézimas
Sarysis S aibéje A vadinamas antirefleksyviuoju, jei

Vaec A(a,a) ¢ S.

Matome, kad kilpy nebuvima galime apibrézti antirefleksyvumu.

Apibrézimas
Apibrézkime G kaip aibiy porg G = (V/,L). Tada G vadinsime paprastuoju
orientuotuoju grafu, kai

LCVxV

bus antireflesyvusis sarysis.
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Paprastasis grafas

Virsuniy aibé

V ={a,b,c,d}.

Lanky aibe
L ={(a, b),(a,c),(a,d),(c,d),(d,c)}.
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Neorientuotieji grafai

Apibrézimas

Sarysis S vadinamas simetriniu, jei Va,b € A

(a,b) € S = (b,a) € S.

Tegul sarysis L yra simetriskas. Tada kiekviena dviejy lanky pora

{(vi, vj), (v}, vi)} pakeisime viena pora {v;, v;} ir ja pavadinsime grafo
briauna.

Grafus G = (V, B) vadinsime neorientuotaisiais grafais, ¢ia B yra briauny
aibé.
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Neorientuotieji grafai

Apibrézimas
Grafo G = (V, B) eile vadinsime skai¢iy n = |V/|.

Grafas G = (V, @) vadinamas tus€iuoju. Zymimas O,.

Grafas G = (@, @) vadinamas nuliniu.

Grafas G = ({v}, @) vadinamas trivialiuoju.

Jeigu |V| = n, tai grafas turintis @ briaunas, vadinamas pilnuoju ir

Zymimas K.

Pavyzdziai

K2 = ({a, b}, {{a, b}});
Kz = ({37 b, C}7 {{37 b}a {37 C}7 {b’ C}})

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Grafai 2021 m. geguzés 24 d. 9 /40



Neorientuotieji grafai

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) virsiinés v; ir v; vadinamos gretimomis, kai {v;, v;} € B.
Virsinés v; ir v; vadinamos incidenciosiomis briaunai {v;, v;}.

G = ({av b, C}v {{av b}7 {b7 C}})

Apibrézimas

Briaunos turincios bendra incidenciag virsune, vadinamos gretimomis.

H=({1,2,3,4},{{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4}})
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Grafo virsuniy laipsniai

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) virsunés v € V aplinka vadinama visy jai gretimy
virsuniy aibeé:
Nv)={we V:{v,w} e B}

Orientuotojo grafo aibé I'(v) suskaidoma j du poaibius:
F(v)=r"(v)urt(v),
atitinkamai iSeinancius ir jeinanCius lankus.

Apibrézimas

Skaicius p(v) = |I'(v)| yra vadinamas virsunés v laipsniu. Orientuotojo
grafo virsunés laipsniui galioja:

p(v) = p(v)” +p(v)" =" (V)| + T (v)],

¢ia p(v)~ ir p(v)™ vadinami is&jimo ir jéjimo puslaipsniais.
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Grafo virsuniy laipsniai

Apibrézimas

Skai€ius p(v) = |I'(v)| yra vadinamas virsunés v laipsniu. Orientuotojo
grafo virsunés laipsniui galioja:

p(v) = p(v)™ +p(v)" =T (V)| + [T (v)],

¢ia p(v)~ ir p(v)™ vadinami is&jimo ir jéjimo puslaipsniais.

Apibrézimas

Orientuotojo grafo virsuné v vadinama jo jéjimu/iséjimu, kai

pt(v)=0,p"(v) >0 (p*(v)>0,p (v) =0).

\
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Grafo virsuniy laipsniai

Skaiciuojant grafo briaunas, incidenciasias kiekvienai jo virsunei, gausime
grafo briauny skaiciy, padauginta i$ dviejy.

Oilerio teorema
Grafo briauny (lanky) skaicius lygus

1 n
1Bl = 2 ZP(Vi),
i=1

Cia n-grafo eilé, p(v;)-virsunés v; laipsnis.

.
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Grafo virsuniy laipsniai

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) virsunés v € V aplinka vadinama visy jai gretimy
virsuniy aibeé:
Nv)={we V:{v,w} e B}

Orientuotojo grafo aibé I'(v) suskaidoma j du poaibius:
F(v)=r"(v)urt(v),
atitinkamai iSeinancius ir jeinanCius lankus.

Apibrézimas

Skaicius p(v) = |I'(v)| yra vadinamas virsunés v laipsniu. Orientuotojo
grafo virsunés laipsniui galioja:

p(v) = p(v)” +p(v)" =" (V)| + T (v)],

¢ia p(v)~ ir p(v)™ vadinami is&jimo ir jéjimo puslaipsniais.
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Grafo virsuniy laipsniai

Oilerio teorema
Grafo briauny (lanky) skaicius lygus

n

Bl= 23" p(w)

i=1

Cia n-grafo eilé, p(v;)-virsunés v; laipsnis.

Pastebime, kad

Pastabos

© Grafo virsuniy laipsniy suma yra
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Grafo virsuniy laipsniai

Oilerio teorema
Grafo briauny (lanky) skaicius lygus

n

Bl= 23" p(w)

i=1

Cia n-grafo eilé, p(v;)-virsunés v; laipsnis.

Pastebime, kad

Pastabos

© Grafo virsuniy laipsniy suma yra lyginis skaicius;
@ Virsuniy su nelyginiais laipsniais skaiCius yra

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Grafai
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A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Grafai

Grafo virsuniy laipsniai

Oilerio teorema
Grafo briauny (lanky) skaicius lygus

n

Bl= 23" p(w)

i=1

Cia n-grafo eilé, p(v;)-virsunés v; laipsnis.

Pastebime, kad

Pastabos

© Grafo virsuniy laipsniy suma yra lyginis skaicius;
@ Virsuniy su nelyginiais laipsniais skaiCius yra lyginis;

© Pilnojo neorientuotojo grafo K, visy virsuniy laipsniai yra n — 1, o
pilnojo orientuoto yra 2(n — 1).

2021 m. geguzés 24 d. 15/ 40



Grafo virsuniy laipsniai

Apibrézimas

Grafo virsuné v vadinama izoliuotaja, kai p(v) = 0.

Virsuné v vadinama nusvirusiaja, jei p(v) = 1.

Grafas vadinamas homogeniniu, kai visy jo virsuniy laipsniai yra lygus.
Grafas, kurio visy virSuniy laipsniai yra lygus dviem vadinamas ciklu ir
zymimas C,,.

Apibrézimas

G =({1,2,3,4},{{1,2},{2,3},{3,4}, {1, 4}});
H=({1,2,3},{{1,2},{1,3}}).

.
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Temos planas

© Grafy jungumas
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Marsrutai ir grandinés

Apibrézimas

Grafo marsrutu vadinama bet kuri poromis gretimy jo briauny seka.

Marsrutas - baigtiné seka, sudaryta i§ grafo G = (V/, B) virSuniy ir briauny
Vigs bi17 Vi bi27 e Vi1 bika Vi

taip, kad Vb;, = {v;_,,v;} € B.
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Marsrutai ir grandinés

© ®

M:(A7{Aa B}aB’{B’D}aDa{D7 C},C)
M= (AB,D,C)
M= (D,C,B,D,A)
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Marsrutai ir grandinés

@ Marsruto virsunés v;; ir v;, vadinamos galinémis, kitos virsunés -
vidinemis.
@ Marsrutas vadinamas atviruoju, jei jo galinés virSunes yra skirtingos.
Priesingu atveju - uzdaruoju.
Marsrutas, kurio viso briaunos skirtingos, vadinamas grandine.

Atviroji grandiné vadinama keliu.

Uzdaroji grandiné vadinam ciklu.

Grandiné, kurios visos vidinés virsunés yra skirtingos, vadinama
paprastaja.

A
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Marsrutai ir grandinés

© @

M, = (A, B,C,D,F)
M, = (C,E,G)
Ms; = (B, C,E,F,D,B)
Ms = (A, B,D,C,E,F,D,A)

i = = T
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Grafo jungiosios komponentés

Apibrézimas

Grafas vadinamas jungiuoju, jei bet kurias jo virsunés galima sujungti keliu.

Jeigu grafas G = (V/, B) néra jungusis, tai jo virSuniy aibe V galima
suskaidyti j blokus Vi, Vb : V =V U W, Vi NV, = &, taip kad

Vvi,w eV :vy e VI AwnE V2:>§{V1,V2}€B.

Akivaizdu, kad §j procesa galima kartoti baigtinj skaiCiy karty, kol gausime
skaidinj:

V=VVuWu..UV,., \/;ﬁ\/;ﬂ\/jZQ,Vi#j,

kuriame bet kurio poaibio Vs C V visas virSunes galima sujungti keliu.
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Grafo jungiosios komponentés

Dabar pazymékime B; C B grafo G = (V/, B) briauny aibés poaibj,
sudaryta i§ visy briauny, incidenciyjy bent vienai virSunei v € V;.

Apibrézimas
Grafg G; = (V}, B;) vadiname grafo G = (V/, B) incidencigja komponente.

Pastabos
© Bet kuris n-osios eilés grafas turi ne daugiau kaip n jungiyjy
komponenciy;

@ Jei n-osios eilés grafas turi n jungiyjy komponenciy, tai jos yra

izoliuotosios grafo virsunés. Taigi, Siuo atveju turime tusCiajj grafa;

© Antrosios eilés jungusis grafas turi bent vieng briaung;

Q Treciosios eilés jungusis grafas turi dvi arba tris briaunas.
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Grafo jungiosios komponentés

Dabar pazymékime B; C B grafo G = (V/, B) briauny aibés poaibj,
sudaryta i§ visy briauny, incidenciyjy bent vienai virSunei v € V;.

Apibrézimas
Grafg G; = (V}, B;) vadiname grafo G = (V/, B) incidencigja komponente.

Pastabos
© Bet kuris n-osios eilés grafas turi ne daugiau kaip n jungiyjy
komponenciy;

@ Jei n-osios eilés grafas turi n jungiyjy komponenciy, tai jos yra

izoliuotosios grafo virsunés. Taigi, Siuo atveju turime tusCiajj grafa;

© Antrosios eilés jungusis grafas turi bent vieng briaung;

Q Treciosios eilés jungusis grafas turi dvi arba tris briaunas.
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Grafo jungiosios komponentés

1
® <]
o
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Grafo jungiosios komponentés

(1]
& ©

G = ({1,2,3,4},{{1,2},{1,3},{2,3},{3,4}})
G2 = ({5}, 9)
G3 = ({67 7}7 {{67 7}})
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Jungumo sarysis

Tarkime, kad G = (V/, B) bet kuris grafas. Jo virsuniy aibéje apibrézkime
grafo jungumo sarysj p C V?:

(uyw)epesu=wVI(u,v,..,v,w),

kitaip pasakius, (u, w) priklauso sarysiui, jei u ir v galima sujungti grandine.
Sis sarysis yra ekvivalentumo sarysis.

Taigi, virsuniy aibe galima suskaidyti j ekvivalentumo klases, kurios yra
grafo jungiosios komponentés.
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llgiausias grafo kelias

Apibrézimas

Kelio ilgiu vadinamas jeinanciy j jj briauny skaiCius.

Teorema 6.2

Du maksimalaus ilgio jungiojo grafo keliai turi bent vieng bendra virsune.

© —0 @
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Grafo metrinés charakteristikos

Tegul G = (V, B) yra jungusis grafas. Sunumeruokime visus 3io grafo
virSunes u, w € V jungiancius kelius:

Pr = (u, Vi, Vip), --, Vi » w).

Apibrézimas

Atstumu tarp grafo virSuniy vadinamas trumpiausio jas jungiancio kelio ilgis:

p(u,w) = mkin |P(u,...,w)|.
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Grafo metrinés charakteristikos

Apibrézimas

Atstumu tarp grafo virSuniy vadinamas trumpiausio jas jungiancio kelio ilgis:

P(U, W) = mkin ’Pk(uw'w W)l

Pastebime, kad taip apibréztas atstumas turi metrikos savybes:
Q p(u,w) >0ANAp(u,w) =0 u=w;
Q p(u,w) =p(w,u) Yu,weV,;
Q p(u,v)+p(v,w) > p(u,w) Vv,u,we V.
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Grafo metrinés charakteristikos

Apibrézimai

O Grafo skersmeniu vadinsime maksimaly atstuma tarp grafo virsuniy:

d(G) = max p(v,w)

v,wevV

@ Virsunés u ekscentricitetu vadinamas jos atstumy nuo kity grafo
virsuniy maksimumas:

e(u) = maxp(v,u
(1) = max (v, u)
© Virsuné c vadinama grafo centru, jei jos ekscentricitetas yra minimalus:

e(c) = ‘r/’nel\l} e(v)

© Centro ekscentricitetas vadinamas grafo spinduliu.

A
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Grafo metrinés charakteristikos
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Temos planas

© Grafo ciklai

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Grafai 2021 m. geguzés 24 d. 32 /40



Karaliauciaus tilty uzdavinys

Ar egzistuoja toks marsrutas, kad i3éjus i5 namy buty galima grjzti namo
peréjus per kiekvieng tilta lygiai po vieng karta?
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Karaliauciaus tilty uzdavinys

Ar egzistuoja toks marsrutas, kad i3éjus i5 namy buty galima grjzti namo
peréjus per kiekvieng tilta lygiai po vieng karta?
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QOilerio grafas

Apibrézimas

Grafo ciklas, einantis per visas grafo briaunas yra vadinamas Oilerio ciklu.
Grafa turinj Oilerio cikla, vadinsime Oilerio grafu.

Jei visy grafo virsuniy laipsniai yra ne mazesni uz 2, tai grafas turi bent
vieng cikla.

Teorema

Jungusis neorientuotas grafas turi Oilerio cikla tada ir tik tada, kai visy
grafo virSuniy laipsniai yra lyginiai skaiciai.

Apibrézimas

Oilerio keliu vadinama per visas grafo briaunas einanti atviroji grandiné.
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Temos planas

@ Grafo taisyklingasis spalvinimas
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Grafo chromatinis skaicius

Apibrézkime spalvinimo funkcija fx : G(V,B) = {1,2,..., k}, ty.

(Vv e V)fi(v) e {1,2,....k}, k e N.

Apibrézimas

Grafo G = (V/, B) spalvinimas f, vadinamas taisyklinguoju, jei

(Vvi, v; € V){vi,vj} € B = fi(vi) # fi(v))-

.

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) chromatiniu skai¢iumi vadinamas

x(G)=;:1€igk,

Cia F - visy grafo taisyklingyjy spalvinimy aibe.
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Grafo chromatinis skaicius

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) chromatiniu skai¢iumi vadinamas

G) = min k
x(G) i i

Cia F - visy grafo taisyklingyjy spalvinimy aibé.

Sakysime, kad grafas G yra bichromatusis, kai x(G) = 2. Netuscias grafas
yra bichromatusis tada ir tik tada, kai jis neturi nelyginio ilgio cikly.

Teorema

Jei G bet kuris planarusis grafas (grafas kurj plokstumoje galima isdéstyti
taip, kad jo briaunos nesikirsty), tai

x(G) = 5.
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Grafo chromatinis skaicius

Apibrézimas

Grafo G = (V, B) chromatiniu skai¢iumi vadinamas

G) = min k
X(G) T &

Cia F - visy grafo taisyklingyjy spalvinimy aibe.

Sakysime, kad grafas G yra bichromatusis, kai x(G) = 2. Netuscias grafas
yra bichromatusis tada ir tik tada, kai jis neturi nelyginio ilgio cikly.

Hipoteze

Jei G bet kuris planarusis grafas (grafas kurj plokstumoje galima isdeéstyti
taip, kad jo briaunos nesikirsty), tai

X(G) = 4.
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