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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Veiksmai su s¡ry²iais

3 Ekvivalentumo s¡ry²iai

4 Tvarkos s¡ry²iai
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Apibr
eºimas

Aibiu� A ir B binariuoju s¡ry²iu S vadinamas bet kuris ju� dekarto sandaugos

A× B poaibis:

S ⊂ A× B.

Aib
ems A1,A2, ...,An elementu� s¡ry²i� apibr
e²ime:

S ⊂ A1 × A2 × ...× An.

Apibr
eºimas

S¡ry²iu aib
eje A vadinamas bet kuris poaibis:

S ⊂ An = A× A× ...× A.
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Bendrieji pavyzdºiai

1 Tapatumo (lygyb
es) s¡ry²iu vadinamas bet koks apibr
eºtas aib
eje A
s¡ry²is:

IA = {(a, ..., a) : a ∈ A} ⊂ An;

2 Universaliuoju s¡ry²iu vadinama aibiu� A ir B Dekarto sandauga:

UA×B = {(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B} = A× B;

3 Tu²£iuoju s¡ry²iu vadinama tu²£ioji aib
e ∅ ⊂ An.
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Pavyzdºiai

Sveiku�ju� skai£iu� aib
eje Z galime apibr
eºti s¡ry²ius

D1 = {(x , y) : x dalus i² y)} ⊂ Z2;

M1 = {(x , y) : x ≤ y)} ⊂ Z2;

L3 = {(x , y) : x = 2y)} ⊂ Z2.
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Pavyzdºiai

Tegul K -studentu� paºym
ejimu� numeriu� aib
e, P-studentu� pavardºiu� aib
e,

V -studentu� vardu� aib
e, G -grupiu� aib
e, M-gimimo metai. Tada s¡ry²is

R ⊂ K × P × V × G ×M

sudaro tam tikr¡ duomenu� baz¦.
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Apibr
eºimai

Binariojo s¡ry²io S ⊂ A× B apibr
eºimo sritimi vadinama aib
e

D(S) = {x : ∃y (x , y) ∈ S} ⊂ A.

Apibr
eºimai

S¡ry²io S ⊂ A× B reik²miu� sritimi vadinama aib
e

R(S) = {y : ∃x (x , y) ∈ S} ⊂ B.
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Pavyzdys

Apibr
eºto aib
eje A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} s¡ry²io

S = {(1, 1), (2, 1), (6, 1), (6, 2)} ⊂ A2

apibr
eºimo sritis

D = {1, 2, 6},

reik²miu� sritis

R = {1, 2}.
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Pavyzdys

Apibr
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Pavyzdys

Matrica MS = ||mij ||n×m, kurios elementai apibr
eºti

mij =

{
1, kai (ai , bj) ∈ S ,

0, kai (ai , bj) /∈ S .

vadinama binariojo s¡ry²io S ⊂ A× B (charakteristine) matrica, £ia

n = |A|,m = |B|.
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S¡ry²iu� pavyzdºiai

Pavyzdys

Tegul s¡ry²is S1 = {(a1, b1), (a1, b2), (a2, b3)}. Tada jo matrica

MS1 =

1 1 0

0 0 1

0 0 0

 .
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Apibr
eºimas

S¡ry²is S aib
eje A vadinamas re�eksyviuoju, jei

∀a ∈ A (a, a) ∈ S .

Pastebime, kad re�eksyviojo s¡ry²io charakteristin
es matricos i�striºain
eje

yra tik vienetai.

Tapatumo (lygyb
es) s¡ry²is IA ⊂ A2 yra minimalus

re�eksyvusis s¡ry²is.

Teorema 4.1

S¡ry²is S ⊂ A2 yra re�eksyvusis tada ir tik tada, kai

IA ⊂ S .
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Pavyzdºiai

S1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3)} ⊂ A× A,

£ia A = {1, 2, 3};

S2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 2)} ⊂ A× A.
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Apibr
eºimas

S¡ry²is S aib
eje A vadinamas antire�eksyviuoju, jei

∀a ∈ A (a, a) /∈ S .

Pastebime, kad antire�eksyviojo s¡ry²io charakteristin
es matricos

i�striºain
eje yra tik nuliai.

S¡ry²is UA\IA ⊂ A2 yra maksimalus

antire�eksyvusis s¡ry²is.

Teorema 4.2

S¡ry²is S ⊂ A2 yra antire�eksyvusis tada ir tik tada, kai

S ∩ IA = ∅.
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Pavyzdºiai

S3 = {(1, 2), (2, 3)} ⊂ A2,

£ia A = {1, 2, 3};

S4 = {(1, 2), (2, 3), (3, 3)} ⊂ A2.

S¡ry²is neb	utinai turi b	uti re�eksyvusis arba antire�eksyvusis.

S¡ry²is negali b	uti re�eksyvusis ir antire�eksyvusis vienu metu.
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Apibr
eºimas

S¡ry²is S vadinamas simetriniu, jei ∀a, b ∈ A

(a, b) ∈ S ⇒ (b, a) ∈ S .

Pastebime, kad ∅ yra minimalus simetrinis s¡ry²is.

S¡ry²is UA yra maksimalus simetrinis s¡ry²is.
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Apibr
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Apibr
eºimas

S¡ry²is

S−1 = {(a, b) : (b, a) ∈ S}

vadinamas atvirk²tiniu s¡ry²iui S ⊂ A2.

Atvirk²tinio s¡ry²io S−1 charakteristin¦ matric¡ gausime transponuodami

s¡ry²io S matric¡ MS . Taigi

MS−1 = (MS)
T
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Pavyzdys

Tegul s¡ry²is S1 = {(a1, a1), (a1, a2), (a2, a2)}. Tada jo matrica

MS1 =

1 1 0

0 1 0

0 0 0

 .

MS−1 = (MS)
T =

1 0 0

1 1 0

0 0 0

 .

Pastebime, kad
(
MT

S

)T
= MS . Taigi(

S−1
)−1

= S .
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Pastaba

Tegul S−1 ⊂ A2 yra atvirk²tinis s¡ry²is. Tada

D
(
S−1

)
= R (S) , R

(
S−1

)
= D (S) .

Teorema 4.3

S¡ry²is S ⊂ A2 yra simetrinis tada ir tik tada, kai

S−1 = S .

Pastebime, kad visos s¡ry²iu� savybiu� teoremos galioja ir neb	utinai

baigtin
ems aib
ems A.
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Apibr
eºimas

S¡ry²is S vadinamas antisimetriniu, jei (∀a, b, c ∈ A)

(a, b) ∈ S ∧ (b, a) ∈ S ⇒ a = b

Teorema 4.4

S¡ry²is S ⊂ A2 yra antisimetrinis tada ir tik tada, kai

S ∩ S−1 ⊂ IA.

Pavyzdºiai

S5 = {(1, 1), (2, 2)} ⊂ {1, 2, 3, 4}2

S6 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 1)} ⊂ {1, 2, 3, 4}2
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Binariu�ju� s¡ry²iu� tipai/savyb
es

Apibr
eºimas

S¡ry²is S ⊂ A2 vadinamas pilnuoju, jei

∀a, b ∈ A ∧ a 6= b ⇒ (a, b) ∈ S ∨ (b, a) ∈ S .

Teorema 4.5

S¡ry²is S ⊂ A2 yra pilnasis tada ir tik tada, kai

S ∪ S−1 ∪ IA = UA = A2.

Pavyzdºiai

{(1, 2), (1, 3), (2, 3)} ⊂ {1, 2, 3, 4}2

{(1, 2), (1, 3), (2, 3)} ⊂ {1, 2, 3}2

Pastebime, kad jei S n
era pilnasis s¡ry²is, tai ir ∀T ⊂ S irgi n
era pilnasis.
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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Veiksmai su s¡ry²iais

3 Ekvivalentumo s¡ry²iai

4 Tvarkos s¡ry²iai
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S¡ry²iu� s¡junga ir sankirta

Tarkime, kad S1 ⊂ A2 ir S2 ⊂ A2 yra s¡ry²iai. Tada:

S1 ∩ S2 ⊂ A2

S1 ∪ S2 ⊂ A2

S1\S2 ⊂ A2

S1 = UA\S1 ⊂ A2

yra s¡ry²iai.

Pavyzdºiai

ϕ1 = {(m, n) : m ≥ n}

ϕ2 = {(m, n) : m > n}

ϕ3 = {(m, n) : m < n}
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S¡ry²iu� kompozicija

Apibr
eºimas

Tarkime, kad ϕ ⊂ A× B ir ψ ⊂ B × C . Tada s¡ry²is ϕ ◦ ψ ⊂ A× C
vadinamas s¡ry²iu� ϕ ir ψ kompozicija

ϕ ◦ ψ = {(a, c) : ∃b ∈ B (a, b) ∈ ϕ ∧ (b, c) ∈ ψ}.

Pavyzdºiai

α = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 1)}

β = {(1, 3), (2, 4), (3, 2), (4, 1)}
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S¡ry²iu� kompozicija

Tarkime, kad Mϕ = ||ϕik |||A|×|B| ir Mψ = ||ψkj |||B|×|C | yra s¡ry²iu� ϕ ir ψ
matricos. Nustatyti ar elementas (ai , cj) priklauso kompozicijai ϕ ◦ ψ
galime pasinaudoj¦ formule:

mij =

|B|∨
k=1

ϕik ∧ ψkj ,

£ia i = 1, 2, ..., |A|, j = 1, 2, ..., |C |.
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S¡ry²iu� kompozicija

Pavyzdºiai

Mϕ =


1 0 0

0 1 0

1 1 1

1 0 0

0 0 1


Mψ =

1 1 0

0 1 1

1 0 1


Ar ϕ ◦ ψ = ψ ◦ ϕ?
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S¡ry²iu� kompozicija

S¡ry²iu� kompozicijos savyb
es

Tegul ϕ,ψ, ρ ⊂ A2 s¡ry²iai. Tada:

1 ϕ ◦ IA = IA ◦ ϕ = ϕ

2 ϕ ◦∅ = ∅ ◦ ϕ = ∅
3 (ϕ ◦ ψ) ◦ ρ = ϕ ◦ (ψ ◦ ρ) (asociatyvumas)

4 (ϕ ◦ ψ)−1 = ϕ−1 ◦ ψ−1
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S¡ry²io tranzityvumas

Apibr
eºimas

S¡ry²is S ⊂ A2 vadinamas tranzityviuoju, jei

(a, b) ∈ S ∧ (b, c) ∈ S ⇒ (a, c) ∈ S , ∀a, b, c ∈ A.

Teorema 4.6

S¡ry²is S ⊂ A2 yra tranzityvusis tada ir tik tada, jei

S ◦ S ⊂ S .

Pavyzdºiai

Sa = {(1, 2), (1, 3)}, Sb = {(2, 1), (3, 1)}, Sc = {(1, 2), (2, 3)}.
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S¡ry²io tranzityvumas

Apibr
eºimas

S¡ry²is S ⊂ A2 vadinamas tranzityviuoju, jei

(a, b) ∈ S ∧ (b, c) ∈ S ⇒ (a, c) ∈ S , ∀a, b, c ∈ A.

Teorema 4.6a

S¡ry²is S ⊂ A2 yra tranzityvusis tada ir tik tada, jei

S ∪ S ◦ S = S .

Pavyzdºiai

S = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5)}

A. Medºi	unas (Diskre£ioji matematika) S¡ry²iai 2021 m. geguº
es 12 d. 29 / 39



S¡ry²io uºdarinys

Apibr
eºimas

S¡ry²io S ⊂ A2 atitinkamais laipsniais vadinsime s¡ry²ius

S0 = IA, S1 = S ,

S2 = S ◦ S , Sn = Sn−1 ◦ S = S ◦ Sn−1.

Apibr
eºimas

S¡ry²io S ⊂ A2 tranzityviuoju uºdariniu vadinsime s¡ry²i�

S+ = S ∪ S2 ∪ S3 ∪ ...

Jei A yra baigtin
e tai

S+ =

|A|−1⋃
k=1

Sk .
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S¡ry²io uºdarinys

Apibr
eºimas

S¡ry²io S ⊂ A2 tranzityviuoju uºdariniu vadinsime s¡ry²i�

S+ = S ∪ S2 ∪ S3 ∪ ...

Jei A yra baigtin
e tai

S+ =

|A|−1⋃
k=1

Sk .

Pastebime, kad s¡ry²is S+ yra minimalusis tranzityvusis s¡ry²is, kai

S ⊂ S+.
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S¡ry²io uºdarinys

Apibr
eºimas

S¡ry²io S ⊂ A2 re�eksyviuoju tranzityviuoju uºdariniu vadinsime s¡ry²i�

S∗ = S+ ∪ IA.

Pavyzdºiai

S = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)} ⊂ {1, 2, 3, 4}2
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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Veiksmai su s¡ry²iais

3 Ekvivalentumo s¡ry²iai

4 Tvarkos s¡ry²iai
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Ekvivalentumo s¡ry²iai

Apibr
eºimas

S¡ry²is S ⊂ A2 yra vadinamas ekvivalentumo s¡ry²iu, jei jis yra

1 re�eksyvusis;

2 simetrinis;

3 tranzityvusis.

Pavyzdºiai

Tapatumo s¡ry²is IA;

Universalusis s¡ry²is UA;

τ = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)}.
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Apibr
eºimas

S¡ry²is S ⊂ A2 yra vadinamas ekvivalentumo s¡ry²iu, jei jis yra

1 re�eksyvusis;

2 simetrinis;

3 tranzityvusis.

Pavyzdºiai
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Universalusis s¡ry²is UA;

τ = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)}.
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Ekvivalentumo klas
es

Apibr
eºimas

Tegul S ⊂ A2 yra ekvivalentumo s¡ry²is. Aib
es A poaibis

[a]S = {b ∈ A : (a, b) ∈ S}

vadinamas elemento a ∈ S ekvivalentumo klase.

Ekvivalentumo klasiu� savyb
es

1 ∀a ∈ A : [a]S 6= ∅;

2 (a, b) ∈ A⇒ [a]S = [b]S ;

3 ∀(a, b) /∈⇒ [a]S ∩ [b]S = ∅.

Pavyzdºiai

(x , y) ∈ S , kai ∃k ∈ Z : x − y = 3k , x , y ∈ Z.
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Temos planas

1 Pagrindiniai apibr
eºimai

2 Veiksmai su s¡ry²iais

3 Ekvivalentumo s¡ry²iai

4 Tvarkos s¡ry²iai
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Tvarkos s¡ry²iai

Apibr
eºimas

S¡ry²io savyb
es S¡ry²io pavadinimas

antisimetrinis ir tranzityvusis tvarkos s¡ry²is

re�eksyvusis negrieºtosios tvarkos

antire�eksyvusis grieºtosios tvarkos

pilnasis visi²kos tvarkos

n
era pilnasis dalin
es tvarkos

Pavyzdºiai

{(a, b), (a, c), (a, d), (b, c), (b, d), (c , d)} ⊂ {a, b, c , d}2
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Sutvarkytos aib
es

Apibr
eºimas

Sutvarkytos aib
es (A,≺) elementas m ∈ A vadinamas minimaliuoju, jei

∃a ∈ A : a ≺ m ∧ a 6= m.

Pavyzdºiai

Tegul S ⊂ {2, 3, 4, 6}2 : (x , y) ∈ S yra skai£iai x yra skai£iaus y daliklis.

Tada

S = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4), (6, 6)}

Teorema 4.8

Bet kuri netu²£ioji i² dalies sutvarkytoji baigtin
e aib
e turi minimalu�ji�

element¡.
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Sutvarkytos aib
es

Apibr
eºimas

Baigtin
e aib
e, kurioje apibr
eºtas visi²kos tvarkos s¡ry²is, vadinama visi²kai

sutvarkyta.

Teorema 4.9

Visi²kai sutvarkytoji baigtin
e aib
e turi vieninteli� minimalu�ji� element¡.
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