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Temos planas

@ Pagrindiniai apibrézimai
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Sarysiy pavyzdziai

Apibrézimas

Aibiy A ir B binariuoju sarysiu S vadinamas bet kuris jy dekarto sandaugos
A X B poaibis:

SCAxB.

Aibéms A;, Ay, ..., A, elementy sarysj apibrésime:

SCA; XAy x...xA,.

A

Apibrézimas

Sarysiu aibéje A vadinamas bet kuris poaibis:

SCA"=AxAx..xA.
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Sarysiy pavyzdziai

Bendrieji pavyzdziai
© Tapatumo (lygybés) sarysiu vadinamas bet koks apibréztas aibéje A
sarysis:
la={(a,....,a):ac A} C A";

@ Universaliuoju sarySiu vadinama aibiy A ir B Dekarto sandauga:
Uaxg ={(a,b) :a€c ANbe B} =AXxB;

© TusCiuoju sarysiu vadinama tuscioji aibe @ C A".
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Sarysiy pavyzdziai

Pavyzdziai
Sveikyjy skaiCiy aibéje Z galime apibrézti sarysius

D1 = {(x,y) : x dalus i§ y)} C Z?;

My ={(x,y) : x <y)} C Z?%
Ly = {(x,y) : x = 2y)} C 22,

.

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Sarysiai 2021 m. geguzés 12 d.



Sarysiy pavyzdziai

Pavyzdziai
Tegul K-studenty pazymeéjimy numeriy aibe, P-studenty pavardziy aibe,
V-studenty vardy aibé, G-grupiy aibé, M-gimimo metai. Tada sarysis

RCKxPxVxGxM

sudaro tam tikra duomeny baze.

.
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Sarysiy pavyzdziai

Apibrézimai

Binariojo sarySio S C A x B apibrézimo sritimi vadinama aibé

D(S)={x:3y(x,y) € S} C A

Apibrézimai

Sarysio S C A X B reikdmiy sritimi vadinama aibeé

R(S)={y:3x(x,y) € S} C B.

A
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Sarysiy pavyzdziai

Apibrézto aibéje A ={1,2,3,4,5,6} sarysio
S ={(1,1),(2,1),(6,1),(6,2)} c A

apibrézimo sritis

.
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Sarysiy pavyzdziai

Apibrézto aibéje A ={1,2,3,4,5,6} sarysio

S=1{(1,1),(2,1),(6,1),(6,2)} c A?
apibrézimo sritis
D =1{1,2,6},

reikSmiy sritis

.
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Sarysiy pavyzdziai

Apibrézto aibéje A ={1,2,3,4,5,6} sarysio

S=1{(1,1),(2,1),(6,1),(6,2)} c A?
apibrézimo sritis
D =1{1,2,6},

reikSmiy sritis

R = {1,2}.

.
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Sarysiy pavyzdziai

Matrica Ms = ||mjj||nxm. kurios elementai apibrezti

1, kai (a,-, bj) €S,
mj; = i
0, kai (a,-, bj) ¢ S.

vadinama binariojo sarysio S C A x B (charakteristine) matrica, Cia
n=|Al,m=|B|.

.

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Sarysiai 2021 m. geguzés 12 d. 9/39



Sarysiy pavyzdziai

Tegul sarysis S; = {(a1, b1), (a1, b2), (a2, b3)}. Tada jo matrica

1
Ms, = |0
0

O O =
O = O
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas

Sarysis S aibéje A vadinamas refleksyviuoju, jei

Vae€ A(a,a) €S.

Pastebime, kad refleksyviojo sarysio charakteristinés matricos jstrizainéje
yra tik vienetai.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas
Sarysis S aibéje A vadinamas refleksyviuoju, jei

Vae€ A(a,a) €S.

Pastebime, kad refleksyviojo sarysio charakteristinés matricos jstrizainéje
yra tik vienetai. Tapatumo (lygybés) sarysis /4 C A? yra minimalus
refleksyvusis sarysis.

Teorema 4.1

Sarysis S C A? yra refleksyvusis tada ir tik tada, kai

Ip CS.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Pavyzdziai
S1= {(1a 1)7 (1a 2)7 (2, 2)7 (27 3)7 (37 3)} CAXA,
ia A= {1,2,3};

S ={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,2)} C Ax A.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas
Sarysis S aibéje A vadinamas antirefleksyviuoju, jei

Vaec A(a,a) ¢S.

Pastebime, kad antirefleksyviojo sarysio charakteristinés matricos
jstrizaingje yra tik nuliai.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas

Sarysis S aibéje A vadinamas antirefleksyviuoju, jei

Vaec A(a,a) ¢S.

Pastebime, kad antirefleksyviojo sarysio charakteristinés matricos
jstrizaingje yra tik nuliai. Sarysis Us\lqa C A? yra maksimalus
antirefleksyvusis sarysis.

Teorema 4.2

Sarysis S C A? yra antirefleksyvusis tada ir tik tada, kai

SNih=a.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Pavyzdziai
S ={(1,2),(2,3)} C A27
cia A={1,2,3};

Sy =1{(1,2),(2,3),(3,3)} c A2
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Pavyzdziai

S3=1{(1,2),(2,3)} c A%,
gia A={1,2,3};

Sy =1{(1,2),(2,3),(3,3)} c A2

Sarysis nebutinai turi buti refleksyvusis arba antirefleksyvusis.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Pavyzdziai

S3=1{(1,2),(2,3)} c A%,
gia A={1,2,3};

Sy =1{(1,2),(2,3),(3,3)} c A2

Sarysis nebutinai turi buti refleksyvusis arba antirefleksyvusis.
Sarysis negali buti refleksyvusis ir antirefleksyvusis vienu metu.

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Sarysiai 2021 m. geguzés 12 d.



Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas

Sarysis S vadinamas simetriniu, jei Va, b € A

(a,b) € S = (b,a) € S.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas
Sarysis S vadinamas simetriniu, jei Va, b € A

(a,b) € S = (b,a) € S.

Pastebime, kad @ yra minimalus simetrinis sarysis.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas

Sarysis S vadinamas simetriniu, jei Va, b € A

(a,b) € S = (b,a) € S.

Pastebime, kad @ yra minimalus simetrinis sarysis.
Sarysis Ua yra maksimalus simetrinis sarysis.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Apibrézimas

Sarysis
S7'={(a,b): (b,a) € S}

vadinamas atvirkstiniu sarysiui S C A%

Atvirkstinio sarysio S~1 charakteristine matrica gausime transponuodami
sarySio S matrica Ms. Taigi

Ms-1 = (Ms)"
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Tegul sarysis S; = {(a1, a1), (a1, a2), (a2, a2)}. Tada jo matrica

110
Ms,= |0 1 0
000

1
Mg = (Ms)T = | 1
0

o = O
o O O

Pastebime, kad (I\/IST)T = Ms. Taigi

(s =5
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Tegul S~ C A? yra atvirkstinis sarysis. Tada

v

Sarysis S C A? yra simetrinis tada ir tik tada, kai

sl=s.

.

Pastebime, kad visos sarysiy savybiy teoremos galioja ir nebutinai
baigtinéms aibéms A.
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Sarysis S vadinamas antisimetriniu, jei (Va, b, c € A)

(a,b) e SA(b,a)e S=a=b

Teorema 4.4

Sarysis S C A? yra antisimetrinis tada ir tik tada, kai

snst C 4.

Ss = {(1,1),(2,2)} € {1,2,3,4}?
Se = {(1,2),(1,3),(2,3),(3,1)} € {1,2,3,4}>
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Binariyjy sarysiy tipai/savybés

Sarysis S C A? vadinamas pilnuoju, jei

Va,be ANa# b= (a,b) e SV (b,a) €S.

V

Sarysis S C A? yra pilnasis tada ir tik tada, kai

SUSTIUIL = Uy = A%

Pavyzdziai

{(1,2),(1,3),(2,3)} c {1,2,3,4}?
{(1,2),(1,3),(2,3)} c {1,2,3)?

Pastebime, kad jei S néra pilnasis sarysis, tai ir VT C S irgi néra pilnasis.
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Temos planas

© Veiksmai su sarysiais
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Sarysiy sajunga ir sankirta

Tarkime, kad S; C A% ir S, C A? yra sarysiai. Tada:
e S5NS, C A?
e S5US, c A?
o S1\S, C A?
0 51 = Ux\S; C A?
yra sarysiai.

Pavyzdziai
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Sarysiy kompozicija

Apibrézimas
Tarkime, kad ¢ C Ax Bir i) C B x C. Tada sarysis potp C Ax C
vadinamas sarysiy ¢ ir 1) kompozicija

potv={(a,c):Ibe B (a,b) € p A (b,c) € ¢}

Pavyzdziai

a={(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)}
B = {(13 3)7 (27 4’)a (37 2)a (47 1)}
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Sarysiy kompozicija

Tarkime, kad M, = |[pi|||a/x|8) it My = [[¢kl||B|x|c| yra sarysiy ¢ ir ¢
matricos. Nustatyti ar elementas (aj, ¢;) priklauso kompozicijai ¢ o ¢
galime pasinaudoje formule:

B

mjj = \/ ik N\ PV,

k=1

Gai=1,2..]A, j=1,2,.,|C|
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Sarysiy kompozicija

S
|
O H P O K

[y

OOk =k O

[

R O = OO

=)

Ar oot =1 o p?
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Sarysiy kompozicija

S
|
O H P O K

[y

OOk =k O

[

R O = OO

=)

Ar oot =1 o p?
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Sarysiy kompozicija

Sarysiy kompozicijos savybés

Tegul 0,9, p C A% sarysiai. Tada:

Q pola=laocp=0

Q@ poP=Pop=g9

© (pot)op=ol(yop) (asociatyvumas)
Q (poy)=ptoyp™
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Sarysio tranzityvumas

Apibrézimas

Sarysis S C A? vadinamas tranzityviuoju, jei
(a,b) € SA(b,c)e S=(a,c)e S, Va,b,ceA

Sarysis S C A? yra tranzityvusis tada ir tik tada, jei

SoScCS. )

Sa= {(17 2)? (17 3)}a Sp = {(2’ 1)? (37 1)}a Sc = {(172)7 (273)}'
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Sarysio tranzityvumas

Apibrézimas

Sarysis S C A? vadinamas tranzityviuoju, jei
(a,b) e SA(b,c) e S=(a,c)eS, Vab,ceA

Sarysis S C A? yra tranzityvusis tada ir tik tada, jei

SUSoS=S5. |

S= {(1’ 2)7 (27 3)7 (374)’ (475)}
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Sarysio uzdarinys

Sarysio S C A? atitinkamais laipsniais vadinsime sarysius
SO=1, S'=35,

§2=50S, S"=5"105§=505""1,

Apibrézimas

Sarysio S C A? tranzityviuoju uzdariniu vadinsime sary3j
StT=Sus?usiu..

Jei A yra baigtine tai
|A]-1

st=[J s~
k=1

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Sarysiai 2021 m. geguzés 12 d. 30/39



Sarysio uzdarinys

Apibrézimas

Sarysio S C A? tranzityviuoju uzdariniu vadinsime sary3j
St=Sus?usiu..

Jei A yra baigtine tai
|A]-1

st = U Sk,
k=1

Pastebime, kad sarysis ST yra minimalusis tranzityvusis sarysis, kai
Scst.

.
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Sarysio uzdarinys

Apibrézimas

Sarysio S C A? refleksyviuoju tranzityviuoju uzdariniu vadinsime sary3j

St = 5+UIA.

Pavyzdziai

S =1{(1,2),(2,3),(3,1)} € {1,2,3,4)?
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Temos planas

© Ekvivalentumo sarysiai
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Ekvivalentumo sarysiai

Apibrézimas

Sarysis S C A? yra vadinamas ekvivalentumo sarysiu, jei jis yra
O refleksyvusis;
@ simetrinis;

© tranzityvusis.

Pavyzdziai
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Ekvivalentumo sarysiai

Apibrézimas

Sarysis S C A? yra vadinamas ekvivalentumo sarysiu, jei jis yra
O refleksyvusis;
@ simetrinis;

© tranzityvusis.

Pavyzdziai

@ Tapatumo sarysis /a;
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Ekvivalentumo sarysiai

Apibrézimas

Sarysis S C A? yra vadinamas ekvivalentumo sarysiu, jei jis yra
O refleksyvusis;
@ simetrinis;

© tranzityvusis.

Pavyzdziai

@ Tapatumo sarysis /a;
@ Universalusis sarysis Ug;

o ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}.
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Ekvivalentumo klasés

Apibrézimas

Tegul S C A? yra ekvivalentumo sarysis. Aibés A poaibis
[a]ls ={be€ A:(a,b) € S}

vadinamas elemento a € S ekvivalentumo klase.

Ekvivalentumo klasiy savybés
QO Vac A:lals # 2;
Q (a, b) € A= [a]s = [b]s;
© V(a,b) ¢=[a]s N [b]s = 2.

(x,y) €S, kaidkeZ:x—y =3k, x,y€l.

.

\
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Temos planas

@ Tvarkos sarysiai
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Tvarkos sarysiai

Apibrézimas
Sarysio savybeés | Sarysio pavadinimas
antisimetrinis ir tranzityvusis tvarkos sarysis
refleksyvusis negrieztosios tvarkos
antirefleksyvusis grieztosios tvarkos
pilnasis visiskos tvarkos
néra pilnasis dalinés tvarkos

V.

{(a, b),(a,c),(a,d), (b, c),(b,d),(c,d)} C {a,b,c,d}?

.
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Sutvarkytos aibés

Apibrézimas

Sutvarkytos aibés (A, <) elementas m € A vadinamas minimaliuoju, jei

JacA:a<mAa#m.

V.

Tegul S C {2,3,4,6}2 : (x,y) € S yra skaiiai x yra skai¢iaus y daliklis.

.
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Sutvarkytos aibés

Sutvarkytos aibés (A, <) elementas m € A vadinamas minimaliuoju, jei
JacA:a<mAa#m.

Tegul S C {2,3,4,6}2 : (x,y) € S yra skaiiai x yra skai¢iaus y daliklis.
Tada

S ={(2,2),(2,4),(2,6),(3,3), (3,6), (4,4), (6,6)}

Teorema 4.8

Bet kuri netuscioji i§ dalies sutvarkytoji baigtine aibé turi minimalyj;
elementa.
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Sutvarkytos aibés

Apibrézimas
Baigtiné aibé, kurioje apibréztas visiskos tvarkos sarysis, vadinama visiskai
sutvarkyta.

Teorema 4.9

Visiskai sutvarkytoji baigtiné aibé turi vienintelj minimalyjj elements.

EVED)
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