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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Funkciju� rei²kimas formul
emis

3 Dualumo principas

4 Normaliosios formos
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Bulio funkcija

Apibr
eºimas

Tegul (x1, x2, ..., xn) ∈ {0, 1}n - nepriklausomi kintamieji. Tada funkcija:

f (x1, x2, ..., xn) =

{
0

1

yra Bulio funkcija.

Kiek Bulio funkciju� galima sudaryti su n kintamu�ju�?
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Bulio funkcija

Apibr
eºimas

Bulio funkcijos f (x1, x2, ..., xn) kintamasis xj : 1 ≤ j ≤ n vadinamas
�ktyviuoju, jei visoms x1, ...xj−1, xj+1, ..., xn reik²m
ems

f (..., xj−1, 0, xj+1, ...) = f (..., xj−1, 1, xj+1, ...).

Kintamieji, kurie n
era �ktyvieji, vadinami 
esminiais.
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Bulio funkcija

Pavyzdys

x y z f(x,y,z)

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1
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Bulio funkcija

Pavyzdys

x y z f(x,y,z)

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

f (x , y , z) = y = y ∧ (x ∨ ¬x) = y ∧ (y ∨ ¬y) ∨ x ∧ ¬x
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Bulio funkcija

Vieno kintamojo funkciju� yra tik keturios.

Pavyzdys

x f (x) =? f (x) =? f (x) =? f (x) =?

0 ? ? ? ?
1 ? ? ? ?
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Bulio funkcija

Vieno kintamojo funkciju� yra tik keturios.

Pavyzdys

x f (x) = 0 f (x) = x f (x) = ¬x f (x) = 1

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Kada x yra esminis, kada �ktyvusis kintamasis?
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Bulio funkcija

Nat	uralu, kad bet koki¡ vieno kintamojo formul¦ galima suprastinti iki
0, 1, x ,¬x .

Pavyzdys

(x ⇒ (x ⇒ ¬x))⇒ x .

Kai x = 0, gauname
(0⇒ (0⇒ 1))⇒ 0 =?.

Kai x = 1, gauname
(1⇒ (1⇒ 0))⇒ 1 =?.
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Bulio funkcija

Nat	uralu, kad bet koki¡ vieno kintamojo formul¦ galima suprastinti iki
0, 1, x ,¬x .

Pavyzdys

(x ⇒ (x ⇒ ¬x))⇒ x .

Kai x = 0, gauname
(0⇒ (0⇒ 1))⇒ 0 = 0.

Kai x = 1, gauname
(1⇒ (1⇒ 0))⇒ 1 = 1.

Taigi
((x ⇒ (x ⇒ ¬x))⇒ x) = x .
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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Funkciju� rei²kimas formul
emis

3 Dualumo principas

4 Normaliosios formos
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Bulio funkcija

Pabandykime i²nagrin
eti visas dvieju� kintamu�ju� Bulio funkcijas f (x1, x2).

Pavyzdys

x1 x2 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

x1 x2 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15

0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Bulio funkcija

Pastebime, kad

Pavyzdys

f3 f5 f8 f9 f11 f13 f14
¬x1 ¬x2 x1 ∧ x2 x1 ⇔ x2 x1 ⇒ x2 x2 ⇒ x1 x1 ∨ x2
f1 f2 f4 f6 f7

¬(x1 ∨ x2) ¬(x2 ⇒ x1) ¬(x1 ⇒ x2) ¬(x1 ⇔ x2) ¬(x1 ∧ x2)
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Naujos operacijos

Sud
etis moduliu du

x1 ⊕ x2 ⇔ ((x1 ∨ x2) ∧ ((¬x1) ∨ (¬x2)))

Pyrso rodykl
e

x1 ↓ x2 ⇔ ¬(x1 ∨ x2)

�eferio br	uk²nys

x1|x2 ⇔ ¬(x1 ∧ x2)
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Naujos operacijos

Pavyzdys

f6(x1, x2) = x1 ⊕ x2

f1(x1, x2) = x1 ↓ x2
f7(x1, x2) = x1 | x2
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Naujos operacijos

Pyrso rodykl
e

x1 ↓ x2 ⇔ ¬(x1 ∨ x2)

�eferio br	uk²nys

x1|x2 ⇔ ¬(x1 ∧ x2)

Teorema 2.1
Bet kuri login
e operacija gali b	uti uºra²yta, taikant tik vien¡ login¦
opearcij¡ (↓) arba (|).
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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Funkciju� rei²kimas formul
emis

3 Dualumo principas

4 Normaliosios formos
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Dualumo principas

Dualioji funkcija

Funkcija f1(x1, x2, ..., xn) yra dualioji funkcijai f2(x1, x2, ..., xn), jei

f1(x1, x2, ..., xn) = f2(x1, x2, ..., xn)

Pavyzdys

Tegul
f (x) = 1 = x ∨ x ,

tada
f (x) = x ∨ x = x ∧ x = x ∧ x = 0.

Pasteb
ejimas

f2(x1, x2, ..., xn) = f2(x1, x2, ..., xn) = f1(x1, x2, ..., xn)
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Dualumo principas

Dualioji funkcija

Funkcija f1(x1, x2, ..., xn) yra dualioji funkcijai f2(x1, x2, ..., xn), jei

f1(x1, x2, ..., xn) = f2(x1, x2, ..., xn)

Pavyzdys

Tegul
f1(x , y) = x ∨ y , f2(x , y) = x ∧ y .

tada
f1(x , y) = x ∨ y = x ∧ y = x ∧ y = f2(x , y),

f2(x , y) = x ∧ y = x ∨ y = x ∨ y = f1(x , y).

Pasteb
ejimas

f2(x1, x2, ..., xn) = f2(x1, x2, ..., xn) = f1(x1, x2, ..., xn)
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Dualumo principas

Dualioji funkcija

Funkcijos f (x1, x2, ..., xn) duali¡j¡ funkcij¡ f (x1, x2, ..., xn) ºym
esime
f ∗(x1, x2, ..., xn). Tada

f ∗∗ = (f ∗)∗ = f .
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Dualumo principas

Apibr
eºimas

Tegul funkcijos F = F (f1, f2, ..., fm) dualioji funkcija yra F ∗(f1, f2, ..., fm), o
funkciju� f1, f2, ..., fm, dualiosios funkcijos f ∗1 , f

∗
2 , ..., f

∗
m. Tada galioja

dualumo principas: sud
etin
es funkcijos

G (x1, x2, ..., xn) = F (f1(x1, x2, ..., xn), f2(x1, x2, ..., xn), ..., fm(x1, x2, ..., xn))

dualioji funkcija yra

F ∗(f ∗1 (x1, x2, ..., xn), f
∗
2 (x1, x2, ..., xn), ..., f

∗
m(x1, x2, ..., xn)).
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Dualumo principas

Pavyzdys

Tegul funkcijos

F (u, v) = u ∨ v , u = u(x) = x , v = v(y) = y

. Tada
F ∗(u, v) = u ∨ v = u ∧ v ,

u∗(x) = x = x ,

v∗(y) = y = y .

Taigi
(F (u(x), v(y)))∗ = F ∗(u∗(x), v∗(y)) = x ∧ y .
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Dualumo principas

Apibr
eºimas

Funkcija f (x1, x2, ..., xn) yra savidualioji funkcija, jei

f ∗(x1, x2, ..., xn) = f (x1, x2, ..., xn).

Pavyzdys

Funkcija
f (x , y , z) = x ∧ y ∨ x ∧ z ∨ y ∧ z

yra savidualioji.
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Dualiosios funkcijos konstravimo algoritmas

Tegul f (x1, ..., xn) yra i²reik²ta formule, kurioje yra: kintamieji, neigimas, ir
operacijos 0, 1,∨,∧. Tada dualioji funkcija f ∗(x1, ..., xn) gaunama pakeitus:

0→ 1;

1→ 0;

∨ → ∧;
∧ → ∨;
neigimo nekei£iame;

funkciju� eili²kum¡ paveldime.
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Dualumo principas

Pavyzdºiai

Tegul
f (x , y) = x ∧ y ∨ x ∧ y ,

Tada
f ∗(x , y) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y).

Parodykite, kad
f (x , y , z) = x ∧ y ∨ x ∧ z ∨ y ∧ z

yra savidualioji.
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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Funkciju� rei²kimas formul
emis

3 Dualumo principas

4 Normaliosios formos
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Disjunkcin
es ir konjunkcin
es formos

Tegul

xσ =

{
x , jei σ = 0

x , jei σ = 1.

T.y. xx = 1 ir kai x 6= y : xy = 0.
Pastebime i�domi¡ ²ios funkcijos savyb¦, kad xσ = xσ = xσ.

Apibr
eºimas

Formul
e xσ11 ∧ xσ22 ∧ ... ∧ xσnn vadinama elementari¡ja konjunkcija.
�ia σ = (σ1, σ2, ..., σn) yra nuliu� ir vienetu� rinkinys, o xj gali kartotis.
Daºnai Bulio funkcijoms konjunkcijos ºenklas yra praleidºiamas.
Taigi

xσ11 ∧ xσ22 ∧ ... ∧ xσnn = xσ11 xσ22 ...xσnn .
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Disjunkcin
es ir konjunkcin
es formos

Pavyzdºiai

Ar
x1 ∧ x2 ∧ x3, x1x2x3x1x2, x2 ∧ x4, x3x1x2;

x1 ∧ x2 ∧ x3, x1x1, x3x3 ∧ x2 ∧ x1

yra elementariosios konjunkcijos?
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Disjunkcin
es ir konjunkcin
es formos

Apibr
eºimas

Elementariu�ju� konjunkciju� disjunkcija vadinama disjunkcine normali¡ja
forma.

Pavyzdºiai

Ar
x1 ∧ 1 ∧ x4 ∨ 0, x1x3x4 ∨ x2 ∨ x3;

x1 ∧ x2 ∨ x3 ∧ x4 ∧ x5, x1x2x3x1x2, x2 ∧ x4, x3x1x2;

yra disjunkcin
es normaliosios formos?

Tarkime, kad Bulio funkcija f (x1, x2, ..., xn) yra i²reik²ta disjunkcine
normali¡ja forma. �i funkcija bus tapa£iai lygi nuliui (bus prie²tara) tada ir
tik tada, kai kiekviena elementarioji konjunkcija tur
es kuri� nors kintam¡ji� xj
ir jo neigini� x j .
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Disjunkcin
es ir konjunkcin
es formos

Apibr
eºimas

Elementarioji konjunkcija vadinama taisykling¡ja, kai kiekvienas kintamasis
x
σj
j i�eina i� j¡ ne daugiau, kaip vien¡ kart¡ (skai£iuojant ir neiginius).

Pavyzdºiai

Ar
x1 ∧ x2 ∧ x3, x5 ∧ x3 ∧ x4;

x2x2x3, x4x3x3;

yra taisyklingos elementariosios konjunkcijos?
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Disjunkcin
es ir konjunkcin
es formos

Apibr
eºimas

Formul
e xσ11 ∨ xσ22 ∨ ... ∨ xσnn vadinama elementari¡ja disjunkcija.

Apibr
eºimas

Elementariu�ju� disjunkciju� konjunkcija vadinama konjunkcine normali¡ja
forma.

Tarkime, kad Bulio funkcija f (x1, x2, ..., xn) yra i²reik²ta konjunkcine
normali¡ja forma. �i funkcija bus tapa£iai lygi vienetui (bus tautologija)
tada ir tik tada, kai kiekviena elementarioji disjunkcija tur
es kuri� nors
kintam¡ji� xj ir jo neigini� x j .

Pavyzdºiai

Ar
x1 ∨ x2 ∨ x4, x2 ∨ x5 ∨ x4 ∨ x7

yra taisyklingosios elementariosios disjunkcijos?
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Disjunkcin
es ir konjunkcin
es formos

Apibr
eºimas

Elementarioji disjunkcija vadinama taisykling¡ja, kai kiekvienas kintamasis
x
σj
j i�eina i� j¡ ne daugiau, kaip vien¡ kart¡ (skai£iuojant ir neiginius).

Pavyzdºiai

Ar
x1 ∨ x2 ∨ x4, x2 ∨ x5 ∨ x4 ∨ x7

yra taisyklingosios elementariosios disjunkcijos?
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Tobuloji disjunkcin
e normalioji forma

Apibr
eºimas

Taisyklingoji elementarioji konjunkcija/disjunkcija vadinama piln¡ja
kintamu�ju� x1, x2, ..., xn atºvilgiu, jei kiekvienas kintamasis x

σj
j i�eina i� j¡

lygiai vien¡ kart¡ (i�eina kiekvienas kintamasis arba jo neiginys).

Apibr
eºimas

Disjunkcin
e/konjunkcin
e normalioji forma vadinama tobul¡ja, kai visos j¡
sudaran£ios elementariosios konjunkcijos/disjunkcijos yra pilnosios
kintamu�ju� x1, x2, ..., xn atºvilgiu ir n
era vienodu� elementariu�ju�
konjunkciju�/disjunkciju�.
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Tobuloji disjunkcin
e normalioji forma

Apibr
eºimas

Disjunkcin
e/konjunkcin
e normalioji forma vadinama tobul¡ja, kai visos j¡
sudaran£ios elementariosios konjunkcijos/disjunkcijos yra pilnosios
kintamu�ju� x1, x2, ..., xn atºvilgiu ir n
era vienodu� elementariu�ju�
konjunkciju�/disjunkciju�.

Pavyzdºiai

Ar ²i disjunkcin
e forma

x1 ∧ x2 ∧ x3 ∨ x1 ∧ x2 ∧ x3 ∨ x1 ∧ x2 ∧ x3

yra tobuloji?
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Tobuloji disjunkcin
e normalioji forma

Bulio funkcijos tobulosios normaliosios disjunkcin
es formos konstravimo
algoritmas

1 Teisingumo lentel
eje pasirenkame tas eilute (kintamu�ju� x1, x2, ..., xn
realizacijas σ1, σ2, ..., σn), kai funkcijos reik²m
e lygi 1.

2 Ra²ome disjunkcine forma tiek taisyklingu� elementariu�ju� konjunkciju�
xσ11 xσ22 ...xσnn , kiek teisingumo lentel
eje yra vienetu�.

3 Neigimus ra²ome su tais kintamaisiais xj , kai σj = 0. Pavyzdºiui
x01x

0
2x

1
3x

1
4 = x1x2x3x4.
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Tobuloji disjunkcin
e normalioji forma

Pavyzdys

x1 x2 x3 f (x1, x2, x3)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0
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Tobuloji disjunkcin
e normalioji forma

Kiekvien¡ (i²skyrus const=0) Bulio funkcij¡ galima uºra²yti tobul¡ja
disjunkcine normali¡ja forma:

f (x1, x2, ..., xn) =
∨

f (σ1,σ2,...,σn)=1

xσ11 xσ22 ...xσnn .
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Tobuloji disjunkcin
e normalioji forma

Taikant ekvivalen£iuosius loginius pertvarkius

x ∨ xy = x(x ∨ y) = x

xy ∨ xy = x

x ∨ xy = x ∨ y

bet kuri¡ disjunkcin¦ normali¡j¡ form¡ galima pertvarkyti i� tobul¡j¡.

Pavyzdys

Turime
xy + x z =
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Tobuloji disjunkcin
e normalioji forma

Taikant ekvivalen£iuosius loginius pertvarkius

x ∨ xy = x(x ∨ y) = x

xy ∨ xy = x

x ∨ xy = x ∨ y

bet kuri¡ disjunkcin¦ normali¡j¡ form¡ galima pertvarkyti i� tobul¡j¡.

Pavyzdys

Turime
xy + x z = xyz + xyz + xyz + x y z .
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Tobuloji konjunkcin
e normalioji forma

Bulio funkcijos tobulosios normaliosios konjunkcin
es formos konstravimo
algoritmas

1 Teisingumo lentel
eje pasirenkame tas eilute (kintamu�ju� x1, x2, ..., xn
realizacijas σ1, σ2, ..., σn), kai funkcijos reik²m
e lygi 0.

2 Ra²ome konjunkcine forma tiek taisyklingu� elementariu�ju� disjunkciju�
xσ11 xσ22 ...xσn

n , kiek teisingumo lentel
eje yra nuliu�.
3 Neigimus ra²ome su tais kintamaisiais xj , kai σj = 1. Pavyzdºiui

x01 ∨ x02 ∨ x13 ∨ x14 = x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4.
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Tobuloji konjunkcin
e normalioji forma

Pavyzdys

x1 x2 x3 f (x1, x2, x3)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0
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Login
es schemos

Viena svarbiausiu� Bulio funkciju� taikymo sri£iu� yra elektronika. Joje logines
funkcijas vykdo loginiai elementai, kuriu� schemas sudaro jungikliai (raktai),
valdomi schemos loginiais kintamaisiais.
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Formu� minizavimas

Pavyzdys

Turime tobul¡j¡ disjunkcin¦ form¡

xy + xy .

Minimizavimo formul
es

F + F = 1, 1 · F = F , 0+ F = F .
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Karno diagramos

Kitas b	udas minimizuoti disjunkcines formas - Karno (Karnaugh)
diagramos.
Pirmiausia, visas pilnasias elementariasias konjunkcijas sura²ome i� lentel¦.
Dvieju� kintamu�ju� funkcijai, ²i diagrama atrodys:

xy xy

xy x y

Tada xy + xy Karno diagrama gal
esime pavaizduoti

y y

x

x

ir gausime, kad xy + xy = x .
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Karno diagramos

Triju� kintamu�ju� Karno diagrama atrodys:

y y y y

x

x

z z z z

Pavyzdys

Turime tobul¡j¡ disjunkcin¦ form¡

xyz + xyz + xyz + xy z .
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