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Temos planas

@ Pradinés savokos
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Bulio funkcija

Tegul (x1,x2,...,x5) € {0,1}" - nepriklausomi kintamieji. Tada funkcija:

0
f(X1, X0, ey Xn) = {1

yra Bulio funkcija.

Kiek Bulio funkcijy galima sudaryti su n kintamyjy?
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Bulio funkcija

Bulio funkcijos f(xi, X2, ..., x) kintamasis x; : 1 < j < n vadinamas
fiktyviuoju, jei visoms X1, ...Xj—1, Xj41, ..., Xn reiksmeéms

f(...,Xj_l, 0,Xj+1, ) = f(...,Xj_l, 1,Xj+1, )

Kintamieji, kurie néra fiktyvieji, vadinami ésminiais.
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Bulio funkcija

Pavyzdys

e ‘ y ‘ z H f(x,y.z)
0|00 0
0|01 0
0110 1
0|11 1
1100 0
101 0
111]0 1
111 1
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Bulio funkcija

Pavyzdys

X ‘ y ‘ z H f(x,y.2)
0100 0
0101 0
0110 1
0|11 1
1100 0
1701 0
1110 1
111 1
f(x,y,z2)=y=yA(xV-x)=yA(yV-y)VxA-x
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Bulio funkcija

Vieno kintamojo funkcijy yra tik keturios.

X H f(x) =2 ‘ f(x) =7 ‘ f(x) =7 ‘ f(x) =7
0 ? ? ?
1 ? ? ? ?
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Bulio funkcija

Vieno kintamojo funkcijy yra tik keturios.

x || f(x)=0| f(x)=x | f(x)=—-x| f(x) =1

0 0 0 1
1 0 1 0

Kada x yra esminis, kada fiktyvusis kintamasis?
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Bulio funkcija

Nataralu, kad bet kokia vieno kintamojo formule galima suprastinti iki
0,1, x,—x.

Pavyzdys

(x=(x=—x))=x.

Kai x = 0, gauname
0=(0=1)=0="

Kai x =1, gauname

1=(1=0)=1="
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Bulio funkcija

Nataralu, kad bet kokia vieno kintamojo formule galima suprastinti iki
0,1, x,—x.

Pavyzdys

(x=(x=—x))=x.

Kai x = 0, gauname
(0=(0=1)=0=0.

Kai x =1, gauname
l1=(01=0)=1=1

Taigi

(x=(x= —x)) = x) = x.
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Temos planas

@ Funkcijy reiskimas formulémis
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Bulio funkcija

Pabandykime isnagrinéti visas dviejy kintamyjy Bulio funkcijas 7(xi, x2).

Pavyzdys

x|xo|h|la|b|6|G|6|k|f

0| O 010|101 ]0]1
0|1 0Ojo0|1]1|0]|0|1]|1
110 0Oj0|O0|O0O|1|1]|1]1
1|1 ojofojojo0ofoj0]|oO
x| x| || fho| h1| he| hs| fa]fis
0| O 0|1 0 1 0 1 0 1
0|1 00 1 1 0 0 1 1
110 00| O 0 1 1 1 1
1 1 1|1 1 1 1 1 1 1
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Bulio funkcija

Pastebime, kad

| A1 | A3 | fu
X1 ‘—|X2‘X1/\X2 ‘X1<:)X2‘X1=>X2 ‘xz$x1 ‘X]_\/XQ
Al 6 | & | & | f

—|(X1 \/X2) ‘ —|(X2 :>X1) ‘ —|(X1 :>X2) ‘ —|(X1 <:>X2) ‘ —|(X1 /\X2)
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Naujos operacijos

Sudétis moduliu du

X1 D X0 & ((Xl V X2) AN ((—|X1) V (—\Xz)))

<

Pyrso rodyklé

x1lx < —|(X1 VX2)

\

Seferio briiksnys

X1|X2 & —|(X1 VAN X2)
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Naujos operacijos

fo(x1,Xx2) = x1 ® X2

fi(x1,x) =x1 | x

fr(x1,x2) = x1 | x2
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Naujos operacijos

Pyrso rodyklé

x1lx < —\(Xl \/X2)

<

Seferio briiksnys

X1|X2 =4 —|(X1 VAN X2)

.

Bet kuri loginé operacija gali buti uzrasyta, taikant tik vieng logine
opearcija ({) arba (]).

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Bulio funkcijos 2021 m. kovo 22 d. 16 / 45



Temos planas

© Dualumo principas
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Dualumo principas

Dualioji funkcija

Funkcija f1(x1, X2, ..., Xp) yra dualioji funkcijai f(x1, X2, ..., Xn), j€

ﬂ(X17X27 "'7Xn) — 6(?15725 --~77n)

v

Pavyzdys
Tegul

tada

f2(X17X27 '-~7Xn) = f2(X:17X:277X_n) = fl(717727 ...77,7)
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Dualumo principas

Dualioji funkcija

Funkcija fi(x1, X2, ..., xn) yra dualioji funkcijai f(x1, x2, ..., Xn), jei

fl(XlaX27 "'7Xn) = 6(71a72a "'77n)

Pavyzdys
Tegul

filx,y) =xVy, h(xy)=xAy.
tada

V

=h
~—
X
<l
N—"
I
x|
<l
I
x|

=xANy=f(x,y),

<IN <l

A
N V

oh
<
‘fl
Il
x|
<|
Il
||

=xVy = f(x,y). )

f2(X17X27 ~--=Xn) - f2(X:17X:277X:n) - fi(?l,?z, "'7?n)
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Dualumo principas

Dualioji funkcija

Funkcijos f(x1, X2, ..., Xn) dualiaja funkcija f(x1,X2, ..., X,) Zymésime
*(x1, X2, ..., Xn). Tada
=) =f.
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Dualumo principas

Tegul funkcijos F = F(f1, f, ..., fy) dualioji funkcija yra F*(f, 2, ..., fm), 0
funkcijy fi, f2, ..., fm, dualiosios funkcijos f*, f5°, ..., f. Tada galioja
dualumo principas: sudétinés funkcijos

G(x1, X2, ..oy Xn) = F(A (X1, X2y oy Xn), F2(X1, X25 ooy Xn ) ooy Fn(X1, X2, ooy Xn))

dualioji funkcija yra

F (R (X1, X2, ey Xn)y B3 (X015 X2y ey Xn)y ooy T (X1, X2, oy Xn))-
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Dualumo principas

Pavyzdys

Tegul funkcijos

Flu,v)=uVyv, u=ux)=x, v=v(y)=y

. Tada
F*(u,v)=uVv=uAv,
Uf(x) =X = x,
Vy)=y=y
Taigi

A. Medziunas (Diskrecioji matematika) Bulio funkcijos 2021 m. kovo 22 d. 22 /45



Dualumo principas

Funkcija f(x1,x2, ..., xn) yra savidualioji funkcija, jei

(X1, X2y ooy Xn) = F(X1, X2, .vy Xn)-

4

Pavyzdys

Funkcija

f(x,y,z2) =xANyVxANzVyAz

yra savidualioji.
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Dualiosios funkcijos konstravimo algoritmas

Tegul f(x1,...,xn) yra isreikSta formule, kurioje yra: kintamieji, neigimas, ir
operacijos 0,1, V, A. Tada dualioji funkcija f*(xi, ..., x,) gaunama pakeitus:

e 0— 1,

e 1l—0;

oV = A

o N—V,

@ neigimo nekeiCiame;
°

funkcijy eiliskuma paveldime.
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Dualumo principas

Tegul

f(x,y) =xAyVXAY,

Tada
f (x,y) = (xVy) A (x V).

Parodykite, kad
f(x,y,z2) =xAyVxANzVyAz

yra savidualioji.
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Temos planas

@ Normaliosios formos
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Disjunkcinés ir konjunkcinés formos

Tegul

x, jei o =1.

XJ_{X, jeioc=0

Ty x*=1irkaix#y:x¥ =0.
Pastebime jdomia Sios funkcijos savybe, kad x7 = X7 = x7.

Formulé x* A x32 A ... A xJ" vadinama elementarigja konjunkcija.
Cia 0 = (01,02, ...,0,) yra nuliy ir vienety rinkinys, o x; gali kartotis.
Daznai Bulio funkcijoms konjunkcijos zenklas yra praleidziamas.

Taigi

o1 02 on _ 01,02 On
X1 AXy S AN AXET =X Xy S X,
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Disjunkcinés ir konjunkcinés formos

Pavyzdziai

X1 A X2 A X3, X1XoX3X1X2, X2 AXa, X3X1X2,
x1 AN Xxo A X3, X1X1, X3x3/A\Xx2/AXp

yra elementariosios konjunkcijos?
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Disjunkcinés ir konjunkcinés formos

Apibrézimas

Elementariyjy konjunkcijy disjunkcija vadinama disjunkcine normaligja
forma.

Pavyzdziai

x1 ANLAX4s V0, x31X3XaV X0V X3;

X1 AN X2V x3 A Xa \NXs, X1X2X3X1X2, Xo /AX4, X3X1X2;

yra disjunkcinés normaliosios formos?

Tarkime, kad Bulio funkcija 7(x1, x2, ..., x,) yra ireiksta disjunkcine
normaliaja forma. Si funkcija bus tapadiai lygi nuliui (bus priestara) tada ir
tik tada, kai kiekviena elementarioji konjunkcija turés kurj nors kintamajj x;
ir jo neiginj X;.
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Disjunkcinés ir konjunkcinés formos

Apibrézimas

Elementarioji konjunkcija vadinama taisyklingaja, kai kiekvienas kintamasis
xfj jeina j ja ne daugiau, kaip vieng karta (skai€iuojant ir neiginius).

Pavyzdziai

X1 A Xo A X3, X5 AX3AXa;

XoX2X3,  X4X3X3;

yra taisyklingos elementariosios konjunkcijos?
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Disjunkcinés ir konjunkcinés formos

Apibrézimas

Formulé x{* V x32 V ... V xJ" vadinama elementarigja disjunkcija.

Apibrézimas

Elementariyjy disjunkcijy konjunkcija vadinama konjunkcine normaligja
forma.

Tarkime, kad Bulio funkcija 7(x1, x2, ..., x,) yra isreiksta konjunkcine
normaligja forma. Si funkcija bus tapaciai lygi vienetui (bus tautologija)
tada ir tik tada, kai kiekviena elementarioji disjunkcija turés kurj nors
kintamajj x; ir jo neiginj X;.

Pavyzdziai
Ar

X1 VXx2VXg, XoVXs5VXxaVXy

yra taisyklingosios elementariosios disjunkcijos?
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Disjunkcinés ir konjunkcinés formos

Elementarioji disjunkcija vadinama taisyklingaja, kai kiekvienas kintamasis
xfj jeina j ja ne daugiau, kaip vieng karta (skaiCiuojant ir neiginius).

Ar

X1 VXxoVXq, XoVXs5VXxaVXy

yra taisyklingosios elementariosios disjunkcijos?
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Tobuloji disjunkciné normalioji forma

Apibrézimas

Taisyklingoji elementarioji konjunkcija/disjunkcija vadinama pilnaja
kintamyjy xi, X2, ..., X, atzvilgiu, jei kiekvienas kintamasis ij Jeina j ja
lygiai vieng karta (jeina kiekvienas kintamasis arba jo neiginys).

Apibrézimas

| A

Disjunkciné/konjunkciné normalioji forma vadinama tobulaja, kai visos ja
sudarancios elementariosios konjunkcijos/disjunkcijos yra pilnosios
kintamyjy xi, X2, ..., X, atzvilgiu ir néra vienody elementariyjy
konjunkcijy/disjunkcijy.

N,
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Tobuloji disjunkciné normalioji forma

Apibrézimas
Disjunkciné/konjunkciné normalioji forma vadinama tobulaja, kai visos ja
sudarancios elementariosios konjunkcijos/disjunkcijos yra pilnosios

kintamyjy x1, X2, ..., X, atzvilgiu ir néra vienody elementariyjy
konjunkcijy /disjunkcijy.

Pavyzdziai

| A

Ar §i disjunkciné forma
X1 ANXo AXx3 VX1 Axo AX3V X1 AXoAN\X3

yra tobuloji?

N
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Tobuloji disjunkciné normalioji forma

Bulio funkcijos tobulosios normaliosios disjunkcinés formos konstravimo
algoritmas
© Teisingumo lenteléje pasirenkame tas eilute (kintamyjy x1, x2, ..., X,
realizacijas 01, 02, ..., 0,), kai funkcijos reiksmé lygi 1.
@ Rasome disjunkcine forma tiek taisyklingy elementariyjy konjunkcijy
x{'x32..x3", kiek teisingumo lenteléje yra vienety.
© Neigimus raSome su tais kintamaisiais x;, kai 0; = 0. PavyzdZiui

xloxgx%x} = X1X2X3X4.
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Tobuloji disjunkciné normalioji forma

Pavyzdys

X1 ‘ X2 ‘ X3 H f(Xl,X2,X3)
0100 0
001 1
0| 1]0 0
011 0
110|0 1
1101 1
1110 0
11111 0
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Tobuloji disjunkciné normalioji forma

Kiekviena (isskyrus const=0) Bulio funkcija galima uZrasyti tobulaja
disjunkcine normaligja forma:

ag 0
f(X1, X0, ey Xn) = \/ X{IX52 . Xp"

F(01,02,000)=1
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Tobuloji disjunkciné normalioji forma

Taikant ekvivalenciuosius loginius pertvarkius
xVxy=x(xVy)=x

Xy V Xy =x
XVXy=xVy
bet kurig disjunkcine normaligja forma galima pertvarkyti j tobulaja.

Turime

Xy +Xz =
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Tobuloji disjunkciné normalioji forma

Taikant ekvivalenciuosius loginius pertvarkius
xVxy=x(xVy)=x

Xy V Xy =x
XVXy=xVy
bet kurig disjunkcine normaligja forma galima pertvarkyti j tobulaja.

Turime

Xy +XZ=Xxyz+xyZ+Xyz+Xyz.
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Tobuloji konjunkciné normalioji forma

Bulio funkcijos tobulosios normaliosios konjunkcinés formos konstravimo
algoritmas
© Teisingumo lenteléje pasirenkame tas eilute (kintamyjy x1, x, ..., X,
realizacijas 01, 07, ..., 0,), kai funkcijos reiksmé lygi 0.
© Rasome konjunkcine forma tiek taisyklingy elementariyjy disjunkcijy
x{1x52...x3n, kiek teisingumo lenteléje yra nuliy.
© Neigimus raSome su tais kintamaisiais x;, kai 0; = 1. PavyzdZiui
VAV VG =xVx VX3 VXy
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Tobuloji konjunkciné normalioji forma

Pavyzdys

X1 ‘ X2 ‘ X3 H f(Xl,X2,X3)
0100 0
001 1
0| 1]0 0
011 0
110|0 1
1101 1
1110 0
11111 0
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Loginés schemos

Viena svarbiausiy Bulio funkcijy taikymo sriCiy yra elektronika. Joje logines
funkcijas vykdo loginiai elementai, kuriy schemas sudaro jungikliai (raktai),
valdomi schemos loginiais kintamaisiais.

A
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Formy minizavimas

Turime tobulaja disjunkcine forma

Xy + Xy.

Minimizavimo formulés

F+F=1, 1-F=F, 0+F=F.
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Karno diagramos

Kitas budas minimizuoti disjunkcines formas - Karno (Karnaugh)
diagramos.

Pirmiausia, visas pilnasias elementariasias konjunkcijas surasome j lentele.
Dviejy kintamyjy funkcijai, $i diagrama atrodys:

Xy | Xy
Xy | Xy

Tada xy + xy Karno diagrama galésime pavaizduoti

yly

x|

ir gausime, kad xy + xy = x.
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Karno diagramos

Trijy kintamyjy Karno diagrama atrodys:

<

ylyly

x|

NI
N
N
NI

Turime tobulaja disjunkcine forma

Xyz + Xyz + xXyzZ + Xy Z.
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