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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Login
es operacijos

3 Teiginiu� algebros formul
es

4 Logikos formuliu� semantika

5 Formalizuotas teiginiu� skai£iavimas

6 Predikatu� logika

7 Predikatu� skai£iavimo d
esniai

A. Medºi	unas (Diskre£ioji matematika) Logika 2021 m. kovo 8 d. 2 / 67



Teiginio s¡voka

Teiginys

Sakinys, tvirtinimas, rei²kimas, kuris visada arba teisingas, arba
klaidingas.

Pavyzdºiai

2 > 5;

α = β;

π yra iracionalusis skai£ius;

-Uºtai, vaike, dabar mokykis gyventi! (�emait
e).
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Teiginiai logikoje

Logikoje samprotavimu� turinys mums n
era svarbus: domina teisingu�
samprotavimu� sudarymo formos. Svarbios tik teiginiu� reik²m
es: teisingas

arba klaidingas.

Loginiu� konstantu� ºym
ejimo pavyzdºiai

TRUE, FALSE;

T,F; t,f;

T,K; t,k;

1,0.

Loginiu� kintamu�ju� ºym
ejimo pavyzdºiai

A,B,C ,D, ...

a, b, c, d , ...

f1, h2, ...
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Loginiai kintamieji

Loginis kintamasis

Kintamasis x , kuris i�gyja dvi reik²mes t - tiesa arba k - klaida (x ∈ t, k).

Pavyzdys

T1 =�atsitiktinai parinkto studento gimimo dienos skai£ius bus
pirminis skai£ius�
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Login
e operacija

Naujiems teiginiams sudaryti apibr
eºiamos login
es operacijos, kurios
formalizuoja matematiniu� teoremu� i�rodym¡.

Pavyzdys

Tegul x ir y yra teiginiai/loginiai kintamieji. Atliekant logines operacijas

su x ir y gausime naujus teiginius.

Operacijos atliekamas su: vienu kintamuoju vadinsime
unariosiomis(vienviet
emis), su dviem - binariosiomis(dviviet
emis),
su trim - ternariosiomis(triviet
emis) ir t.t.
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Neigimo operacija

Apibr
eºimas

Teiginio T neigimu vadinamas naujas teiginys, kuri� ºymime T arba ¬T ir
skaitome ne T , netiesa, kad T .

T T

1 0
0 1

Teisingumo reik²miu� lentel
e: neigimas
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Disjunkcijos operacija

Apibr
eºimas

Paºym
ekime disjunkcij¡ simboliu ∨. Tada teiginys x ∨ y (x arba y) yra
teisingas, jei teisingas bent vienas i² teiginiu� x , y

x y x ∨ y

1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Teisingumo reik²miu� lentel
e: disjunkcija

Disjunkcij¡ kartais dar vadiname logine suma.
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Konjunkcijos operacija

Apibr
eºimas

Paºym
ekime konjunkcij¡ simboliu ∧. Tada teiginys x ∧ y (x ir y) yra
teisingas, jei teisingi abu teiginiai x , y

x y x ∧ y

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Teisingumo reik²miu� lentel
e: konjunkcija

Konjunkcij¡ kartais dar vadiname logine sandauga.
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Implikacijos operacija

Apibr
eºimas

Paºym
ekime implikacij¡ simboliu ⇒. Tada teiginys x ⇒ y (jei x , tai y)
yra klaidingas tik tuo atveju, jei teisingas x , o y - klaidingas.

x y x ⇒ y

1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Teisingumo reik²miu� lentel
e: implikacija

I² teisingos prielaidos i²plaukia tik teisinga i²vada, o klaidinga i²vada
i²plaukia tik i² klaidingos prielaidos.
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Ekvivalentumo operacija

Apibr
eºimas

Paºym
ekime ekvivalentum¡ simboliu ⇔. Tada teiginys x ⇔ y (x tada ir
tik tada, kai y) yra teisingas tik tuo atveju, jei abu teiginiai x , y yra teisingi
arba abu klaidingi.

x y x ⇔ y

1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Teisingumo reik²miu� lentel
e: ekvivalentumas
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Temos planas
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2 Login
es operacijos
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Teiginiu� algebros formul
es

Mes vadiname formules propozicin
emis nor
edami pabr
eºti, kad mums r	upi
tik:

bendroji formul
es strukt	ura

pavidalas

sudedamu�ju� daliu� (simboliu�) vietos (pozicijos)

Ab
ec
el
e

Aib
e

U = {a, b, ...,A,B, ..., x1, ...,Y2, ...,

¬,∧,∨,⇒,⇔,
( , )}

Aib
es U elementai - loginiai kintamieji, login
es operacijos ir skliaustai
vadinami raid
emis.
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Formul
es

Formul
es logikoje apibr
eºiamos ju� sudarymo taisykl
emis.

Formul
es

a, b, ...,A,B, ...x1, ...,Y2, ... yra formul
es

jei A - formul
e, tai (¬A) - formul
e

jei A ir B yra formul
es, tai (A ∧ B), (A ∨ B), (A⇒ B), (A⇔ B) -
formul
es

kitu� formuliu� n
era

Pavyzdºiai

x1 = A ∧ ¬B
x2 = A ∧ (¬B)
x3 = (A ∧ (¬B))
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Formul
es

Formul
es logikoje apibr
eºiamos ju� sudarymo taisykl
emis.

Formul
es

a, b, ...,A,B, ...x1, ...,Y2, ... yra formul
es

jei A - formul
e, tai (¬A) - formul
e

jei A ir B yra formul
es, tai (A ∧ B), (A ∨ B), (A⇒ B), (A⇔ B) -
formul
es

kitu� formuliu� n
era

Pavyzdºiai

y1 = A ∨ B ∧ C

y2 = (A ∨ B) ∧ C

y3 = A ∨ (B ∧ C )
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Temos planas
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Tautologijos

Tarkime, kad X = (x1, x2, ..., xn) yra loginiu� kintamu�ju� rinkinys. F (X )
login
e formul
e.

Interpretacija

Loginiu� kintamu�ju� xj : j ∈ [1, n] reik²miu� {t, k} rinkinys ν = (ν1, ν2, ..., νn).

Pavyzdºiai

ν(1) = (k , t, k)

ν(2) = (t, t, k)

yra kintamu�ju� (x , y , z) interpretacijos.
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Tautologijos

I�vykdomoji formul
e

Formul
e, kuriai egzistuoja tokia interpretacija ν, kad F (ν) = t.

Pavyzdºiai

f (x , y) = x ∨ y ,

Tautologija (tapa£iai teisinga)

Formul
e, kuri i�gyja t reik²m¦ bet kuriai interpretacijai. �ym
esime �.

Prie²tara (tapa£iai klaidinga)

Formul
e, kuri i�gyja k reik²m¦ bet kuriai interpretacijai. Pastebime, kad F
yra prie²tara tada ir tik tada, kai ¬F - tautologija.
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Tautologijos

I�vykdomoji formul
e

Formul
e, kuriai egzistuoja tokia interpretacija ν, kad F (ν) = t.

Pavyzdºiai

f (x , y) = x ∨ y ,

g(x) = x ∧ (¬x).

Tautologija (tapa£iai teisinga)

Formul
e, kuri i�gyja t reik²m¦ bet kuriai interpretacijai. �ym
esime �.

Prie²tara (tapa£iai klaidinga)

Formul
e, kuri i�gyja k reik²m¦ bet kuriai interpretacijai. Pastebime, kad F
yra prie²tara tada ir tik tada, kai ¬F - tautologija.
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Tautologijos

I�vykdomoji formul
e

Formul
e, kuriai egzistuoja tokia interpretacija ν, kad F (ν) = t.

Tautologija (tapa£iai teisinga)

Formul
e, kuri i�gyja t reik²m¦ bet kuriai interpretacijai. �ym
esime �.

Prie²tara (tapa£iai klaidinga)

Formul
e, kuri i�gyja k reik²m¦ bet kuriai interpretacijai. Pastebime, kad F
yra prie²tara tada ir tik tada, kai ¬F - tautologija.

Ekvivalentumas

Formul
es F ir G vadinamos ekvivalen£iomis, jei visoms interpretacijoms
ν : F (ν) = G (ν). �ym
esime ∼=.
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Tautologijos

Ekvivalentumo savyb
es

re�eksyvumas F ∼= F ;

simetri²kumas jei F1 ∼= F2, tai F2 ∼= F1;

tranzityvumas jei F1 ∼= F2 ir F2 ∼= F3, tai F1 ∼= F3.
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�vent
e!!!
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Tautologijos

Teorema 1.1

Formul
es F ir G yra ekvivalen£ios tada ir tik tada, kai formul
e (F ⇔ G )
yra tautologija.

Ekvivalentumas

Formul
es F ir G vadinamos ekvivalen£iomis, jei visoms interpretacijoms
ν : F (ν) = G (ν). �ym
esime ∼=.

Tautologija (tapa£iai teisinga)

Formul
e, kuri i�gyja t reik²m¦ bet kuriai interpretacijai. �ym
esime �.

Apibr
eºimas

Teiginys x ⇔ y yra teisingas tik tuo atveju, jei abu teiginiai x , y yra teisingi
arba abu klaidingi.
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Tautologijos

Ekvivalen£iu�ju� formuliu� pavyzdºiai

¬¬F ∼= F

F ⇒ G ∼= ¬G ⇒ ¬F
F ⇔ G ∼= ¬F ⇔ ¬G

F ∨ F ∼= F

F ⇒ G ∼= ¬F ∨ G

F ∧ t ∼= F

F ∨ t ∼= t

A. Medºi	unas (Diskre£ioji matematika) Logika 2021 m. kovo 8 d. 25 / 67



Tautologijos

Ekvivalen£iu�ju� formuliu� pavyzdºiai

I�rodysime, kad ¬¬F ∼= F
kai F = t, turime ¬¬F = ¬¬t = t;
kai F = k , turime ¬¬F = ¬¬k = k .

D
emesio!

Lygyb
es ºenklas rei²kia konkre£i¡ formul
es reik²m¦ esant konkre£iai
realizacijai.
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Logikos d
esniai

Logikos d
esniais vadinsime formules, kurios yra tautologijos.

Negalimo tre£io d
esnis

x ∨ ¬x

Dvigubasis neigimas

¬¬x ⇔ x

Prie²taravimas

¬(¬x ∧ x)

Tapatyb
es d
esnis

x ⇒ x
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Logikos d
esniai

Logikos d
esniais vadinsime formules, kurios yra tautologijos.

Modus ponens

x ∧ (x ⇒ y)⇒ y

Modus tollens

(x ⇒ y) ∧ ¬y ⇒ ¬x

Silogizmas

(x ⇒ y) ∧ (y ⇒ z)⇒ (x ⇒ y)

Kontrapozicija

x ⇒ y ⇔ ¬y ⇒ ¬x
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Logikos d
esniai

Logikos d
esniais vadinsime formules, kurios yra tautologijos.

de Morgano d
esniai

¬(x ∧ y)⇔ ¬x ∨ ¬y

¬(x ∨ y)⇔ ¬x ∧ ¬y
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Konjunkcijos ir disjunkcijos savyb
es

Idempotentumas

x ∨ x ⇔ x

x ∧ x ⇔ x

Komutatyvumas

x ∨ y ⇔ y ∨ x

x ∧ y ⇔ y ∧ x

Asociatyvumas

(x ∨ y) ∨ z ⇔ x ∨ (y ∨ z)

(x ∧ y) ∧ z ⇔ x ∧ (y ∧ z)
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Konjunkcijos ir disjunkcijos savyb
es

Distributyvumas

x ∧ (y ∨ z)⇔ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

x ∨ (y ∧ z)⇔ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

Absorbcija

x ∧ (x ∨ y)⇔ x

x ∨ (x ∧ y)⇔ x
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Tautologiju� nustatymo taisykl
es

Teorema 1.2

Tarkime, kad formul
es F ir F ⇒ G yra tautologijos. Tada formul
e G irgi
yra tautologija (t.y. i² � F ir � F ⇒ G i²plaukia � G ).

Teorema 1.2 kitaip

Jei F ⇒ G yra tautologija, o F pasirodo taip pat tautologija, tada formul
e
G irgi yra tautologija (t.y. i² � F ⇒ G ir � F i²plaukia � G ).

Pavyzdºiai

I² � X ⇒ Y ∨ X ir � X ⇒ X gauname � Y ∨ (X ⇒ X ).
I² � X ⇒ Y ∨ X ir � X ∧ Y ⇒ Y gauname � Y ∨ (X ∧ Y ⇒ Y ).
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Tautologiju� nustatymo taisykl
es

Prie²taros metodas

I�rodykite prie²taros metodu, kad formul
e F = (A⇒ (B ⇒ A)) yra
tautologija.

Ekvivalen£iu�ju� pertvarkiu� metodas

I�rodykite, kad
F = A ∧ B ∨ (¬A ∨ ¬B)

yra tautologija.
I�rodymas

A ∧ B ∼= ¬¬(A ∧ B) (dvigubas neigimas)

¬A ∨ ¬B ∼= ¬(A ∧ B) (de Morganas)

(¬¬(A ∧ B)) ∨ (¬(A ∧ B)) ∼= t (negalimas tre£ias)
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Logininis i²vedamumas

Login
e i²vada

Formul
e H(x1, x2, ..., xn) yra loginiu� formuliu�
F1(x1, x2, ..., xn),F2(x1, x2, ..., xn), ...,Fm(x1, x2, ..., xn) login
e i²vada, jei H
i�gyja reik²m¦ t, kai visos formul
es Fj i�gyja reik²m¦ t.
�ym
esime

F1,F2, ...,Fm � H.

Taigi, jei prielaidos F1(x1, x2, ..., xn),F2(x1, x2, ..., xn), ...,Fm(x1, x2, ..., xn)
yra tautologijos, tai ir login
e i²vada H irgi yra tautologija.
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Logininis i²vedamumas

1.3 Teorema (login
es i²vados poºymis)

Formul
e H yra formul
es F login
e i²vada tada ir tik tada, kai implikacija
F ⇒ H yra tautologija.
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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Login
es operacijos

3 Teiginiu� algebros formul
es

4 Logikos formuliu� semantika

5 Formalizuotas teiginiu� skai£iavimas

6 Predikatu� logika

7 Predikatu� skai£iavimo d
esniai
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Teisingu� samprotavimu� taisykl
es

1.3 Teorema (login
es i²vados poºymis)

Formul
e H yra formul
es F login
e i²vada tada ir tik tada, kai implikacija
F ⇒ H yra tautologija.

Panaudoj¦ ²i¡ ir kitas tautologijas (teoremas apie tautologijas) galime
i²skirti teisingu� samprotavimu� strukt	uras. T.y. rasti, kas i² ko i²plaukia.

I²vados atskyrimo nuo prielaidos taisykl
e

Turime tautologij¡
� (F ∧ (F ⇒ G ))⇒ G .

Pagal 1.3 teorem¡, jei turime teisingas formules F ir F ⇒ G , tai gauname
ir teising¡ formul¦ G . Ra²ysime

F ,F ⇒ G

∴ G
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Teisingu� samprotavimu� taisykl
es

Prielaidos atskyrimo nuo i²vados taisykl
e

Turime tautologij¡
� (¬G ∧ (F ⇒ G ))⇒ ¬F .

Pagal 1.3 teorem¡, jei turime teisingas formules ¬G ir F ⇒ G , tai
gauname ir teising¡ formul¦ ¬F . Ra²ome

¬G ,F ⇒ G

∴ ¬F
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Teisingu� samprotavimu� taisykl
es

Konstrukcin
e dilema

� ((x ⇒ y) ∧ (z ⇒ w)) ∧ (x ∨ z)⇒ y ∨ w

(x ⇒ y) ∧ (z ⇒ w), (x ∨ z)

∴ y ∨ w

Kontrapozicija

� (x ⇒ y)⇒ (¬y ⇒ ¬x)
x ⇒ y

∴ ¬y ⇒ ¬x
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Teisingu� samprotavimu� taisykl
es

Silogizmas

� (x ⇒ y) ∧ (y ⇒ z)⇒ (x ⇒ z)

x ⇒ y , y ⇒ z

∴ x ⇒ z

Prielaidu� perstata

� x ⇒ (y ⇒ z)⇔ y ⇒ (x ⇒ z)

x ⇒ (y ⇒ z)

∴ y ⇒ (x ⇒ z)
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Teisingu� samprotavimu� taisykl
es

Prielaidu� sujungimas

� x ⇒ (y ⇒ z)⇔ x ∧ y ⇒ z

x ⇒ (y ⇒ z)

∴ x ∧ y ⇒ z

Prielaidu� atskyrimas

� (x ∧ y ⇒ z)⇒ (x ⇒ (y ⇒ z))

x ∧ y ⇒ z

∴ x ⇒ (y ⇒ z)
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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Login
es operacijos

3 Teiginiu� algebros formul
es

4 Logikos formuliu� semantika

5 Formalizuotas teiginiu� skai£iavimas

6 Predikatu� logika

7 Predikatu� skai£iavimo d
esniai
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Kvantoriai ir predikatai

Ar ²ie loginiai samprotavimai yra teiginiai?

x > π, x ∈ R

α = β

Kaip suprantate ²iuos samprotavimus?

Visos Aldonos draug
es yra student
es. Bron
e yra Aldonos draug
e.
Tod
el Bron
e yra student
e.

Kai kuriu� ²aliu� sostin
es yra miestai. Tod
el yra sostiniu�, kurios yra
kaimai.
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Kvantoriai

Egzistavimo kvantorius

Login
e operacija, kuri rodo, kad egzistuoja tam tikras objektas.
�ym
esime - ∃.

Pavyzdys

∃α : p(α)

Skaitome: egzistuoja α, tokia kad turi savyb¦ p.
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Kvantoriai

Bendrumo kvantorius

Login
e operacija, kuri rodo, kad visi objektai turi tam tikr¡ savyb¦.
�ym
esime - ∀.

Pavyzdys

∀α p(α)

Skaitome: visiems α, galioja s¡lyga p.
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Predikatai

Apibr
eºimas

Dalykiniu� kintamu�ju� (arba tiesiog kintamu�ju�) x , y , z , ..., x1, y2, ... reik²mes
α, β, ..., α1, β3 vadinsime konstantomis.

Predikatas

Funkcija P(x1, x2, ..., xn), kuri bet kuriai kintamu�ju� x1, x2, ..., xn realizacijai
α1, α2, ..., αn yra teiginys.

Predikatu� pavyzdºiai

P(x , y) = �x2 > y �

G (x) = � sin x > cos x �

R(y) = �y2 = e−y �
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Predikatai, kvantoriai ir teiginiai

Predikatu� pavyzdºiai

P(x , y) = �x2 > y �

G (x) = � sin x > cos x �

R(y) = �y2 = e−y �

Taikydami kvantorius ir predikatus, galime sudaryti naujus teiginius.

Pavyzdºiai

∀x∃yP(x , y), ∃xG (x) - teisingi teiginiai.

∀yR(y) - klaidingas teiginys.
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Bron¦ prisiminus...

Pavyzdys

Visos Aldonos draug
es yra student
es. Bron
e yra Aldonos draug
e.
Tod
el Bron
e yra student
e.

Tegul, predikatai:

D(x , y) = �x ir y yra draug
es�,

S(y) = �y yra student
e�,

dalykin
es konstantos:

A - Aldona,
B - Bron
e.

Tada:
∀y(D(A, y)⇒ S(y)), D(A,B)

∴ S(B)
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Apibr
eºimo sritis

Predikatas P(x1, x2, ..., xn) i�gyja reik²mes t ir k , priklausomai nuo
x1, x2, ..., xn reik²miu�.

Predikato apibr
eºimo sritis

Aib
e Mj , kuriai priklauso kintamasis xj .

Tada:
(x1, x2, ..., xn) ∈ M1 ×M2 × ...×Mn.

Pastebime, kad priklausomai nuo predikato apibr
eºimo srities, jo savyb
es
gali i² esm
es pasikeisti.
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Apibr
eºimo sritis

Teisingumo aib
e

Predikato P(x1, x2, ..., xn), apibr
eºimo srityje M1 ×M2 × ...×Mn esantis
poaibis P+ ⊂ M1 ×M2 × ...×Mn, toks kad predikatas P i�gyja reik²m¦ t
su visais (x1, x2, ..., xn) ∈ P+ ir reik²m¦ k , kai (x1, x2, ..., xn) /∈ P+. T.y.{

P(x) = t, kai x ∈ P+,

P(x) = k , kai x /∈ P+.

Apibr
eºimas

Predikatas P(x1, x2, ..., xn) vadinamas:

tautologija, kai P+ = M1 ×M2 × ...×Mn,

prie²tara, kai P+ = ∅,

i�vykdomuoju, kai P+ 6= ∅,

paneigiamuoju, kai P+ 6= M1 ×M2 × ...×Mn.
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Lygiaver£iai predikatai

Apibr
eºimas

Du predikatai P(x1, x2, ..., xn) ir Q(x1, x2, ..., xn) yra vadinami lygiaver£iais
(ekvivalen£iais P ∼= Q), kai

1 jie apibr
eºti toje pa£ioje srityje M1 ×M2 × ...×Mn,
2 ju� teisingumo aib
es sutampa P+ = Q+.

Pavyzdys

P(x , y) = �
√
xy = 9�

Q(x , y) = �
√
x · √y = 9�
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Predikatai ir loginiai teiginiai

Pastebime, kad jei predikatai P ir Q turi t¡ pa£i¡ apibr
eºimo sriti�, tai
dalykiniu� konstantu� rinkiniui (x01 , x

0
2 , ..., x

0
n ) i² ²ios srities/aib
es

P0 = P(x01 , x
0
2 , ..., x

0
n ) ir Q

0 = Q(x01 , x
0
2 , ..., x

0
n ) yra teiginiai. Taigi, jiems

galioja visos teiginiu� savyb
es.

Apibr
eºimas

Predikatas Q(x1, x2, ..., xn) vadinamas predikato P(x1, x2, ..., xn) logine
i²vada (P � Q), jei predikato P reik²m
e lygi t su visais tais x1, x2, ..., xn,
kai Q i�gyja reik²m¦ t. Kitaip pasakius P+ ⊂ Q+.

Pavyzdys

Aib
eje N, turime predikatus:

D3(n) = �n - dalus i² 3�

D9(n) = �n - dalus i² 9�

A. Medºi	unas (Diskre£ioji matematika) Logika 2021 m. kovo 8 d. 55 / 67



Predikatai ir teiginiai

Predikatu� savyb
es

Tegul P ir Q yra predikatai. Tada:

P ∼= Q tada ir tik tada, kai predikatas P ⇔ Q yra tautologija.

P ∼= Q tada ir tik tada, kai predikatai P ⇒ Q ir Q ⇒ P yra
tautologijos.

P � Q tada ir tik tada, kai predikatas P ⇒ Q yra tautologija.

Tegul predikatai P ir Q yra apibr
eºti toje pa£ioje srityje ir Q yra
tautologija. Tada bet kokiam P , galioja P � Q.

Tegul P ⇒ Q ir P yra tautologijos. Tada predikatas Q irgi yra
tautologija.
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Operacijos su predikatais

Apibr
eºimas

Predikatas ¬P yra vadinamas predikato P neiginiu, jei:
1 jis turi t¡ pa£i¡ apibr
eºimo sriti�,
2 i�gyja, reik²m¦ k , kai P lygus t, ir reik²m¦ t prie²ingu atveju.

Pavyzdys

1 P(x) = �x ≥ 0� ir ¬P(x) = �x < 0�
2 L(f ) = �f (x) yra lygin
e realiojo kintamojo funkcija�

¬L(f ) = �f (x) yra nelygin
e realiojo kintamojo funkcija�
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Operacijos su predikatais

Apibr
eºimas

Predikatas ¬P yra vadinamas predikato P neiginiu, jei:
1 jis turi t¡ pa£i¡ apibr
eºimo sriti�,
2 i�gyja, reik²m¦ k , kai P lygus t, ir reik²m¦ t prie²ingu atveju.

Pavyzdys

1 P(x) = �x ≥ 0� ir ¬P(x) = �x < 0�
2 L(f ) = �f (x) yra lygin
e realiojo kintamojo funkcija�

¬L(f ) = �f (x) n
era lygin
e realiojo kintamojo funkcija�
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Operacijos su predikatais

Apibr
eºimas

Predikatu� P(x1, x2, ..., xn) ir Q(y1, y2, ..., ym) apibr
eºtu� aib
ese
M1×M2× ...×Mn ir K1×K2× ...×Km, konjunkcija vadinamas predikatas

P(x1, x2, ..., xn) ∧ Q(y1, y2, ..., ym),

apibr
eºtas srityje M1 ×M2 × ...×Mn ×K1 ×K2 × ...×Km ir i�gyjantis t tik
ir tik tuo atveju, jei abu predikatai P ir Q lyg	us t.

Pavyzdys

Tegul aib
eje [−1, 1] ⊂ R apibr
eºti predikatai:

P(x) = �|x | < 1�

Q(x) = �x 6= 0�

Tada (P ∧ Q)+ = (−1, 0) ∪ (0, 1).
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Operacijos su predikatais

Apibr
eºimas

Predikatu� P(x1, x2, ..., xn) ir Q(y1, y2, ..., ym) apibr
eºtu� aib
ese
M1×M2× ...×Mn ir K1×K2× ...×Km, disjunkcija vadinamas predikatas

P(x1, x2, ..., xn) ∨ Q(y1, y2, ..., ym),

apibr
eºtas srityje M1 ×M2 × ...×Mn ×K1 ×K2 × ...×Km ir i�gyjantis t tik
ir tik tuo atveju, jei kai bent vienas predikatas P ir Q lyg	us t.

Pavyzdys

Tegul aib
eje [−1, 1] ⊂ R apibr
eºti predikatai:

P(x) = �|x | < 1�

Q(x) = �x 6= 0�

Tada (P ∨ Q)+ = [−1, 1].
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Temos planas

1 Pradin
es s¡vokos

2 Login
es operacijos

3 Teiginiu� algebros formul
es

4 Logikos formuliu� semantika

5 Formalizuotas teiginiu� skai£iavimas

6 Predikatu� logika

7 Predikatu� skai£iavimo d
esniai
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriu� rei²kimas vienas kitu

De Morgano d
esniai predikatams

¬(∃xP(x))⇔ ∀x(¬P(x))

¬(∀xP(x))⇔ ∃x(¬P(x))
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriu� rei²kimas vienas kitu

Kvantoriu� s¡veika su konjunkcija ir disjunkcija

∀(P(x) ∧ Y )⇔ (∀xP(x)) ∧ Y

∀(P(x) ∨ Y )⇔ (∀xP(x)) ∨ Y

∃(P(x) ∧ Y )⇔ (∃xP(x)) ∧ Y

∃(P(x) ∨ Y )⇔ (∃xP(x)) ∨ Y
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriu� rei²kimas vienas kitu

Kvantoriu� s¡veika su konjunkcija ir disjunkcija

∀(P(x) ∧ Y )⇔ (∀xP(x)) ∧ Y

∀(P(x) ∨ Y )⇔ (∀xP(x)) ∨ Y

∃(P(x) ∧ Y )⇔ (∃xP(x)) ∧ Y

∃(P(x) ∨ Y )⇔ (∃xP(x)) ∨ Y
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriu� rei²kimas vienas kitu

Kvantoriu� s¡veika su konjunkcija ir disjunkcija

∀x(P(x) ∧ Q(x))⇔ (∀xP(x)) ∧ (∀xQ(x))

∃x(P(x) ∨ Q(x))⇔ (∃xP(x)) ∨ (∃xQ(x))

(∃xP(x)) ∧ (∃xQ(x))⇒ ∃x(P(x) ∧ Q(x))

(∀xP(x)) ∨ (∀xQ(x))⇒ ∀x(P(x) ∨ Q(x))
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriu� rei²kimas vienas kitu

Kvantoriu� s¡veika su implikacija

∀x(P(x)⇒ Q)⇔ (∃xP(x))⇒ Q

∃x(P(x)⇒ Q)⇔ (∀xP(x))⇒ Q

∀x(Q ⇒ P(x))⇔ Q ⇒ (∀xP(x))

∃x(Q ⇒ P(x))⇔ Q ⇒ (∃xP(x))
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriu� rei²kimas vienas kitu

Kvantoriu� pa²alinimo ir i�vedimo d
esniai

∀xP(x)⇒ P(y)

P(y)⇒ ∃xP(x)

Kvantoriu� komutatyvumas

∀x∀yP(x , y)⇔ ∀y∀xP(x , y)

∃x∃yP(x , y)⇔ ∃y∃xP(x , y)

∃x∀yP(x , y)⇔ ∀y∃xP(x , y)
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