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Temos planas

@ Pradinés savokos
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Teiginio savoka

Sakinys, tvirtinimas, reiskimas, kuris visada arba teisingas, arba
klaidingas.

Pavyzdziai

@ 2>5;
° a=/(;
@ 7 yra iracionalusis skaicius;

o -Uztai, vaike, dabar mokykis gyventil (Zemaité).
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Teiginiai logikoje

Logikoje samprotavimy turinys mums néra svarbus: domina teisingy
samprotavimy sudarymo formos. Svarbios tik teiginiy reikimés: teisingas
arba klaidingas.

Loginiy konstanty zyméjimo pavyzdziai
e TRUE, FALSE;

o T,F; t.f;
o T,K: t,k;
e 1,0.

Loginiy kintamyjy Zyméjimo pavyzdziai
e A B,C,D,..
@ a,b,c,d,...

o fi,hy,...
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Loginiai kintamieji

Loginis kintamasis

Kintamasis x, kuris jgyja dvi reikSmes t - tiesa arba k - klaida (x € t, k).

@ T =,atsitiktinai parinkto studento gimimo dienos skaicius bus
pirminis skaicius”
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Temos planas

© Loginés operacijos
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Loginé operacija

Naujiems teiginiams sudaryti apibréziamos loginés operacijos, kurios
formalizuoja matematiniy teoremy jrodyma.

Tegul x ir y yra teiginiai/loginiai kintamieji. Atliekant logines operacijas
su x ir y gausime naujus teiginius.

Operacijos atliekamas su: vienu kintamuoju vadinsime
unariosiomis(vienvietémis), su dviem - binariosiomis(dvivietémis),
su trim - ternariosiomis(trivietémis) ir t.t.
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Neigimo operacija

Apibrézimas

Teiginio T neigimu vadinamas naujas teiginys, kurj Zymime T arba —T ir
skaitome ne T, netiesa, kad T.

Teisingumo reiksmiy lentelé: neigimas
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Disjunkcijos operacija

Apibrézimas

Pazymékime disjunkcija simboliu \V. Tada teiginys x VV y (x arba y) yra
teisingas, jei teisingas bent vienas i3 teiginiy x, y

X‘y‘x\/y
1|1 1
110 1
0|1 1
00 0

Teisingumo reiksmiy lentelé: disjunkcija

Disjunkcija kartais dar vadiname logine suma.
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Konjunkcijos operacija

Apibrézimas

Pazymékime konjunkcija simboliu A. Tada teiginys x Ay (x ir y) yra
teisingas, jei teisingi abu teiginiai x, y

X‘y‘x/\y
1|1 1
110 0
0|1 0
00 0

Teisingumo reiksmiy lentelé: konjunkcija

Konjunkcija kartais dar vadiname logine sandauga.
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Implikacijos operacija

Apibrézimas

Pazymékime implikacija simboliu =-. Tada teiginys x = y (jei x, tai y)
yra klaidingas tik tuo atveju, jei teisingas x, o y - klaidingas.

Teisingumo reiksmiy lentelé: implikacija

I3 teisingos prielaidos iSplaukia tik teisinga isvada, o klaidinga isvada
iSplaukia tik is klaidingos prielaidos.
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Ekvivalentumo operacija

Apibrézimas

Pazymékime ekvivalentuma simboliu <. Tada teiginys x < y (x tada ir
tik tada, kai y) yra teisingas tik tuo atveju, jei abu teiginiai x, y yra teisingi
arba abu klaidingi.

x‘y‘x<:>y
1)1 1
110 0
01 0
0|0 1

Teisingumo reiksmiy lentelé: ekvivalentumas
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Temos planas

© Teiginiy algebros formulés
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Teiginiy algebros formulés

Mes vadiname formules propozicinémis norédami pabrézti, kad mums ripi
tik:

@ bendroji formulés struktura

@ pavidalas

e sudedamyjy daliy (simboliy) vietos (pozicijos)

Aibée

U= {a, b, ...,A, B, a0og Nl 5 coog Y2, o005
_\7 /\’ \/7 :>7 <:>7

()}

Aibés U elementai - loginiai kintamieji, loginés operacijos ir skliaustai
vadinami raidémis.
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Formulés

Formulés logikoje apibréZiamos jy sudarymo taisyklémis.

Formulés

@ a,b,.... A B,..xq, ..., Yo, ... yra formulés

@ jei A - formulé, tai (—A) - formulé

@ jei Air B yra formulés, tai (AAB), (AVB), (A= B), (A< B) -
formulés

o kity formuliy néra

Pavyzdziai
e x3g =AAN-B
e xo =AN(—B)
o x3=(AN(—B))
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Formulés

Formulés logikoje apibréZiamos jy sudarymo taisyklémis.

Formulés

@ a,b,.... A B,..xq, ..., Yo, ... yra formulés

@ jei A - formulé, tai (—A) - formulé

@ jei Air B yra formulés, tai (AAB), (AVB), (A= B), (A< B) -
formulés

o kity formuliy néra

Pavyzdziai
e y1 =AVBAC
e po=(AVB)AC
e y3=AV(BAC)
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Temos planas

@ Logikos formuliy semantika
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Tautologijos

Tarkime, kad X = (x1, x2, ..., Xn) yra loginiy kintamyjy rinkinys. F(X)
loginé formulé.

Interpretacija

Loginiy kintamyjy x; : j € [1, n] reiksmiy {t, k} rinkinys v = (1,12, ..., V).

Pavyzdziai

o ) = (k,t, k)
o ) = (t,t k)
yra kintamyjy (x, y, z) interpretacijos.
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Tautologijos

Jvykdomoji formulé

Formule, kuriai egzistuoja tokia interpretacija v, kad F(v) = t.

Pavyzdziai

f(x,y) =xVy,

Tautologija (tapadiai teisinga)

Formulé, kuri jgyja t reikime bet kuriai interpretacijai. Zymésime .

Priestara (tapaciai klaidinga)

Formuleé, kuri jgyja k reikme bet kuriai interpretacijai. Pastebime, kad F
yra prieStara tada ir tik tada, kai =F - tautologija.
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Tautologijos

Jvykdomoji formulé

Formulé, kuriai egzistuoja tokia interpretacija v, kad F(v) = t.

Pavyzdziai

fix,y) =xVy,
g(x) = x A (—x).

Tautologija (tapadiai teisinga)

Formulé, kuri jgyja t reikime bet kuriai interpretacijai. Zymésime .

Priestara (tapaciai klaidinga)

Formulé, kuri jgyja k reikme bet kuriai interpretacijai. Pastebime, kad F
yra priestara tada ir tik tada, kai =F - tautologija.
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Tautologijos

Jvykdomoiji formulé

Formulé, kuriai egzistuoja tokia interpretacija v, kad F(v) = t.

Tautologija (tapaciai teisinga)

Formulé, kuri jgyja t reikme bet kuriai interpretacijai. Zymésime .

Priestara (tapaciai klaidinga)

Formule, kuri jgyja k reiksme bet kuriai interpretacijai. Pastebime, kad F
yra priestara tada ir tik tada, kai =F - tautologija.

Ekvivalentumas

Formulés F ir G vadinamos ekvivalenciomis, jei visoms interpretacijoms
v: F(v) = G(v). Zymésime =.
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Tautologijos

Ekvivalentumo savybés

o refleksyvumas F = F;
@ simetriskumas jei [ = F;, tai Fy = Fq;

@ tranzityvumas jei F1 = F, ir F; 2 F3, tai F; 2 Fs.
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Tautologijos

Formulés F ir G yra ekvivalencios tada ir tik tada, kai formulé (F < G)
yra tautologija.

Ekvivalentumas

| A\

Formulés F ir G vadinamos ekvivalenciomis, jei visoms interpretacijoms
v:F(v) = G(v). Zymésime =.

Tautologija (tapadiai teisinga)

Formulé, kuri jgyja t reikme bet kuriai interpretacijai. Zymésime .

Apibrézimas

Teiginys x < y yra teisingas tik tuo atveju, jei abu teiginiai x, y yra teisingi
arba abu klaidingi.
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Tautologijos

Ekvivalenciyjy formuliy pavyzdziai

-—F=F
F=G=Z-G=—-F
Fe6=2-Fe -G

FVF=F
F=G=-FVG

FAt=F

Fvt=t
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Tautologijos

Ekvivalenciyjy formuliy pavyzdziai

Jrodysime, kad ——F = F
kai F = t, turime =—F = =t = t;
kai F = k, turime =——F = ==k = k.

Démesio!

Lygybés Zenklas reiskia konkrecia formulés reikSme esant konkreciai
realizacijai.
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Logikos désniai

Logikos désniais vadinsime formules, kurios yra tautologijos.

Negalimo trecio désnis

XV —x
X & X )
—(—x A x) )
X = X
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Logikos désniai

Logikos désniais vadinsime formules, kurios yra tautologijos.

Modus ponens

xAN(x=y)=y

Modus tollens

(x=y)A-y = —x

v

x=y)Ay=2)=(x=y)

V.

Kontrapozicija

X=y& y=>xX

\
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Logikos désniai

Logikos désniais vadinsime formules, kurios yra tautologijos.

de Morgano désniai

“(xAy) e xVay
(xVy)e x Ay
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Konjunkcijos ir disjunkcijos savybes

Idempotentumas
XVX<eX
XNX &S X )
xVy<syVx
XNy yAXx

| A\

Asociatyvumas

(xVy)Vze xV(yVz)

(xAy)ANze xA(yAz)

\
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Konjunkcijos ir disjunkcijos savybes

Distributyvumas

xN(yVz)e (xAy)V(xAz)

xV(yANz)e (xVy)A(xVz)

<

XA (xVy) & x

xV(xANy)ex

A
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KAI DESTYTOIA TIKRINA TAVQ TEISINGUMO LENTELE

-CIA GITRUED
NE FALSE TURIBUTI-
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Tautologijy nustatymo taisykles

Teorema 1.2

Tarkime, kad formulés F ir F = G yra tautologijos. Tada formulé G irgi
yra tautologija (t.y. i F F ir E F = G iSplaukia F G).

| \

Teorema 1.2 kitaip

Jei F = G yra tautologija, o F pasirodo taip pat tautologija, tada formulé
G irgi yra tautologija (t.y. i§ F F = G ir F F isplaukia F G).

A\

Pavyzdziai

ISEX=YVXirEX= X gauname F Y V (X = X).
SEX=YVXirEXAY =Y gaunameE YV (XAY =Y).
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Tautologijy nustatymo taisykles

Priestaros metodas

Jrodykite priestaros metodu, kad formulé F = (A= (B = A)) yra
tautologija.

Ekvivalenciyjy pertvarkiy metodas

Jrodykite, kad

F=AANBV(-AV-B)

yra tautologija.
Jrodymas
AN B = ——=(A A B) (dvigubas neigimas)

—AV =B = =(AA B) (de Morganas)
(=—=(AAB))V (=(AA B)) = t (negalimas trecias)
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Logininis iSvedamumas

Loginé isvada

Formulé H(x1, x2, ..., x,) yra loginiy formuliy
Fi(x1, %2, .oy Xn), F2(X1, X2, <oy Xn)y -y Fm(X1, X2, ..., Xn) loginé iSvada, jei H
igyja reiksme t, kai visos formulés F; jgyja reiksme t.
Zymesime
Fi,Fo,...,Fn E H.

Taigi, jei prielaidos Fi(x1, X2, ..., Xn), Fa(X1, X2y ooy Xn)y ooy Fm(X1, X2, -0y X))
yra tautologijos, tai ir loginé iSvada H irgi yra tautologija.
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Logininis iSvedamumas

1.3 Teorema (loginés isvados pozymis)

Formulé H yra formulés F loginé iSvada tada ir tik tada, kai implikacija
F = H yra tautologija.
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Temos planas

© Formalizuotas teiginiy skai¢iavimas
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Teisingy samprotavimy taisykles

1.3 Teorema (loginés isvados pozymis)

Formulé H yra formulés F loginé iSvada tada ir tik tada, kai implikacija
F = H yra tautologija.

Panaudoje 3ia ir kitas tautologijas (teoremas apie tautologijas) galime
iSskirti teisingy samprotavimy strukturas. T.y. rasti, kas i5 ko isplaukia.

Isvados atskyrimo nuo prielaidos taisykle

Turime tautologija
F(FA(F=G))=G.

Pagal 1.3 teoremga, jei turime teisingas formules F ir F = G, tai gauname
ir teisinga formule G. Rasysime
F.F=G
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Teisingy samprotavimy taisykles

Prielaidos atskyrimo nuo isvados taisykle

Turime tautologija
FE(-GA(F=G))=—F.

Pagal 1.3 teoremg, jei turime teisingas formules =G ir F = G, tai
gauname ir teisingg formule —=F. Rasome

-G F= G
_\F )
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Teisingy samprotavimy taisykles

Konstrukciné dilema

F((x=y)A(z=w)A(xVz)=yVw

(x=y)AN(z=w),(xV2)
SyVw

v

Kontrapozicija

F(x=y)=(y= x)
X =Yy

:, —|y:> =X

A\
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Teisingy samprotavimy taisykles

Fx=y)A(y=2)=(kx=2)
X=y,y=z
SX=2Z

v

Prielaidy perstata

EFx=(y=2z2)ey=(x=2)

x=(y=2)
Ly =(x=2)
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Teisingy samprotavimy taisykles

Prielaidy sujungimas

Fx=(y=2z)&xANy=1z

x=(y = 2)
SOXANYy =z

Prielaidy atskyrimas

F(xANy=2z)=(x=(y=2))
XNy =2z
x=(y=2)
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Temos planas

@ Predikaty logika
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Kvantoriai ir predikatai

Ar Sie loginiai samprotavimai yra teiginiai?

o

Kaip suprantate Siuos samprotavimus?

@ Visos Aldonos draugés yra studentés. Broné yra Aldonos draugé.
Todél Broné yra studenteé.

e Kai kuriy saliy sostinés yra miestai. Todél yra sostiniy, kurios yra
kaimai.
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Kvantoriai

Egzistavimo kvantorius

Loginé operacija, kuri rodo, kad egzistuoja tam tikras objektas.
Zymésime - 3.

| A\

Pavyzdys

Ja : p(a)

Skaitome: egzistuoja «, tokia kad turi savybe p.
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Kvantoriai

Bendrumo kvantorius

Loginé operacija, kuri rodo, kad visi objektai turi tam tikrg savybe.
Zymésime - V.

| A\

Pavyzdys
Vo p(a)

Skaitome: visiems o, galioja salyga p.

v
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Apibrézimas

Dalykiniy kintamyjy (arba tiesiog kintamyjy) x,y, z, ..., x1, y2, ... reikSmes
a, 3, ...,a1, B3 vadinsime konstantomis.

Funkcija P(x1,x2, ..., Xp), kuri bet kuriai kintamyjy xi, x2, ..., x, realizacijai
a1, 0o, ..., 0 yra teiginys.

v

Predikaty pavyzdziai

P(x,y) = X2 > y
G(x) =, sinx > cosx"
Rly)=.,y>=e"

\
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Predikatai, kvantoriai ir teiginiai

Predikaty pavyzdziai
P(x,y) = .x* > y"
G(x) =, sinx > cosx"“

Ry)=.y’=e"

Taikydami kvantorius ir predikatus, galime sudaryti naujus teiginius.

Pavyzdziai

e Vx3yP(x,y), 3xG(x) - teisingi teiginiai.
e VyR(y) - klaidingas teiginys.
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Brone prisiminus...

@ Visos Aldonos draugeés yra studentés. Brone yra Aldonos drauge.
Todél Broné yra studenté.

Tegul, predikatai:
D(x,y) =, x ir y yra draugés”,
S(y) =,y yra studenté”,
dalykinés konstantos:

A - Aldona,
B - Broné.
Tada:
Vy(D(A,y) = S(y)), D(A, B)
. S(B)
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Apibrézimo sritis

Predikatas P(xi, x2, ..., Xn) jgyja reikSmes t ir k, priklausomai nuo
X1, X2, .oy Xp reikdmiy.

Predikato apibrézimo sritis

Aibé M;, kuriai priklauso kintamasis x;.

Tada:
(X1,X2,...,Xn) € My x My x ... x M.

Pastebime, kad priklausomai nuo predikato apibrézimo srities, jo savybés
gali 1§ esmés pasikeisti.
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Apibrézimo sritis

Predikato P(x1, X2, ..., Xn), apibrézimo srityje My x My X ... x M, esantis
poaibis PT C My x My x ... x M, toks kad predikatas P jgyja reiksme t
su visais (x1,x2, ..., Xp) € PT ir reiksme k, kai (x1,x2,...,x,) ¢ PT. T.y.

P(x) =t, kaixe PT,
P(x) =k, kaix¢ PT.

Predikatas P(xi,x2, ..., Xn) vadinamas:
e tautologija, kai P™ = My x My x ... x M,
@ priestara, kai PT = @,
@ jvykdomuoju, kai PT # &,
@ paneigiamuoju, kai PT #£ My x My X ... x M,,.
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Lygiaverciai predikatai

Apibrézimas

Du predikatai P(x1, X2, ..., Xn) it Q(x1, X2, ..., Xp) yra vadinami lygiaverciais
(ekvivalenciais P = Q), kai

Q jie apibréZti toje pacioje srityje My x My X ... x Mp,
Q jy teisingumo aibés sutampa P+ = Q™.

P(x,y) = ,/xy =9"

Qlx,y) =.Vx-fy=9"
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Predikatai ir loginiai teiginiai

Pastebime, kad jei predikatai P ir @ turi ta pacig apibrézimo sritj, tai
dalykiniy konstanty rinkiniui (x?, x2, ..., x0) i§ Sios srities/aibés

PO = P(x?,x9,...,x%) ir Q% = Q(x?, X9, ...,x8) yra teiginiai. Taigi, jiems
galioja visos teiginiy savybés.

Predikatas Q(x1, X2, ..., X») vadinamas predikato P(xi, X2, ..., Xp) logine

isvada (P F Q), jei predikato P reiksmé lygi t su visais tais xi, X, ..., Xp,
kai @ jgyja reikdme t. Kitaip pasakius P™ C Q™.

4

Pavyzdys

Aibéje N, turime predikatus:

Ds(n) = ,,n - dalus is 3"

Dqo(n) = ,,n - dalus is 9“
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Predikatai ir teiginiai

Predikaty savybés

Tegul P ir Q yra predikatai. Tada:

e P = @ tada ir tik tada, kai predikatas P < @ yra tautologija.

e P = @ tada ir tik tada, kai predikatai P = Q ir Q = P yra
tautologijos.

e PFE @ tada ir tik tada, kai predikatas P = @ yra tautologija.

o Tegul predikatai P ir @ yra apibrézti toje pacioje srityje ir Q yra
tautologija. Tada bet kokiam P, galioja P F Q.

@ Tegul P = Q ir P yra tautologijos. Tada predikatas @ irgi yra
tautologija.
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Operacijos su predikatais

Apibrézimas

Predikatas =P yra vadinamas predikato P neiginiu, jei:
© jis turi ta pacia apibrézimo sritj,
@ jgyja, reiksme k, kai P lygus t, ir reiksme t prieSingu atveju.

o P(x)— > 0" ir <P(x) = ,x < 0"

Q (f) =..f(x) yra lyginé realiojo kintamojo funkcija"
—L(f) = ,.f(x) yra nelyginé realiojo kintamojo funkcija“
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Operacijos su predikatais

Apibrézimas

Predikatas =P yra vadinamas predikato P neiginiu, jei:
© jis turi ta pacia apibrézimo sritj,
@ jgyja, reiksme k, kai P lygus t, ir reiksme t prieSingu atveju.

o P(x)— > 0" ir <P(x) = ,x < 0"

Q (f) =..f(x) yra lyginé realiojo kintamojo funkcija"
—L(f) = ,.f(x) néra lyginé realiojo kintamojo funkcija*
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Operacijos su predikatais

Apibrézimas

Predikaty P(x1,x2, ..., xn) ir Q(y1,¥2, ..., ¥m) apibrézty aibése
My x My x ... x M, ir K1 x Ky x ... X K, konjunkcija vadinamas predikatas

P(X17X27 "'7Xn) A Q(y17y27 ---,_)/m),

apibréztas srityje My X Mp X ... X M X K1 X K X ... X K, ir jgyjantis t tik
ir tik tuo atveju, jei abu predikatai P ir Q lygus t.

Tegul aibéje [—1,1] C R apibrézti predikatai:
o P(x)=,|x] <1"
o Q(x)=,x#0"

Tada (PA Q)T =(—1,0)U(0,1).
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Operacijos su predikatais

Predikaty P(x1,x2, ..., xn) ir Q(y1,¥2, ..., ¥m) apibrézty aibése
My x My x ... x My ir K1 X K5 X ... X Kp,, disjunkcija vadinamas predikatas

P(X17X27 "'7Xn) \% Q(y17y27 ---,_)/m),

apibréztas srityje My X Mp X ... X M X K1 X Kp X ... X Kp, ir jgyjantis t tik
ir tik tuo atveju, jei kai bent vienas predikatas P ir Q lygus t.

v

Tegul aibéje [—1,1] C R apibrézti predikatai:
o P(x)=,|x] <1"
o Q(x)=,x#0"

Tada (PV Q)" =[-1,1].
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Temos planas

@ Predikaty skaiciavimo désniai
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriy reiskimas vienas kitu

De Morgano désniai predikatams

—(3IxP(x)) < Vx(=P(x))
—(VxP(x)) < Ix(=P(x))
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriy reiskimas vienas kitu

Kvantoriy saveika su konjunkcija ir disjunkcija
V(P(x)ANY) < (VXP(x)) A\ Y
V(P(x) VYY) < (VxP
A(P(x) AY) & (3xP
(

)
)
)
A(P(x) VYY) < (IxP(x

(x)
(x)
(x)
(x)
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriy reiskimas vienas kitu

Kvantoriy saveika su konjunkcija ir disjunkcija
V(P(x)ANY) < (VXP(x)) A\ Y
V(P(x) VYY) < (VxP
A(P(x) AY) & (3xP
(

)
)
)
A(P(x) VYY) < (IxP(x

(x)
(x)
(x)
(x)
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriy reiskimas vienas kitu

Kvantoriy saveika su konjunkcija ir disjunkcija
Vx(P(x) A Q(x)) & (VxP(x)) A (VxQ(x)
Ix(P(x) V Q(x)) & (IxP(x)) V (IxQ(x)
(3xP(x)) A (3xQ(x)) = Ix(P(x) A Q(x)
(VxP(x)) V (¥xQ(x)) = Vx(P(x) V Q(x)

)
)
)
)
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriy reiskimas vienas kitu

Vx(P(x) = < (IxP(x)) = Q
Ix(P(x) = Q) & (VxP(x)) = Q
Vx(Q = P(x ) < Q = (VxP(x))
Ix(Q = P(x)) & Q = (IxP(x))

vvvv
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Egzistavimo ir bendrumo kvantoriy reiskimas vienas kitu

Kvantoriy pasalinimo ir jvedimo désniai

VxP(x) = P(y)
P(y) = 3xP(x)

v

Kvantoriy komutatyvumas

VxVyP(x,y) < YyVxP(x,y)
IxIyP(x,y) < JyIxP(x,y)
IxVyP(x,y) & Vy3dxP(x,y)
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