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1 Kintamojo keitimas integruojant

Sis integravimo budas remiasi diferencialo apibrézimu. Sukonstruosime kinta-
mojo z keitinj

z = ¢(u). (1)

Tada pagal diferencialo apibrézima
dzx = ¢ (u) du. (2)

Dabar pritaike (2) integralui gausime

[ r@yde= [ 16w du (3)

Galima pastebéti, kad si israiska yra sudétinés funkcijos iSvestinés taisykleé j kita
puse (integralas, kaip anti-diferencialas).

Praktiniuose sio budo taikymuose yra vertinga isSsivesti, o paskui tik prisi-
minti keitinius:

dx = lcl(a:c +b)
a

2rdr =d (x2)
cosz dx = d(sinx)
dx

— =d(l ir t.t.
. (Inz) ir

1.1 Pavyzdziai
1. Rasti integrala

/ cos3x dx.

Zinome, kad [ cosydy =siny + C, todél jsiveskime keitinj

y = 3z,
.
3?
dy
de = =2,
T

Istate Sig israiska j integrala gauname
d 1 1
/cos3:z:d:1: = /cosy—y = /cosydy = —siny+ C.
3 3 3
Belieka grijzti prie pradinio kintamojo x
L +C Ly 3z +C
—sin ==s .
3 siny 3 sindz

2. Keitiniu gali buti ir sudétinés funkcijos. Skai¢iuodami integrala

1 1
/ In +xd:1c,

1—22 1-—2
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keitiniu paimkime u = In 1££. Tada
1
du=dn—"
1—
2
du = mdi‘,
1—22
dr = d
x 5 —du

ir musy integralas transformuojasi j

1 1+ 1 1, 1,14z
- de == [wdu=-u®+C=>1 c.
/1—x2n1—xx 2/““ T P

3. Tac¢iau ne visada pirmas j galva Soves keitinys yra pats tinkamiausias.
Raskime integrala
—dx.
1+ a4

Keitiniu v = 1 + z* nieko gero negausime. Uztat, u = z? yra geresnis
pasirinkimas

T x 1 du 1 1 9
/mde/mdu=§/m=iarctanu—l—cziarctan(x )+C

4. Kartais yra patogu senaji kintamajj iSreiksti per naujajj keitinio kintamajj.
Raskime

[ 7=
——dx.
20 + 3

Pirmiausia, panaudokime keitinj u = v/2z + 3, gausime

/ T o I\/2x+3du
V2z +3 V2r +3

Dabar isreikskime senajj kintamajji x per naujaji kintamajj u

= [ xdu.

x_u2—3
=—
Gausime
2-3 3 20 1 3)3/2 o)
/xdu:/u2 du:%—gu—i-C:(x—;) _3@_’_0.

5. Jeigu pointegralinis reiskinys yra trupmena, kurios skaitiklis - funkcijos
iSvestine u’, o vardiklis - pati funkcija u, tai galima pasinaudoti gyvenima
palengvinandia israiska

/“/jm :/%‘:/mmua (4)

Pavyzdziui
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(a)

sinx dx 1 [ —3sinzdx 1 {d(1+43cosx) 1
- = —=— | —————~ = ——In|l1 4+ 3cosz|4+C.
14 3cosx 3 1+ 3cosz 3 1+ 3coszx 3

(b) ISraiska (4) leidzia greitai suskaiCiuoti/prisiminti tangento ir kotan-
gento integralus

—sinx dcosz
/tanxdx:—/ dx:—/ = —1In|cosz| + C,
cos cos

dsi
/cotxdm:/ SllQm:ln|sinac|—i—C.

sinx

6. Zinoma, ne visada keitiniai yra tokie akivaizdus. Pabandykime rasti
2
z 1
AL e
4+ 1
Norint apskaic¢iuoti §j integrala reikés pasinaudoti keitiniu

1 1
(1+2>dx:d(x—>,
T T

kuris i$ pirmo zvilgsnio neturi labai daug ko bendro su uzdavinio salyga.
Taciau atlike keleta paprasty pertvarkymy pamatysime, kad

22 +1 22+ 1 1 1
/x4+1 . /xQ(zQJrlg) v /$2+$12 (x x)

1 1 1 1 1
(x—21)"+2 x u + 2 2) Y +1
2

L / Voo Loaretan ™ 0= % aretan % + €= = arctan L + ¢
= — — AV = —= arctan — — ——= arctan — = —— arctan ——— .
V2] vi+1 V2 V2 V2 V2 V2 V2

2 Integravimas dalimis
I$ sandaugos diferencialo formulés
d(uww) = udv +vdu (5)

gauname integravimo dalimis formule

/udv:uvf/vdu. (6)

Formulé (6) daznai leidzia sudétingus integralus redukuoti j paprastesnius, leng-
viau skaiCiuojamus.
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2.1 Pavyzdziai

1. Rasime naturaliojo logaritmo integrala (kurio dazniausiai néra standarti-
nése integraly lentelése, butent dél integravimo dalimis formulés)

/lnxdx.

Tegul (6) formuléje v = Inz, o v = z. Tada, Zinodami, kad dlnz = I dx

gausime
1
/lnxdm:xlnx—/xdlnxlenx—/x~fdxz
T
lenx—/dx:xlnx—x—i—a

2. Dazniausiai Sig formule taikysime ne taip paprastai - be jokiy pertvarky-
my, o vieng i$ pointegrinés funkcijos daliy jkeldami po diferencialu. Jei
iskeldami i$ diferencialo - diferencijavome, tai jkeldami - integruosime.

Raskime
/ ze®® dz.

1
/621: dx = 56295 + C.

Nesunku suintegruoti

Vadinasi 1
e* dr = —de*”.
2

Zinoma, jei Jums patogiau, tai prie Sios isvados galéjote prieiti ir i$ kitos
pusés - diferencijuodami (t.y. ieSkodami funkcijos, kurios iSvestiné buty
€2£).

Dabar belieka pritaikyti integravimo dalimis formule

1 ze?® 1 xe?® e
2z 2z 2
Tdx = = de”* = - = T dx = - —+C.
/me T 2/:10 e 5 2/6 T 5 1

3. Kartais pritaikytos tik viena karta integravimo dalimis formulés gali ne-
uztekti. Suskaiciuokime integrala

/ e du.
Pradziai, pritaikysime formule panasiai, kaip ir pries tai buvusiame pa-
vyzdyje
/x?’e_x dr = — /x3 de ™ = —z3e™ % + 3/.2?26_1 dx.

Deja, bet vieno karto nepakanka. Reikia taikyti formule dar du kartus!

—2le ™ 4 3/3626_” de = —23e ™™ — 3z2e™* 4+ 6/336_’” dr =

=23 " — 3% — 6ze® —6e " + C.
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4. Integravimo dalimis formulé leidzia rasti integralus su funkcijomis, ku-
rios nesiredukuoja ir kurioms integravimas dalimis atrodo neturéty atnesti
naudos! Suskaic¢iuokime

e“sinxdzx.

Pirmiausia, jkelkime trigonometrine funkcija po diferencialo zenklu ir pri-
taikykime (6) formule du kartus

/emsinmdxz—/exdcosac:—excosx—i—/e’”cosxda::
z—emcosx—l—/exdsinx: —e””cosx—i—exsinm—i—/e””sinxdx.

Atrodo, kad gavome pasaka be galo... Taciau, pazymékime I(z) = [ e® sinz dx
ir uzrasykime gauta israiska dar karta

I(x) = —e®cosx + e” sinx — I(x).
Vadinasi

2I(xz) = —e®cosx + " sinx

I(z) = /exsinxdx: —e cosx;—e sin ol

5. Elegantiskai atrodo sprendimai, kuriuose taikomas tiek kintamojo keiti-
mas, tiek integravimas dalimis.
/ lnxdx
x2

Pirmiausia, pritaikykime keitinj u = %

Inzdzx —z2lnudu
s == ——>—= In u du.
T T

Naturaliojo logaritmo integrala jau suskai¢iavome pirmame pavyzdy-
je, taigi

(a) Apskai¢iuokime

1 1
/lnudu:ulnu—i—u—i—C:—ﬂ—&—f—i—C.
T T

(b) Raskime
/ Vzlnzdz.

Taikysime keitinj © = \/z. Gauname

/\/Elnxdx:4/u2lnudu.



Vilniaus Universitetas

Aidas Medziunas 2019

Dabar atskirai, integravimo dalimis pagalba suskaic¢iuosime

/uzlnudu:u3lnu7/(2uzlnu+u2) du =

3

=ullnu — % —2/u21nudu.
Tada

Kaip ir ketvirtame pavyzdyje jsivesime pazyméjima I (u) = [u?Inudu.

31(u)

3
3 U
= 1 _ —
u’lnwu 3

31 3

I(U)Z/u2lnudu:u L e
3 9
gausime

Dabar sugrize prie pradinés formulés ir grazing pradinj kintamaji

/ﬁlnxdm =

4ulnu  4u? B 203 Inx  4da3
9 3

9 +C.
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