9 PRATYBOS. MATRICOS

Paulius Drungilas

TURINYS

Kaip suskaiciuoti atvirkstine matrica?
Maziausiy kvadraty sprendiniai )

Uzdaviniai 6

Sakykime, turime matricas

aix Qa2 - Aim b1 b - bll
21 Q22 -+ A2 . bay beg -+ by
A= m ir B= !
Qp1 Ap2 - Gpm bii br2 - b

Matricy sandauga A - B apibréziama tik tada, kai m = k. Tada
sandauga A - B lygi matricai (¢;;), kuri turi n eiluciy ir [ stulpeliy, o jos

elementai ¢;; skai¢iuojami taip:
Cij = Qi1 bij + @iz baj + -+ - + Qi by

1. pavyzdys. Sudauginsime matricas

121\ . .
A—(231>11"B—

€11 Ci2 C13 Ci4
A.B_( 3 ,

W = N
O Ot
— s W
NN oK

Sprendimas.
C21 C22 C23 C24
kur sandaugos matricos elementai skai¢iuojami taip:
c11 = 12421413 =7, c19 =1-442-5+1-9 = 23, ¢33 = 1-3+2-44+1-1 =12,
c1g = 15427414 = 23, c91 = 2:243-14+1-3 = 10, c9p = 2:4+3-5+1.9 = 32,
Co3=2-34+3-441-1=19, c04y=2-5+3-7+1-4=35.
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301 4 10 32 19 35
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Matrica, gaunama i$ matricos A i-gja eilute padarant i-uoju stulpeliu,

vadinama matricos A transponuota matrica ir zymima A7”. Pavyzdziui:

1 2 3 4 e
A:7589,AT:3813
11 15 13 18 10 18

Matrica vadinama kvadratine, jei jos eiluciy skaicius lygus stulpeliy skai-
c¢iui.

Tarkime, matrica A yra kvadratiné matrica. Matrica

1 0 --- 0 0
o 1 --- 0 O
o o0 -~ 1 0
o o0 - 0 1

(ant jstrizainés visi vienetai) vadinama vienetine ir zymima E. Tarkime,

matrica A yra kvadratiné matrica. Jei egzistuoja tokia matrica B, kad
A-B=F,

tai matrica B vadinama atvirksStine matricai A ir Zymima A~!. Kvad-
ratiné matrica vadinama neissigimusia, jei egzistuoja jai atvirkstiné mat-
rica. Kvadratiné matrica yra neissigimusi tada ir tik tada, kai jos
determinantas nelygus nuliui.

Tarkime, A ir B — tos pacios eilés kvadratinés matricos. Tada

|A-B| = [A]-|B].
Kaip suskaic¢iuoti atvirkstine matrica? Panagrinésime du budus. Pir-

mas budas vadinasi "darbas puosia zmogy'. Tarkime, turime neissigimusia
matricg A. Tada

All Al? e Aln g
1 Ay Ay -0 A
A—l _ = 21 22 2n
Anl An2 e Ann

2. pavyzdys. Rasime matricos A atvirkstine matricg A !, kai

1 21
A=1 2 3 4
3 4 8



Sprendimas. Rasime atvirksting matrica pirmu budu.

3 4 2 4
Al =1, Ay = (=)} 8’:8, A = (=175 8’:—4,
2 3 2 1
o= (2 Y ot = e [2 Y -
11 L1 2
A = (1) 8‘:5, Agy = (1) 5 4‘:2,
2 1 11
A31:<_1)3+1 3 4’_57 A32:<_1)3+2 2 4’ _27
1 2
Agz = (—1)313 5 3‘——1.
Taigi
8 4 1\" 8 12 -5
Alt=1| 12 =5 =2 = 4 =5 2
-5 2 1 1 -2 1

O

Tarkime, reikia suskaic¢iuoti 4-os eilés matricos atvirkstine. Skaic¢iuojant
pirmu budu, reikty rasti 16 3-os eilés determinanty, todél sis budas ir vadi-
namas "darbas puosia zmogy".

Antras budas panasus j Gauso metodg lygciy sistemoms.

3. pavyzdys. Rasime matricos A atvirkstine matricg A~!, kai
1 2 21

A:

— W N
wW oo Ot
= © Ot
Ot 0 =~

Sprendimas. Uzrasome dviguba matrica:

1 2 21 1000
25 5 4 0100
3 8 9 8 0010
1 3 45 0001

kairéje puséje parasyta matrica A, o desinéje — vienetiné matrica E. Galima
atlikti tokius veiksmus:

e vieng eilute padauginti is skaiciaus ir prideti prie kitos;

e sukeisti eilutes vietomis;

e padauginti eilute is skaiciaus.
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Atliekant siuos veiksmus kairigja dvigubos matricos puse paverciame viene-

tine. Tada desinéje puséje gauta matrica bus atvirkstiné matricai A.

12 21 1 000 l(_2)\(—3) =1

2 5 5 4 01 00 o
3 8 9 8 0010 o
1 3 4 5 00 01
1 2 21 1 000
011 2 -2 1 00 i(_Q) =1
02 3 5 -3 010 { -
01 2 4 -1 0 0 1
1 2 21 1 0O 00
011 2 -2 1 00
0011 1 -2 10 l(*l)
001 2 1 -1 0 1
1 2 21 1 0 0 0
011 2 -2 1 0 0
0 011 1 -2 1 0 [
0 0 01 0 1 -1 1 T(_l) (—2) ! (=1)
1 2 20 1 -1 1 -1
01 10 -2 -1 2 =2 T 1
0010 1 -3 2 -1 (-1) 1 (-2
00 01 0 1 -1 1
1 2 00 -1 5 -3 1 T
0100 -3 2 0 -1 (-2)
0010 1 -3 2 -1
00 01 0 1 -1 1
1 0 00 5 1 -3 3
0100 -3 2 0 -1
0010 1 -3 2 -1
0001 0 1 -1 1

Kairéje puséje gavome vieneting matrica, todél desinéje puseéje esanti mat-

rica bus atvirkstiné matricai A. Taigi

5 1 -3 3

o |l -3 2 0o -1
AT=1 1 3 2
0 1 -1 1



Tarkime, turime lygciy sistema

a11x1+a12x2+--~+a1nxn :b1

(91 X1 + Ao To + -+ + Ao Ty, = by

Am1 X1+ AQmaTa2 + -+ + A Ty :bm

Pazymeékime

a1x Q12 A1n X1 by
a a a x b
A — 21 22 2n X = 2 . B= 2
Am1 Am2 **° Amn Tp bm

Sia sistema galima uZrasyti matricomis A, X ir B:
A- X =B.

Maziausiy kvadraty sprendiniai. Tarkime, reikia rasti auksc¢iau para-
Sytos sistemos maziausiy kvadraty sprendinius. Sie sprendiniai gaunami

sprendziant tokia sistema:
(A" -A). X =A".B.

4. pavyzdys. Rasime sistemos

r+y—z =1
r+2y+2z =3
2r+y+z2 =4
2r+2y+3z =5

maziausiy kvadraty sprendinius.

Sprendimas. Pazymeékime

11 -1 . 1
12 1 3
A=lao1 1 | A=Y ] B4
2 2 3 : 5
Tada
1 12 2 10 9 8 22
AT = 1 21 2|, AT.A=| 9 10 8 |, AT.B=| 21
-1 113 8 8 12 21
Taigi reikia iSspresti lygciy sistema
10 9 8 T 22
(AT A4)- X =A"-B, ty. 9 10 8 |- vy |=]|21],

8§ 8 12 z 21



arba
10z +9y + 82z =122
9z + 10y + 8z =21 .
8r + 8y + 12z =21

Sios sistemos sprendiniai yra z = 7/5, y = 2/5 ir z = 11/20. Sie sprendiniai
ir yra pradinés sistemos maziausiy kvadraty sprendiniai. 0
UzZdaviniai.

1*. Duotos matricos

10 112 2 1 3 9
Alz 2 1 7A2: 1 34 ,A3: ]. 2 7A4:<1 2)
3 1 3 1 1 31

Jei jmanoma, apskaiciuokite A; £ A;, A; - A; ir A7t 1<, <4
Ats.: A; + A; — kiekvieng matricos A; elementg reikia padauginti is

2.
3 1 11
A+ A3=13 3 |, Ai—Az3=—(A3—-4)) = I -1,
6 2 0 0
3 2 9 3 9 5
AcA=| 7 6, A Ai=(197)|, A-Ay=| 17 11],
10 8 s 2 10 6
$§ 6 8
2= 16 14 18 ,ﬁ:(?%ﬁ,
707 11
1 1 1 1 1
B 6 6 3 B 11
=g 5 ) a-(a )
3 T3 T3

121 1 3 1
A)A=|234]; »a=]310 6 |;
11 2 7 23 14
L2
gA={313 2 |; A=, . | -
7 30 5
37509



Ats.:

2 -3 5 2 —19 8
a) 0 1 -2 1]; b o 7 =3 1;
-1 1 -1 -1 -2 1
5 —20 8 _21 _23 _02 _31
o |l -1 5 =21]; d 5 1 3 g
-1 -2 1
-1 0 -1 1

3*. Su kuria ) reikSme matrica
1 2 A
A= 1 3 2
11 2
yra issigimusi?

Ats.: A= 2.
4*, Isspreskite lygti:

2 (552 )x=(5 7)o (%)=

gi_(101>
L 9 2 31
1 -2 3 31 1
ey | -1 2 =2 |X=|2 1 2
-2 5 -6 2 -1 2

4 =3 0
d)(é:gg),e) 8 1 4
5 2 3

5*. Raskite sistemos maziausiy kvadraty sprendinius.

a) y =2 b r+y =5
r+y =4 3r+5oy =12

Ats.:a) 2 =4/3,y=7/3;b) x =6,y =—-T/6.
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8*.

9*.

10*.

11*.

12%*.

Pasinaudoje lygybe

(5 0)=(G 703G %)

apskaiciuokite
17 -6’
35 —12/)
Ats.:
3197 —1266
7385 —2922 )
Pasinaudoje lygybe
4 3 -3 1 31 100 0o 2 -1
2 3 =2|=12 21 020 11 -1],
4 4 -3 3 4 2 0 01 -2 -5 4
apskaiciuokite
43 —3\°
2 3 =2
4 4 -3
Ats.:
190 189 —189
126 127 —126
252 252 —251

Tegul A ir B — dvi tos pacios eilés kvadratinés matricos, kurios néra
perstatomos, t. y. AB # BA. Irodykite, jog

a) (A+ B)? # A%+ 2AB + B?;

b) (A+ B)(A— B) # A* — B2
Tegul A ir B — dvi tos pacios eilés perstatomos kvadratinés matricos,
t. y. AB = BA. Irodykite Niutono binomo formule:

(A+B)"=A"+C!A"'B+ C2A"2B% 4 ... + B™.

Sakoma, jog tos pacios eilés kvadratinés matricos A ir B yra per-

statomos, jei AB = BA. Raskite visas matricas, perstatomas su
1 2 7T =3
2 (3) 0 G2
a b a 3b
%) (b a+b)’ 2 (—5b a+9b)’

Cia a ir b — bet kokie skaiciai.

matrica

Ats.:



13%*.

14%*.

15.

16.
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Raskite nurodytai matricai atvirksting matrica:

1 1 1 1 1 1 0 0

0 1 1 1 0 1 1 0

a) [0 0 1 1f; b) |0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 O 1
Ats.
1 -1 0 0 1 -1 1 -1 (=)t
o 1 -1 ---0 0o 1 -1 1 (—1)"2
oo 1 --0]; b0 0 1 -1 (—1)n3
o o0 0 -1 0 0 0 e 1

Kvadratiné matrica A tenkina lygybe
3AT —2A% + 1247 - 24+ 3E = O,

kur @ — nuliné matrica, o E — vienetiné matrica. Jrodykite, jog

matrica

2 2
—A3+ A2 —4A+ZE
+ 3 * 3

yra atvirkstiné matricai A.
Kaip pasikeis matricy A ir B sandauga AB, jei:
a) matricos A i-taja ir j-taja eilutes sukeisime vietomis?
b) prie matricos A i-tosios eilutés pridésime j-taja eilute, padau-
ginty i skaiciaus a?
¢) matricos B i-taji ir j-taji stulpelius sukeisime vietomis?
d) prie matricos B i-tojo stulpelio pridésime j-tajj stulpelj, padau-
ginta i$ skaiciaus a?
Ats.: a) i-toji ir j-toji sandaugos AB eilutés susikeis vietomis; b)
prie i-tosios sandaugos AB eilutés bus pridéta j-toji, padauginta
is skaiCiaus a; c) i-tasis ir j-tasis sandaugos AB stulpeliai susikeis
vietomis; d) prie i-tojo sandaugos AB stulpelio bus pridétas j-tasis,
padaugintas is skaiciaus a.
Kaip pasikeis atvirkstiné matrica A™!, jei:
a) matricos A i-taja ir j-taja eilutes sukeisime vietomis?

b) matricos A i-taja eilute padauginsime i$ nenulinio skaiciaus a?



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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c¢) prie matricos A i-tosios eilutés pridésime j-taja eilute, padau-
ginty i skaiciaus a?

Ats.: a) matricos A™! i-tasis ir j-tasis stulpeliai susikeis vietomis;
b) matricos A~ i-tasis stulpelis bus padaugintas is 1/a; ¢) i§ j-tojo
matricos A~! stulpelio bus atimtas i-tasis, padaugintas i$ skai¢iaus
a.
Tegul A — neissigimusi kvadratiné matrica su sveikaisiais koeficien-
tais. Jrodykite, jog atvirk$tinés matricos A~! visi koeficientai yra
sveikieji skaiciai tada ir tik tada, kai matricos A determinantas ly-
gus +1.
Kvadratinés matricos A = (a;;) pagrindinés jstrizainés elementy su-
ma aj; + ag + - - - vadinama matricos A pédsaku ir zymima Tr(A).
Irodykite, jog bet kurioms kvadratinéms matricoms A ir B teisinga
lygybe Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B).
Irodykite, jog bet kurioms kvadratinéms matricoms A ir B teisinga
lygybé Tr(AB) = Tr(BA).
Irodykite, jog kvadratiné matrica A perstatoma (AB = BA) su
kiekviena tos pacios eilés kvadratine matrica tada ir tik tada, kai
matrica A turi pavidalg aF, kur a — skaicius, o F/ — vienetiné matrica.
Kvadratiné matrica A = (a;;) vadinama diagonaline, jei visi jos ele-
mentai, iSskyrus pagrindinés jstrizainés elementus a;;, lygus nuliui.
Irodykite, jog kvadratiné matrica A perstatoma (AB = BA) su
kiekviena tos pacios eilés diagonaline matrica tada ir tik tada, kai
matrica A yra diagonaliné.
Tegul A — diagonaliné matrica, kurios pagrindinés jstrizainés elemen-
tai yra tarpusavyje skirtingi skaiciai (t. y., jei A = (a;5) ir ¢ # j, tai
a; # ajj). Irodykite, jog kiekviena kvadratiné matrica, perstatoma
su matrica A, taip pat yra diagonaliné.

Raskite visas matricas, perstatomas su matrica

S

~—
OO W
O W =
W = O
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=
OO OO
o OO
OO = O
O = OO
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25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Ats.:

a) ; D)

S O
o
[SERa e
oo oo
oo o
o oo
ISEES NI a

¢ia a, b, c — bet kokie skaiciai.

Tegul A — kvadratiné matrica, o p(z) ir ¢(z) — bet kokie polinomai.
Irodykite, jog matricos p(A) ir g(A) perstatomos, t. y. p(A4)q(A) =
A(A)p(A).

Tegul A — bet kokia matrica. Jrodykite, jog matrica AA! yra simet-
rine.
Irodykite, jog dviejy tos pacios eilés simetriniy matricy A ir B san-

dauga yra simetriné matrica tada ir tik tada, kai matricos A ir B
perstatomos.

Irodykite, jog bet kurioms tos pacios eilés kvadratinéms matricoms
A ir B teisinga nelygybé AB — BA # E; ¢ia E — vienetiné matrica.
Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kvadratas yra
nuliné matrica.

Ats.: Kiekviena tokia matrica turi pavidalg

(v ")

kur a ir b — bet kokie skaiciai, tenkinantys salyga a® + bc = 0.
Raskite visas antros eilés kvadratines matricas, kuriy kvadratas yra
vienetiné matrica.

Ats.: Kiekviena tokia matrica yra +F arba turi pavidala

)

kur a ir b — bet kokie skai¢iai, tenkinantys salyga a® + bc = 1.

Raskite nurodytai matricai atvirkstine matrica:
1 0 0 0 0 0

2 3 ... n
Lo o @ @ a 1 0 0 0 0
0O 1 a a -+ a”
00 1 a - a2f; 0|2 @bV N
' ’ 0 0 a 1 0 0}’
00 00 1 0 0 0 O a 1

n+1
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n—2 n-—1

3

n—3 n—2
n—4 n—3

1

0 0 0

0 0 0 O

0 0 0 O

c)

Ats.:

coo —~ -
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