Kompiuterineé lazeriy fizika

Viktorija Pyragaité




VILNIAUS UNIVERSITETAS
FIZIKOS FAKULTETAS

Viktorija Pyragaité

KOMPIUTERINE LAZERIU FIZIKA

Elektroninis leidinys

Mokomoji knyga

Vilnius 2013



Apsvarsté ir rekomendavo isleisti Vilniaus universiteto Fizikos fakulteto taryba
(2013 m. sausio 23 d.; protokolas Nr. 1-13).

Recenzavo:
prof. habil. dr. Algirdas Stabinis (Vilniaus universitetas)
prof. habil. dr. Aleksandr Dementjev (Fiziniy ir technologijos moksly centras)

ISBN 978-609-459-212-6

© Viktorija Pyragaite, 2013



Viktorija Pyragaité

Kompiuteriné lazeriy fizika: mokomoji knyga. — Vilnius: Vilniaus universitetas,
2013. - 300 p.

ISBN 978-609-459-212-6

Lazeriy fizika nagrinéja ne tik procesus, vykstancius paciame lazeryje, bet
ir reiskinius, vykstancius sklindant lazerio spinduliuotei. Sioje knygoje nagrinéjami
tiesinés ir netiesinés optikos klausimai, isdéstomi lazerio modeliai: balanso lygciy
ir pusiau klasikinis. Pateikiami kompiuterinio modeliavimo budai, reikalingi lazeriy
fizikos uzdaviniams spresti. Programos parasytos ,Scilab“ kalba. Knyga skirta stu-
dentams, besidomintiems lazeriy fizika ir jos uzdaviniy kompiuteriniu modeliavimu.

Viktorija Pyragaité
Kompiuteriné lazeriy fizika

Mokomoji knyga

Lietuviy kalbos redaktoré Grazina Indrisiuniené

Virselj sukuré ir maketavo Viktorija Pyragaité

Tirazas 1 egz., 7,09 sp. 1., 11,35 aut. L.

I8leido Vilniaus universitetas

Universiteto g. 3, LT-01513 Vilnius



Turinys

11

13

15
15
18

21
21
23
24
25

27



4 TURINYS




TURINYS

71
71

73
73
76
80
81
83

87



6 TURINYS

[0 Parabolines difrakciios | . 1i | 115

bf Pusiau klasikinis 1 . ]].| 145

M_Sﬂﬁsgs_samka_su_dxmm_lxgnmm_aigmd 147
[12.1 Srédingerio lygties sprendimas . . . . . . ... 147
[12.2 Eindteino koeficiental . . . . . . . . ... ... ... 150

UZB_melgmﬁfﬁ;msﬂ ......................... 153




TURINYS

162
166
169
170
172
172
175
177

179

181
181
184
185
186
187
187
187
190
190
191
191
193
196



TURINYS

VII Impulsinis lazeris 207

16 Kokvbe luliaciia 209




TURINYS 9

20.3.3 Trediasis artinyd . . . . . .. ... 252
204 Modeliavimas. Uzduotid . . . . . . ... ... ... . ... ... ... 252
20.5 Fazigkai moduliuoty impulsy sklidimad . . . . . . .. ... ... ... 255

21 _Anizotropinés terpés 259
[21.1 Dielektrinés skvarbos tenzoriud . . . . . ... ... ... 259
mmmm&mmmhﬂmmmanggs_ammtmmmmmd ..... 261
[21.3 Frenelio lvetis faziniams ereidiams . . . . . . . . . ... 263
21.4 Dvejopas IGAmAs . . . . o oo 267

22 Netiesinés terpés 271

iné : 271
271
274
275
275
277
279
282
283
283
285
287
288
289
290
291
295

[Literatiird 297



TURINYS 10

~ s ix op . 300



Pratarme

Kompiuteriné lazeriy fizika — tai kursas, aprépiantis optika, kvantine fizikg ir kom-
piuterinj modeliavimg. Sioje knygoje déstomas temas galima suskirstyti j tokias da-
lis: 1) optikos pagrindai; 2) pusiau klasikinis lazerio aprasymas (paprastai tariant,
kas vyksta lazerio viduje); 3) lazerio spinduliuotés sklidimas ir saveika medziagoje
(kas vyksta lazerio isoréje); 4) kompiuterinio modeliavimo metodai, taikomi spren-
dziant jvairius lazeriy fizikos uzdavinius.

Elementarus lazerio veikimo paaiskinimas kyla is fenomenologinés Einsteino
koeficienty teorijos. Taciau iSsamiam paaiskinimui reikia pasitelkti kvantinés fizikos
zinias. Sestame praeito amziaus deSimtmetyje buvo sukurta vadinamoji pusiau kla-
sikine lazerio teorija. Sioje knygoje aptariama tiek fenomenologiné balanso lygéiy,
tiek pusiau klasikiné teorijos ir juy sasaja. Sudétingesné ir iSsamesné visiskai kvantiné
teorija Cia nenagrinéjama, taciau yra analizuojami tokie kvantinés optikos klausimai
kaip gimimo bei iSnykimo operatoriai ir elektromagnetinio lauko kvantavimas. Bu-
tent Sis kvantavimas pagrindzia Planko juodojo kuno spinduliavimo formule, kuri
gali buti iSvesta is balanso lygé¢iy modelio.

Atskiras démesys skiriamas lazerio rezonatoriui. Kad suprastume, kaip for-
muojasi Gauso pluostas Fabri ir Pero rezonatoriuje, reikia iSmanyti difrakcijos teo-
rija Fraunhoferio artinyje. Tam tikrais atvejais rezonatorius gali buti nagrinéjamas
remiantis geometrine optika. Sioje knygoje kalbama tiek apie geometrine optika ir
ABCD matricas, tiek apie difrakcijos teorija Frenelio ir Fraunhoferio artiniuose. Sios
teorijos gali buti susijusios, pavyzdziui, ta pati stabilaus rezonatoriaus salyga gau-
nama vadovaujantis viena ir kita teorija. Parodoma, kad stabiliame rezonatoriuje
formuojasi Gauso pluostai. Jie aptariami atskirame skyriuje.

Kad suprastume, kuo lazeris ,geresnis“ uz paprasta sSviesos saltinj, reikia is-
manyti $viesos koherentiskumo teorija. Cia iSdéstomi triukSminés Sviesos teorijos
pagrindai, supazindinama su tokiomis svarbiomis sgvokomis kaip koreliaciné funkci-
ja ir savojo koherentiskumo funkcija, paaiskinama, kaip pastaroji gali buti nustatyta
eksperimentu. Lazerio Sviesa pasizymi dideliu koherentiskumu, tai yra dideliu kohe-
rentiskumo ilgiu. Taciau pradinéje generacijos stadijoje Sviesa yra nekoherentiné.
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Cia supazindinama, kaip galima sumodeliuoti nekoherentinés $viesos laikinj profilj.

Sioje knygoje kalbama apie du biidus generuoti $viesos impulsus: kokybés mo-
duliacijg ir mody sinchronizacija. Pirmasis budas aprasomas remiantis balanso lygciy
teorija, o mody sinchronizacijai aprasyti reikia taikyti pusiau klasikinj modelj. Sky-
riuje apie mody sinchronizacija pateikiamas uzdavinys, rodantis, kaip is triukSminés
Sviesos formuojasi reguliarus impulsas.

Du paskutiniai knygos skyriai skirti tiesiniam ir netiesiniam lazerinés sviesos
sklidimui.

Knygos struktura is pirmo zvilgsnio gali atrodyti nenuosekli. IS tikryjy, pacioje
pradzioje kalbama apie lazerio balanso lygc¢iy modelj, paskui pereinama prie mate-
matiniy metody, o lazerio modeliai atidedami iki VI dalies. Taciau reikia prisiminti,
kad tai yra kompiuteriné lazeriy fizika, kurioje démesys skiriamas ir kompiuteriniam
modeliavimui. Taigi, turinys suplanuotas taip, kad nuo paprastesniy modeliavimo
metody buty pereinama prie sudétingesniy. Balanso lygtys yra paprastos diferencia-
linés lygtys, modeliuojamos Rungeés ir Kuto ketvirtu (RK4) metodu. O difrakcijos
uzdaviniuose susiduriama su paraboline difrakcijos lygtimi, kuri yra lygtis su daliné-
mis isvestinémis ir modeliuojama sudétingesniais metodais. Prie lygciy su dalinémis
iSvestinémis priskiriamos banginés lygtys, kurios aptariamos skyriuje apie matema-
tinius metodus. Cia taip pat iSdéstoma sparciosios Furjé transformacijos teorija,
kuri yra svarbi nagrinéjant pluosty bei impulsy spektrus. Knygos ,kulminacija“ —
Fourier split-step metodo aprasymas. Sis metodas taikomas modeliuojant lygtis su
dalinémis isvestinémis ir netiesiniais nariais. Tiesinei daliai skaic¢iuoti pasitelkiamas
spartusis Furjé vaizdavimas, o netiesinei daliai apskaic¢iuoti — RK4.

Si knyga paraSyta skaitant to paties pavadinimo kursg Vilniaus universiteto
Fizikos fakulteto bakalaurams. Autoré tikisi, kad knyga bus naudinga ir kitiems stu-
dentams bei specialistams, besidomintiems lazeriy fizikos uzdaviniais. Sioje knygoje
pateikti uzdaviniai sprendziami per laboratorinius uzsiémimus. Pateikti programy
ruosiniai parasyti ,,Scilab® kalba. Programy paketas ,Scilab“ yra nemokamas ir pri-
einamas interneto puslapyje http://www.scilab.org/. Sis paketas yra kito, mokamo
paketo ,,Matlab“, analogas.

Papildomi skyriai sioje knygoje pazymeéti zvaigzdute (*).
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1 SKYRIUS

Apie lazerius trumpai

1.1. Lazerio sandara ir veikimo principas

Lazerio pavadinimas yra kiles is anglisko akronimo LASER (light amplification by
stimulated emission of radiation). Pirmuose darbuose jis dar vadinamas optiniu ma-
zeriu. Cia MASER yra anglisky zodziy microwave amplification by stimulated emis-
siton of radiation akronimas. Pirmajj mazerj sukonstravo Basovas ir Prochorovas ir
nepriklausomai Taunsas, o pirmajj lazerj — Maimanas 1960 metais.

Skiriami trys lazeriy elementai:

1. Optinis rezonatorius.
2. Aktyvioji terpe.

3. Kaupinimo saltinis.

Optinis rezonatorius gali buti: 1) Fabri ir Pero (LI pav.), 2) ziedinis (T2 pav.).
Fabri ir Pero rezonatoriuje susidaro stovinciosios bangos. Ziedinio rezonatoriaus mo-
dos yra béganciosios bangos. Viena banga sklinda pagal laikrodzio rodykle, kita —
pries laikrodzio rodykle. Lazeris su ziediniu rezonatoriumi aprasomas kiek papras-
tesnémis lygtimis.

Aktyviosios lazerio terpés ir kaupinimo mechanizmai yra labai jvairus. Lazeriai
skirstomi j kietakunius, dujinius, eksimerinius, cheminius, organiniy dazy. Lazerio
veikimas taip pat gali buti pagristas Suoliais tarp molekuliy virpéjimo lygmeny (CO,
lazeris skleidzia 10,6 pm spinduliuote). Taip pat skiriami puslaidininkiniai lazeriai.

Kiekviename lazeryje yra nuostoliy mechanizmy — iSvadinis veidrodis ir kt.

15
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V1 V2

Aktyvioji terpé

1.1 pav. Fabri ir Pero rezonatoriaus lazeris. V1, V2 — rezonatoriaus veidrodziai

Aktyvioji terpé

N
A 4
v

1.2 pav. Ziedinio rezonatoriaus lazeris
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1.3 pav. Trijy lygmeny schemos. Taskiné linija — kaupinimas, plona istisiné linija —
greita spinduliné arba nespinduliné relaksacija. Stora linija — lazerinis Suolis

Pagal veikimo mechanizmg lazeriai skirstomi j: 1) triju, 2) keturiy ir 3) kvazi-
trijy lygmeny. Rubino lazeris, kuris buvo sukurtas pirmasis, yra triju lygmeny. Tokio
lazerio schema pavaizduota pav., a. Kaupinimo Saltinis suzadina atomg is pirmo
lygmens j trecia lygmenj. Atomas greitai relaksuoja j antra lygmenj. Relaksacija gali
vykti tiek spinduliniu, tiek nespinduliniu budu. Antras lygmuo yra susijes leistinu
suoliu su pirmu lygmeniu, j kurj vyksta lazerinis Suolis. Butina lazerio generacijos
salyga yra pirmo ir antro lygmeny apgrazos (inversijos) sukurimas. Kadangi pirmas
lygmuo Sioje schemoje yra zemiausias, tai apgraza joje yra sunkiau sukurti negu [I.3]
pav., b pavaizduotoje schemoje. Sioje schemoje kaupinimo $uolis vyksta i§ pagrin-
dinio 0 i$ karto j virSutinj lazerinio Suolio antra lygmenj. Lazerinis Suolis vyksta i$
antro j pirmg lygmenj, is kurio relaksuoja j 0 lygmenj. Butent dél Sios relaksacijos
apgrazg tarp pirmo ir antro lygmens sukurti lengviau. Abi aptartos schemos yra
triju lygmeny lazerio schemos [11].

Kita schema yra keturiy lygmeny lazerio schema. Ji pavaizduota [[.4] pav., a.
Kaupinimo suolis vyksta i§ 0 lygmens j trecia lygmenj, i$ kurio greitai relaksuoja j
antra lygmenj. Suolis 2 — 1 atitinka lazerinj $uolj. Pirmas lygmuo greitai atlaisvina-
mas dél relaksacijos j pagrindinj 0 lygmenj. Tokios schemos pavyzdys yra kietakuinis
Nd:IAG lazeris. Jei pirmas lygmuo yra labai arti 0 lygmens, terminéje pusiausvyroje
jo uzpilda néra nuliné. Tokia schema isskiriama j atskirg grupe — kvazitrijy lygmeny
schema (4 pav., b). Jos pavyzdys yra Yb:IAG.

Lazerio spinduliuoté yra iSvedama is lazerio rezonatoriaus, kuris yra vienas
iS nuostoliy mechanizmy. Kuo didesni buna nuostoliai, tuo didesne¢ apgraza reikia
sukurti, kad vykty generacija.

Pagrindiné savybe, skirianti lazerio spinduliuote nuo paprasto sviesos saltinio
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1.4 pav. Keturiy (a) ir kvazitriju (b) lygmenuy schemos. Tagkiné linija — kaupinimas,
plona istisiné linija — greita spinduliné arba nespinduliné relaksacija. Stora linija —
lazerinis Suolis

(pvz., lempos), yra didelis koherentiskumas. Stacionaraus proceso atveju koherentis-
kumas yra susijes su monochromatiskumu. Koherentiskumo trukmeé tuomet yra at-
virkséiai proporcinga spektro ploc¢iui. Monochromatiskumas reiskia, kad spektro plo-
tis yra kur kas maZesnis uZ centrinj daznj. Santykinis plotis gali siekti 6v/v ~ 1071°.
Tai atitinka 300000 km koherentiskumo ilgj.

Kita lazerio spinduliuotés savybé yra kryptingumas (erdvinis koherentisku-
mas). Lazerio spinduliuoté difraguoja beveik taip pat kaip monochromatiné spindu-
livote, peréjusi per diafragma.

Be nuolatinés veikos, lazeris gali veikti impulsiniu rezimu. Impulsai pasizymi
didelémis galiomis, rekordiniai siekia petavatus (10'° W).

Dél jvairiy priezasciy lazerio lygmenys yra isplite. Pavyzdziui, su Doplerio efek-
tu susijes iSplitimas yra Gauso formos. Sj isplitima galima sumazinti atsaldzius ato-
mus. Taciau su savaiminiu spinduliavimu susijes Lorenco formos iSplitimas jokiais
mechanizmais negali buti sumazintas, jis lemia riba.

1.2. Teoriniai lazerio modeliai

Pats paprasciausias budas aprasyti lazerio veikimag yra uzrasyti balanso lygtis. Tai
yra susijusios paprastosios diferencialinés fotony skai¢iaus ir apgrazos lygtys. Sis
modelis netinka norint aprasyti daugiamodj rezima esant faziniams sarysiams tarp
skirtingy mody. Toks rezimas yra svarbus aprasant mody sinchronizacija. Taciau
balanso lygtys leidzia aprasyti kai kuriuos procesus, pavyzdziui, lazerio generacijos
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slenkstj ir moduliuotos kokybés lazerio impulso evoliucija. IS balanso lygciy galima
gauti Planko formule juodojo kuno spinduliavimui.

Svarby vaidmenj lazeriy teorijoje vaidina pusiau klasikinis modelis. Siame mo-
delyje sviesa yra aprasoma kaip klasikiné banga, o atomas, su kuriuo sgveikauja svie-
sa, yra kvantmechaninis objektas. IS klasikiniy Maksvelo lygciy gaunama elektrinio
lauko stiprio amplitudés lygtis. I§ Srédingerio lygties iSvedamos atomny poliarizuo-
tumo bei apgrazos lygtys. Dél saveikos Sios trys lygtys yra susijusios. Toks modelis
leidzia aprasSyti impulsy susidaryma faziy sinchronizuotame lazeryje. Reikia pazy-
méti, kad i$ pusiau klasikiniy lygc¢iy galima gauti balanso lygtis, tarus, kad faziy
sarysiai yra nereikSmingi ir kad apgraza bei lauko amplitude kinta létai, palyginti
su greitomis mody osciliacijomis. Taciau pusiau klasikiné teorija turi rimta trukuma
— ji neapraso savaiminio spinduliavimo. Anot Sios teorijos, Sviesos suzadintas atomas
be galo ilgai islikty suzadinto lygmens net iSjungus elektrinj lauka. Tai priestarauja
eksperimentui, i$ kurio zinome, kad atomai relaksuoja j pagrindinj lygmenj. Pusiau
klasikiné teorija taip pat nepajégi aprasyti Saltinio spinduliavima, kai néra lazerio
generacijos. O tokj spinduliavima gali skleisti paprasti nelazeriniai Saltiniai.

Savaiminj spinduliavimg teisingai apraso visiskai kvantiné teorija. Pasak jos,
tiek atomas, tiek Sviesa yra kvantuojami. Vartojama sviesos kvanto, fotono, savoka.
Nagrinéjant kvantiniu poziuriu iSvedama Fokerio ir Planko lygtis Glauberio ir Sudar-
sano funkcijai. Pastaroji turi panasia prasme kaip tikimybés pasiskirstymo funkcija,
nes jg pasitelkus skai¢iuojami kvantmechaniniai vidurkiai. Gauta Fokerio ir Planko
lygtis yra susijusi su Lanzeveno lygtimis. Yra parodoma, kad Sios lygtys sutampa
su lazerio pusiau klasikinémis lygtimis, pastarosiose jskaitant Lanzeveno triukSmi-
nius narius. Sis rezultatas atspindi sasaja su klasikiniu aprasymu. Telieka iSspresti
Fokerio ir Planko lygtj ir rasti nagrinéjamy dydziy vidurkius. Nustatoma, kad la-
zerio spinduliuoté zemiau generacijos slenkséio yra tokios pat statistikos (Gauso)
kaip ir siluminé. O auksciau generacijos slenkscio, didéjant intensyvumo vidurkiui,
santykine intensyvumo dispersija mazéja.
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2 SKYRIUS

Balanso lygtys

2.1. Balanso lygciy uzrasymas

Pradésime nuo paprasciausio lazerio modelio — balanso lygéiu (angl. rate equations).
Nagrinésime du atomo lygmenis — virsutinj (2) ir apatinj (1) lazerinius lygmenis
(dvieju lygmeny schema). Balanso lygtis fotony skai¢iui n atrodo taip:

Cia dn/dt yra fotony skaic¢iaus kitimo sparta, N ir Ny — atitinkamai apatinio ir vir-
sutinio lygmeny uzpildos. W rodo sparta, kuria atomas isspinduliuoja arba sugeria
fotona. x yra nuostoliy rezonatoriuje sparta. Reikia pazyméti, kad n — tai foto-
ny skaidius esant lazerio generacijai. Zemiau generacijos slenks¢io gausime n = 0.
Dél spontaninio spinduliavimo fotony skaicius nelygus nuliui ir zemiau generacijos
slenkscio, taciau siame modelyje spontaninio spinduliavimo nejskaitome. Kitos dvi
balanso lygtys uzrasomos uzpildoms Ny ir Nj:

dN-

(22) d—t2 = ’UJ21N1 - ’UJ12N2 - (N2 - Nl)Wn,
dN-

(23) d—tl = w12N2 — wglNl + (N2 — Nl)Wn

wsy1 yra Suolio i$ pirmo lygmens j antrajj dél kaupinimo sparta, wio — Suolio i$ antro
lygmens j pimajj sparta. Paskutiniai siy lygc¢iy nariai atitinka priverstinj spindulia-
vima (NoWn) ir priverstine sugerti (N;Wn). wqy gali aprasyti suzadinto lygmens
uzpildos mazéjima, pavyzdziui, dél dujy atomu susidurimy. Sudéje ([22) ir (23)

21
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gauname
d(Ny + N)

2.4 —==0.
(2.4) 7
Suintegrave gauname
(2.5) N1+ Ny =N,

¢ia N yra konstanta, o (Z3]) lygybé — tvermeés désnis, reiskiantis, kad suminis atomuy
skaic¢ius N yra pastovusis dydis. (22) ir ([23)) lygtyse figuruoja skirtumas Ny — Ny,
kuris yra uzpildos apgraza ir bus zymimas D:

(2.6) Ny — Ny =D.
Uzpildas NV ir N, galime isreiksti kitais dviem dydziais NV ir D:

(2.7) NQZ%(N+D), leé(N—D).

Tuomet atéme (2.3) i$ (Z2) ir pasinaudoje (2.7) gauname:

dD

(28) E = N(w21 — ’wlg) — D(’LU21 + wlg) — 2W Dn.
Pazyméje
(29) 1/T = Woy + W12,
(2.10) Dy = N2

Wa1 + W12
pagaliau gauname

daD 1

2.11 — = —(Dg— D) — 2W Dn.
(211) "~ Dy~ D)~ 2WDn

Dydj Dy vadinsime nejsotinta apgraza, véliau bus aisku kodeél. Is (2]) gauname:

(2.12) Z—Z = DWn — 2kn.

(212) ir 2I1)) lygtys sudaro uzdarg lygéiy sistema dydziams n ir D — fotony skai-
¢iui ir apgrazai. Bendru atveju Sios lygtys analiziskai nesprendziamos. Taciau juy
sprendinius galima gauti stacionariu atveju.
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2.2. Stacionarus sprendiniai

Stacionarus sprendiniai gaunami is salygu

dn dD
2.13 — =0, — =0.
( ) dt Todt
Arba, prilygine desiniasias (2.I1) ir (Z12) puses nuliui, turésime dvi lygtis:

1
(2.14) —(Dy—= D)= 2WDn =0,
(2.15) DWn —2kn = 0.
I§ (Z.14) i$ karto gauname
Dy

2.1 D=———.
(2.16) 14+ 2TWn

Dabar aisku, kodél Dy buvo pavadinta nejsotinta apgraza. Kai fotony skaicius n
mazas, D apytiksliai lygus D.

Galimi du lygties (Z.I5) sprendiniai:
(2.17) n=0
ir
(2.18) n = (WDy—2k)/(4TW).

Pasinaudojome (2.I6]). Kurj sprendinj pasirinkti, priklauso nuo nejsotintos apgrazos
Do. Kai

2K
(2.19) Dy < W

antrojo sprendinio (ZI8) verté yra neigiama. Tai reiskia, kad jmanomas tik nulinis
sprendinys (Z.I7). O, jei

2K

W Y

nulinis sprendinys tampa nestabilus, ir prasideda lazerio generacija, kurioje n > 0.
Prisimine (2.I0), matome, kad nejsotinta apgraza priklauso nuo kaupinimo. Kau-
pinimo greic¢iui wy; didéjant, Dy taip pat didéja. Taigi, i$ paprasto balanso lygciy
modelio gavome lazerio generacijos salyga (220): kaupinimas turi buti pakankamai
didelis, tuo didesnis, kuo didesni nuostoliai rezonatoriuje x.

(2.20) Dy >
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2.3. Fotony skaiciaus lygtis

Tarsime, kad per laika T apgraza D pakinta nedaug,

d(D — Dy) 1
— L =(Dy — D).
Tai reiskia, kad D spéja sekti n pokycius, ir galime pasinaudoti stacionariuoju spren-

diniu (Z.16)). Kai fotony skaicius n nedidelis, (Z.10) galima apytiksliai uzrasyti
(2.22) D ~ Dy — 2Dy TWhn.

(2.21)

Irase tai j (2.12]), gauname

dn
(2.23) i (DoW — 2k)n — 2DyTW?n?,
Taigi, gavome viena lygtj tik n atzvilgiu. Sakoma, kad D buvo adiabatiskai elimi-
nuotas. Uzrasykime jg paprastesniais zymeéjimais
dn
dt
¢ia a = DoW — 2k, b = 2DyTW?. Du stacionarieji sprendiniai yra n = 0 ir n = a/b.
Kai a > 0, sprendinys n = 0 tampa nestabilus. Taciau esant tokiai salygai, stabilus
tampa antrasis sprendinys n = a/b. a > 0 Siuo atveju yra generacijos salyga ir ji
sutampa su ([Z20).

(2.24) = an — bn?,

Pora zodziy apie tai, kaip atlieckama stabilumo analizé. Panagrinékime spren-
dinj n = 0. Pazymime n = 0 + dn; ¢ia on — nedidelis nuokrypis. Tuomet (2:24)
atrodo taip:

2.2 — = .
(2.25) pm aon

Sios lygties sprendinys artéja prie 0, kai a < 0.

Nagrinédami kita stacionaryji sprendinj n = a/b, pazymime n = § + on.
Tuomet i$ (2.24]) gauname
don

Nuokrypis dn nyksta, kai a > 0.
(224)) lygtis turi analizinj sprendinj:

6a(t—t0)

(= 2) + b

no

(2.27) n =

Cia tg — pradinis laiko momentas, ng = n(ty).
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2.1 pav. n(t) priklausomybés grafikas. (2:24]) lygties sprendiniai, kai (1) a = —1,
n(t=0)=0,5 (2)a=1,n(t=0)=0,5 (3) a=1, n(t =0) = 1,5. Visais atvejais
b=1

2.4. Uzduotis. Balanso lygties modeliavimas

UzZduotis. Sumodelivoti (Z24]) lygti Rungés ir Kuto ketvirtu (RK4) metodu. Nusi-
brézti tris kreives, kai

l.a=—1,b=1,n(t=0)=0,5.
2.a=1,b=1n(t=0)=0,5.
3.a=1,b=1n(t=0)=1,5

Palyginti gautas kreives su analiziniu sprendiniu (2.27)). Kreivés pavaizduotos 2.1]
pav.

Apie Rungés ir Kuto metodus bus kalbama toliau. Taciau jau galime taikyti
RK4 metoda naudodami ,Scilab“ paketa. Tereikia j programos koda jrasyti keleta
eiluciy:
n0=0.5;
t0=0;
t=0:0.1:10;
n=ode( 'rk’ ,n0,t0,t,f);
plot (t,n)
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t yra laiko vektorius, kurj atitiks sprendinys n. ode argumentas rk nurodo, kad spren-
dziama RK4 metodu. plot nupiesia sprendinj. Telieka uzduoti funkcijg f, kuri yra
desinioji diferencialinés lygties pusé. Si funkcija uzduodama programos pradzioje,
parasant koda

function nn=f(t, n)
nm=...;

endfunction

Cia vietoj daugtaskio (...) reikia parasyti lygties desinigja puse.



II DALIS

Matematiniai metodai
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3 SKYRIUS

Rungés ir Kuto metodai

Rungés ir Kuto (RK) metodais sprendziamos paprastosios diferencialinés tokio pa-
vidalo lygtys:

dx

(3.1) =

= f(x,1).

Nagrinésime vieng lygtj, taciau reikia pasakyti, kad bendru atveju = ir f gali buti
vektoriai. Pradékime nuo paprasciausio lygties sprendimo budo — Oilerio metodo.

3.1. Oilerio metodas

Pasinaudokime skleidimu Teiloro eilute ir uzrasykime z laiko momentu ¢t + At

(3.2) z(t + At) = 2(t) + At% + O((At)?).

Cia At yra mazas laiko Zingsnis, o i O((At)?) jeina visi kiti skleidimo nariai. Taikant
Oilerio metoda $ie mazi nariai atmetami. Atsizvelgiant j (8] galima vietoje At%
parasyti Atf(x,t), ir tuomet diskretizavimo schema atrodo taip:

(3.3) Tpi1 = Ty + [(Tn, t,) AL

Cia z, yra = reikimeé laiko momentu ¢, o 2,,1 — laiko momentu ¢ + At. Vadinasi,
iteruojant galima rasti a1, =2, 3 ir t. t. vertes. Sio metodo trikkumas yra tas, kad
reikia parinkti mazag At reiksSme, taigi skaiCiavimai gali buti léti. Norint pagreitinti
skai¢iavimus, taikomi aukstesnés eiles RK metodai.
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3.2. Rungés ir Kuto antras metodas

Cia aprasysime vadinamajj modifikuotg Oilerio metoda, kuris yra antros eilés Rungés
ir Kuto metodo atskiras atvejis. Uzrasykime skleidima Teiloro eilute iki trecios eilés
iSvestines:

2

(3.4) z(t + At) = z(t) + At/ (t) + ATt:c”(t).

Cia 2/(t) Zymi iSvestine pagal laikag momentu ¢. Dabar uzrasykime z'(t + At), vélgi
pasinaudoje Teiloro eilute:

(3.5) 2 (t+ At) = 2/ (t) + Atz" ().
Galime jsitikinti, kad

o' (t) + 2/ (t + At) At

(3.6) 5 =a'(t) + Ex”(t).

Taigi, tuo artutinumu

x(t+ At) —x(t)  2'(t) + 2/ (t + At)
At B 2

Akivaizdu, kad 2/(t) galime pakeisti i f(x,t), o 2'(t + At) i f(z+ Ax,t+ At). Kyla

klausimas, kaip rasti x + Az. Jis skai¢iuojamas remiantis paprastu Oilerio metodu,
kurj jau nagrinéjome:

(3.7)

(3.8) r+ Ar =7 =x(t) + Atf(z,1).
Galutinis rezultatas atrodo taip

z(t+ At) —x(t)  f(z,t) + f(@,t + At)

(39) At B 2
arba
At ~
(3.10) x(t + At) :x(t)+7(f(x,t)+f(x,t—l—At)).

Galime parasyti diskretizavimo schema:
kl = f('rrw t)7

Tntl = T, + %(1{31 + ]{32)
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3.3. Rungés ir Kuto ketvirtas metodas

Taikant vis aukstesnes eilés RK metoda, laimima tikslumo. Tac¢iau diskretizavimo
schema darosi sudétingesné, o tai pailgina skaiciavimo trukme. Tinkamiausias me-
todas yra ketvirtos eilés Rungés ir Kuto metodas RK4. Mes ji jau taikéme balanso
lyg¢iai modeliuoti. Cia uzrasysime jo diskretizavimo schema:

kl = f('rn7t)7

ko = f(zn + k‘l%,t‘l' %)»
(3.12) ks = f(xn + k25t t + 50,

k‘4 = f(l’n‘l'k‘gAt,t—l—At),

Tpi1 = Ty + BL(ky + 2ko + 2k3 + k).
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4 SKYRIUS

Bangines lygtys

Aprasydami Sviesa kaip elektromagnetine banga susidursime su terminais bangos
ilgis, daznis ir kt. Bus operuojama vadinamosiomis banginémis lygtimis. Taigi, Siame
skyriuje aptarsime, kaip bangos aprasomos matematiskai ir kaip galima modeliuoti
bangines lygtis.

4.1. Banguy matematinis aprasymas

Paklausti, kas yra banga, turbut pirmiausia jsivaizduojame pavirsing vandens banga.
Taciau net Sis pavyzdys néra toks paprastas, nes s$i banga yra dviejy tipy bangy —
isilginés ir skersinés — superpozicija. Atskira vandens pavirsiaus dalelé juda elipse,
kaip pavaizduota 1] pav.

Skersinés bangos atveju vandens dalelés juda kryptimi, statmena bangos skli-
dimo krypciai. Isilginés bangos atveju susidaro praretéjimai ir sutankéjimai isilgai
bangos sklidimo krypties. Abu sie bangy tipai pailiustruoti pav.

Taigi, matematiskai bangg galime apibrézti Sitaip. Pazymékime nuokrypj nuo
pusiausvyros padéties raide . Tuomet bet kokia funkcija &(x,t) = f(t — z/v) arba
&(x,t) = f(t + x/v) aprasys bangos sklidima iSilgai X asSies atitinkamai teigiama
arba neigiama kryptimi. ¢ yra laikas, v nusako sklidimo greitj, tai néra is karto
akivaizdu, bet galima parodyti sitaip. ISdiferencijuokime lygtj

(4.1) t —x/v = const
pagal laika t. Gausime dx/dt = v. Isdiferencijave funkcijos f(¢ + x/v) argumen-

ta gautume sarysji dx/dt = —v. Paprasciausias bangos pavyzdys yra harmoninés
bangos, kurios aprasomos sinuso arba kosinuso funkcijomis. Harmoninéms bangoms
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galime uzrasyti:
(4.2) &(x,t) = acos(w[t — x/v]).

Cia w = 27v yra kampinis daznis, v — virpesiy daznis, a — amplitude. I$ periodiskumo
salygu wT = 27 ir wA\/v = 27 galime surasti bangos perioda 7" ir bangos ilgj A:

po2_1
w v
(4.3)
2mv
A= —=2T.
w

Kosinuso argumenta galime perrasyti simetrine forma. Vietoje wt —wx /v parasysime
wt — kx, ¢ia k = w/v = 2w/ yra bangos skaic¢ius. Taigi, harmoniné banga gali buti
uzrasyta taip:

(4.4) £(x,t) = acos(wt — kx).

Cia buvo nagrinéjamas vienmatis atvejis, kai nuokrypis ¢ priklauso tik nuo vienos
erdvinés koordinatés x. Trimatéje erdvéje funkcija f(t —x/v) apraso plokscia banga.
Tai yra banga, kurios vienodos fazés pavirsius — bangos frontas — yra plokstuma, siuo
atveju statmena X asiai. Bangos faze vadinamas funkcijos f argumentas. Plokscia
banga, sklindancig vienetinio vektoriaus n kryptimi, apraso funkcija (r,t) = f(t —
rn/v), o harmoninés plokscios bangos atveju

(4.5) &(r,t) = acos(wt — kr).

Cia k = (k,, k,, k.) yra banginis vektorius.

4.2. Bangineés lygtys

Dabar isvesime diferencialines lygtis, kurios apraso bangos sklidimg vienmaciu atve-
ju. Suskaic¢iuokime funkcijos &(z,t) = f(t—x/v) iSvestines pagal laika ¢ ir koordinate
x. Pazyméje argumenta ¢ =t — z/v, galime uzrasyti

o8 _ ke _ 0

ot dpot dp

ﬁ_ﬁﬁ_ﬁ,(_l)
oxr  O0pdxr 0Op ’

Is sios lygciy sistemos matyti, kad

(4.6)

oc _ %8

(4.7) 5 = Vo
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Tai yra paprasciausia banginé lygtis. Ji apraso bangos sklidima teigiama X asies
kryptimi. Pakeite (4L71) lygtyje greicio v zenkla, gausime lygtj

7] 7]
(4.8) % _ v—g,

ot Ox
kuri apraso bangos sklidimg neigiama X asies kryptimi. Dabar isvesime lygtj, ku-
rios sprendiniai yra abiem kryptimis sklindan¢iy bangy superpozicija. Tam rasime
funkcijos &(x,t) = f(t + x/v) antrasias iSvestines pagal ¢ ir x:

8_26_2@)_2(@)_&(@)_&
otz ot \ot) ot\dp) dp\dp) Op*

(4.9)
6 10 (06 10600 10%
ox2  Twdr \dp/)  Tvoprdr w2 0p?
IS ¢ia
P 0%

Tai — banginé lygtis, kurios bendrasis sprendinys yra:

(4.11) E(x,t) = fL(t —z/v) + fot +2/v).

Cia f; bei fo yra bet kokios funkecijos.
Apibendrinant bangine lygti ({I0) trimaciu atveju, ji uzrasoma taip:

1 9%

T o

(4.12) AL

Cia A yra Laplaso operatorius (laplasianas). Uzrase laplasiang sferinéje koordinaciy
sistemoje ir laikydami, kad funkcija & nepriklauso nuo erdviniy kampy, gauname

lygti

0? 1 0
(4.13) w(rﬁ) = ﬁ@(rf)-
Sios lygties sprendinys yra
(4.14) §=[filt =r/v)+ ot +r/v)]/r,

kitaip tariant, iSeinancios ir sueinancios sferiniy bangy superpozicija.
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4.3. Kompleksinis uzrasymas

Kaip minéta, harmoniné banga yra aprasoma sinuso arba kosinuso funkcija. Daznai
vietoj siuy funkcijy patogu rasyti eksponente su menamu rodikliu, nes pagal Oilerio
formule

(4.15) exp(ip) = cos(p) + isin(yp).
Tuomet

1 . . 1 . ]
(4.16) cos(p) = 5(6“” +e %) = 56“” + k. j.,
(4.17) sin(yp) = 5(6“0 —e %) = 56“0 — k. j.

Cia k. j. zymi kompleksiskai jungtinj dydj.

4.4. Banginiy lygciy modeliavimas. Uzduotis

Siame skyrelyje aptarsime, kaip modeliuoti bangines lygtis (&7) ir (ZI0). Pradzioje
panagrinésime (£L7) lygti. Visy pirma reikia nuo tolydziyju kintamujy pereiti prie
diskreciyjuy. Tai reiskia, kad vietoje tolydziyjy kintamuyjy x, t naudosime diskreciuo-
sius @, ¢, Cla © = 1,2, ..., tmax, 7 = 1,2, ..., Jmax Zymi numerj kintamyjy sekoje, o
Tmax, Jmax yra diskreciy seky ilgiai. IS pirmo zvilgsnio atrodo, kad turétume aprasyti
dvimate matrica & ; = £(x;,1;), taciau praktiskai patogiau palikti priklausomybe
nuo z ir fiksuoti Sig priklausomybe laiko momentais ¢; ir ;4. Pagal pirmajj Oilerio
metoda, &(x;,%,41), Zinant &(x;,t;), uzrasomas taip:

23
(4.18) §(xistjp) = (i, ty) + Atah,j-
Cia At yra laiko zingsnis. I§ (A7) paaiskéja, kad iSvesting 9¢ /0t taske z;,t; yra lygi
iSvestinei —v0¢/0x tame taske. Taigi, rasime iSvesting 0¢/0x|; ;. Tam, naudodamiesi
skleidiniu Teiloro eilute, uzrasysime &(z; + Az, t;) ir &(z; — Az, t;):

o (Ax)? 9%¢
E(z; + A, ty) = (x4, t5) + Aa?% ij T 5 g2

(4.19)
3 (Az)? 0%¢

§(wy — Aw, ty) = (g, t5) — ASC% it i
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Cia Az yra erdvinis zingsnis. I$ pirmos lygties atéme antraja gausime

(4.20) g—fj% = [{(x; + Az, t;) — E(x; — Az, t))]/(2Ax).

Taigi, vietoje (EIR) lygybeés gauname

At
(4.21) &, tj) = (@i 1)) — v [€(wi + A, ty) — §(wi — A, )]
Sitaip, zinodami funkcijos ¢ priklausomybe nuo z laiko momentu t;, galime ap-
skaic¢iuoti priklausomybe nuo x kitu laiko momentu. Taciau Si schema néra stabili.
Banginé lygtis modeliuojama pagal tokig schema:

§(@istjer) —E(witj—1)
(422) B Y v

[E(x; + Az, t;) — E(x; — Ax, ty)).

Cia, norint rasti £ laiko momentu ¢4, reikia Zinoti jo vertes dviem laiko momentais:
tj—1 ir t;. Pirmame zingsnyje taikoma (.2I]) schema.

Is (A22) lygties matome, kad skaiciavimo tikslumas priklauso nuo daugiklio

AL todél, mazinant erdvinj zingsnj Az, reikia mazinti ir laikinj Zingsnj At.

Y3az
(Z7) lygtyje yra pirmosios eilés dalinés iSvestinés. ({.10) banginé lygtis sudétin-
gesneé, nes joje yra antrosios eilés daliniy iSvestiniy. Taciau ja galime supaprastinti,

perrase Sitaip:

¢

o
(4.23)

ou 0%

ot oa

Tai yra dviejy diferencialiniy lygciy sistema, kurioje paliko pirmosios eilés iSvestinés
pagal laika t. Diskretizuojant sias lygtis galima vélgi spresti pirmuoju Oilerio meto-
du. Tik dabar vietoje pirmosios eilés isvestinés pagal koordinate x turime antrosios
eilés iSvestine. Jg rasime, sudéje pirmaja ir antraja (£19) lygtis:

82
(424) O i = €+ A 1) + € — A 1) — 26 1))/ (A)?
Tuomet diskretizavimo schema bus tokia:
(4.25)

E(witj) = (i, ty) + Atu,

u(, tip) = u(w, tj) + (AATt)Q[f(% + Az, t;) + &(vi — Az, t;) — 26(2i, t5)].
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Siuo atveju skai¢iavimo tikslumas priklausys nuo daugiklio At/(Az)?, todél mazi-
nant erdvinj zingsnj Az n karty, laikinj Zingsnj reikia mazinti n? karty.

Uzduotis. Sumodeliuoti (£.7]) lygti, kai pradiné salyga: 1) Gauso funkcija, 2)
sinuso funkcija.

Cia pateiksime programos ,Scilab“ ruosinj:

clear ; clc; close ;

ax=10;

dx=0.05;

x=aX :dx:ax;

nt=100;

dt=0.005;

xi0=exp(—x"2);// pradine bangos forma
xi=0%xxi0 ;

xil=0%xi0 ;

for ix=2:length (x)—1
xil(ix)=...;

end
for it=1:nt

=it *dt :

for ix=2:length(x)—1
xi(ix)=...;

end

xi0=xil;

xil=xi;

xXit=...;//teorine formule

//piesimas
drawlater ();

delete(gce ());

plot (x,xi, b=’ x,xit, 'ro’);

set (gca (), data_bounds’,[—ax, 0; ax,1])
drawnow ( ) ;

sleep (20)

//piesimas
end
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4.5. Kranko ir Nikolsono metodas. Uzduotis

Modeliuojant bangine lygtj pirmiau aprasytu metodu, reikia naudoti gana maza
zingsnelj At. Taikant kita diskretizavimo schemg — Kranko ir Nikolsono metoda —
zingsnis gali buti padidintas ir skai¢iavimas paspartéja.

Dar karta uzrasykime bangine lygti:

og _ %
4.26 —
(4.26) ot~ or
Kranko ir Nikolsono diskretizavimo metodas Siai lygciai atrodo taip:
(4.27)
(it A)—E@it) _ _ v
At 4Ax

X (&(x; + Aw,t)) — E(x; — Ax, ty) + E(x; + Ax, t; + At) — E(z; — Az, t; + At)) .

Visy pirma parodysime, kad kairéje puséje esanti israiska yra lygi £ iSvestinei pagal
laikg taske ¢; + At/2. Pazymeésime paprasciau — y(t;) = £(x;,t;). Tuomet
ti+A)—y(t; 2 92
MRS o L (u(t) + A + AE 5, — u(n)) =
(4.28)

9y | §@| %|
ot It 2 o2 Ity ~ Bt lt;+ 5t

O i$ banginés lygties galime uzrasyti

23 23
(429) E Z‘htj-i-% = _U%Lci,tj'f‘%'
Dabar pazymékime y(t; + %) = % wity+ AL IS vienos pusés turime
At At Qy
4 il )4 2tey
(4.30) ut;+ 5D~ )+ 21,
Is kitos puses
t:+ At) +y(t; 1 At 0
(4.31) ylty 2) uits) o 3 <y( )+At_|t +y(t )) = y(t;) + 78—? -

Desiniosios pusés vienodos, taigi, sugrjze prie pradiniy zyméjimy, galime parasSyti

23 %3
mott Sy T 2 ox

(4.32) =

+ &
Tt +At 8,’]:' it .
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I§vestine pagal koordinate o uzrasome kaip ir anksciau, (@20) lygtis. Sitaip gaunama
schema (4.27). Tokia schema angliskai vadinama implicit. Tiek kairéje, tiek desine-
je puséje yra t; ir t; + At nariy. Vadinasi, teks spresti matricine lygti. Pazyméje
(x4, t;) = € galime paradyti

v AL

(4.33) g7 -d =5, W -l - )
arba matricos pavidalu
(4.34) A& = B&.
Cia & = (f{“, %H, §+1, ...,fg{:i)T, & = ( {,gg,gg, - gmaX)T. A ir B yra matricos,
kuriy visi elementai nuliai, iSskyrus
Bii=—1, By = 2&L, By = —24L,

(4.35)

_ _ vAt _ vAt
Aivi - _17 Ai,i—l — T 4Az Aivi"'l T 4Ax”

Uzduotis. Sumodeliuoti bangine lygti (£.20), kai pradiné salyga yra Gauso
funkcija.

Locilab“ ruosinys:

clear ; clc; close ;
ax=10;

dx=0.1;

x=aX :dx:ax;
nt=100;

dt=0.05;
xi0=exp(—x"2);
xi=xi0 ;

v=1;

for ix=1:length(x)
for iy=1:length (x)

A(ix ,iy)=0;
B(ix ,iy)=0;

if ix=—iy then
A(ix ,iy)=-1;
B(ix ,iy)=—1;
end

...// parasyti kitas matricos reiksmes
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end
end

for it=1:nt
t=it xdt ;

BO=Bsxxi0 ’:
xi=B0’/A’;

xi0=x1i;
xit=...;//teorine formule

//piesimas
drawlater () ;

delete(gce());

plot (x,xi0, 'b—" x,xit ,'ro’);

set (gca (), data_bounds’,[—ax, 0; ax,1])
drawnow ( ) ;

sleep (20)

//piesimas
end

Kaip matome, Sioje programoje laikinis zingsnis desimt karty didesnis nei pries
tai buvusioje. Kaip galite jsitikinti, su Siuo zingsniu skai¢iuojama pakankamai tiks-
liai.



5 SKYRIUS

Spartusis Furjé vaizdavimas

Ploks¢ia monochromatiné banga yra teoriné idealizacija. Realios bangos yra baigti-
niy matmeny, laikiniy trukmiy ir baigtiniy energijy. Taciau bet kokia banga galima
pavaizduoti kaip ploksc¢iyjy monochromatiniy bangy superpozicija. Toks pavaizda-
vimas yra vadinamas Furjé transformacija. Furjé transformacija yra Furjé eilutés
apibendrinimas, kai pavaizduojama funkcija néra periodiné.

Baigtiniame intervale bet kokig funkcijg galima paskleisti Furjé eilute. Bus
parodyta, kaip gaunama diskreciosios Furjé transformacijos formulé. Sios formulés
skaiciavimo sparta mazéja pagal kvadratinj désnj nuo zingsniy skaiciaus. 1965 metais
buvo pasiulytas efektyvus diskreciosios Furjé transformacijos skaic¢iavimo metodas,
kuris vadinamas sparéiaja Furjé tranformacija (angliskai fast Fourier transform —
FFT). Jos sparta mazéja beveik tiesiskai.

5.1. Furjé vaizdavimas

Funkcijos f(t) Furjé vaizdas F'(w) apibréziamas kaip integralas

(5.1) Flw)= [ f(t)etdt.

Atvirkstiné Furjé transformacija, atkurianti pradine funkcija f(t), apibréziama taip:
(5.2) f6)= L [ Fw)eduw,

Analogiskai apibréziama ir dvimaté Furjé transformacija

(5.3) F(ky, k) = 70 Tf(:)s,y)eik””kymdxdy

43
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bei atvirkstiné dvimaté Furjé transformacija:

(5.4) f@y) =g [ [ Flke ke =hdl,dk,.

—00 —0O0

ir lygybes galima jrodyti, Zinant funkcijos d(t) = == [ e™“!dw savybe
2w

T st - )wyar = (o).

Pirmyksté funkcija f ir jos Furjé atvaizdas F' gali buti kompleksiniai. Maty-
sime, kad Sviesos energijos srauto tankis yra proporcingas kompleksinés amplitudés
modulio kvadratui. Skai¢iuojant Sviesos impulso energija, svarbus yra sarysis:

NGRS

- (271r)2 I I F(wy) F* (wy) e @ =2t dtdw, dwy =

—00 —00 —0O0

(5.5)
— L [ Fln) F(w2)d(wr — wa)dewrdos, =

—_ 0 =00
= & [ IF)de
2w '
—00
Dvimaciu atveju

(5.6) [ f@y)Pdedy = g [ [ 1F (ke ky) kb,

—00 —00 —00 —OQ

Si formulé naudinga skaic¢iuojant pluosty galias.

5.2. Diskrecioji ir sparcioji Furjé transformacijos

Intervale t € [0 T'| bet kokia funkcija f(t) galima skleisti Furjé eilute:

[e.e]

(57) f) =3 BT,
k=—o00
Cia
T
1 _ 2mikt
(5.8) szf/f(t)e T dt.
0
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Suskaidykime atkarpa [0 7] i N elementy taip, kad ¢t; = jT/N, j =0,1,2,..., N — 1.
Tuomet

(5.9) fty) = 3 BT = N~ ety
k=—o0 k=—o00

Bet kokj sveikaji skai¢iy k galima uzrasyti kaip k = [ + mN. Cia [ kinta nuo 0 iki
N, o m — bet koks sveikasis skaicius. Tada

f(tj) — Z er27rz'ktj/T:

k=—o0

N—-1 oo )
— Z F}+mN627TZ(l+mN)tj/T —
m=0 m=—o0
(5.10)
N-1 ) 00
— Z e2milt; /T Z Fiimn =
=0 m=—o00
& L o /T
= Flesm5/ 4
Cia
(5.11) F/= Y Fim, 1=01.,N-1

ir pasinaudota tuo, kad e?™mNti/T = ¢27mNJi/N — 1 visiems j. Taigi, gavome

N—

(5.12) Ft;) = Z Fle2mitty/T,

=0

[y

Si formulé vadinama diskreciaja Furjé eilute, F] yra diskretieji Furjé koeficientai.
Galima parodyti, kad

(5.13) F/ = = Nz_:lf(t-)e_zm'lj/N _ 1 Nz_:lf <£) o~ 2mili/N
. ; _ |
N =0 N ‘= N

Kad jrodytume sig lygybe, i$ pradziy parodysime, jog funkcijos

(5.14) op(t) = ™ /Tt — jT/N, 1,j =0,1,...,N — 1
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yra ortonormuotosios. I$ tikryjy,

N-1

1 *
~ Zo Pre1Pr, =
‘7:

N-—1
(515) _ % e27rzk1tj/Te—27rzk2tj/T —

o

<

1N_12(k ko)t; /T
[ (k1 —ko)t,;
~ 2 e il

<
=)

Kai ki = ko, si israiska lygi 1. Priesingu atveju

) N-1
N E <Pk1<PZQ =
J=0
(5.16)
N—1 .
_ 1 (627ri(k1—k2)/N)j _ e?milki—ka) 1 —0
- N « ‘ T N(e2m(k1i—k2)/N_7) T ¢
]:

Cia pasinaudota geometrinés progresijos sumos formule ir tuo, kad e?(k1=%2) = 1,

Remdamiesi Sia ortonormuotumo savybe, is (5.12)) gauname (5.13)). Pastaraja lygybe
galime uzrasyti matricos pavidalu:

(5.17)
F o—2mi0to /T o—2mi0t1 /T N o—2mi0tn 1 /T F(to)
/ F . o—2milto/T o—2milty /T p—2milty _1/T F(th)
F - cee - N e Oy e oo e
i, o~ 2mi(N=1to/T  o=2mi(N=1)t2 /T ,=2mi(N—=1)tny_1/T Fltn_1)
arba
(5.18) F'=Mf,

¢la matrica

1 1 1
1 1 q gVt
5.19 M= —
(5.19) N oo
1 qN—l q(N—1)2
Cia ¢ = e~ 2™/N ir matrica M vaidinama diskreciosios tiesioginés Furjé transforma-

cijos matrica, o transformacija (B.17) yra diskrecioji tiesioginé Furjé transformacija.
Atvirkscioji diskrecioji Furjé transformacija yra skaiciuojama pagal

(5.20) f=M"1'F
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¢ia atvirksciosios diskreciosios Furjé transformacijios matrica

1 1 1
1 1 q—l q—OV—D
5.21 M= —
_(N— _(N—1)2
1 ¢ (N=1) q (N-1)

Atliekant diskreciaja Furjé transformacija reikia atlikti V x N aritmetiniy operacijy,
t. y. daugybos operacijy, o paskui sudéties. Taciau yra metodas, kuris leidzia paspar-
tinti skai¢iavimus. Sis metodas vadinamas sparéiaja Furjé transformacija (angliskai
Fast Fourier Transform — FFT). Taikant ji atliekama 2N log, N arba 2Nn aritme-
tiniy operacijy. Cia N = 2".

Tiesiogine Furjé transformacija galime uzrasyti kaip suma:
1 V=
lj —2mi/N
(5.22) Fl/:NE ft))g", q=e?™/N.

Panagrinékime sandauga [j, kurioje [, 7 = 0,1, 2..., N—1. Tokius [ ir j galime uzrasyti
taip:

n—1 n—1
(5.23) l=) b2 j=) 52,
k=0 r=0

¢ia [y ir j, igyja vieng i$ dviejy reikSmiy: 0 ar 1. Tuomet

n—1n—1

j=3 > bj2"" =
k=0 r=0

n—1ln—r—1 n—1 n—1

=3 > k2 Y hj2ttr=
r=0 k=0 r=0 k=n—r
n—1ln—r—1 n—1 n—1

(5:24) =2 X 242t 3 g2t =

r=0 k=0 r=0 k=n—r
n—1 n—r—1

= > 520 Y Lk2F+2ns =
r=0 k=0
n—1

= E: jTQTar<+-fJ$,
r=0
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¢ia pazymeta
n—r—1
Z lk2k7
k=0
(5.25)

n—1 n—1
s=> > g2k,

r=0 k=n—r

Kadangi ¢"V¢ = 1,

(526) 13 — H q]rQ ar NS H q]7~2 ar

Irase tai j (5.22)) ir prisimine, kad j,. lygus 0 arba 1, gauname

N = Y Y Y S DT e =

j=0 Jnlojnzo Jjo=0

G2 —E X Yy )T e -

1 ‘
=323 Z @ T F (o )
0
Pazymeéje:
FO o, g1y o ne1) = fGos Jis oo 1) = f(&5),

1 y n— . . .
F(l)(l()aj())jl? "‘?jn_2) = % Z anil2 1an71F(0)(]0a]17 "'a]n—1)7

Jn—1=0

(R
(5.28) F@ o, 1, joy iy oo Jns) = 5 2. ¢n22 fan-2 ) (1, jo, Ji, -

jn72:0

F(n)(l()?ll? "'aln—l) = % Z qjoaoF(n_l)(ZO’l17 “"ln—2’j0)’

Jjo=0
matome, kad turime skaic¢iuoti pagal rekurenciaja formule:
F(k)(lo, ceey lk—17j07 ---ajn—k—l) -

(5.29)

1 n—k2"""a, (k—1) : :
=3 Z qjl k Fan— kF (lo,...,lk_g,jo,...,jn_k),
.]n k— =0

cy jn—2)a
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Cia

Ap—f = a(lo,ll, .. lk 1) Z l 2T
(5.30)

gq=e 2N k=1 ..n

IS c¢ia paaiskéja, kad sparciojo Furjé vaizdavimo atveju aritmetiniy operacijy skaicius
lygus 2Nn = 2N log, N. IS tikryjy, kiekviename rekurenciame zingsnyje atliekamos
dvi aritmetinés operacijos. Rekurenéiy zingsniy yra n. IS viso reikia suskaiciuoti N
diskreciojo Furjé vaizdavimo koeficienty F}.

Svarbu jsidémeéti, kad jei laikinis zingsnis yra h; = T'/N, tai dazninis zingsnis
skai¢iuojamas pagal h,, = 27 /T = 27 /(h,N). Tuomet (5.14) ¢ apibrézima galima
uzraSyti kaip ¢ = exp(iwyt;), ¢a wy = k27 /T = kh,,. Dazniny ir laikiniy zingsniy
yra tiek pat — V.

Cia pateiksime programos ruosinj, pagal kurj skai¢iuojama Furjé transforma-
cija ,,Scilab“:

clear ; clc; close ;

at=20;

nt=128;

dt=at /nt;

=at:dt:at—dt; // laikas

aw=...;

dw=...;// dazninis zingsnis

w=aw :dw:aw—dw; // daznio wvektorius

f=exp(—t~2); // impulso pavidalas

s=fftshift ( fft ( )); // skaiciuvojama fft
(%

s=sxdt/sqrt (%pi); // atsakymas sunormuojamas i vieneta

plot (w,abs(s))

5.3. Sviesos impulsy spektrai

Sviesos impulsai yra moduliuotos laike baigtinés laikinés trukmeés bangos. Bendru
atveju moduliuotos bangos elektrinio lauko stipris aprasomas kaip amplitudés a ir
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kosinuso su greitai kintanc¢iu argumentu sandauga:

(5.31) E(z,y,2,t) = a(x,y, z,t) cos(wot — koz + o(x, 1y, 2,1)).

Laikome, kad sklidimas vyksta z asSies kryptimi, wgy yra neslio daznis, kg — neslio ban-
gos skaicius, x,y, z — Dekarto koordinateés, ¢ — laikas, ¢ — fazé. [trauke kompleksine
amplitude A(x,y, z,t) = a(x,y, z,t) exp(ip(z,y, 2z, 1)), galime parasyti:

(532) E(ZL’, Y, =, t) = %[A(l’, Y, =, t) exp[i(wot - k‘()Z)] + k]]

Tokia banga yra moduliuota pagal erdvines koordinates ir laika. Jei banga yra mo-
duliuota tik pagal laika, t. y.

(5.33) A= A(z,t),

tai ji yra Sviesos impulsas. Norint aprasyti Sviesos impulso spektra, reikia rasti jo
kompleksinés amplitudés laikinj Furjé vaizda. Elektrinio lauko stiprio Furjé kompo-
nentas yra

(5.34) F(z,w)= [ E(zt)e™!dt.

Irase (5.32), gauname

(5.35) F(z,w) = 3[S(z,w — wo) exp(—ikoz) + S*(z, —w — wp) exp(ikoz)].
Cia

(5.36) S(2,Q) = [ A(z,t)e L.

Impulso gaubtiné A(z,t) gali buti jvairiy pavidaly. Rasime triju tipu: Gauso, sta-
¢iakampio ir hiperbolinio sekanto, impulsy spektrus S(z, €2).

5.3.1. Gauso impulsas

Gauso impulso gaubtiné aprasoma Gauso funkcija:
(5.37) A(0,t) = a, exp (—t2/7%).

Cia a, yra impulso virsiinés verté, 7 — trukmé. Gauso impulso kompleksinés ampli-
tudés modulio kvadratas pavaizduotas 5.1 pav.

Irase (B.37) israiska i (B.30) formule gauname:
(5.38) 5(0,9Q) = /7Ta, exp (—QZTZ> :

Matome, kad Gauso impulso spektro gaubtiné taip pat aprasoma Gauso funkcija.
Jos plotis atvirksciai proporcingas impulso trukmei 7: AQ2 = % Cia AQ yra spektro
plotis 1/e lygiu. Begalinés trukmeés atveju, kai 7 — oo, spektras yra ¢ funkcija; tai
atitinka monochromatine (vieno daznio) banga.
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1,0}

2
Al

0,5¢

O L L L
-2 -1 0 1 2
t/t

5.1 pav. Normuota Gauso impulso gaubtiné

1,0}

2
Al

0,57

0 n n L
-2 -1 0 1 2
t/t

5.2 pav. Staciakampio impulso gaubtiné
5.3.2. Staciakampis impulsas
Staciakampio impulso kompleksiné amplitudeé yra

(539> A(Oat) = Qy, _% <t<

N3

Jos modulio kvadratas pavaizduotas 5.2 pav. Irase (0.39) israiska j (5.36) formule,
gauname spektra;

(5.40) 5(0,Q) = a,75%/2,

Qr/2

Spektro grafikas pavaizduotas pav.

Kaip ir Gauso impulso atveju staciakampio impulso spektro plotis yra atvirks-
¢iai proporcingas impulso trukmei 7.
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1,0}

2
S|

0,5¢

0b—— ‘ ‘
-10 -5 0 5 10
Qt/2

5.3 pav. Staciakampio impulso spektro gaubtiné

t/t

5.4 pav. Hiperbolinio sekanto impulso gaubtiné

5.3.3. Hiperbolinio sekanto impulsas
Hiperbolinio sekanto impulso gaubtiné aprasoma tokia formule:
(5.41) A(0,t) = aysech(t/T).

Gaubtiné pavaizduota [b.4] pav. Galima parodyti, kad tokio pavidalo gaubtinés im-
pulso spektras taip pat aprasomas hiperboliniu sekantu:

(5.42) S0, =a, [ %@%ﬁ = ma,Tsech (@) )

Veélgi, kuo trumpesnis impulsas, tuo platesnis spektras; spektro plotis atvirksciai
proporcingas impulso trukmei.
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5.5 pav. Staciakampé banga

5.3.4. Uzduotis. Impulsy spektry skaiciavimas

Naudojantis fft () funkcija rasti Gauso, staciakampio ir hiperbolinio sekanto impulsy
spektrus. Gautas kreives palyginti su teorinémis.

5.4. Furjé eiluté
Bet kokj periodinj signalg galima iSskleisti Furjé eilute:

(5.43) f(t) =%+ > ancosnt + ) b, sinnt,

n=1 n=1
¢ia f(t) yra periodo 27 funkcija. Koeficientai a,, ir b, randami pagal formules

2
an = = [ f(t)cosntdt,
0
(5.44)

2
by = < [ f(t)sinntdt.
0

Furjé eilute skleisti galima, net jei funkcija f(¢) turi trukiy. Panagrinékime jvairiy
periodiniy signaly skleidinius Furjeé eilute.

5.4.1. Staciakampé banga*

Staciakampé banga pavaizduota pav. [—m, 7| intervale ja apraso funkcija

f(t)=0, -7 <t <0,
(5.45)
f&)y=h, 0<t<m.
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WANAWERETREREN

5.6 pav. Staciakampés bangos skleidimas Furjé eilute. Skleidimo nariy skaicius: 1

(a), 2 (b), 3 (c), 5 (d), 10 (e)

Pasinaudoje¢ (5:44) formulémis randame (integruojama intervale [—m, 7))

ap =< [ hdt = h,
0
(5.46) ay, = % [ heosntdt =0,
0
b, = L [ hsinntdt = 2 (1 — cosnm).
0
Matome, kad
b, = Z—Z, n nelyginis
(5.47)

b, = 0, n lyginis.
Taigi, staciakampés bangos atveju Furjé eiluté atrodo taip:

(5.48) ft) =

NS

2h (sint sin 3t sin 5t
+7(T+ 3 +T+...).

Matome, kad tai yra konverguojanciosios eilutés suma, eilutés nariai konverguoja
proporcingai % Kaip atrodo Sis skleidinys esant tam tikram eilutés nariy skaiciui,
pavaizduota pav.

5.4.2. Pjukliné banga*
Pjukliné banga pavaizduota 5.7l pav. Ja apraso periodiné funkcija

fy=t 0<t<m,
(5.49)
ft)=t—2m, m<t<2rm
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7

5.7 pav. Pjukliné banga

5.8 pav. Trikampé banga

intervale [0, 27| arba f(t) =t intervale [—, 7|. Galima parodyti, kad
(5.50) f(t) =2 (sint — g2t 4 sosl 4 (_pyniisiont )

Veélgi suma konverguoja kaip %

5.4.3. Trikampé banga*

Trikampé banga pavaizduota [5.8 pav. Ja apraso funkcija
fity=t 0<t<m,

(5.51)

f(t)=—t, —m <t <0.
Galima parodyti, kad
(5.52) f=35-7 X <

Si eiluté konverguoja kaip %

5.5. Furjé eiluté ir Furjé integralas

Parodysime, kad neperiodinei funkcijai Furjé eiluté virsta Furjé integralu. Jei funk-
cija f(t) yra periodiné intervale [—T, T, tuomet

(5.53) ft) =%+ 21 ay, cos 27t + 21 by, sin 27t
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ir skleidimo koeficientai randami pagal

T
an =% [ f(t')cos ZLdt’,
7

(5.54)

T
b, —% [ 1) sm"”t dt'.
7
Irase (5.54) i (5.53), gauname
T
f(t) =5 [ f{)dt

=T

00 T
(5.55) += ZICOS”T” fo(t’)cos"%t'dt’,

_'_ Z Snnmt f f t/ SlIl n7rt dt/

arba
1)=& J sy
(5.56)

co T
%Z [ f(t)cos (B2 (¢ —t)) dt'.
n=1_T
Jei funkcija neperiodiné, tuomet T — oco. Pazyméje

(5.57) M—w, &= Aw,

(556]) formule galime perrasyti Sitaip

(5.58) f(t) — = Z Aw f f(t') cos (w(t' —t))dt.
Suma pakeite integralu gauname

(5.59) F(t) = %;fdw T dt'f(#') cos (w(t' — 1))

Pasinaudoje kosinuso funkcijos lyginumu praplec¢iame integravimo ribas, pakeiciame
kosinuso argumento zenklg ir gauname

(5.60) f(t) = f dw f dt' f(t') cos (w(t — ) .

— 00
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Kadangi sinusas yra nelyginé funkcija, tai

(5.61) L T dw [ df(#)sin (w(t — 1)) = 0,

Pasinaudoje Oilerio formule, (5.60) integralg galime perrasyti Sitaip:
f&) =L [ do [ def(t')exp (it — )

—0o0

(5.62)
=+ [ e¥ldw [ ft)e dt = L [ F(w)e™'dw.

Cia F(w) apibréztas (5.1) formule. Matome, kad (5.62) iSraiska sutampa su (5.2)
lygybe.

5.6. Naikvisto teorema

Si teorema dar vadinama Vitakerio, Naikvisto, Kotelnikovo ir Sanono teorema. I$
jos aisku, kokiame dazniy plotyje reikia apibrézti Furjé vaizda, kad buty teisingai
atkurta pati funkcija.

Tegu turime funkcijos fs(t) spektra Fi(w), kurio plotis AQ: kai |w| > AQ/2,
F,(w) = 0. Pasirinkime daznj ), tenkinantj salyga Qs > AQ. Daznis v, = €,/2 dar
vadinamas Naikvisto dazniu. Apibrézkime daznio Q, periodine funkcija F'(w):

(5.63) Flw) = k:i: Fu(w — kQ,).

Kadangi si funkcija perioding, tai ja galime skleisti Furjé eilute. Ty eilute uzrasysime
siek tiek kitaip nei (B.53):

(564) F(w): Z Cne—i27rnw/ﬂs.

Skleidimo koeficientai randami pagal:

0, /2 '
(5.65) =g [ Fw)e?™/ Py,
T Q.2
Prisiming, kad Fy(w) = F(w), kai |w| < /2 ir Fy(w) = 0, kai |w| > Q4/2, galime
parasyti:

(5.66) o= [ Fw)ermeiedo = & f, ().
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Taigi periodinis spektras gali buti uzrasytas kaip:

(5.67) Flw) =& > f (%r_n) p—iZmnw/Q.

Spektriskai apribota spektra galime uzrasyti Sitaip:
(5.68) Fy(w) = F(w)H(w).
Cia H(w) yra staciakampé funkcija:

Hw)=1, |w| <Q/2,

(5.69)
Hw) =0, |w| > Q./2.
Taigi
(5.70) Fw) =HwL Y f (252) e-iammeran,

n=—oo

Funkcija f,(t) gali buti atkurta naudojant atvirkstine Furjé transformacja:

[u(1) = FT W) = FT U [Hw)d 3 o (30) e 2l

n=—oo

-+ > ) (52) FT[H(w)em2mero]

(5.71) n::o N
-4 ¥ A(E) [ et
= 3 5 ()sne (B0 - ).
Arba o
(5.72) ()= £ () sine (%00 - 2)).

n=—oo

Tai yra Vitakerio ir Sanono interpoliaciné formulé (angl. Whittaker-Shannon interpo-
lation formula). Funkcija f4(t) gali buti atkurta i$ diskretiniy funkcijos reikSmiy laiko
t = 2mn /)y taskuose. Matome, kad laikinis zingsnis yra hy = 27/Qs = 27/(hyN).
Sis zingsnis turi buti pakankamai maZas ir priklauso nuo Naikvisto daznio — yra
jam atvirksciai proporcingas. Spektrinis zingsnis atvirksciai proporcingas laikiniam
zingsniui.
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Remiantis Maksvelo lygtimis galima gauti bangines lygtis elektriniam ir mag-
netiniam laukams. XIX a. Maksvelas gavo Sias lygtis ir nustaté, kad tokios elektro-
magnetinés bangos greitis sutampa su sviesos greiciu. Todél jis iskélé hipoteze, kad
Sviesa yra elektromagnetiné banga. Si hipotezé netrukus buvo patvirtinta eksperi-
mentais.

XX a. pradzioje Plankas, nagrinédamas juodojo kuno spinduliavima, iSvedé
formule, kuri teisingai aprasé spinduliavimo spektra visame dazniy intervale. ISve-

dant formule teko daryti prielaida, kad $viesa sklinda porcijomis — kvantais. Sviesos
kvantai véliau buvo pavadinti fotonais.

Sioje dalyje panagrinésime banginj ir kvantinj §viesos aprasymus.
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6 SKYRIUS

Banginé sviesos prigimtis

6.1. Banginés lygtys

Pradésime nuo Maksvelo lygciy:

_ 2
rot H = a—]?,
__9
rot E = _a_]?v
(6.1)
div B =0,
div D = 0.

Cia E, H yra elektrinio ir magnetinio lauko stipriai, B — magnetinés indukcijos vek-
torius, D — elektrinio lauko slinkties vektorius. Elektriniam ir magnetiniam laukams
laisvoje erdvéje galioja sarysiai

D= E()E,

(6.2) B i

Cia g ir po yra atitinkamai elektriné ir magnetiné konstantos. Paveike pirmaja (G.1)
sistemos lygtj rotoriaus operatoriumi ir pasinaudoje (6.2]) sarysiais, gauname

1 0
. —rot rot B = —gg—(rot E).
(6.3) ’uoro 10 €07 (rot E)

Pasinaudoje lygybe rot rot B = grad div B — V2B, i§ (6.3) gauname
2

0
(64) V2B — E(),UJO@B =0.
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Analogiskai i$ (6.I]) antrosios lygties gauname

2

)
(6.5) V?E — WO@E =0.

Banginés lygtys (6.4]) ir (€.3) atitinka bangas, kuriy sklidimo greitis lygus ¢ =
1//€ofto- 1865 metais Maksvelas iSvedé Sias lygtis ir pastebéjo, kad ¢ sutampa su
Sviesos greiciu vakuume, todél iskélé prielaida, kad Sviesa — tai elektromagnetiné
(EM) banga. Sia prielaida 1890 metais eksperimentais patvirtino Vineris. Daugiau
apie §] eksperimenta bus rasoma skyrelyje apie stovinciagsias bangas. Reikia pazy-
méti, kad elektromagnetinéms bangoms sklisti nebtutina terpé — jos gali sklisti ir
vakuume.

Bangineés lygtys (6.4]) ir (€.0]) yra nesusijusios, todél galimas ju sprendinys yra
B = 0, kai E # 0, o tai atitinka elektrinés bangos sklidimg be magnetinés. Bet

tai priestarauja pradinéms Maksvelo lygtims (6.1). Elektriné banga sklinda kartu su
magnetine, tai yra elektromagnetiné banga.

Panagrinéekime paprasciausia EM bangy atveji — ploksciasias monochromatines
EM bangas. Is pradziy perrasykime Maksvelo lygtis kitokia forma:

VXBIIBE

2ot

_ 1 0B
VXE__C_Z_t’

(6.6)
V-B=0,

V-E=0.

Siy lygéiy sprendinio ieskosime ploks¢iy monochromatiniy bangy pavidalu
E = Ej exp[—i(wt — kr)],
(6.7)
B = Bgexp|—i(wt — kr)].
Cia Ey ir By yra pastoviis vektoriniai dydziai, w ir k — kampinis daznis ir bangos
vektorius, r — spindulio vektorius, ¢ — laikas. Kadangi
V exp(ikr) = ik exp(ikr),
(6.8)
2 exp(—iwt) = —iw exp(—iwt),

tai, jrase (6.7)) j (6.6]), vietoje diferencialiniy gauname algebrines lygtis:

(6.9)
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sl

ol

B

6.1 pav. E, B ir k vektoriai

Is siy lygciy paaiskéja, kad E ir B vektoriai statmeni tarpusavyje ir abu statmeni k
vektoriui (6.1 pav.).

Kadangi k = w/c, tai i$ antrosios (6.9) lygties iSeina, kad
(6.10) E=cB.

Dydziai k, w ir ¢ yra realus, taigi E ir B vektoriai bégant laikui kinta sinfaziskai. E
ir B vektoriy kitimas erdvéje fiksuotu laiko momentu pavaizduotas pav.

Toliau pateikta ,Scilab® programa, vaizduojanti bégancigja EM banga.

clear ; clc; close ;
ax=10;
dx=0.5;

x=—ax:dx:ax;
y=cos (x)

param3d(x,y,0*x)

set (gca(), auto_clear’, off’)
param3d (x,0%x,y)
e=gce ()

e.foreground=color(’'red’);// nuspalvina raudonai
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6.2 pav. E ir B vektoriy kitimas erdvéje béganciosios ploksciosios monochromatineés
bangos atveju

param3d (x,0xx,0%x); // z—asis

for ix=1:length(x)
. param3d ([x(ix) x(ix)],[0 y(ix)],[0 0]);

for ix=1:length (x)
param3d ([x (ix) x(ix)],[0 0],[0 y(ix)]);
e=gce ()
e.foreground=color(’'red’);

end

6.2. Elektromagnetinés bangos energija ir judesio
kiekis

Pasinaudosime matematine lygybe

(6.11) V(E x B) = B(V x E) — E(V x B).
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I$ dvieju pirmy Maksvelo lygciu (6.0) galime uzrasyti

E*(V x B) = EZ,
(6.12)

oB
BA(V x E) = —~*B%,

I$ pirmosios (6.12) lygties atéme antraja ir pasinaudoje (6.11]), gauname lygtj

(6.13) 0;—7’;’ — _div S.
Cia
(6.14) w= %O(E2 + 2B

yra elektromagnetinés bangos energijos tankis, o
(6.15) S = ¢,’E x B

yra Pointingo vektorius. (G.I3) yra tolydumo lygtis, is jos kyla energijos tvermeés
désnis: jeigu néra Pointingo vektoriaus srauto per tam tikrg uzdara pavirsiaus plota,
tai energijos tankis to pavirsiaus gaubiamame turyje nekinta.

Ploks¢iosios monochromatinés bangos atveju B = E/c¢, zr. (6.10). Tuomet is

([6.15) gauname
(6.16) S = cocE?.

([6.7) formuléje elektrinio lauko stipris uzrasytas kompleksine forma. Sitaip galéjome
rasyti todél, kad Maksvelo lygtys vakuume yra tiesinés. Tikrasis elektrinio lauko
stipris gaunamas, pridéjus kompleksiskai jungtine dalj:

(617) FE = EO COS(wt — kr + QO) — (EOkeiUJt—ikr + Egke—iwt—‘,-ikr) ’

1
2
Gia Eo, = Fye'. Sviesos banga bégant laikui kinta apie 10'® Hz dazniu, o jutikliai

tokio greito kitimo neuzregistruoja. Registruojami dydziai yra suvidurkinti laike. [
(6.16)) jrase (6.17) iSraiska ir atlike vidurkinima laike, gauname

1
(6.18) (S) = egc(E?) = §5OC\E§k\.

Tai reiskia, kad intensyvumas yra proporcingas kompleksinés amplitudés modulio
kvadratui.
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1,5
1,0
LIJO
N 0,5
~X
w 0
+
Ef -0,5
-1,0
-15 ' '
0 5 10 15
Z

6.3 pav. Musimai. w; /ws = 10/11

6.3. Elektromagnetiniy bangy superpozicija

Maksvelo lygtys (6.I) yra tiesinés, todeél, jei E;, By ir Es, By yra ju sprendiniai, tai
E, + E,, B; + B, taip pat bus siy lygciy sprendiniai. Siame skyrelyje panagrinésime
jvairias galimas ploks¢iy monochromatiniy elektromagnetiniy bangy superpozicijas.

6.3.1. Musimai

Tegu dviejy bangy k vektoriai nukreipti isilgai z asies, o jy elektrinio lauko stipriai
E;, E; nukreipti isilgai = asies. Jei ju dazniai skiriasi: w; # ws, tai skiriasi ir ju
bangos skaiGiai: ki # ko, nes ki = wi/c, ky = wy/c. Siy dviejy bangy elektriniy
stipriy superpozicija, esant vienodoms amplitudéms FEj, uzrasoma taip:

E1p + Eop = Egcos(wit — k12) + Eg cos(wat — ka2)
(6.19)
= 2F; cos (%t — ’91;2’“22) Cos (%t _ /%L/@Z) .

Pasinaudoje sarysiais tarp k; ir w;, 1§ (6.19) formulés gauname
(6.20) E1y + Eyy = 2B cos|(wy — we)(t — z/¢) /2] cos|(w1 + wq)(t — z/c)/2].
Jeigu bangy dazniai skiriasi nedaug, t. y.

(6.21) w1 — wa| K (w1 +wa),
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tuomet ([6.20) formulé apraso greitai kintanc¢ius harmoninius svyravimus, kuriy amp-
litudeé kinta létai. Toks reiskinys vadinamas musimais. IS (620) matyti, kad musimy
daznis

(6.22) Q = |w; — w.

Elektrinio lauko stiprio kitimas erdvéje esant musimams pavaizduotas pav.

6.3.2. Stovincioji banga

Kitas svarbus bangy superpozicijos pavyzdys — stovincioji banga. Ji susidaro, kai dvi
vienody dazniy ir amplitudziy bangos sklinda priesingomis kryptimis. Tegu abieju
ploksciyjyu monochromatiniy bangy E vektoriai nukreipti isSilgai = asies. Pirmoji
sklinda z aSies teigiama kryptimi, antroji — tos asies neigiama kryptimi. Tuomet

Ey, + Ey, = Eycos(wt — kz) + Egcos(wt + kz — §) =
(6.23)
2Fq cos(kz + §/2) cos(wt + 6/2).

Cia 6 yra fazés postumis tarp dviejy susidedané¢iy bangy. Uzrasysime stovindiosios
bangos magnetine indukcija:

Biy + By, = Ey/ccos(wt — kz) — Ey/ccos(wt + kz — §) =
(6.24)
2Ey/csin(kz + 0/2) sin(wt + §/2).

Minuso zZenklas pries antrajj démenj rasomas dél to, kad ploksciosios bangos E, B ir
k vektoriai sudaro vektoriy trejeta, kaip pavaizduota pav. Jeigu k vektoriy ap-
suksime, o E vektoriy paliksime tos pacios krypties, tuomet B vektorius keis krypt;.
I8 (6:23)) ir (6.24)) formuliy matome, kaip E ir B vektoriai kinta esant fazés postumiui
7 /2: elektriné energija virsta magnetine, o paskui vyksta atvirkstinis procesas.

Stovinciosios bangos suvaidino svarby vaidmenj Sviesos kaip elektromagneti-
nés bangos teorijoje. 1890 metais Vineris atliko eksperimenta, patvirtinantj sig teo-
rija. Apsvitinus fotoemulsija stovinciaja banga, tose vietose, kur elektrinio lauko
stipris maziausias (mazguose), paliks ryskios vietos; o elektrinio lauko stiprio mak-
simumuose (pupsniuose) atsiras tamsios démés. Reikia pasakyti, kad fotoemulsijos
patamséjima sukelia tik elektrinis laukas. Atstumas tarp mazgu yra lygus A/2; ir
regimosios Sviesos atveju tai yra mikrony eilés dydis. Vineris apsvitino fotoemulsija
kampu, kaip parodyta [6.4] pav. Kai fotoemulsijos polinkio kampas « pakankamai
mazas, atstumai tarp tamsiy démiy A\/(2sin «) yra gana dideli.
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DN e

6.4 pav. Vinerio eksperimentas

6.5 pav. Elipsiskai poliarizuotos bangos elektrinio lauko stiprio vektoriaus kryptis
fiksuotu laiko momentu
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6.3.3. Elipsiné poliarizacija

Iki siol buvo nagrinéjamos tiesinés poliarizacijos bangos. Sudéjus dvi statmenai viena
kitai poliarizuotas bangas, tarp kuriu faziy postumis 7/2, gaunama banga, kurios
E vektorius sukasi pagal elipsés lygti [19]. IS tikruju, jei pirmos ir antros bangos
elektrinio lauko stipriai

El:c = ElO sin(wt - ku),
(6.25)
Egy = E20 COS(Wt — ]{ZZ),

tai galima parodyti, kad

B, B,

=1
Efy B

(6.26)

Tai yra elipsés lygtis. Sumodeliuotas elektrinio lauko stiprio kitimas erdvéje pavaiz-
duotas pav.

6.3.4. Uzduotys. Elektromagnetiniy bangy super-
pozicija
Sumodeliuoti stovinciosios elektromagnetinés bangos elektrinio lauko stiprj ir mag-
netinge indukcija.
Sumodeliuoti musimus.

Sumodeliuoti elipsiskai poliarizuotos bangos elektrinio lauko stiprio vektoriy.



6.3. Elektromagnetiniy banguy superpozicija

72




7 SKYRIUS

Kvantiné Sviesos prigimtis

7.1. Vektorinis ir skaliarinis potencialai*

Panagrinekime Maksvelo lygtis bendru atveju, kai erdvéje yra kruviy ir sroviy. Lygtis

VxH=2

VxE=-28
(7.1)

V-B=0,

V-D=0

uzraSysime kitokiu pavidalu. Visy pirma tarsime, kad terpé nemagnetiné,

B
7.2 H=—.
( ) Ko

Slinkties vektorius D susijes su elektriniu lauku E sarysiu:

(7.3) D = ¢E + P.

Cia P yra poliarizuotumo vektorius. Srovés tankis J ir kriivio tankis p su P susije
sarysiais:

oP
(7.5) p=-V-P.
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Taigi, dabar galime parasyti lygtis E ir B vektoriams:

2 _ e 3
CVXB_at_I_Eo’

_ 2

VXxE=-2
(7.6)

V-B=0,

V-E=2£,

€0

Is matematinés tapatybés
(7.7) V- VXxA=0

matome, kad trecioji lygtis yra patenkinama, jei
(7.8) B=V xA.

Taigi, magnetinés indukcijos vektoriy susiejome su vektoriniu potencialu A. Antroji
lygtis bus tapaciai patenkinta, jei

0A
. E= _Vyp_—
nes galioja matematiné lygybé:
(7.10) V xVp=0.

¢ yra skaliarinis potencialas. Irase (.8) ir (79) i pirmaja ir ketvirtaja Maksvelo
lygtis, gauname

ovp A 3

(7.11) c2V><V><A+W+ =
ir

0A p
12 . V.Vo-Vv.22_ P
(7.12) V-Vp-V. o -

Sias lygtis galima supaprastinti jtraukus vadinamajg Kulono kalibravimo salyga.
Pasakytina, kad A ir ¢ néra grieztai apibrézti, nes B ir E ((.8)) ir (7.9)) iSraiskos
nepasikeicia, pakeitus pradinius g ir Ag |

00

7.13 = i



75 7 SKYRIUS. KVANTINE SVIESOS PRIGIMTIS

(7.14) A=A, -V-0.

Cia 6 laisvai pasirenkamas skaliarinis potencialas. Taigi, galime uzrasyti papildoma
sarysj, Kulono kalibravimo salyga:

(7.15) V-A=0.
Tuomet supaprastintos lygtys bus:

PA Ve T
1 —AVPA+ — 4 =
(7.16) VA + BT + 5 =

ir

(7.17) —Vip=".

Cia pasinaudota sarysiu V x VA = V(V - A) — V2A. (I6) galima dar labiau
supaprastinti, pasinaudojus tolydumo lygtimi, kuri gaunama is pirmosios Maksvelo
lygties, paveikus ja divergencijos operatoriumi ir pritaikius tapatybe V-V x B = 0:
oV -E n v-J

ot o N

(7.18) 0.

Irase V - E iS ketvirtosios lygties, gauname

dp B
(7.19) S TVI=0.

Tai yra tolydumo lygtis, atitinkanti kruvio tvermeés désnj. Arba, atskyre skersine ir
isilgine J dalis taip, kad

(720) J:JT+JL, V-JTZO, VXJL:O,
gausime
dp
7.21 —=-V-J5.
(7.21) Lo v.1

[Sdiferencijave (.I7) pagal laika gauname

7.22 S vAN v el
( ) v Vat 808t €o

Pagaliau gauname vektorinio potencialo bangine lygti [17]

PA I
7.23 —VEA + =
( ) ¢ + ot? o
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7.2. Elektromagnetinio lauko kvantavimas*

Toliau remsimés prielaida, kad terpéje néra skersiniy sroviy:

(7.24) Jr=0.
Tokia terpé vadinama laisva. Potencialo banginé lygtis tuomet atrodo taip:
1 0%A
7.25 VA — ——=0.
( ) 2 ot?

Panagrinéekime Sios lygties sprendinius. Elektromagnetinio lauko energija uzrasysime
per Siuos sprendinius.

Visy pirma paskleisime sprendinj Furjé eilute trimatéje erdvéje, kurios mat-
menys visomis trimis kryptimis yra L:

1

(7.26) A(r,t) = T zk: A (t)e™,

Cia sumuojama pagal Furjé daznius k,, ky, k.

(7.27) ky = 27;”9”, ky = 27;”?/, k, = 27;”2,
Ny, — sveikasis skaiCius. IS kalibravimo salygos (7.15]) turime
(7.28) > k- Ay(t)e™r =0.

k
Si lygybé galioja visiems r, vadinasi:
(7.29) k-Ax(t) =0,

t.y. kir Ay vektoriai statmeni. Kadangi A(r, t) yra realusis dydis, A*(r,t) = A(r,t),
tai

(7.30) A (t) = AL(D).

Irase skleidinj ((7.26)) i bangine lygti (.20]), gauname

7.31 K Lo Ar(t)e™ =0
(7.31) Z VT2 k()™ =

k

visiems r, vadinasi:

(7.32) (59—; + w,%) Ay(t) =0.
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Cia wy = kc yra modos kampinis daznis. Sios lygties sprendinys, tenkinantis salyga
[.30), yra
(7:33) Ax(t) = Axe ™V + A% e,

Kadangi Ay vektorius yra statmenas k vektoriui, tai galime pasitelkti du vienetinius
poliarizacijos vektorius ey ir ey, gulincius statmenoje k vektoriui plokstumoje, ir
uzrasyti skleidinj:

2
(7.34) Ay = Z Ags€ks-

s=1
Akivaizdu, kad galios sarysiai
k-ek1 :O, k-ek2:0,
ey - ek = 0,

(7.35)
ek ekl =1, exp-exy =1,

€k1 X €ko2 = = k(].

Ealt

Uzrasykime vektorinj potenciala, kurio iSraiska panaudosime E ir B rasti.

A1) = T3 (A 5 4 A7 e 0 =
(7.36)
\/@TZ (Akseks —iwgt+ikr +Akseks Zwkt_kr)‘

Irase Sig iSraiska i (T8) ir (), gauname

(7.37) E(r 1) = —— 3 e (A (erse™ — ()
vV EQL

(7.38) B(r,t) = WZ (Ais (1) (k X exs)e™ — (%)),

¢ia (%) zymi kompleksiskai jungtinj dydj, ir
(739) Aks(t) = Ak86_iwkt.

Dabar prisiminkime (G.14]) energijos tankio iSraiska. Suminé energija H yra jos
integralas pagal erdve:

(7.40) H = / dPrw == / (E* + *B%) d°r



7.2. Elektromagnetinio lauko kvantavimas* 78

Cia V = L3. Integruodami pagal erdve gausime tokius integralus:

(7.41) / eI B — 1353,
L3
Randame
(7.42) H =2 wi|Aw(t)*
ks

Uzrasysime energijos israiska kitokiu pavidalu. Tam jtrauksime naujus kintamuosius
qus(t) ir ps(t) tokius, kad

, 1 {
(7.43) Apee™ M = 5 <ka(t) + _pks(t)> ;
Wk
. 1 1
44 A* Wt _ o .
(7.44) e = 5 (a0~ el
Tuomet
1
(7.45) H =23 (vt + wigies ()
ks

Tokia energijos israiska sutampa su harmoninio osciliatoriaus iSraiska, kurioje qus (%)
ir pxs(t) yra atitinkamai koordinaté ir impulsas. 1§ (C43) ir (.44 parasome

(7.46) B (t) = A ™ A (D),

(747) Preo(t) = =i (Aioe ™ = Ap (D))

IS ¢ia galime gauti diferencialines lygtis

Ogis
(7.48) = Pl
Opxs
(7.49) g;‘ = —Wis(t)-

Tai yra Hamiltono lygtys, kurios bendru atveju uzrasomos taip:

8ka . OH
ot B apks’

(7.50)



79 7 SKYRIUS. KVANTINE SVIESOS PRIGIMTIS

apks _ oOH
ot B aqks.

(7.51)

Tai yra jrodymas, kad ¢ ir p is tikryjy yra apibendrinti koordinaté ir impulsas.
Pagaliau priartéjome prie elektromagnetinio lauko kvantavimo. Kvantuojant ¢ ir p
tampa operatoriais, o jy komutatorius randamas, sulyginant Puasono skliaustus su
komutatoriumi:

(7.52) [qxs (1), Pres(t)] = iR{quis (1), Prs(t) }-

Cia h yra Planko konstanta. Dviejiy operatoriy komutatorius yra skirtumas

(7.53) [Gies (1), Prcs (8)] = aes () Pres (8) — Pres () s (¢),

o dviejy kintamyjy f ir g Puasono skliaustai apibréziami kaip

(7.54) =Y (gon -2t

an 8])]' 8])]' an

Nesunku matyti,kad

{ka(t>7pk’s’ (t>} = 51?:1{/533’7
(755> {ka(t)> qx’ s’ (t)} = 0,
{pks(t)> pk’s’(t)} = 0.

I$ kvantavimo salygos (7.52)) gauname komutatorius
(756) [ka (t)apk’s’ (t)] = ihaik’(sss’a [ka(t)> gk’ s’ (t)] = 07 [pks (t)apk’s’ (t)] = 0.

Matysime, kad Sitokiy komutatoriy postulavimas yra pakankamas energijos lygme-
nims kvantuoti. Jrasykime naujus operatorius a ir a*, kurie bus fotony iSnykimo ir
gimimo operatoriai:

(7.57) ags(t) = (Wrais (t) + ipis(t)),

£

(7.58) Gt (t) = \/21}1—wk(wqus(t) ~ ipa(®)).

Operatoriai ¢ ir p iSreiSkiami per a ir a™:

>t

(7.59) s (t) = (aks(t) + a (1)),

\/2wk
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(7.60) plt) = iy %(a;g(t) ~ aa(t)).

I$ komutaciniy sarysiy (Z.56) gauname

(7.61)  [aws(t), ay ()] = G dss, [a1es(t), awsr (8)] = 0, [y, (1), agey (£)] = 0.

Hamiltonianas (energija) naudojant $iuos operatorius uzsirasomas taip:
1
(7.62) H = > g (axs (8, (£) + af, (Haws (1)) |
ks
zr. ((C45). Arba, pasinaudojus komutaciniu sarysiu,

(7.63) H=Y hy <a§s(t)aks(t) + %) .
ks

Beliko parodyti, kad operatorius a;", (¢)ays(t) turi fotony skaiciaus operatoriaus pras-

me. Tuomet hamiltonianas yra atskiry mody fotony skaiciy, padauginty i$ vienos
modos energijos hwy, suma.

+

7.2.1. Operatoriai a, a™, a*

a

Siame skyrelyje paprastumo délei numesime mody ir poliarizacijos indeksus ks.
Remdamiesi komutaciniais sarysiais (7.61]) parodysime, kad operatoriai a™, a yra
fotono atsiradimo ir iSnykimo operatoriai, o operatorius N = ata turi fotony skai-
¢iaus operatoriaus prasme [22]. Pazymékime Sio operatoriaus tikrine funkcija |n), o
tikrine verte n:

(7.64) ataln) = n|n).

Paveikime Sia lygybe operatoriumi a:

(7.65) aataln) = naln).

Pasinaudoje komutaciniu sarySiu aa™ — a™a = 1, galime parasyti
(7.66) (a*a+ 1)aln) = naln)

arba

(7.67) (a*a)a|n) = (n — 1)aln).
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Taigi parodéme, kad, jeigu funkcija |n) yra tikriné operatoriaus N funkcija, tai
funkcija a|n) taip pat yra tikriné N funkcija, atitinkanti vienetu mazesne tikrine
verte. Analogiskai galime parodyti, kad

(7.68) (ata)a®|n) = (n+ 1)a™|n),

t. y. operatorius a® didina tikrine operatoriaus a®a verte vienetu.

Tikrinis skai¢iaus operatoriaus ata vektorius yra taip pat tikrinis Hamiltono
operatoriaus vektorius. Is Hamiltono (7.63)) iSraiskos matome, kad net nulinis fotony
skaic¢ius n = 0 atitinka nenuline energija. Nulinio lygmens energija lygi begalybei,
nes mody skaic¢ius — begalinis. Tai yra vadinamoji silpna kvantinio aprasymo vieta.
Nulinio lygmens energijos negalima uzfiksuoti, nes néra lygmens, zemesnio uz nulinj,
i kurj galéty pereiti sistema [5].

7.3. Planko formulé

XX amziaus pradzioje Plankas iskélé hipoteze, kad $viesa sklinda kvantais, kuriy
energija priklauso nuo spinduliuotés daznio:

(7.69) E = hw.
Kai suzadinta n mody (kvantu), energija
(7.70) B, = nhw.

Sito postulato pakako gauti vadinamaja Planko formule, kuri gerai aprasé juodo-
jo kino spinduliavimo spektra. Tas darbas pasirodé 1901 metais. Siame skyrelyje
iSvesime $ig formule remdamiesi standartiniais argumentais. Kitame skyrelyje paro-
dysime, kaip $ig formule galima gauti i$ balanso lygciy.

Tikimybeé, kad termiskai suzadinta n-toji busena yra uzduodama Bolcmano
faktoriumi,

Juodasis kunas yra terminéje pusiausvyroje temperaturos 1. kg — Bolecmano kons-
tanta. Pazymeékime

(7.72) U = exp(—hw/ksT).
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Tuomet (Z71) galime uzraSyti Sitaip

(7.73) P(n) = U”/iU".

Geometrinés progresijos sumos formulé

(7.74) U= ﬁ
todeél
(7.75) P(n) = (1-U)U".

Dabar galime apskaiciuoti fotony, suzadinty temperaturoje 7', skaic¢iaus vidurkj,
0 U
(7.76) (n) gn nP(n)=(1-"0) gn nU"™ = ( U)UaU En U N

arba

1
~ exp(hw/kpgT) — 1

(7.77) (n)

Rasime vidutinj spinduliuotés energijos tankj daznio w modai:
(7.78) (Wr(w))dw = (n)hwN (w)dw.

Cia vidutinj fotony skai¢iy toje modoje dauginame is jos energijos hw ir mody skai-
¢iaus N(w)dw, kuris tenka intervalui dw. Rasime 8§} skaic¢iy. Nagrinéjame kubine
terpe, kurios matmuo L. Prisiminkime (7.27) formule, pagal kurig vienos modos
uzimamas turis yra

(7.79) Vi = (/L)3.

Sferos, atitinkanc¢ios k& bangos skai¢iy, plotas yra 4mk?. Padauginame jj i§ dk ir
apsiribojame teigiamy verciy oktantu (daugiklis x%). Taigi

1 11
) N(k)dk = =4nk*dk— — x 2.
(7.80) (R)ik = Gk x

Daugiklis x2 atsiranda dél to, kad galimos dvi nepriklausomos poliarizacijos. Gau-
name

(7.81) N(k)dk = k*dk/7>.
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N
o

T=6000K

==
o o1

o
4

Spektrinis skaistis [104 W/mzlnm]

T=3000K

—

0,5 10 15 2,0
A [pm]

7.1 pav. Spektrinio skais¢io priklausomybé nuo bangos ilgio

OO

Pereiname prie dazniy w = ck, tuomet

(7.82) N(w)dw = widw /T,

Gautg rezultata jrasome j (7.78):

hw? dw

w2c3 exp(hw/kgT) — 1

Gauta formulé gerai paaiskina spinduliuotés spektra terminéje pusiausvyroje. [7.]
pav. pavaizduoti spektrai esant dviem skirtingoms temperaturoms. Temperatiros

verté T'= 6 000 K atitinka Saulés pavirSiaus temperatura. Jos spektro maksimumas
yra regimajame diapazone. 7' = 3 000 K yra kaitrinés lempos pavyzdys.

(7.83) (Wr(w))dw =

7.4. Einsteino koeficientai ir Planko formulé

Prisiminkime balanso lygtis (2.2)) ir (23]). Dabar tarsime, kad kaupinimo néra ir
naudosime kitokius pazyméjimus — Einsteino koeficientus A ir B. Dydis wy su-
taps su savaiminio spinduliavimo Einsteino koeficientu Asq, o dydj W susiesime su
priverstiniy peréjimuy Einsteino koeficientais Bio (sugertis) ir Boy (spinduliavimas).
Priverstinio suolio tikimybé yra lygi koeficiento B ir energijos tankio (W (w)) san-
daugai. Dviejy lygmeny schema ir Suoliai joje pavaizduoti [7.2] pav. Tariame, kad
fotono energija yra lygi atomo lygmeny energijy skirtumui:
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Kaip ir anksc¢iau bendras atomy skaicius N = N; + N, yra konstanta. Tuomet
balanso lygtys atomo uzpildoms atrodo taip:

dN dN.
(7.85) d—tl = —d—t? = NyAgy — NyBya (W (w)) 4+ NyBoy (W (w)).

Nagrinéjame pusiausvyros atvejj, kai laikinés isvestines lygios nuliui. Tuomet
(786) N2A21 — N1312<W(W>> -+ NQBQl <W(W>> =0.

IS Sios lygties iSreiskiame energijos tankj (W (w)):

Ao
(N1/N3)Biy — Boy

(7.87) (W(w)) =

Uzpildy santykis gali buti isreikstas per Bolemano faktoriu:

Ny 0 eXP(_El/kBT) g1 ( hw )
7.88 — = =exp( —),
( ) Ny goexp(—Ey/kgT) g P kT

¢ia pasinaudota (T84)). ¢; ir g yra lygmeny iSsigimimai. Gauname

A21

(7.89) W) = & 70 xp i ks T) Bra — B’

Sig formule galima palyginti su Planko formule (7.83). Einsteino koeficientams gau-
name

(7-90) 91812 = g2Boy,

(791) (hw3/7r203)321 = Agl.

Matome, kad savaiminio spinduliavimo Einsteino koeficientas didéja, didéjant daz-
niui.
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Ey Ny g2

hw

A21 Bu(W(u)»

Y

\

By (W (w))

Ey N1 g1

7.2 pav. Dviejuy lygmeny schema
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Lazerio rezonatorius

87






8 SKYRIUS

Geometriné optika. ABCD matri-
cos

Geometrinéje optikoje vartojama Sviesos spindulio savoka. Tai daryti leidzia eiko-
nalo lygtis, kuri iSvedama i$ banginés lygties monochromatinei bangai — Helmholco
lygties. Remdamiesi eikonalo lygtimi ir Ferma principu iSvesime Snelijaus Sviesos lu-
zimo désnj. Jj pritaikysime uzrasydami plonojo lesio matrica, su kuria nustatysime
gerai zinomus plonojo lesio désnius. Taip pat iSvesime sferinio veidrodzio matricg;
matysime, kad ji analogiska lesio matricai, todél spindulio sklidimo rezonatoriuje
uzdavinj galima spresti kaip sklidimo per lesiy sistema uzdavinj. Gausime stabilaus
rezonatoriaus salyga.

8.1. Eikonalo lygtis

Eikonalo lygtj iSvesime remdamiesi bangine lygtimi. Kaip matéme, banginé lygtis
iSvedama i§ Maksvelo lygéiy ir gali buti uzrasyta tiek elektriniam (E), tiek magne-
tiniam (B) laukui. Toliau laikysime, kad poliarizacija yra tiesiné ir rasysime lygtis
skaliariniam dydziui ®, kai terpé yra laisva.

Banginé lygtis:
(8.1) V29— L2d = 0.

2 92

Terpéje Sviesos greitis sumazéja n karty palyginti su grei¢iu vakuume c. Cia n —
luzimo rodiklis. Taigi terpéje banginé lygtis uzrasoma taip:

(8.2) V2P — L2 = 0.

v2 Ot2

89
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Cia v = ¢/n — bangos sklidimo greitis. Banginé lygtis supaprastéja tarus, kad banga
yra monochromatiné. Monochromatinés bangos daznio w atveju

(8.3) O = U(r)e ™1,
¢ia ¥(r) yra spindulio vektoriaus r funkcija. [rase (83) i (82), gauname
(8.4) V20 + n2k20 = 0,

¢ia kg = w/c. (84) lygtis yra vadinama Helmholco lygtimi. ISvesime eikonalo lygtj.
Remdamiesi matematiniu sarysiu

LY _ 2 (W) + (2 1W)’,

(8.5)

perrasome (84) lygti
(8.6) T V2 + n?k} = V3(In¥) + [grad (In ))* + n2k2 = 0.

Ieskosime Sios lygties sprendinio pavidalu

(8.7) U(r) = A(r)e®®).

Cia A yra ieSkoma r funkcija, S(r) vadinamas eikonalu. Jrase (87) i (80), gauname
lygti

V2(In A) 4 [grad (In A)]* — (grad S)? 4 nk2
(8.8)
+i[V2S + 2grad (In A) - grad S] = 0.

Atskyre realia ir menamaja sSios lygties dalis, gauname

(8.9) V2(In A) + [grad (In A)]* — (grad S)? +n%k2 =0
bei
(8.10) V28 + 2grad (In A) - grad S = 0.

Tai yra dvi lygtys dvieju kintamuyjy — A ir S — atzvilgiu. Tegu dydis A kinta daug
lédiau negu S, t. y. jo kitimas vyksta atstumu [ > A. Tuomet, remdamiesi (8.3,
gauname

(8.11) V2(In A) + [grad (In A)]> = VA x 5 < 5.
Is (BY) turime
(8.12) (grad S)% = n?kZ.

Tai yra eikonalo lygtis. Prisiminkime, kad Helmholco lygties (84 sprendinys yra
(B70) israiska. Lygtis
(8.13) S(r) = const

yra pavirsiaus, vadinamo bangos frontu, lygtis. Vektorius grad S(r) yra statmenas
tam pavirsiui vektorius. Jis nurodo Sviesos spindulio kyptj taske r.
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v

4

8.1 pav. Sviesos spindulio trajektorija netolydzioje terpéje

8.2. Ferma principas

Panagrinékime, kokia bus sviesos spindulio trajektorija, sujungianti taskus P; ir P
netolydzioje terpéje, kurioje luzimo rodiklis n(r) nepastovus (81 pav.). Funkcijos ¥
fazés pokytis isilgai trajektorijos [ yra

(8.14) dS = grad S - dr = |grad S||dr| = kon(r)dl.

Suintegrave pagal dS nuo tasko P; iki tasko P,, gauname

Py Py Py Py
Py Py Py Py

P

Integralas [ % yra laikas, per kurj sviesa nusklinda nuo pirmojo tasko iki antrojo.
Py

Ferma principas teigia, jog Sviesa renkasi tokj kelig, kad §i trukmé buty minimali.

8.3. Snelijaus désnis

Panagrinéekime Sviesos spindulio, sklindancio i$ vieno optinio tankio terpés j kito op-
tinio tankio terpe, luzima. Snelijaus désniui jrodyti pasinaudokime Ferma principu.

Tegu pirmosios terpés luzimo rodiklis ny, antrosios — no, Sviesa sklinda i$ tasko
P i taska P, (82 pav.). Keic¢iant atstuma z, keic¢iasi sklidimo trukmeé. Isdiferencijave
trukme pagal z ir prilygine iSvesting nuliui, gausime lygti = vertei, kuri atitinka
minimalig trukme.
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8.2 pav. Schema Snelijaus désnio iSvedimui

Taigi, sklidimo is tasko P, ] taska P, trukmé ¢ yra lygi
(8.16) t=21F+ 22+ "2\/134 (a — x)2.

Cia Iy, I, yra statmenys i terpes ribojantj pavirsiy. I$ salygos

(8.17) 2=
gauname
me __ me(az)

(818> c\/lf—i-mz C\/lg-l-(a—x)? O
Is brézinio matome, kad

= = sinb;,
(8.19)

Y p— = sin 6;.

Cia 6, 6, yra atitinkamai kritimo ir lizimo kampai. I§ (819) ir (8I8) gauname

(8.20) sinds _ nz

sin 6 ni’

Si formulé yra Snelijaus désnis.
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4
/yz

]

d

8.3 pav. Laisvasis sklidimas

8.4. ABCD matricos

8.4.1. Laisvojo sklidimo matrica

Peréjes kokia nors opting sistema, spindulys pakeicia koordinate y ir sklidimo kampa,
6. Optiné sistema apibudinama ABCD matrica, kuri susieja naujus koordinate ir
kampa su senaisiais. Sis sarysis uzrasomas taip:

521 (i) =(e5)(5)

Paprasciausias pavyzdys — laisvojo sklidimo ABCD matrica. IS schemos
matome, kad

Y2 = 11 + 6hd,
(8.22)
92 == 91.

Cia d yra laisvojo sklidimo atstumas. Pirmoji lygybé galioja esant pakankamai ma-
ziems sklidimo kampams. Taigi, laisvojo sklidimo ABCD matrica yra

(8.23) (éﬁ):(é‘f).
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h n,

8.4 pav. Luzimas terpiy sanduroje

n, n,
8.5 pav. Schema lesio matricos iSvedimui

8.4.2. Spindulio luzimo terpiy sanduroje matrica
Spindulio luzimas terpiy sanduroje pavaizduotas B4 pav. Mazy kampy atveju is
Snelijaus désnio (8.20)

(824) 7’L292 = 7’L191.

Pasinaudoje ([824]) formule ir sarysiu y; = y», galime uzrasyti luzimo matrica:
A B 1 0

(8.25) ( ) _ ( ! ) .
C D 0 m

8.4.3. Plonojo lesio matrica

Pasinaudoje Snelijaus désniu uzrasysime plonojo lesio matrica.

Sviesos spindulio sklidimas lesiu pavaizduotas pav. Lesio pavirsius yra su-
darytas is dviejy sfery, spinduliy r; bei ry, pavirsiy. Rasime kampo 6, sarysj su
kampu 6;.
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Mazy kampy atveju pagal Snelijaus désnj turime
(826) N1y = NoQea.

Is brézinio matome, kad

(8.27) ar =01+ ¢, ag =0+ .
Irase (827) i (820), gauname

(8.28) ni(th + @) = na(0 + ).
Taciau

(8.20) o=,

todel

(8.30) m (6 +2) = (6 +2).

I$ sSios lygties gauname kampy sarysi:

(8.31) by = Mty 4 g

nari

Taigi, luzimo pirmajame pavirsiuje matrica uzrasoma taip:

Yo . 1 0 U1
(8.32) (%)‘(%%—%)(&)

Luzes spindulys sklinda lesiu atstuma A. Sklidima bendru atveju apraso (823) mat-
rica, kurioje d = A. Taciau jei lesis plonas ir galime tarti, kad A =~ 0, tuomet skli-
dimg apraso vienetiné matrica. (832) formuléje sukeite n; su ny ir vietoje rp jrase
ro, gauname luzimo antrajame pavirsiuje matrica:

1 0
(8.33) ( _mi—ns na ) .
nire ni

Beliko sudauginti (832)) ir (8:33) matricas, kad gautume plonojo lesio matrica M :

1 0 1 0 1 0
(834) ML = < ni—n n ) < ni—n ni ) = ( ) .
o ’rlLl’r‘22 ’fl_? 'ﬂ27‘12 n_2 _1/f 1
Cia
(8.35) 1= (1 - %> (% . %) .

Matysime, kad f turi lesio zidinio nuotolio prasme. Kadangi antrojo lesio pavirsiaus
kreivumo centras yra neigiamoje sklidimo asies puséje, tai ro = —|ry| [19].
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LeSis

8.6 pav. Lygiagretaus optinei asiai spindulio luzimas

N

8.7 pav. Spindulio sklidimas per optinj centra

8.4.4. Plonojo lesio savybés

Panagrinékime atvejj, kai spindulio sklidimo kampas pries lesj 6; = 0, pav.
Pasinaudoje lesio matricos israiska (8.34) ir (821)) formule, gauname

Y2 = Y1,
(8.36)

- 4%
Oy = =%

Kai kampai mazi, 05 ~ tanfy, todél f yra atstumas nuo leSio iki tasko optinéje
asyje, kurioje kertasi lygiagretus spinduliai. Sis taskas vadinamas lesio zidiniu.

Kitas galimas atvejis — sklidimas per optinj centrg, 8.7 pav. Vien is salygos
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8.8 pav. Schema plonojo legsio formulés iSvedimui

(e )00

y2:07

11 = 0 ir lygties

(8.37) (2)

gauname

(8.38)
92 :91.

Vadinasi, per optinj centrg spindulys sklinda nekeisdamas krypties.
Zinodami pastarasias dvi lesio savybes, galime ivesti plonojo lesio formule.

[sB8 pav. matome, kad yra dvi poros panasiy trikampiy. Jiems galioja sarysiai:

hi _ he

di ~ dy?
(8.39)

hi _ _ho

f 7 da—f"

ISreiske i abieju lygybiu santyki hy/hs, gauname
(8.40) - L

Apverte Sig lygybe uzrasome
(8.41) B-1=2
arba

(8.42) =7t g

Pastaroji lygybé yra plonojo lesio formulé.
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8.9 pav. Schema veidrodzio matricos iSvedimui

8.4.5. Veidrodzio matrica

Nagrinéjant Sviesos pluosto sklidima rezonatoriuje, svarbi yra veidrodzio matrica. IS
pav. matome, kad

(8.43) Yo = Y.

Po atspindzio sklidimo kampas 65 pav. yra
(8.44) Oy =6, + 20.

Be to, i$ brézinio matome, kad

(8.45) 0 +a—f==
¢la o randamas is
Yo ™
A 2 _7_ .4
(8.46) Z =3¢

Cia R yra sferinio veidrodzio spindulys. Rade 3 i$ (844), i$ (843) gauname

(8.47) 0, = —0, + 2‘%.

I matricg jrasome —60, reiksme. Veidrodzio matrica

(8.48) MR:< L (1))

_2
R

Tokia matrica ekvivalenti lesio matricai (834), kurioje % atitinka %.
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J2 Ja
i fi

8.10 pav. Biperiodiné lesiy sistema

8.4.6. Sklidimas per periodine leSiy sistemg

Kadangi leSio matrica lygiaverté sferinio veidrodzio matricai [26], tai daugkartinj
atspindj rezonatoriuje galime nagrinéti kaip pluosto sklidimg per biperioding lesiy
sistema (8I0 pav.). Sklidimo laisva erdve atstumu d ir per lesj zidinio nuotolio f
matrica yra atitinkamy matricy sandauga:

(8.49) (%2)(3?):(—1; 13%)'

Sklidimas per du lesius, kuriy zidinio nuotoliai f; ir f,, atitiks matrica

1 d 1 d A B
(8.50) ( 1 d)( 1 d):< )7

¢ia
(8.51)

Taigi, tokiai biperiodinei sistemai galioja sarysiai

Ys+1 = Ays + Besa
(8.52)
98-{-1 = Cys + DQS
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Cia s zymi dviejy lesiy elemento numerj. Galime parasyti

(8.53) 0. = é (Ys+1 — Ays)

ir analogiskai

(5.54) buir = & (ea — Ayen).

IS lygybeés

(8.55) Cys = Os41 — DO,

gauname:

(8.56) Ys+2 — (A+ D)yss1 + (AD — BO)ys = 0.

Galima parodyti, kad AD — BC' = 1. Todél

(857) Yst+2 — 2bys+l + Ys = 0,
¢ia

d d d?
8.58 b=1— 7 — =+ 5t
(8.58) fi fa 2fifs

(B51) sprendinio ieskosime pavidalu

(8.59) Ys = Yo'
Irase ji i lygt] gauname:

(8.60) €1 —2be" +1 = 0.
Sios lygties sprendinys

(8.61) e =b+iv1— b2
Is ¢ia matome, kad

(8.62) cos(£q) = b.

Kadangi kosinusas ne didesnis uz 1, |cos(£q)| < 1 arba |b] < 1, tai gauname tokia

sistemos stabilumo salyga

(5.63) o< (1-57) (1-57) =t
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Rezonatoriaus stabilumo salyga gauname vietoje 2 f; ir 2 f; parase atitinkamai R; ir
RQI

(8.64) 0< (1 _ R%) <1 _ R%) <1

Sig stabilumo salyga dar gausime véliau nagrinédami Gauso pluostus.

Taip pat panagrinékime paprastesnj uzdavinj, kai veidrodziy kreivumo spin-
duliai vienodi. Tuomet galime nagrinéti perioding lesiy sistema, kurioje visi lesiai
vienodi, zidinio nuotolio f. Galime naudoti vieng matrica (849) ir uzrasyti lygciu
sistema;:

Ys+1 = Ys + desa
(8.65)

Is pirmosios lygties
(866) Ys+2 = Ys+1 + d95+1.

0511 turime is (860) antrosios lygties, i kuria 6 jraSome i$ pirmosios lygties. Gau-
name

d
(8.67) Yst+2 + (? — 2) Ys+1 +ys = 0.

Kaip ir anksciau, ieSkome sprendinio (859) pavidalu, gauname lygtj (860), kurioje
b=1-— %. Kadangi galioja stabilumo salyga [b] < 1, tai

(8.68) 0<d<4f.

Pazymeéje s = 2v spinduliui, atkartojanciam trajektorija po v apéjimy ten ir atgal
rezonatoriaus viduje, gauname

(869) e’i21/q — €i27rl,

Cia [ — sveikasis skaicius. Kail =1, o v = 2, gauname ¢ = 5. Tuomet b = 0ird = 2f
arba

(8.70) d=R

Pastaroji salyga yra tenkinama konfokaliniame rezonatoriuje. Jame po dviejy apé-
jimy ten ir atgal spindulys grizta i pradine padétj.
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9 SKYRIUS

Difrakcija Frenelio ir Fraunhoferio
artiniuose

Kaip matéme praeitame skyriuje, remdamiesi geometrine optika galime padaryti
svarbiy iSvady apie Sviesos sklidima lazerio rezonatoriuje, gavome rezonatoriaus sta-
bilumo salyga. Taciau tokia teorija nieko nesako apie patj Sviesos pluosta, jo erdvinj
skirstinj. Norint rasti, kokie pluostai gali susidaryti rezonatoriuje, reikia remtis ban-
gine optika. Siame skyriuje pateikiama Frenelio ir Fraunhoferio difrakcijos teorija,
pradedant nuo Helmholco lygties. Remiantis Sia teorija gaunamos svarbios iSvados:
lesis veikia kaip prietaisas, atliekantis dvimate Furjé pluosto amplitudés transfor-
macija; Fraunhoferio difrakcija, vykstanti tolimajame lauke, taip pat iS esmés yra
dvimate Furje transformacija. Pagaliau, pluostas, besiformuojantis rezonatoriuje,
turi buti skersiné Gauso moda.

9.1. Frenelio difrakcija

Nagrinéti pradésime nuo Gauso ir Ostrogradskio teoremos:

(9.1) J div AdV = §; AdS,

¢ia V yra turis, S — §j tur] gaubiantis pavirsius. Vektoriy A pasirenkame tokj, kuris
tenkina sarysj

(9.2) A = VG — GVO.
Irase (0.2) | (@.1), gauname
(9.3) J(@WG — GV20)dV = ¢, (P — GS2) dS.

103
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9.1 pav. Schema Helmholco ir Kirkhofo teoremos isvedimui

Cia n yra vienetinis vektorius vektoriaus dS kryptimi, o i$vestiné 9/0n reiskia gra-
diento projekcija ta kryptimi. (@3] yra vadinama antraja Gryno formule.

Tegu funkcija ® tenkina Helmholco lygtj visame turyje V:
(9.4) V20 + k?® = 0,
¢ia k — bangos skaicius. Tegu funkcijos G reiksmeé bet kokiame taske, isskyrus koor-
dinaciy pradzig Py, yra lygi
(95) G(Pl) = exXp (ik’f’(n) /7"01.
Cia r¢; yra atstumas tarp tasky Py ir Py, pav. Funkcija (@.3]) tenkina Helmholco
lygti (@.4]) visame turyje V', isskyrus taska P,, kuriame ji virsta begalybe. Taska P,

gaubia sfera, be galo mazo spindulio ¢, turio V; ir pavirsiaus ploto S.. Uz Sio turio
riby galioja:

9.6 f (<I>V2G — GV2<I>) dV = f (—k2<I>G + k:2<I>G) dV = 0.
( ) ) V-V. V-V,

Tuomet pagal antraja Gryno formule

(9.7) (@5 -G5S =0.

Sia lygti galime perrasyti taip:
oG 0% _ oG 0%
(9.8) —Sf (25, — G5r) dS = g (257 — GF:) dsS.
Suskaic¢iuosime isvestine g—g taskui P, kuris gali buti ant pavirsiaus S arba S..
Pirmuoju atveju turime

(9.9) 90 — grad,ro; - 1 = cos(n, Tor),
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Sl'

9.2 pav. Difrakcija per plysi

todél

(9.10) 95 — cos(n, rqy) (zk — i) G.

T01

Taske ant plotelio S. funkcijos G reiksmé

(9.11) G(P,)|s, = 22Uk

€
ir iSvestiné
oG _ oG _ (1 .

Irase (O.I12) i kairiaja (O.8]) lygties puse, gauname tokia integralo pagal nykstamai
maza plotelj S. reikSme:

| (G2 - 099)ds = (|=elase _ geola (L )| are?) |

15 15 15
= —47T(I)(P0>
Pasinaudoje pastaraja lygybe ir (@.3) is (O.8) gauname:

701 on on 701

(9.14) ®(P) = L+ [Ma_@ _ q)gexpukm)] s,
S

Si lygybé vadinama Helmholco ir Kirkhofo teorema. Ji leidzia nustatyti funkcijos ®
reiksSme tam tikrame taske, jei zinoma Sios funkcijos reiksmeé ir jos iSvestiné ant ta
taska supancio pavirsiaus.
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Ivertinkime ®(F;) esant tipiskai difrakcijos situacijai — difrakcija per plysi:
pav. Integralg (0.14) suskaidome j du integralus: pagal plota S; ir plota S.
[vertinkime integralg pagal plota S7, kai spindulys R — oo. Tam randame iSvestine

9 [exp(ikro1)\ _ 8 (exp(tkR)\ __ (- 1\ exp(ikR)
(9.15) on (%) = 3R (pT> = (ik — ) =5

Pasinaudoje ([@.I5]) gauname

Q f |:cxprzokl7‘01 gi _ (I)a_an (%)] dsS =

(9.16)

%}@J[%ﬁ-@(ik—%)}ds-

Plotelis dS su erdviniu kampu d€ susijes kaip dS = R?d2. Tuomet

(9.17) Q= exp(z'k;R)Sf R[22 - (ik — 4)] d.

Kai R — oo, §is integralas virsta nuliu, jei tenkinama salyga
(9.18) limpyoo R [32 — @ (ik — )] =0,

kuri vadinama Zomerfeldo spinduliavimo salyga. Ji is tikryjy tenkinama, kai taskas
Py yra baigtiniu atstumu nuo plysio, o funkcija ®(R) apraso sferine banga: ®(R)
exp(ikR)/R.

Taigi, skai¢iuojant integrala (0.14)), jis palieka tik palei plysj bei ekrana. Skai-
¢iavimai dar labiau supaprastéja naudojant Kirkhofo artinj, kuris teigia, kad funk-
cijos ® ir 9®/0n tenkina tokias salygas:

1. Jy vertés plysyje esant ekranui sutampa su vertémis kai jo néra.
2. Ju vertés ant neskaidraus ekrano lygios nuliui.
Sis artinys tinka, kai ekrano matmenys daug didesni uz plysio matmenis. Tuo-
met belieka integruoti palei plysj. Taip pat pritaikysime optinj artinj, kuris teigia
(9.19) % < k, arba ro; > A,

¢ia \ — Sviesos bangos ilgis. Pritaike §j artinj gauname

2 (eelto)) — cos(n, 1) ik — ;L ) e

701 To1
(9.20)

exp(ikror1)

~ ik cos(n, ror) =
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- | P
R
B

. 01 ©
Fa

9.3 pav. Dar karta difrakcija per plysi

Pritaike spinduliavimo salyga, Kirkhofo ir optinj artinius Helmholco ir Kirkhofo
teoremai (O.14)), gauname:

(9.21) O(Py) = ﬁ 7‘”‘1’%701) [g—f: — ik® cos(n, rm)} ds.
S

Cia integruojama tik pagal plysio plotelj.

Panagrinékime atvejj, kai j plysj krinta sferiné banga, kurios Saltinis yra taske
P, (@3 pav.). Tuomet

_ qexp(ikri2)
(9.22) B(Py) = AR
¢ia A — amplitudé. Tuomet iSvestinés
(9.23) 912 — — cos(n, 12)
ir
(924) g_CTIL) = —Aik COS(H, r12)%,
Irase (@.22) ir (224) | (321)), gauname
(9.25) O(Ry) =—Ak [ W [cos(n, r12) + cos(n, rgy)] dS.
So

Cia integruojama pagal plySelio pavirsiy Sp. Si formulé yra vadinama Frenelio ir
Kirkhofo difrakcijos formule.

Panagrinékime, koks difrakcinis vaizdas susidaro plokstumoje XY, kai plysio

pavirsiy atitinka plokStuma X'Y”, pav. Pastaroji plokstuma vadinama Saltiniy
plokstuma. Funkcija ([0:22]) pazymime kaip 2/, y" koordinaciy funkcija:

(9.26) \II(SL’/, y/) _ Aexp(ikmz)_

T12
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Y Y
(%)

g

Pl(ﬂ)")% X
// 7,7
/

/

9.4 pav. Difrakcija tarp dviejy plokstumy

Tuomet ([9.25) perrasome taip
T

(9.27) O(x,y) = —%éf/ U(z, y’)M [cos(nrys) + cos(nrgy )] dS.

Cia r yra atstumas tarp tasky P, ir Py. Kai kampai mazi, kosinusai yra létai kin-
tancios funkcijos, todél iSraiska lauztiniuose skliaustuose apytiksliai lygi 2. Tuomet

(9.28) O(x,y) = % [U(2',y) engnikr)dfl?/dy/.
S/

Cia buvo vietoje dS jrasyta da’dy’. Be to, esant maziems sklidimo kampams

B -~ (z—2')2+(y—y')?
(9.29) r= P (@224 (y -y Rl

¢ia [ — atstumas tarp nagrinéjamy plokstumy. Irase (@29) i (@.28), gauname

exp(1 i r—x' 2 AW
(9:30) D(w,y) = 522 [ (o, ) exp (ML) oty
S/

Difrakcija, nagrinéjama (@.30) formulés artinyje, vadinama Frenelio difrakcija. Ten-
kinant tam tikras salygas, Sig formule galima supaprastinti. Gausime formule, apra-
sancig Fraunhoferio difrakcija.

9.2. Fraunhoferio difrakcija

Kadangi

ik[(z—z2")2 —y')2 ik(x2402 k(22 12 ik(za’ ’
(9.31) Mo Pr=y)?] _ thlePey?) 4 oka®y®)  shlaztiyy)
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9.5 pav. Fraunhoferio difrakcija uz kvadrato formos aperturos

tai is (O.30) gauname:
(9.32)

@(l’,y) _ k. exp(zkl) exp |: ik(z 2+y } f \I/ o Ly ) exp [M} exp |: ik(zz’ +yy ] dl'/dy/.

2mi

Kai atstumas [ yra gana didelis, daugiklj exp [M] galima atmesti. Tiksliau
kalbant, turi galioti salyga:

xl2 /2 -
(9.33) Melhy™) o x
arba
2k 12 4 12

Cia pazyméta p? = 22 4+ y?. Kai A = 0,5 pum, plySelio matmenys atitinka p/ =
0,1 mm, tuomet l,;, = 8 cm. Véliau, nagrinédami paraboling difrakcijos lygtj, ma-
tysime, kad [, yra susijes su vadinamuoju difrakciniu, arba Reléjaus, ilgiu.

Kai tenkinama (9.34]), atmetus daugiklius pries integrala, (0.32) gali buti uz-
rasyta taip:

(9.35) Oz, y) = [ V(' y)exp[ w} do'dy'.

Pastaroji formulé apraso Fraunhoferio difrakcija. Matome, kad ji atitinka dvimate
Furjé transformacija, kurios rezultatas yra erdviniy dazniy k, = kz/l, k, = ky/l
funkcija.

pav. pavaizduotas difragavusios uz kvadratinés aperturos bangos intensy-
vumo skirstinys. Jis atitinka dvimateés laiptelinés funkcijos Furjé vaizda:

a a

(9.36) (w,y) = [ [ exp |- Hem0 ] aray.

—a —a
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Cia 2a yra kvadrato kragtine. Sis integralas yra lygus 4a’sinc(kax/l)sinc(kay/1), t. y.
dvieju sinc funkcijy sandaugai.

9.3. Uzduotis. Fraunhoferio difrakcija uz kvadra-
tinés aperturos

Apskaiciuoti ([@:30]) integrala su ,Scilab“. Gauti 0.5 pav. pateikta vaizda.
Lcilab“ programos ruosinys:

clear ; clc; close ;

ax=10.0;

nx=64;

dx=ax /nx;

xl=ax:dx:ax—dx;// koordinate

ak=...;
dk=ak /nx;
—ak:dk:ak—dk; // erdviniai dazniai

for ix=1:length(x1)
for iy=1:length(x1)

...// apsibreziam matrica A(iz,iy)
end
end

//=== dvimate Furje transformacija ==

incrk=1;

xx=A;

dim=[2*nx 2%nx];

for kk=1:2
xx=fft (xx ,—1,dim(kk),incrk)
incrk=incrk*dim (kk)

end

//

s=fftshift (xx);
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Y’ Y

P p
FA(x', ¥ Z
AO

9.6 pav. Sferinis lesis

/ == piesimas::::::
xset ("colormap' ,graycolormap (64))
Sgrayplot (k,k,abs(s))

9.4. Uzduotis. Frenelio difrakcija uz kvadratinés
aperturos

Apskaiciuoti Frenelio integrala (@.30), kai plySys kvadratinis esant jvairiems atstu-
mams [: nuo 5 pm iki 2 mm. Palyginti gauta profilj atstumu z = 2 mm su teorine
formule Fraunhoferio artinyje (sinc funkciju sandauga). Plysio skersmuo yra 10 pm,
bangos ilgis A = 0,5 pm.

Cia pateikiamas pavyzdys, kaip su ,,Scilab“ skai¢iuojamas vienmatis integralas:
clear ; clc; close ;

x=—4:0.01:4;
y=exp(—x."2);

s=inttrap(x,y)
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9.7 pav. Sferinio lesio plocio funkcija
9.5. Lesis kaip Furjé prietaisas

Siame skyrelyje parodysime, kad lesis yra prietaisas, kuris atlieka kompleksinés amp-
litudés Furjé transformacijg. Funkcijos ¥ Furjé vaizdas susidaro vykstant difrakcijai,
kai tenkinamas Fraunhoferio artinys, t. y. atstumas nuo plysio yra pakankamai di-
delis. O lesis transformuoja lauko amplitude Frenelio artinyje.

Pazymékime kompleksinés amplitudés plokstumoje pries lesi 2/, ¢’ reikSme
V(2 '), o plokstumoje uz lesio z, y — W, [0.06 pav. Z asis yra lesio optiné asis. LeSio
plotis A yra koordinaciy 2/, ¥’ funkcija. Sklisdama per lesj, kompleksinés amplitudes
fazé pakinta dydziu 6(z’,y’), kuris vadinamas lesio plocio funkcija. Ji yra lygi

(9.37) 02, y) = knA(2,y) + k(Ao — A(2,y')) = kAo + k(n — 1)A(Z, ).

Cia n yra lesio luzio rodiklis, & bangos vektorius ore, kuris supa lesj. Laikome, kad
oro luzio rodiklis lygus vienetui. Aq yra lesio storis (9.6 pav.). LeSio pralaidumo
koeficientas yra lygus

(9.38) (2 y') = exp(id(2,y')) = exp(ikAg) exp(ik(n — 1)A(z',y')).
Norint rasti W reikSme uz lesio, kuri yra lygi
(9.39) (' y') = (2, y )V y),
reikia rasti lesio plocio funkcijg.
IS pav. matome, kad

A:Al_l_AZ)

9.40
( ) Ag = Ap1 + Aps.
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Pazymeékime p? = 22 4 2. Galime uzrasyti

A1:A01—(R1—\/Rf—,02>,
Ao =B — (Ro— VEE= 7).

Surase (@.41)) iSraiskas j (@40) pirmaja lygti ir pasinaudoje antraja (@.40) lygtimi,
gauname

(9.42) A=tg— B (1= 1= 8)+ R (11— &)

Cia atsizvelgta j tai, kad \/R? = Ry, \/R? = —Ry. Plonam legiui ¢ia uzrasytas
saknis galime skleisti eilute. Tuomet

(9.43) A:AO—M(l 1).

2 R R

(9.41)

Kai isvedéme plonojo lesio ABCD matrica, buvome gave zidinio nuotolio f israiska.
Kai lesio luzio rodiklis n, o aplinkos luzio rodiklis 1, tuomet

(9.44) L= (n—1) (R% - R%) .
Pasinaudoje pastargja formule, gauname
1‘/2 /2

Taigi lesio pralaidumo koeficientas (0.38) yra lygus

x/2

(9.46) 7', y') = exp(iknlo) exp(—ik =5

Irasykime lesio aperturos funkcija P, kuri

).

P(2',y") = 1 lesio ribose,

(9.47)
P(2',y") = 0 uz lesio riby.
Tuomet
(9.48) V(' y') = exp(iknlo)¥' (2, y')P(2', ) exp(—ik‘%).

Irase (0.48)) israiska i (@30) formule, aprasancia difrakcija Frenelio artinyje, ir [
prilygine f, [ = f, gauname

@(l’, y) _ %exp(ikf}-iknAo) exp <'lk’ (:(:22—;3/2)) %

(9.49)

x [ [ (2, y)P(a,y)exp (—W) da'dy’.

[$ pastarosios formulés matyti, kad lesio zidinio plokstumoje (I = f) susidaro funkci-
jos W', padaugintos is aperturos funkcijos, dvimatis Furjé vaizdas. Erdviniai dazniai

yra ky, = kx/f, k, = ky/f.
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10 SKYRIUS

Parabolinés difrakcijos lygties spren-
dimas

Frenelio ir Fraunhoferio difrakcijos formulés buvo iSvestos remiantis Helmholco lyg-
timi. Buvo gauti Sios lygties sprendiniai. Tac¢iau iS Helmholco lygties galime gauti
paraboling difrakcijos lygtj ir ieskoti jos sprendiniy. Paraboliné difrakcijos lygtis
atitinka gretaasj (paraksialy) artinj; butent Siame artinyje nagrinéjamas Frenelio
difrakcijos uzdavinys. Kitame skyriuje uzraSysime analizinius parabolinés lygties
sprendinius. Cia sutelksime démesj j skaitmeninj lygties modeliavima.

10.1. ISvedimas iS Helmholco lygties

Dar karta perrasysime Helmholco lygti:

(10.1) AE+kKE =0,

¢ia kg = wn/c — bangos skai¢ius, w — monochromatinés bangos ciklinis daznis, n —
luzio rodiklis, ¢ — Sviesos greitis vakuume, E — elektrinio lauko stipris. leskosime Sios
lygties sprendinio tokiu pavidalu:

(10.2) E(x,y,z,t) = A(z,y, 2) exp(—ikoz + iwt).

Cia z, y, z — Dekarto koordinateés, ¢ — laikas, A — kompleksiné amplitude. Jrase

(I0:2) i (I0.J), gauname:
(10.3) (59—; + 88—52) A+ LA+ 2ik, % = 0.

115
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Laikysime, kad kompleksiné amplitudé A apraso bangy paketa ir galioja létai kin-
tanciy amplitudziy artinys:

(10.4) 9 < koA.

Tuomet is ([0.3) lygties galime pasalinti antraja iSvestine pagal z ir gauname
0A _ _ i (&2 52
(10.5) oz T Tk (W + aTﬂ) A.

Si lygtis vadinama paraboline difrakcijos lygtimi.

Prisiminkime Helmholco lygties sprendinio israiska Frenelio difrakcijos atveju
[@30). Sioje formuléje pakeiskime | — —z, k — ko ir pazymékime ® = A(z,y, 2)
exp(—ikoz). IS sSios iSraiskos gauname amplitude A, kuri tenkina (I0.5]) paraboli-
nés difrakcijos lygti. Tai galime patikrinti tiesiog jrase A i (I0.5). Vadinasi, lauko
amplitudé Frenelio artinyje yra parabolinés difrakcijos lygties sprendinys. IS tikryjuy
Frenelio artinyje yra taikomas gretaasis artinys, kitaip tariant, laikoma, kad sklidimo
kampai yra mazi. O iSvedant paraboline difrakcijos lygti atsizvelgiama j (I0.4) saly-
ga, kuri atitinka bangy paketo artinj. Kad gretaasis artinys ir (I0.4]) salyga atitinka
vienas kita, jsitikinsime aptardami bangy paketo savoka.

10.2. Sprendimas naudojant Furjé transformacija

Paraboline difrakcijos lygti (I0.H) galima spresti pasitelkus Furjé transformacija.
Pluosto kompleksinés amplitudés A dvimatis Furjé vaizdas S:

(10.6) S(ke,ky) = [ | Az, y) exp(ikyx + iky,y)dzdy.
[svestines % Furjé vaizdas:
(10.7) [ [ 2 exp(ikyx + ikyy)dady = —ikyS (ks ky).

—00 —00

Analogiskai randamas (I0.5) lygties desinéje puséje uzrasyty antrosios eilés iSvestiniy
Furjé vaizdas:

(10.8) (53—; + 5—}) A= —(2+12)S.
Atlike (I0.5]) lygties dvimate Furjé transformacija, gauname

(10.9) 8 = s (k2 +k2)S.
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Sios lygties sprendinys

(10.10) S = Sy exp [ﬁ(lsﬁ + k;g)z] ,
Cia
(10.11) So(kas ky) = S(ky, ky, 2 = 0).

Taigi, paraboliné difrakcijos lygtis sprendziama tokia tvarka: zinant kompleksine
amplitude z = 0 plokstumoje, randamas jos Furjé vaizdas (erdvinis spektras) Sp.
Ji jrasius | (I0I0), gaunamas bet kokio z spektras. Atlikus spektrinés amplitudés
S(ky, ky, z) atvirkstine Furjé transformacija, gaunama ieskoma kompleksiné amp-
litudé A(x,y, z). Parodysime tokj parabolinés difrakcijos lygties sprendimo buda
tare, kad pradinis pluosto skirstinys A(z,y,z = 0) = Ap(z,y) yra Gauso funkcijos
pavidalo:

(10.12) Ao(z,y) = a, exp (_ﬁ;;ﬂ) :
0

Rasime Sios iSraiskos dvimatj Furjé vaizda. Kadangi

[e.e]

[ exp (—% + Zk‘xl') dzr =

e’} . 2
(10.13) = [ exp <_ [p_ - 'fTﬂ] ) exp (—’“T”) dr =
= V/Tpo exp (—iﬁ) ,
tai

k‘2 k‘2 2
(10.14) So(ka, ky) = aupm exp G%) ,

Irase (10.14) i (I0.10), gauname

(10.15) S(ky, by, 2) = a,pimexp ((kfﬂ + k) (% - %)) .
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Beliko rasti pastarosios iSraiskos atvirkstinj Furjé vaizda. Tai yra dvilypis integralas
pagal k, ir k,. Suskaiciuosime integralg pagal k,:

> | exp (k;fc [—% + Zﬁ}) exp(—ik,x)dk, =

(10.16)

X exp <—m> dk, =

_ _1 x? 1
/7 P 2 22 Po f1_; 22"
P, 1—1 2 ey
0 kOPg kop{

Integralas pagal k, skaiciuojamas analogiskai. Rezultatas:

(10.17) A(z,y,z) = aexp (—%) ,
Cia
(10.18) a= 1_“;&, Pe = poy/ 1 — i,

o lg yra difrakcinis ilgis:

(10.19) 1, = kst

2

Prisiminkime Fraunhoferio difrakcija. Buvo parodyta, kad nuo Frenelio difrakci-
jos prie Fraunhoferio galima pereiti, nagrinégjant difrakcija atstumais, didesniais uz
lmin = 2kp3/7 ([@34) formulé). Matome, kad atstumas [, yra palyginamas su
difrakciniu ilgiu, (I019) israiska. Taigi, difrakcinis ilgis parodo, nuo kur prasideda
tolimas laukas, kuriame vyksta Fraunhoferio difrakcija.

10.3. Gretaasis artinys

Paraboliné difrakcijos lygtis (I0.H) buvo gauta is Helmholco lygties, remiantis létai
kintan¢iy amplitudziy artiniu (I0.4)). Siame skyrelyje i$vesime $ig lygti, remdamiesi
kitu artiniu — gretaasiu. Kitame skyrelyje parodysime, kad abu sie artiniai atitinka
bangy paketo salyga.
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Taigi, dar karta uzrasykime Helmholco lygtj elektrinio lauko amplitudei E:
(10.20) AE + KE =

E(x,y, z) su dvimaciu Furjé atvaizdu F'(k,, ky, z) susijes sarysiu

(10.21) E(z,y,2) = 1 f f F(ky, ky, 2) exp (—ik,x — ikyy) dk,dk,.
Laplasiang A uzrasome pagal Dekarto koordinates:

(10.22) A=L+5+45

Tuomet, jrase (I0.2T)) j (I0.20), gauname

(10.23) S (55 + (R = k2 = K2) F) exp (=iky — ikyy) dkodl, = 0.
Kadangi si lygybé turi galioti visiems z, y, tai galime uzrasyti:

(10.24) Ly (k3 —k2— k) F=0.

Sios diferencialinés lygties sprendinys yra

(10.25) F(ky, ky, 2) = Fo(kq, ky) exp(Fiy kg — k2 — k22),

c¢ia Fy(ky, ky) — dydzio Ey(z,y) = E(z,y,0) Furjé vaizdas:

(10.26) Folks, ky) = [ [ Eo(z,y)exp (tkyx + ikyy) dady.

Remiantis gretaasiu artiniu daroma prielaida, kad pluosto bangos vektoriaus skersi-
niai komponentai k., k, yra daug mazesni negu bangy skaicius k:

(10.27) kx|, |ky| < Ko
Tuomet posaknj ([0.26) israiskoje galime paskleisti Teiloro eilute:

k24k2
(10.28) W KE— k2 — k3 ~ ko — T

Pazyméje
(1029) F(kmakzn'z) = S(kiE’ky’Z)e_ikoza
is (I028) gauname
k24k2
(10.30) S(kwu kyv Z) = So(kwv k )exp < 2—12_ Z) )

¢ia So(ky, ky) = Fo(ks, ky), iv (I025)) lygtyje eksponentés rodiklyje pasirinktas zen-
klas —. Aigkiai matyti, kad (I0.30) yra lygties

k k3 +ky
(10.31) % = i~ S

sprendinys. Gavome lygti, sutampancia su (I0.9). Kaip matéme, ji iSvedama i$ para-
bolinés difrakcijos lygties (I0.H) ir S yra kompleksinés amplitudés A Furjé vaizdas.
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v

k

z

10.1 pav. Bangos vektorius

10.4. Banguy paketas

(I0.14)) israiska atitinka Gauso pluosto erdvinj spektra sasmaukoje:

(k2+k2)p3

(10.32) So(ky, ky) = appimexp <—f) .

Dydziai k,, k, yra vektoriaus k skersiniai komponentai. Kaip matome is [I0.1] pav.,
k sudaro tam tikra kampa a su pluosto sklidimo kryptimi z. Skersinis vektoriaus
komponentas

(10.33) ki = \/k2+k2
gali buti skaiciuojamas pagal
(10.34) ki = ksina

ir kompleksinés amplitudés Furjé vaizda Sy galime uzrasyti kaip kampo « funkcija:

2p2sin? a
(10.35) So(a) = a,pimexp (—k'%f) .
Jei galioja gretaasis artinys, galime rasyti sina ~ a, ir

2 202

(10.36) So(a) = a,pimexp (—ka°> :
Rasime funkcijos |Sp|? ploti Aa pusés aukstyje is salygos
(10.37) exp (=1 (82)°K02) = 4.
I§ (I037) uzrasome
(10.38) Ag = /@0

kpo
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AN

;
2

ANAN
AN
N

7

10.2 pav. Diskretizavimo gardelé

IS gretaasio artinio salygos

(10.39) Aa <1
ir (I0.38) lygties gauname, kad
(10.40) o> A,

Si salyga yra analogiska impulso, kuriam gali buti taikomas létai kintan¢iy ampli-
tudziy artinys, salygai:

(10.41) T>T,
¢ia T — virpesiy periodas, 7 — impulso trukmé. Impulsai, tenkinantys Sia salyga,

yra vadinami laikiniais bangy paketais. O (I0.40) salyga atitinkantys pluostai yra
erdviniai bangy paketai.

10.5. Parabolinés difrakcijos lygties modeliavimas

Pries modeliuojant (03] lygti patartina sunormuoti. Irase bedimensius kintamuo-
sius

(10.42) x=2 y_-4 z_=2
Po Po lq
cia
]{7 2
(10.43) Iy = 2%
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gauname lygti

0A i [ O 0?

Si lygtis modeliuojama pirmuoju Oilerio metodu, kaip buvo modeliuojama papras-
¢lausia banginé lygtis. Antrosios eilés dalinés iSvestinés diskretizuojamos pasinaudo-
jus skleidiniu Teiloro eilute. Turime

AX +AX)Y,Z) = A(X,Y, Z) + AX 24 4 (AN 0%
(10.45)

AX —AX,Y,Z) = A(X,Y, Z) — AX 24 4 AN %4

2 0x2

¢la AX — zingsnis pagal X asj, [[0.2] pav. Sudéje sias dvi lygybes, gauname antrosios
eilés iSvesting pagal X:
0*A 1

(10.46) 5o = IS (A(X + AX,Y, Z) + A(X — AX,Y, Z) = 2A(X,Y, 2)).

Analogiskai galime isreiksti antraja iSvestine pagal Y

02A 1
(1047) =55 = INGE (AX,Y + AY, Z) + A(X,Y — AY, Z) — 2A(X,Y, Z)),

¢ia AY — Zingsnis pagal Y a8j. Pradzioje turi buti Zinomas skirstinys Ay(X,Y) =
A(X,Y,Z = 0). Bendra diskretizavimo schema atrodo taip:

AX)Y,Z+AZ) = AX,Y, Z)—

(10.48) —12E (AX + AX,Y, Z) + A(X — AX,Y, Z) = 2A(X,Y, Z)) —

— i A% (AX,Y +AY, 2) + A(X,Y — AY, Z) = 2A(X,Y, Z)).

SkaiCiavimy tikslumas yra susijes su dydziu AZ/(AX)?, kai AX = AY. Taikant
mazesnj zingsnj pagal skersines koordinates, zingsnis AZ turi mazéti sparciau —
pagal kvadratinj désnj.

10.6. Parabolinés difrakcijos lygties modeliavimas
su "Scilab". Uzduotis

Modeliuojant paraboline difrakcijos lygtj, reikia rasyti dviguba ciklag pagal = ir y,
imant antros eilés dalines iSvestines. Taciau skaiCiavimai ,Scilab“ programa labai
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pagreités, jei vietoje ciklo naudosime sasukos operacijg ,,convol®. Paprastumo délei
panagrinékime lygtj su viena daline iSvestine, atmete y koordinate:

0A i 0PA

0Z — 40X?

(10.49)

Mums reikia sudaryti vektoriy D, atitinkantj antrosios eilés isvestine pagal x:
(10.50) D(n) =A(n+1)+ A(n —1) — 2A(n).

Tokj vektoriy galima gauti atlikus sasukos operacija ,convol(A, F)* su vektoriumi
F=[1 —2 1]. Dviejy vektoriy sastika yra suma

(10.51) De(n) = ;A(k)F(n— k+1).
Galima parodyti, kad
(10.52) D(n) = D.(n+1).

Pilnosios parabolinés difrakcijos lygties atveju reikéty atlikti dvimate sgsuka su mat-
rica F=[010; 1 =4 1; 0 1 0].
Toliau pateikiame programos, kuri modeliuoja (I0.49)) lygti, koda.
clear ; clc; close ;
ax=10.0;
nx=64;

dx=ax /nx;
xl=ax:dx:ax—dx; // koordinate

Al0=exp(—x1.72);// pradine salyga

F=[1 -2 1];
A=A0;
dz=0.01;

for iz=1:100
z=izxdz;
Dx=convol (A0,F); // antros eiles isvestine
A=A0-%i/4xdz/dx"2+«Dx(2:length (x1)+1);
AO=A;

Ateor=1/sqrt (1+%ixz)xexp(—x1.72/(1+%ixz)) // teorine formule
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//piesimas
drawlater () ;

delete(gce ());

plot (x1,abs(A).72,’b—" ,x1,abs(Ateor).”2,’ro");
set (gca (), data_bounds’,[—ax, 0; ax,1])
drawnow ( ) ;

sleep (20)

//piesimas
end

Uzduotis. Sumodeliuoti paraboline difrakcijos lygti (I0.5]) dviem budais, ap-
rasytais [10.9] ir [10.6] skyreliuose.
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Gauso pluostai

Pagaliau, susipazine su Frenelio ir Fraunhoferio difrakcija bei paraboline difrakcijos
lygtimi, galime pereiti prie pluosty, kurie susidaro lazerio rezonatoriuje, nagrinéjimo.
Smulkiau panagrinésime Ermito ir Gauso bei Lagero ir Gauso pluostus. Taip pat
aptarsime Beselio ir Gauso pluostus bei optinius sukurius.

11.1. Bendrazidinio rezonatoriaus skersinés mo-
dos

Skyriuje apie geometrine optika buvome gave stabilaus rezonatoriaus salyga (8.70]).
Tai yra bendrazidinis (konfokalus) rezonatorius, kuriame atstumas tarp veidrodziu
yra lygus R. Laikydami, kad atstumas tarp veidrodziy daug didesnis uz veidrodzio
matmenis, galime taikyti (0.35]) Fraunhoferio difrakcijos formule. Jojel = R, 0 ® ir ¥
yra skirstiniai ant pirmo bei antro veidrodziy. Stabiliame rezonatoriuje sie skirstiniai
sutampa, tuomet

(11.1) O(z,y) = / O(2,y') exp {—M} da'dy'.

Cia integruojama pagal veidrodzio pavirsiy. Tare, kad ® veidrodzio krastuose slops-
ta, integralo ribas galime praplésti i begalybe:

(11.2) O(z,y) // 2 y) exp[ k(m;yy)]da:’dy’.

—00 —00

125
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Tarkime, kad ®(x,y) = f(x)g(y) faktorizuojasi. Tuomet reikia spresti lygti

1 o) = [ sy [H2) g

Nesunku jsitikinti, kad Sios lygties sprendinys yra Gauso funkcija

ka?
11.4 r)xexp| ——= |-
(11.4) o) e (<5 )
Bendru atveju lazerio rezonatoriuje gali susidaryti ir aukstesnés eilés erdvinés modos,
kurios tenkina (IL2) lygti. Tai yra, ju dvimatis Furjé vaizdas yra toks pat skirstinys
kaip ir transformuojama funkcija. Tokia salyga tenkina Gauso pluostai: Ermito ir
Gauso bei Lagero ir Gauso. Panagrinésime juos nuodugniau.

11.2. Ermito ir Gauso pluostai

Norint gauti Ermito ir Gauso pluosto keitimasi nuo sklidimo koordinatés z, reikia
spresti paraboline difrakcijos lygti. Sprendima pateiksime toliau (TT.8 skyrelyje), o
dabar uzrasysime atsakyma;:

_ lm p V2 v2y
Alm(x>y> ) Qy p(O)Hl [P(z)} H |:p(z)}

(11.5)
X exp x;(rj szERJEZ +i(l +m+ 1) arctan (i)} :
2
¢ia al™ — amplitude, I, m — modos numeriai, p(z) = poy/1+ <i) , Po apibudina

kop?2
2

pluosto matmenis sasmaukoje (z = 0), Iy = — difrakcinis nuotolis,

(11.6) R(z) =z (1 + i—%)

yra kreivumo spindulys. Dydis (I +m + 1) arctan (f) (ITH) israiskos eksponentés

rodiklyje yra Guji fazé. H; Zymi Ermito daugianarj (polinoma), apibréziama kaip
d

(11.7) H(€) = (—1) exp(& >d£l exp(—£7).

Is sios formulés randame, kad

(11.8) Ho(§) =1, Hi(§) = 2¢, Hy(§) =4€* — 2, Hy(§) = 8¢ — 12¢
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10

11.1 pav. Funkcija f;(£), kai I: 0 (a), 1 (b), 2 (c), 3 (d), 10 (e)

a b c d
' e H : H o - b
11.2 pav. Ermito ir Gauso pluosty intensyvumo skirstiniai. (I, m): (0,0) (a); (0,1)

(b); (0,2) (c); (0,3) (d); (1,1) (e); (1,2) (£); (2,2) (g); (3,4) (h)
ir t. t. Galioja rekurencioji formulé
(11.9) Hi1(§) = 26H(§) — 20H; 1 ().

LI pav. pavaizduoti funkcijos fi(€) = H;(&) exp(—£?), ¢ia & = /2x/p, grafi-
kai. Gauso pluosto intensyvuma (o< |A|?) atitinka funkcija

(11.10) I (§,m) = fR(E) [ (n) = HE(E)H(n) exp(—=€* — ).

Sis skirstinys, esant jvairiems  ir m, pavaizduotas[IT.2 pav. Atkreipsime démesj, kad
sklidimo metu Ermito ir Gauso pluosto gaubtiné nekinta, keiciasi tik jo parametrai.



11.3. Gauso pluostas 128

p(2)po

O L L L L Z’ ‘

11.3 pav. Gauso pluosto parametry priklausomybé nuo sklidimo nuotolio z

11.3. Gauso pluostas

Kai [ = m = 0, (ILH) amplitudé apraso Gauso pluosta:

2, .2 2,2
£o "ty L Tty . Z
(11.11)  Ago(z,y,2) = ay——exp | — — ik + ¢ arctan <—)} .
p(2) p*(2) 2R(z) !
Tolstant nuo pluosto sasmaukos (z = 0), kurioje pluosto spindulys maziausias

(p(0) = po), vyksta pluosto difrakcija. Jos metu pluosto spindulys p(z) didéja, o
amplitudeé a,(z) = aypo/p(z) = a,/\/1+ 22/12 mazéja, 7r. pav. Kitas para-
metras R(z) gretaasiame (mazy kampuy, paraksialiame) artinyje apraso kreivumo
spindulj. Panagrinékime fazinj daugiklj

, ko(2? + 42
(11.12) exp (—zkoz - z%) :
Lygtis
k 2 2
(11.13) koz + ko(z” +y7) = S(z,y, z) = const
2R

yra pavirsiaus lygtis, o

0 0 0
(11.14) grad S = (xoa + yoa—y + ZO&) S

yra statmenas tam pavirsiui vektorius. Kai y = 0,

(11.15) grad S = ko (%xo n z0> .
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X grad S

11.4 pav. Kreivumo spindulys

0 [\RﬁRz d

Ri| | R2

0

11.5 pav. Difrakcinio ilgio kvadrato priklausomybé nuo atstumo tarp rezonatoriaus
veidrodziy

Kaip matome i$[IT.4] pav., dydis R yra kreivumo spindulys. ISvesdami (IT.15]) neat-
sizvelgéme | R(z) iSvestine pagal z. Galima parodyti, kad gretaasiame artinyje ji i3
tikryjy nereikSminga.

Kai z = 0, kreivumo spindulys yra lygus begalybei, tai reiskia, kad sagsmau-
koje bangos frontas yra plokscias. Pluostui sklindant kreivumo spindulys mazéja,
kreivumas didéja. [;/R(z) kreivés maksimumas pasiekiamas, kai z = I (I3 pav.),
paskui ;/ R vél mazéja iki nulio.

Gauso pluosto Guji fazé arctan(z/l;) kinta nuo 0 iki 7/2.

Kaip minéta, Gauso pluostas susidaro lazerio rezonatoriuje. Raskime stabilaus
rezonatoriaus salyga bendru atveju, kai veidrodziy kreivumo spinduliai nelygus. Te-
gu rezonatoriaus veidrodziai isdéstyti palei z asj, pirmojo veidrodzio koordinaté zi,
antrojo zy. Ju kreivumo spinduliai atitinkamai yra R, ir Ry. Pareikalave, kad Gauso
pluosto kreivumo spindulys, kai sklidimo nuotolis z; ir 2o, atitinkamai buty lygus
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Ry ir Ry, gauname

l2
Rl S + 21,
21
(11.16)
l2
—Ry = + 2
Z2
Kitas sarysis:
(1117) 21 — %2 :d>0,

¢ia d — atstumas tarp veidrodziy. Eliminave dyd; (3 (IT.16) iSraiskose ir pasinaudoje

(ITI7), gauname

Lo dR2—d)
(11.18) | Rt Ry-2d
| d(d — Ry)
29 = —————T—
R+ Ry —2d
ir
(11.19) 2= d(Ry — d)(Ry — d)(Ry + Ry — d).

(R1 + Ry — 2d)?

Funkcijos 13(d) grafikas pavaizduotas pav. Matome, kad stabilaus rezonatoriaus
salyga [2 > 0 tenkinama tik esant kai kuriems atstumams d. Skyriuje apie geometring
optika jau buvome gave stabilumo salyga (8.64]). Tai yra dvi nelygybeés: 1) (R; —
d)(Ry —d) > 0ir 2) Ry + Ry — d > 0. Kai tenkinamos pirma ir antra nelygybés,
13>0.

Salyga Ry = Ry = oo atitinka plokscia rezonatoriy; bendrazidinis rezonatorius
atitinka salyga Ry = Ry = d ir jame [y = d/2.

11.4. Lagero ir (Gauso pluostai

Lagero ir Gauso pluostai yra parabolinés difrakcijos lygties, uzrasytos cilindrinéje
koordinadiy sistemoje (r, 1, z), sprendiniai. Lygties pavidalas yra toks:

OA(r, v, 2) i (1 0 < 8A) N 1 82A)

(11.20) 0~ a \rar Uar ) T



131 11 SKYRIUS. GAUSO PLUOSTAI

a b c d
. e - £ - . u b
11.6 pav. Ermito ir Gauso pluosty intensyvumo skirstiniai. (1, p): (0,0) (a); (1,0) (b);

(2,0) (¢); (3,0) (d); (0,1) (e); (1,1) (£); (1,2) (g); (2,2) (h)

¢ia ¢ — azimutinis kampas, r — spindulio koordinateé. Sios lygties sprendiniai uzrasomi
taip:

! 2
Alp(nw'z) = a’?% [m] Lé [P%(Z)] X
(11.21)

X exp [—p{—é) — ;]E)(f) +il +i(2p + | + 1) arctan (i)} .

Cia naudojami parametrai: pluosto spindulys p(z), difrakcinis nuotolis /4 ir kreivumo
spindulys R(z), yra tokie patys kaip Ermito ir Gauso pluosty atveju. Indeksas p
vadinamas spinduliniu (radialiniu), o { — azimutiniu. Funkcijos

1

dr
l .l
(11.22) L,(r) = —e"x

p' d_xp [e—mxp+l}

yra Lagero daugianariai. Gauname Li(z) = 1, Li(z) =+ 1 -z, [9(2) =1 -z,
LY(x) =1—2z+22/2irt. t. Kai [ = p = 0, Lagero ir Gauso pluogtas sutampa su
zemiausios eilés Ermito ir Gauso pluostu — Gauso pluostu. Jei spindulinis indeksas
p = 0, tuomet,

l
Ap(r,p.2) = a2 5]
(11.23)

X exp [—p{—é) - ;’;g(’; + il 4+ i(l + 1) arctan (i)} :

Sklindanc¢iy Lagero ir Gauso pluosty gaubtinés pavidalas, kaip ir Ermito ir Gauso
pluosty, nekinta. Lagero ir Gauso pluosty normuoti intensyvumo skirstiniai sasmau-
koje (2 = 0) I,(§) = (£)* [L;(2§2)}Zexp(—2€2), ¢ia & = r/py, pavaizduoti 1.6 pav.
Kai azimutinis indeksas [ # 0, Lagero ir Gauso pluostai yra optiniai sukuriai, apie
kuriuos kalbésime toliau.
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11.7 pav. Beselio funkcijos

11.5. Beselio bei Beselio ir (Gauso pluostai

Beselio pluostas yra Helmholco lygties (I0.I]) sprendinys. Jis randamas ieskant Sios
lygties sprendinio ne (I0.2)), o tokio pavidalo:

(11.24) E(z,y,2) = A(x,y) exp(—ik,z).

k. yra bangos vektoriaus dedamoji isSilgai sklidimo krypties. Amplitudé A nepri-
klauso nuo sklidimo nuotolio z, taigi pluostas nedifraguoja. Irase (IT.24) i (T0.T)
gauname tokia lygtj:

0? 0?
(11.25) (@ + 0—y2) A(z,y) + (kg — k2) Az, y) = 0.

Si lygtis cilindrinéje koordinadiy sistemoje virsta Beselio funkcijy lygtimi. Beselio
funkcija tenkina lygtj:
(11.26) r’— 4+ r— + (18 - *u=0.

r r
Sprendinys yra u = J;(for), ¢ia J; — pirmos rusies [-tosios eilés Beselio funkcija.
(IT29) skersine laplasiano dalj uzrasome cilindrinéje koordinaciy sistemoje:

PA 10A 10°A
11.27 AyA=22 290 22
( ) ¥ or? + r or + r2 2
Cia 2 = rcos v, y = rsinv. Vietoje A parasome v exp(ilt)) ir tuomet (TL25) tampa
(IT26)). Taigi, Helmholco lygties sprendinys

(11.28) Ai(r,¥) = ap Ji(Bor) exp(ile)),
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¢ia By = v/k3 — k2. Beselio funkcijos grafikas esant jvairioms [ vertéms pavaizduotas
IT7 pav. Kai [ # 0, Beselio pluostas yra optinis sukurys.

Idealaus Beselio pluosto galia yra begaliné. Suintegrave amplitudes (IT.285),
kai [ = 0, modulio kvadratg pagal 7,1, gausime begalybe:

oo

(11.29) P= /rjg(ﬁor)dr = 00.

0

Integralo (I1.29) reiksmé begaliné dél to, kad funkcija Jy nepakankamai greitai
slopsta:

(11.30) Jo(Bor) ~ ,/Wgor cos (ﬁor . %) , kaifor > 1.

Taigi eksperimentais Beselio pluostas negali buti gautas. Praktiniu poziuriu realesnis
yra Beselio ir Gauso pluostas. Jo kompleksiné amplitudé sasmaukoje (z = 0) atrodo
taip:

(1131) Al(’/’, w) = CLle(ﬁ(ﬂ”) exXp (_7’_2 + le) .

£0

Kai tenkinama salyga [Bypo > 1, gana daug Beselio ziedy telpa j Gauso gaubting ir
pluostas buna panasus j Beselio pluosta. Beselio ir Gauso pluosto galia, kitaip nei
Beselio pluosto, yra baigtiné.

11.5.1. Nulinés eilés Beselio ir Gauso pluosto spekt-
ras

Pluosto spektras yra jo gaubtinés dvimatis Furjé vaizdas. Skaiciuojant dvimatj Furjé

vaizda funkcijos, kuri priklauso tik nuo spindulinés koordinatés ir nepriklauso nuo

azimutinio kampo, patogu pereiti nuo Dekarto koordinaciy prie cilindriniy koordi-
naciy. Visy pirma perrasysime dvimate Furjé transformacija:

Az, y) exp(ikyx + ikyy)dady =

OH8
0%8

(11.32)

TA(T’, W) exp(ik rcos(6 — ))drdr.
0
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11.8 pav. Nulinés eilés Beselio ir Gauso pluosto normuotas spektras

Cia 0, k; — azimutinis kampas ir spinduliné koordinaté k,, k, plokstumoje. Pasinau-
dota lygybémis

r =rcosy, y=rsiniy,
(11.33)
ky =k cost, k, =k, sin6.

Beselio funkcija gali buti pavaizduota kaip tokio pavidalo integralas [4]

2
(11.34) Jo(kir) = 2i / expl(ik1 - cos 6)d6,
T
0

todél nulinés eilés Beselio modos spektras gali buti uzrasytas taip:

oo

So = 2ma, [ rJo(Bor)Jo(kir)exp <_;_(2%> dr =
(11.35) °

_ Waupg exp [_ (58"’53_)!’8} I (50;& p(2)) )

Kai fypo > 1,

(11.36) So(kL) =~ \/T exp (—W) .
0

MT.R pav. pavaizduotas normuoto dydzio Sg, = Sz /(v/Ta,po/Bo)? grafikas. Matome,
kad Beselio ir Gauso pluosto spektras yra baigtinio plocio ziedas.
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r = const

= const

11.9 pav. Optinio sukurio vienody amplitudziy (raudona spalva) ir vienody faziy
(juoda spalva) linijos. Sklidimo nuotolis z ir laiko momentas ¢ fiksuoti

11.6. Uzduotis. Gauso pluosty erdviniai spektrai

Nusibraizyti pasirinktus Ermito ir Gauso, Lagero ir Gauso bei Beselio ir Gauso
pluostus. Apskaiciuoti jy spektrus — dvimates Furjé transformacijas.

Galima pasinaudoti uzduoties programos ruosiniu.

11.7. Optiniai sukuriai

Kai (IT.2T)) ir (IL31) formulése azimutinj kitima apraSantis indeksas [ nelygus nu-
liui, Lagero ir Gauso bei Beselio ir Gauso pluostai yra optiniai sukuriai (OS). Tai yra
eksperimentiskai realizuojami Helmholco lygties sprendiniai. Pirma karta OS pavi-
dalo sprendinys buvo rastas Nye ir Berry [20] darbe. Ju Helmholco lygties sprendinys
buvo toks:

(11.37) E(r, v, z,t) oc rll exp(ilyp — ikz + iwt).

Sis sprendinys yra ,blogas®, nes apraso begalinés energijos pluosta. Taciau jam bii-
dingos svarbiausios OS savybés: koordinaciy pradzioje r = 0 amplitudé E virsta
nuliu, o fazé tampa neapibrézta. Siame taske susikerta vienody faziy linijos (ITT9
pav.). Tai budinga ne tik optiniams sukuriams, bet ir gerai jsivaizduojamiems van-
dens sukuriams. Vandens sukuriuose priesingos fazés atitinka potvynius ir atoslugius.
Taskas, kuriame susikerta faziy linijos, dar vadinamas singuliariuoju tasku.

Optinio sukurio bangos fronto lygtis
(11.38) il — ikz + iwt = const + 27n

apraso spiralinj pavirsiy.
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Pati savoka ,optiniai sukuriai“ atsirado po to, kai 1989 metais [7] darbe buvo
teoriskai parodyta, kad lazerio lygtims parinkus pradine salyga su singuliariaisiais
taskais, elektrinio lauko stiprio skirstinys yra spiraliné banga. Darbas [7] vadinosi
,Optiniai sukuriai“ (,Optical vortices*). OS svarbus praktiniu poziuriu, nes turi or-
bitinj judesio kiekio momenta [3]. [3] darbe buvo parodyta, kad tiesiskai poliarizuoto
Lagero ir Gauso pluosto judesio kiekio momento srauto santykis su energijos srautu
lygus [ /w. Gretaasiu artiniu apskritimiskai poliarizuoto Lagero ir Gauso pluosto sis
santykis lygus (I 4+ 0)/w, ¢ia ¢ = +1 atitinka desining, o ¢ = —1 — kairine polia-
rizacija. Judesio kiekio momentas (JKM), susijes su azimutiniu amplitudés kitimu,
yra orbitinis judesio kiekio momentas, o JKM, susijes su apskritimine poliariza-
cija, yra sukininis JKM. Buvo zinoma, kad 1936 metais R. A. Beth eksperimentu
pademonstravo, kad apskritimiskai poliarizuota sviesa gali pasukti plokstele. [3] dar-
be buvo pasiulytas eksperimentas, kuriame tiesiskai poliarizuotas Lagero ir Gauso
pluostas turéty pasukti dalele. Toks eksperimentas buvo netrukus atliktas. Be to,
eksperimentais yra patvirtinta Sviesos JKM sudéties taisykleé.

11.8. Ermito ir Gauso pluostai. ISvedimas™

Kvantinéje mechanikoje Ermito polinomai apraso elektrono bangine funkcija, kai
elektronas veikiamas parabolinio potencialo. Siame uzdavinyje yra lygtis:

(11.39) u’" —28u" = —2\u.
Cia u = u(&). Sios lygties sprendiniai yra A eilés Ermito daugianariai. Parodysime,
kaip tokio tipo lygtis gaunama i$ parabolinés difrakcijos lygties:

0A i

(11.40) 9 _

2
P o Vo AT,y 2).

Sios lygties sprendiniy ieskosime atskirdami kintamuosius z ir y:

(11.41) A(z,y,2) = Ai(z, 2)As(y, 2).
Irase (IT4T) i (IT40Q) ir padalije i$ A gauname:

1 0A 1 0Ay _ i 1 9%A i 1 0%A
(11.42) At AT E T TEe A e T 3 s

Du sios lygties nariai nepriklauso nuo y, kiti du — nuo x. Taigi, ja galime isskaidyti
i dvi lygtis:

(11.43)
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Cia C(z) yra konstanta, priklausanti tik nuo z. Pereisime prie bedimensiy kintamujy.
Naudosime normuotas koordinates:

(11.44) Z=zllgy X=2x/po Y =y/po.

Tuomet lygtys Ay ir Ay atzvilgiu atrodo taip:

0A i 0*A
(11.45) 27 = 1% T CAy,
Ay i 0%A,

Surasime (I1.45]) lygties sprendinj. Teskosime tokio pavidalo:

(11.47) Ay = g(2)e X Pu(g),

¢ia & = \/‘{% [Svestiné %:

(11.48) 84 — g—ge‘x2fu—gX2g—£e‘X2fu+ge‘X2fg—gg—g.
Kadangi

(11.49) g_g = _%\/éXl+1Z2 \/12522 - _1522’

tai

(11.50) % = XS (ug—g — gXQ(%u — Q%ZliZW) )
Toliau rasime iSvestines % bei %2?21. Turime

(11.51) 9 = g(—2af)e X Tu+ ge‘Xzfg—?g—f(

ir

024,
X2

= —2gfe~X*Tu— 2X fg(—2X fg)e X Tu+ (—=2X fg)e X"/ G 2%
(11.52)

—X2fOu O _X2f£ 9%y [ O£\

Kadangi iSvestiné

(11.53) AT
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tai

2
(11.54) D = e (“2g fu+ AX Pgu — 469 % + g %82z )
[rasome (I150) ir (IT54) i (IT45) lygti:

-X? 2] 2, 0f Z 9
e <ua_% — gX ugy - 1+Z2598_Z>

(11.55)
= e X1 (—2gfu+ AX2fPgu —4€g f G +g%l+% — 4@'C’gu> :

Surenkame u, g_Z’ ‘3%3
(11.56)

2u i u . z i ] .
F a5 (—ilef +Egim) = u (—gX28L + 1gf —iX%f2g + 22 + 4iCyg) .

narius, gauname:

Lygtis (IT50) sutaps su (IL39) Ermito daugianariy lygtimi, jei tenkinamos Sios dvi
salygos:

CaX2L ik X220+ 9 4 4iCa) — L
(11.57) (—9X?55 +59f —iX?f2g + 52 + 4iCy) . 2,
Z 1
(11.58) (—z‘gf+ g) : = -2.
1+ 227) $m

I§ (IT58) randame:

(11.59) F—

T 1tz

Matyti, kad % = —if? todeél nariai prie X? (IL57) formuléje iSnyksta. Irase f
israiska j Sig formule, gauname diferencialine lygtj g atzvilgiu:

dg  ig 1 2\ ,
(11.60) 7= 2<1+z’Z+1+ZQ 810).

Lygties sprendinys:

(1—iZ) —450(2’)6[2’
(L +iz)p)° ‘

Irase gautas (IL59) ir (IL6T) f, g iSraiskas j (IT4T), gauname

(11.61) g=

(11.62) Ay(w, 2) = [ =iz _x2 ( VIX )6—4g0(z’)dz/.
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Cia indeksas A buvo pakeistas j m. Analogiskai gaunamas (I.40)) lygties sprendinys:

zZ
11. iy -2, T4 OGN
( 63) A2(y7 z) = W@ 1+iZ y,, <\/\1/%) e O .

Si formulé gauta (IL62) formuléje indeksg m pakeitus j n, pavertus C Zenkla prie-

singu ir atlikus pakeitima x — y. [rase (IT.62), (IT63)) sprendinius j (IT41]) formule,
gauname

—1 m+n) arctan —M
ML81)  Ar0,2) = ke temen o 2o, (G2 ) (3).

Cia bedimensiai kintamieji X, Y, Z buvo apibrézti (ITZ4). Parabolinés difrakeijos
lygties sprendinys (II.64]) apraso Ermito ir Gauso pluosta.

11.9. Gauso pluosto sklidimo per kugine prizme
modeliavimas

Beselio ir Gauso pluostas gali buti sudarytas praleidus nulinés eilés Gauso pluosta
per kugine prizme. Sumodeliuokime tokj sklidimg aprasancia lygti

0A i 0? 0?
11. o hA- (L4 2 A
(11.65) o = ikl 2) = A= g ()
tare, kad pradiné sglyga Ag = exp (—xQPJEyQ). Cia n(z,y, ) yra lizio rodiklis, lygus

ny kuginés prizmés ribose ir 1 uz jos riby. n; yra medziagos, is kurios pagaminta
prizmé, luzio rodiklis. Kaip parodoma [23], uz kugio riby susidaro kuiginis pluostas,
kurio amplitudés maksimumas yra nuotoliu

L _3La
Y2800

Cia fy = ko(n1 — 1)a, o a yra kiigio pagrindo kampas. Toliau pateikiama ,Scilab*
programa, modeliuojanti (IL65]) lygti. Joje (x,y) yra sunormuoti i p, z i Lg.

(11.66)

clear ; clc; close ;

n=1.5; //kugio luzio rodiklis
rho=1000;// mum
lamda0=0.5;// mum
k0=2%%pi/lamda0 ;
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alpha=0.1/180%%pi; // kugio kampas

beta0=k0*(n—1)xalpha

Ld=k0O*rho™2/2

zu=3/2xLd/(betaOxrho)/Ld// nuotolis uz kugio
// maksimalios wvirsunes

z0=2«rhoxtan (alpha)/Ld// kugio ilgis

ax=2;

hx=ax /32;

x=—ax:hx:ax—hx;
y=x;

hk=2«%pi/length (x)/hx;
ak=%pi/hx;
kx=—ak : hk:ak—hk;

[x1,yl]=meshgrid (x,y);
Al0=exp(—(x1.724+y1.72));
r=sqrt (x1.72+yl.72);

nz=1000;
hz1=1%z0/nz; //2 zingsnis kugyje
hz2=zu/nz;//z zingsnis uz kugio

hz=hz1;
z=0;

for iz=1:2xnz/10
for iz1=1:10

z=7+hz;

if z>z0
hz=hz2 ;
nr=1+0xx1;
else

//kugyje uzduodamas luzio rodiklis n
J/kitur luzio rogiklis 1

for ix=1:length(x)
for iy=1:length(y)

if (z0—z)*xLd/(r(iy,ix)+0.00001)/rho>tan(alpha)
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nr(iy ,ix)=n;
else
nr(iy ,ix)=1;
end ;
end ;
end ;
end ;
// antros eiles isvestine
for ix=1:length (x)
for iy=1:length(y)
if ((ix)>1 & (ix)<length(x)) &( (iy)>1 & (iy)<length(y)) then
diffA0 (iy ,ix)
=(A0(iy+1,ix)+A0(iy —1,ix)+A0(iy ,ix+1)4+A0(iy ,ix—1)—4xA0(iy ,ix))/hx"2;
else
diffA0 (iy ,ix)=0;
end

end ;

end ;

// modelivojama lygtis
A1=A0-%i*Ld*k0Oxhz*(nr —1).%*A0—hzx%i/4.x diffA0Q;

AO=AT;
end ;

//piesimas

//piesiama pjuvis pagal x
drawlater ();
delete(gce ()
plot (x,abs(A
drawnow ( ) ;
sleep (20)

//piesimas

)
1(:,length(x)/2+1)).72,’b=");

end
figure

//=== dvimate Furje transformacija ==
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incrk=1,;

xx=Al;

dim=[length(x) length (x)];

for kk=1:2
xx=fft (xx ,—1,dim(kk),incrk)
incrk=incrk*dim (kk)

end

//

s=fftshift (xx);

//== piesimas=—=——=

//piesiama spektras skirstinio ties z=zu
xset ("colormap" ,graycolormap (64))
Sgrayplot (kx ,kx,abs(s))

//

[ITI0 pav. pateikti modeliavimo rezultatai — intensyvumo skirstiniai jvairiais
sklidimo nuotoliais ir erdvinis spektras nuotoliu z,. Matome, kad Gauso pluostas
virsta kuginiu pluostu.



143 11 SKYRIUS. GAUSO PLUOSTAI

11.10 pav. Pluosto intensyvumo skirstinys: sklidimo pradzioje (kairéje virsuje), ku-

ginés prizmeés is¢jime (desinéje virsuje), nuotoliu z = z, (kairéje apacioje). Erdvinis
spektras nuotoliu z = z, (desinéje apacioje). o« = 1°, ny = 1,5
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V DALIS

Pusiau klasikinis lazerio modelis
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12 SKYRIUS

Sviesos sgveika su dviejy lygmeny
atomu

[T.4l dalyje buvo parodyta, kad jtraukus j balanso lygtis A ir B Einsteino koeficientus,
galima gauti Planko formule. Taip pat buvo nustatytas siy koeficienty sarysis. Ta-
¢iau balanso lygtys nesuteikia galimybés rasti Einsteino koeficienty israiskas. Reikia
nagrinéti pusiau klasﬂﬂn; modelj, kuriame atomas aprasomas kvantmechaniskai, t. y.
Sredingerio lygtimi. Sviesa Siame aprasyme yra klasikiné elektromagnetiné banga.

Si teorija taip pat turi trukumy — ji neapraso savaiminio spinduliavimo. Anot
sios teorijos, atomas, suzadintas j virsutinj lygmenj ir nebeveikiamas spinduliuoteés,
islikty to lygmens be galo ilgai. Taciau yra zinoma, kad atomas relaksuoja j pagrindi-
nj lygmenj. Tai vyksta dél savaiminio spinduliavimo, kuriam aprasyti reikia visiskai
kvantineés teorijos. Joje Sviesa irgi apraSoma kvantmechaniskai. Taciau pusiau klasi-
kinéje teorijoje taip pat galima jskaityti savaiminj spinduliavima, dirbtinai jtraukus
i lygtis papildomus narius.

Siame skyriuje panagrinésime, kaip pusiau klasikiniame aprasyme dviejy lyg-
meny atomas sgveikauja su Sviesa.

12.1. Srédingerio lygties sprendimas

Pusiau klasikiniame aprasyme atomui sprendziama Srédingerio lygtis. Ji atrodo taip:
oV (r,t)
ot

Cia H yra sistemos Hamiltono operatorius, ¥ — banginé funkcija. Nagrin¢jamame
uzdavinyje hamiltonianas susideda is dviejy daliy: laisvojo atomo hamiltoniano H 4

(12.1) H(r, 1) = ih— "=

147



12.1. Srédingerio lygties sprendimas 148

ir atomo sgveikos su elektromagnetine spinduliuote hamiltonianu H 7. Taigi, galime
parasyti:

(12.2) H=Hy+Hy.

Reikia rasti bangine funkcija, tenkinancig Srédingerio lygtj (IZI). Sis uzdavinys
sprendziamas taip: i$ pradziy randamos laisvojo atomo banginés funkcijos, paskui
saveikaujancio atomo banginés funkcijos ieskoma kaip surasty banginiy funkciju
superpozicijos. Taigi, pirmiausia turime spresti (I2.1]) lygti su hamiltonianu H = H 4.

Kadangi H 4 nepriklauso nuo laiko, tai bangine funkcija galima faktorizuoti j erdvine
ir laikine dalis:

(12.3) U,(r,t) = ;(r) exp(—iE;t/h).
Erdviné banginés funkcijos dalis randama is tikriniy verciy lygties:
(12.4) ﬁA%’(r) = Eini(r).

Cia E; yra operatoriaus H 4 tikriné verté, atitinkanti i-tojo lygmens energija. 1;(r)
— tikriné funkcija. Nagrinéjame dviejy lygmeny atoma, taigi turime dvi lygtis:

(12.5) I?IA%(I') = E1(r), PAIA%(I') = Eyiy(r).
Issprende sias lygtis, gauname laisvojo atomo bangines funkcijas:
(12.6) Uy (r,t) =y (r) exp(—iEqt/h), Wa(r,t) = o(r) exp(—iEst/h).

Srédingerio lygti su hamiltonianu (IZ2) spresime, bangine funkcija iSreiske kaip
zinomy banginiy funkcijy superpozicija:

(12.7) U(r,t) = Ci ()W (r,t) + Co(t)Wa(r, t).
Skleidimo koeficientai C' priklauso nuo laiko, nes saveikos hamiltonianas H, yra bé-

gant laikui kintantis dydis. Mes ji apibrésime kiek véliau. Banginés funkcijos ¥;(r, t)
yra ortonormuotos, t. y.

(12.8) /alV|\If,-(r,t)|2 =1, /dV\If;‘(r,t)\Ifj(r,t) = 0.
Cia i,j = 1,2, i # j. Kadangi ¥(r,t) taip pat normuota j vieneta, tai

(12.9) /dV\\If(r,t)|2 — GO + G ()P = 1.
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Skleidimo koeficienty C; ir C5 modulio kvadratai yra tikimybés, kad atomas bus
pirmame arba antrame lygmenyje. Tikimybiy suma lygi vienetui. [rase (IZ.7) i (T21))
su hamitonianu (I2.2) gauname

~ ac dc:
(12.10) Hi(CyUy + CoWy) = ih [ U —L + U,—2 ) |
dt dt
Cia nariai su H 4 dingsta, nes
~ U
(12.11) HaU,(r,t) = ihw,

j =1, 2. Toliau pasinaudosime ortonormavimo salygomis (I2Z.8). PazZymime matricos
elementa

(12.12) (i|Hy|j) = /@;ﬁ,@jdr.

Viena karta padauginame (I2.10) i$ kairés puses is U5, kita karta i§ Wh ir suinte-
gruojame pagal turj V. Gauname dviejy lygciy sistema:

~ ~ d
(12.13) (1|H;|1)Cy + exp(—iwot)(1|H[|2)Cy = ih%,
) ~ ~ . dCy
(12.14) exp(iwot) (2| H;|1)Cy + (2| H[|2)Cy = zhﬂ.

Cia wy = (Ey — E1)/h yra $uolio daznis. Tolesniam nagrinéjimui apibrésime saveikos

~

hamiltoniang H;. Saveikaujanti spinduliuoté yra elektromagnetiné banga:

(12.15) E = Ejcos(kz — wt),

(12.16) B = By cos(kz — wt).

Kosinuso argumente galime palikti tik laikine dalj, nes atomo matmenys yra angst-
remo a ~ 107! m eilés, o Sviesos bangos ilgis A ~ 0,5 x 10~% m — mikrometry eilés.
Todél sandauga ka = 2ma/A < 1 nereikSminga. Krintancios spinduliuotés daznis
w nebutinai turi sutapti su Suolio dazniu wy. Elektrodipoliniame artinyje sgveikos
hamiltonianas yra toks:

~
(12.17) H; = 0 Egcos(wt),
Cia

Z
(12.18) b = ey Ta
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yra atomo elektrony spindulio vektoriy suma, padauginta is elektrono krgvio. Mi;
tome, kad ¢ yra nelyginé funcija. Atlike pakeitima r, — —r,, gauname ¢ — — 0
ir Hy — —Hj. Dél sios savybés turime

(12.19) (11H,|1) = (2|H,[2) = 0.
Be to, dél ermitiskumo
(12.20) (2[Hi|1) = (1|H,|2)".

Tegu krintanti spinduliuoté yra poliarizuota x aSies kryptimi. Tuomet matricinis
elementas

(12.21) (1|H;|2) = FEoX 12 cos(wt),
¢ia
(12.22) X = /dV@DIX@bz,

_>
X yra vektoriaus 6 projekcija j = asj. Pazymékime
(1223) hy = EOX12.

Tuomet galutinai gauname lygtis C ir Cs atzvilgiu:

, d
(12.24) v cos(wt)e ™' Cy = i%,

- d
(12.25) v cos(wt)e™'C = z%

Issprende sias lygtis galime rasti Einsteino koeficienta B.

12.2. Einsteino koeficientai

Rasime priverstinio Suolio i§ pirmojo lygmens j antraji Einsteino koeficienta Bis,
kuris siejamas su antrojo lygmens uzpildos tikimybe:

(12.26) Bio(W (wp)) = |Cy?/t.

Cia W yra krintancios spinduliuotés energijos tankis. Pradzioje atomas yra nesuza-
dintas, apatiniame lygmenyje:

(12.27) C1(0) =1, Cy(0) = 0.
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Rasime apytikslj (I2.25]) sprendinj, tare, kad
(12.28) Ci(t) = 1.

Sprendinys atrodo taip:

1— ' ] 1-— (wo — w)t

(12.29) A e
2 wo +w Wy — W
Galime parodyti, kad antrasis narys skliaustuose turi daug didesne jtaka nei pirma-
sis. IS tikryjy, kai w = wy, gauname
(12.30) Co(t) = —22—” (sin(wot) exp(iwot) + wot) .
wo

Suolio daznis wy yra eilés 101 s71. O suolio trukmé eilés 107 s (bus parodyta véliau).
Dél to antrasis démuo (wot > 1) yra daug didesnis uz pirmajj. Atmete pirmajj narj

(I229) israiskoje gauname
B ,sin? [$(wy — w)t]

(12.31) 1Co()? = v 2

(wo — w)?

Pirmojo nario nejskaitymas dar vadinamas besisukan¢ios bangos artiniu. Suolio i
suzadinta lygmenj maksimumas yra tuomet, kai Suolio daznis sutampa su krintancios
spinduliuotés dazniu. Si formulé dar netinka Einsteino koeficientui skai¢iuoti. Iki
siol laikéme, kad krintanti spinduliuoté monochromatiné. Atsizvelgsime j tai, kad
krintanti spinduliuoté yra placiajuosté. Prisiminkime (T2Z.23)). Tuomet

X2
1/2 _ 12

(12.32) =2 E2

o vietoje E2 paraSome energijos tankj:

1
(12.33) §€0E02 = /dw(W((w))).
Tuomet vietoje (IZ31]) uzrasome integrala:
2 w0+%Aw 2 [1( ) ]
2X sin“ |5 (wg — w)t
12.34 Co(t)]? = =2 /dW 2
(231) P =2 [ dawen TR
wo—%Aw

Cia Aw yra juostos plotis, apie kurj bus kalbama véliau. Laikome, kad juosta siau-
ra, palyginti su krintancios spinduliuotés juosta, todél (W (wp)) galime iskelti uz
integralo riby. Gauname

(12.35) Co(t)]? =
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Cia

wo+1/2Aw . 211

Lwp — w)t
(12.36) Int(t) = / 2,5 5o —w)t]
(wo — w)?

wo—1/2Aw

Kai tAw > 1, gauname
1

(12.37) Int(t) = §7rt.
Taigi,
(12.38) |Ca(t)]? = T X (W (wo))t/eoh®.

Tai dar néra galutiné israiska, nes reikia nepamirsti atsitiktinés atomy orientacijos
elektrinio lauko atzvilgiu. ISskyre vienetinj elektrinio lauko poliarizacijos vektoriy
€p, galime parasyti

(12.39) Xy = / AV o 01y = €0 0 19.

Tuomet, suvidurkine pagal kampus, gauname

(12.40) X2 — X2, = cos?(0)6?%, = %9%2.

Atlike §j pakeitima, gauname Einsteino koeficienta Bis:

(12.41) By = 703, /3R>

Savaiminio spinduliavimo Einsteino koeficiento Ay, is pateikty lygciy rasti negalime.

I$ tikruju, kai lauko néra, (IZ24) ir (I2Z.29) lygtyse v = 0. Tai reiskia, kad C ir Cy
nebekinta, o kartu nekinta lygmeny uzpildos

Taciau A ir B koeficienty sarysj buvome gave i$ Planko formulés. Naudodamiesi juo
gauname

h(x}2g1 w39192
(1243) A21 = % 12 — 073
T4C3 g9 3meghcigo
Trukmé 7, kuri yra atvirkscias dydis Ao, 7 = 1/As, yra savaiminés suzadinto

lygmens relaksacijos trukme. Ji gaunama eilés 1077 s [17].
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12.3. Lorenco sugerties juosta

Savaiminis spinduliavimas lemia sugerties juostos iSplitima. Rasime medziagos po-
liarizuotuma, o kartu ir tiesinj jautrj. Pastarasis susijes su sugerties koeficientu.
Matysime, kad jis priklauso nuo krintancios bangos ir Suolio dazniy skirtumo.

Krintanc¢ios bangos elektrinio lauko stipris
1
(12.44) E(t) = Egcos(wt) = §E0 lexp(—iwt) + exp(iwt)],

¢ia rasomas skaliarinis dydis, turint omenyje, kad banga tiesiskai poliarizuota isilgai
x asies. Poliarizuotumo projekcija j x asj

(12.45) P(t) = %aOEO () exp(—iwt) + x(—w) exp(icot)]

Cia y(w) — tiesinis jautris. Taigi, laikome, kad atsakas yra tiesinis. Be to, raSome
skaliarinius dydzius, tai tinka, kai elektrinio lauko stipris ir poliarizuotumas tiesiskai
poliarizuoti. P randame is$ formulés

(12.46) P(t) = Np(t)/V,

¢ia N — atomy skaicius, o
(12.47) p(t) = — / AV (£)eX T (1)

matricinis elementas — elektrodipolinis momentas. Jis randamas taikant kvantine
teorija, kai zinoma banginé funkcija W(t). Pasinaudoje jos israiska (I2.7), gauname

(1248) p(t) = — [CngXlg exp(—iwot) + C;Cngl eXp(iwot)] .

Koeficientus € (t) ir Co(t) nagrinéjome praeitame skyrelyje. Taciau ten juos radome
i (I224) ir (IZ25) lygciy, kuriose nejskaitomas savaiminis spinduliavimas. Savai-
minis spinduliavimas j (TZ29]) lygtj itraukiamas dirbtinai, prirasant papildoma narj:

(12.49) v cos(wt) exp(iwpt)Cy — 175pCa = Z%

Cia vsp yra savaiminio spinduliavimo sparta

(12-50> Ysp = Ay =
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Pasinaudojome tuo, kad lygmeny iSsigimimy santykis ¢;/g» = 1. Jei lauko néra,
v =0 (IZ32), tuomet Cy gesta pagal eksponentinj désnj:

(12.51) Ca(t) = C5(0) exp(—7spt),

o kartu gesta ir antrojo lygmens uzpilda:

(12.52) Ny(t) = Na(0) exp(—27spt)-

Panasiai kaip praeitame skyrelyje spresime (I2.49) darydami prielaida, kad
(12.53) Cy(t) = 1.

Sprendinys, kai ys,t > 1, uzrasomas taip:

(12.54) Cot) = — 10 (GXP(Z[wo +ult) | explilws —.w]t)) |
2 Wy + W — Ysp Wo — W — “Yep

Irad¢ (IZ53) bei (TZ54) | ([2.45), gauname

(12.55)

(t) = X% Ey [ exp (iwt) N exp(—iwt) N exp(—iwt) exp (iwt) }
p 2 |wotw—iYp Wo—wW—iYp WotwFiYp Wo— W+ PYsp |

Cia pasinaudojome (I2.23) v ifraiska. Palygine (IZ55) su (IZ.45) ir pasinaudoje P
ir p sarysiu (I2.40]), gauname tiesinj jautrj:

N2 1 1
12.56 = 12 .
( ) X(w) 3eohV Ldo — W — Ysp + wo +w+ z’%J

Cia X, pakeistas j 05, (IZ40) formulé. Prisimine vy, (IZ50) iSraiska, perrasome

2rNc? S s
(12.57) Xw) = 25 { L. B . }
wyVoo wo—w—1Ysp  Wo+w+ 1Y

Gauta x(w) iSraiska leidzia nustatyti sugerties koeficiento priklausomybe nuo daznio
w. Dielektriné skvarba e su tiesiniu jautriu susijusi sarysiu

(12.58) e(w) =14+ x(w).

Luzio rodiklis randamas, istraukus Saknj is dielektrinés skvarbos:
(12.59) n'(w) = Ve(w).

Dydis n/(w) yra kompleksinis. Atskirkime realiajg ir menamaja dalis:

(12.60) n(w) = n(w) + ik(w).
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Bangos skaiCius k& = n'(w)w/c. Galime jsitikinti, kad menamoji bangos skaiciaus
dalis yra susijusi su sugerties koeficientu. IS tikryjy:

(12.61) exp(in’(w)zw/c) = exp(—k(w)zw/c) exp(in(w)zw/c),
taigi x(w) lemia eksponentinj bangos gesima sklidimo metu. Sugerties koeficientas:
(12.62) K(w) = 2wk(w)/c.

Daugiklis 2 atsiranda dél to, kad intensyvumas gesta dukart greiciau nei amplitudeé.
Pakeéle kvadratu (IZ.60) ir prilygine (I2Z.58)), menamajai daliai gauname:

(12.63) 2n(w)r(w) = Im(x(w)).
Tuomet
(12.64) K(w) = wlm(x(w))/cn(w).

Tare, kad n(w) ~ 1, gauname

_ 2m2 Py, N Yep/ T
wdV (W —w)2+92

(12.65) K(w)

Matome, kad sugerties juosta yra Lorenco. Lorenco konturas, normuotas j vienetg,
yra

Yep/ T

(12.66) Fuw) =

Normavimas j vieneta reiskia, kad plotas po Siuo konturu yra lygus vienam:

(12.67) /FL(w)dw _1

[M2.1] pav. pavaizduota Lorenco juosta (Lorenco linija).
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12.1 pav. Lorenco sugerties juosta. Plotas normuotas j vieneta. Daznis normuotas j
juostos plotj vsp



13 SKYRIUS

Lazerio lygtys

I Sredingerio lygties gaunamos atomo poliarizuotumo ir uzpildos apgrazos lygtys.
Tai yra dvi lygtys, kurios siejasi su elektrinio lauko stipriu. IS Maksvelo lygé¢iy pa-
rase jam lygtj, gauname uzdarg lygciy sistema. Tai yra pusiau klasikinio modelio
lazerio lygtys. Jos yra taikomos daugelyje lazeriy fizikos uzdaviniy. Vélesnéje dalyje
matysime, kaip jos apraso mody sinchronizacijg. Cia parodysime, kaip i$ iy lygéiy
gaunamos balanso lygtys; matysime, kokie artiniai turi galioti, kad tikty aprasy-
mas balanso lygtimis. Deél siy artiniy balanso lygtys netinka mody sinchronizacijai
aprasyti. Panagrinésime juostos iSplitima ir apgrazos tankio konture atsirandancias
jdubas.

Isskirsime du atvejus: béganciyjy ir stovinéiyjy bangy. Béganciosios bangos
sklinda ziediniame rezonatoriuje ir jas nagrinéti yra paprasciau. Svarbesnis yra sto-
vinciyjy bangy, kurios susidaro Fabri ir Pero rezonatoriuje, atvejis. Taigi, uzrasysime
lygtis tokiam rezonatoriui. Jas pritaikysime modeliuodami impulsinj lazerj su koky-
bés moduliacija.

13.1. Lygtys mikroskopiniams dydziams

[6. Tl skyriuje is Maksvelo lygciy laisvoje erdvéje buvome gave bangine elektrinio lauko
stiprio lygtj. Dabar gausime bangine lygti tuo atveju, kai erdvé néra laisva, t. y.
Jr # 0. Prisiminkime Maksvelo lygtis (Z.6). Panasiai kaip buvome isskyre skersine
ir isilgine sroves, iSskirsime elektrinio lauko stipri:

(13.1) E=E;+E;,
¢ia
(132) V e ET = O, V x EL = 0.

157
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Is ketvirtosios Maksvelo lygties turime

(13.3) VeE, ="
€0

Skersiniam laukui parasome

AV xB=2%r Iz

3} g0
V X ET: —aa—]?,
(13.4)
VeB =0,
VOETZO.

Butent sios lygtys apraso skersines elektromagnetines bangas. Paveike antraja lygti
rotoriaus operatoriumi, prisimineg, kad V.x V x E =V (V e E)— V2 E bei
pasinaudoje pirmaja ir ketvirtaja lygtimis, gauname:

1. N
(13.5) AE - 5B = P,

Cia poliarizuotumas 8(13'% = Jr, &viesos greitis ¢* = 1/(gopo). Indeksas T' (I3.5)
formuléje neberasomas. Norint jskaityti nuostolius rezonatoriuje, prie sroves Jp pri-

dedamas narys cEr. Cia 0 — laidumas. Tuomet gauname bangine lygti
1.. . .

(13.6) AE — —E — oo E = 1oP.
c

Du pirmi nariai atitinka bangos lygtj laisvoje terpéje. Trec¢ias démuo susijes su nuo-
stoliais. Narys desinéje puséje yra bangos saltiniai. Poliarizuotumo P lygtis gaunama
is kvantinés teorijos.

Remsimeés (IZ.24) ir (IZ:20) lygtimis. Pertvarkysime jas. I lygtis jeina sandau-
ga Eycos(wt)Xp2. Pakeisime ja skaliarine vektoriniy dlc)iiiq sandauga E(t)0,. Cia
E(t) rasome vietoje Eycos(wt). Matricinis elementas 615 apibréztas (I2.39)). Taigi,
nagrinésime lygtis

(137) d—q = i]'__‘](t)§>12 eXp(—int)Cg,
dt ih
dcy, 1 — .

(13.8) d—f = - B() o1 exp(icont) C1.

Prisiminkime dipolinio momento israiska (IZ48). Vektoriniam dydziui turésime
%
7

%
(13.9) —p = C7Cyexp(—iwpt) 0 12 + C1C5 exp(iwpt) 6 2.
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Isskirsime démenj

(13.10) a(t) = C7Cy exp(—iwpt)

ir gausime jo diferencialing lygtj. Dipolinis momentas trumpiau uzrasomas
(13.11) —p=alt) 01+ alt) Ta.

Taigi, isdiferencijuokime pagal laika «/(t):

(13.12) & = —iwgar + CFCy exp(—iwot) + CFCy exp(—iwot).

C, bei C* igvestines jragome i§ (I37) ir (I3.8). Gauname lygtj

(13.13) & = —iwpa — iE(t)g>

ih 2.

Cia atsirado naujas dydis
(13.14) d=|Cyf* — |Cy ]2,

kuris yra atomo uzpildy apgraza. Ir jai parasysime diferencialine lygtj. Isdiferencijave
d pagal laika, gauname

(13.15) d=C3Cy+ C3Cy — C1Cy — CF 0.
Surase iSvestines, gauname

.2
(13.16) d= %E(t)(g)ma* Y

(I313)) ir (I316]) turi trukuma. Jose néra relaksacijos, kuri turéty vykti iSjungus lau-
ka E. Pusiau klasikiniame modelyje relaksaciniai nariai prirasomi dirbtinai. Tuomet
turesime

1
(13.17) & = —iwpa — Yy — EE(t)ﬁgld,
.92 — — dy —d
(13.18) d=SBl)(Fno" —af )+ °T .

Cia « yra poliarizuotumo relaksacijos sparta, T — apgrazos relaksacijos trukme, o d
— verté, j kuria relaksuoja apgraza. Ji nelygi nuliui, jei vyksta kaupinimas.

Lazerinéje medziagoje yra ne vienas atomas, o atomy grupé. Kiekvieno atomo
koordinate x,,, todél mikroskopiniai dyziai priklausys nuo koordinaciy. Tai jskaity-
sime, priraSydami indeksa u:

1 —
E(XM, t) 9 21d/m

(13.19) Gy = —(iwou + ) — -
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: do—d 2 — —
(13.20) du _ 20 = Hoy EE(XW t)( 0 Zla: —ay 0 12)-
Abi lygtys susijusios su elektrinio lauko stiprio lygtimi:
1 . . .

(13.21) AE — EE — pooE = 1P,
kurioje
(13.22) P(x,t) =Y d(x = X,)pu

o
ir

— —
(13.23) P, = — [au(t) 6o+ 0as(t)d 21] .

Taigi, gavome uzdarg lygciy sistema: tris diferencialines lygtis ir lygtis pasiskaiciuoti
poliarizuotuma. IS Siy lygéiy gausime makroskopiniy dydziy — poliarizuotumo ir
apgrazos tankio — lygtis.

13.2. Lygtys makroskopiniams dydziams. Bégan-
Ciosios bangos

Makroskopinis dydis poliarizuotumas uzrasomas taip:

(13.24) P(x,t) = PP (x,t) + PO (x,1).
Sioje israiskoje atskiri demenys yra susije su mikroskopiniais dydziais:
%
(13.25) PO (x, 1) = =) d(x —x,) 0 1200,.(t)
o
ir
(13.26) P =p),

Apgrazos tankis yra atomy apgrazy suma:
(13.27) D(x,t) = 6(x — x,)d,.
o
%
Lygtis (I3.19) ir (I3:20) dauginame i$ §(x —x,,) 6 12 ir §(x —x,,) ir sumuojame pagal

p. Be to, atsizvelgiame | tai, kad 6(x — x,)E(x,,t) = §(x — x,)E(x,t). Gauname
mikroskopiniy dydziy lygtis

d , 1 =\ =
(13.28)  ZPO(x,t) = (=iwo = )P 1)+ — (E(x,t)921> 7 15D(x, 1),
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d Do—D(x,t) 2 3
13.2 —D == "’ "FE P — P,
(1820)  ppen) =m0 2 gy )
Cia pazyméta suma > dy = Ndy = Dy. Kartu su lygtimi
n
(13.30) AE — 5 — ol = po(PH + PO

sios lygtys sudaro uzdarg lygéiy sistemg. Tai yra lazerio lygtys makroskopiniams
dydziams. Taciau jas galime supaprastinti, pritaike létai kintanc¢iy amplitudziy ir
besisukancios bangos artinius.

Tarsime, kad rezonatorius yra bendrazidinis. Jame sklinda béganciosios ban-
gos. Elektrinio lauko stiprj iSskaidykime j dvi dalis:

(13.31) E(x,t) = EP(x,t) + EF)(x,t), E*(x,t) = EM(x,1).
Béganciosios bangos atveju galime isskirti greitai kintantj fazinj daugiklj:
(13.32) E®) (x,t) = B (x, 1) exp [Fi(kx — wt)] .

Cia E(()i)(x, t) yra létai laike ir erdvéje kintanti amplitudé. Panagrinékime démenj

1

L
SEW.

(13.33) AE™) —

[rase (I3.32) gauname
(13.34)

expli(kx — wt)]

x [—]{;2E((]+) + 2i(kV)EY + AESY + (w?/EY + (2iw/AET + (1 /&)Egﬂ] .

Kadangi k = w/c, tai pirmas ir ketvirtas démenys skliaustuose pasinaikina. Trecias
ir Sestas démenys atmetami dél létai kintanc¢iy amplitudziy artinio. Pagal ji
dEy dEy
13.35 — <L |\wEy|, — < |kEy|,
(13.35) 0 < Wl S < KBy

todél trecias démuo daug mazesnis uz antrajj, o Sestas uz penktajj. Taigi, lieka tik
du démenys

(13.36) expli(kx — wt)] |2i(kV)ESY + (2iw/AE] .

Trecias démuo (I2.30) lygtyje taip pat supaprastéja deél létai kintan¢iy amplitudziy
artinio. Skai¢iuojant iSvestine pagal laika, jskaitoma tiktai greitai kintancio fazinio
daugiklio iSvestiné:

(13.37) 100 BT ~ expli(kx — wt)|pociwES".
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Liko suskaiciuoti desinés lygties pusés narj. ISskirkime fazinj daugiklj ir 1étai kintan-
¢ig poliarizuotumo amplitude:

(13.38) P (x,t) = P (x, t) exp [Fi(kx — wt)] .
Tuomet
(13.39) poP® (x, 1) ~ —w2,u0P(()i)(x, t) exp[ti(kx — wt)].

Taigi, surase visus narius, gauname supaprastintg lygtj
(13.40) 2i(kV)ESY + (2iw/)ESY + pooiwB(Y = —w? P,

Atsizvelgiame | tai, kad k/k = ey, c*pg = 1/, ir paZymime o/2¢y = k. Perraome
lygti elektrinio lauko stipriui

(13.41) c(exV)ESY (x, 1) + ESP (x, 1) + kET (x, 1) = iwg/(220)PST (x, 1).

Cia desinéje puséje w pakeistas j wy. Panasiai gauname poliarizuotumo lygti

02) 0

: o 1
(13.42)  P{Y(x,t) = (iw — iwo — 7)PP (x, 1) + h(Eé”(x,t) 21) 0 15D(x,1).

i
Apgrazos lygtyje turéty atsirati keturi nariai:

(13.43) EHpH) _gOpH _gHpH) L ECOPpH)

Y

taciau du paskutinius atmetame dél besisukancios bangos artinio, kuris leidzia ne-
iskaityti nariy su greitai kintanciais faziniais daugikliais. Taigi, gauname

(13.44)
d _Do=Dxt) 2 [nm (-) () (+)
2D 1) = 22— (B (P (x, ) — B (x, 0P (x, )]

Lygtys (I341)), (I3:42) bei (I3:44) yra galutinés lazerio lygtys béganciyjy bangy
atveju [11]. Kitoje uzduotyje siek tiek modifikuosime sias lygtis — sunormuosime ir
modeliuosime esant tam tikrai pradinei salygai.

13.3. Uzduotis. Optinis sukurys lazeryje

Supaprastinsime gautas lygtis tare, kad néra isderinimo w — wy ir kad laukas yra
homogeninis bangos sklidimo krypties atzvilgiu. Zymésime trumpiau

(13.45) EY - E, ES7 > E*,
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(13.46) P~ p PO pr

Tuomet lygtys atrodo taip

(13.47) OF = —kE + -2p,
250
1
(1348) &gP = —’YP+ EE?H?HD,
Dy—D 2
13.4 D = — —|EP*— E*P].
(13.49) Oy 7 pl ]

Pries modeliuojant patartina lygtis sunormuoti, tai yra uzrasyti jas su bedimensiais
kintamaisiais. Normuosime j stacionarias vertes:

(13.50) E/Ey=FE, P/Py=P, D/Dy=D"
Stacionarios vertés randamos prilyginus laikines isvestines nuliui
(13.51) oFE =0, ,P=0, 0,D=0.
Perrasome elektrinio lauko stiprio lygtj su naujais kintamaisiais:

’Lﬂ)(]

(1352) EstatE/ = —KJEStE/ + Q—P,Pst-
€o
Dauginame $ig lygtj is E%,t ir pasinaudojame stacionarumo salyga:
(13.53) kB, + 2P, 0.
280
Gauname
(13.54) OE = —kE' + kP

Taip pat perrasome poliarizuotumo lygtj. Gauname
(13.55) P = —yP' +~E'D’.

Apgrazos lygtis atrodo taip:

1 Dy 1 Dy— Dy
13.56 oD =—=-D _ - P00 st
(13.56) t " TD.T 2T D,

[E/*P/ + E/P/*].
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Naudojame naujus pazymeéjimus

1
(1357) f = 7”’ A = (DO = Dst)/Dsta DO/Dst = Dé,
gauname
1
(13.58) D' = =y (D' = Dy) + SA(E" P + E'P")|.

Siose lygtyse liko nenormuoti dydziai: laikas ¢ ir x, 7, 7- Pazymékime bedimensj
laika:

(13.59) t =1 =t(k+7)

ir galutinai turésime [7]

(13.60) o.F [-E + P +iaV?E],

T 1+q/k

1 W — W 1

— i P+ ED,
1+k/y K~y 1+k/y

(13.61) 0, P =

1

13.62 oD— —— —
( ) &/ + v/

(D — Dy) + %A(E*P + P*E)| .

Cia neberasomi apostrofai. (I3.60) lygtyje parasytas papildomas démuo, atsirandan-
tis del difrakcijos, o i (I3.61)) lygti grazintas iSderinimas.

Uzduotis. Sumodeliuoti sias lygtis, kai pradinés salygos yra:

(13.63) E = (z +iy) exp(—2* — y?),
(13.64) P = (x +iy) exp(—2? — y?),
(13.65) D = exp(—2® — ¢?).

Parametrus parinkti tokius: “;_T‘;O = 0,6, /v = 0,04, v/ =1, @« = 4 x 1074,

Dy = 2,992, A = 1. Sie parametrai paimti i$ [7] straipsnio.

wocilab® programos ruosinys:
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clear ; clc; close ;

ax=4;

dx=0.5;

xl=ax:dx:ax—dx; // koordinate
yl=x1;

//=—===pradines salygos=—————=
for ix=1:length (x1)
for iy=1:length(yl)

(x1(ix)+%ixyl(iy));
(x1(ix)+%ixyl(iy));

EO0(ix ,iy)=exp(—x1(ix) 2— )

PO(ix ,iy)=exp(—x1(ix) 2—yl(iy ) 2)

DO(ix ,iy)=exp(—x1(ix) 2—yl(iy)
end

end

//

//===parametrai=——==
Cl=1/(14+1/0.04);
C2=1/(1+0.04);
alpha=0.0004;
Dc=2.992;

om=0.6;

//
DEx=0%E0;

ht=0.5;
for it=1:20
for it1=1:100 // piesia kas 100 kadra

for ix=2:length(x1)—1
for iy=2:length(yl)—1
DEx(ix ,iy )=...;// difrakcinis narys
end
end
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E=E0+ht *Clx(—E0+P0H%ixalpha*DEx) ;

P=...;// lygtys
D=...;

EO=E; P0=P; DO0O=D;
end

//:: piesimas::::::

xset ("colormap" ,graycolormap (64))
Sgrayplot (x1,yl,real (E))

//

end

3.1 pav. pavaizduotas modeliavimo rezultatas.

13.4. Lygtys mikroskopiniams dydziams. Stovin-
Ciosios bangos

Fabri ir Pero rezonatoriuje gali generuotis daug iSilginiy mody, kurios atitinka sto-
vincigsias bangas. Todél elektrinio lauko stiprj parasysime kaip erdviniy mody, kuriy
amplitudés kinta bégant laikui, superpozicija:

(13.66) E =) bhi(t)ur(x)Ny + (+).

Indeksas A Zymi modos numerj. Atskira moda tenkina Helmholco lygtj

2
w
(13.67) Auy (x) = —kjuy(x) = —c—gu)\(x)
ir ortonormavimo salyga
(1368) /U)\(X)U)\/(X)d?’x = 5>\)\/.

N, pasitelktas normavimui:

. [ hwy,
13.69 Ny, = —.
( ) A ‘ 280
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13.1 pav. Optinis sukurys lazeryje
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by ir uy yra bedimensiai dydziai. I (I3.21]) gausime lygtj atskiros modos amplitudei

by. Perrasysime ([I3:21)):

1 . . .
(13.70) AE — EE — pooE = poP,
cia
%
(13.71) P == 6(x—x,) 0 120,(t) + (x).
1

(%) Zymi kompleksiskai jungtine dalj. [rase (I3.66) ir (I3.71) i (I3.70), gauname
(13.72)

ZUA ( ()X + by )

(t)> + (1) = o ) 0(x =) 0 126 (1) + ().
o
Dauginame $ig lygtj is ]\Cf—jlu,\r (x) ir integruojame pagal [ d*x. Gauname

(13.73)  wlbx(t) + ba(t) + pooc®by(t) + “OC Z 0 1205 (x,,) i (t) + ().

%
Desinéje puséje yra skaliariné sandauga 6 1ou,(x,). Toliau jrasome
(13.74) by = Be M, = A,e”out
ir pritaikome létai kintanc¢iy amplitudziy artinj:

(1375) wib,\ + b-)\ = B)\u)ie_iwkt + (—w?\B,\ - in)\B)\ + B)\) —iat —QZMAB)\e Mﬂ,
(13.76) an, () & —wi o = —wiay,

(13.77) ba(t) ~ —iwxby(t).
Pasinaudojame tuo, kad

(13.78) By = (by 4 iwyby )e ™,
Gauname lygtj amplitudei by

(13.79) by = (—iwx — Kx)by — izaugfm

I
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Cia

Wy —
A 91211>\(Xu)7

(1380) gu)\ = —1 ﬁgo

0 Ky = “07‘702 I[s (I319) ir (I3:20), pasinaudoje (I3:60]), gauname

(13.81) Gy = —iWout, — Y0y +1 Y guabady,
A
(13.82) dy =2y (gir0ubs — gunaiiby) + = .
A

Reikia pasakyti, kad dydis g, priklauso nuo koordinatés x,. Aprasymas stovin-
¢iomis modomis tinka tik apytiksliai, nes realioje situacijoje vienas rezonatoriaus
veidrodziy buna is dalies atspindintis ir iS dalies praleidziantis. Véliau apraSysime
isilginiy mody susidarymg Fabri ir Pero rezonatoriuje remdamiesi lygtimis makro-
skopiniams dydziams. Elektriniam laukui bus uzrasytos dvi lygtys — j priesingas
puses béganciy bangy. Dabar pasinaudosime gautomis lygtimis ir, remdamiesi tam
tikromis prielaidomis, iSvesime balanso lygtis fotony skaiciui bei apgrazai.

13.5. Balanso lygciy iSvedimas

Praeitame skyrelyje, (I3.74) formuléje buvo tarta, kad by osciliuoja dazniu, sutam-
panciu su Saltojo rezonatoriaus dazniu wy. Dabar uzrasysime bendresniu pavidalu,
butent

(13.83) by = Bre "M,

cia €2y gali nesutapti su wy, By yra leta laiko funkcija. Tarsime, kad d,, nepriklauso
nuo laiko arba kinta létai ir o, uzrasysime kaip superpozicija:

(13.84) Q=Y Ape M
)
[rase tai j poliarizuotumo lygti (I3.81]), gauname
(13.85) 0="> (—ilwou — ) = VA +0 Y gunBadye M.
A A

A, nepriklauso nuo laiko, nes taréme, kad d,, nekinta. Prilyginame eksponentiniy
funkcijy e *»* koeficientus ir gauname

igu)\B)\dp
i(wou — Q)+

(13.86) Ay =
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arba

19unbad,,
— i(wo, — W)+

(13.87) Qy =

Sig iSraiska jrasysime j kitas dvi lygtis — (I3.79) ir (I3.82). Fotony skai¢ius modos A
(13.88) ny = b)\bi

ir iSvestiné pagal laikg

. ; ; i gunbybid,
13.89 Ty = baby + baby = —2kx|ba? + (_“ +*).
(13.89) A = baby + baby NN %: (won — ) -7 (%)

Cia suma suskai¢iuosime tare, kad nenulinius indélius duoda tik A = N nariai. Tai
reiskia, kad neatsizvelgiame j fazinius atskiry mody sarysius; tariame, kad juy néra.
Si prielaida gali buiti neteisinga, pavyzdziui, sinchronizuoty mody atveju. O dabar
gauname

(1390) ny = —2Kxny + Z W)\,un)\d,ua
n
cia
2
2
(13.91) Wy = — 92

(wWou — W) +92

ras i ir palike sumoje tik A = )\ narius, gausime
Irase (I3.87) i (I3.82) ir palike j . 8

dy—d
= Tﬂ -2 ; W)\un)\du.

Lygtys (I3.90) ir (I3.92) yra balanso lygtys. Matome ju panasumus j anksc¢iau uz-
rasytas (212) ir (Z.I1) lygtis. Apibendrinant, sios lygtys yra teisingos, kai fotony
skacius bei poliarizacija yra létos laiko funkcijos (kinta daug lééiau nei eksponenté
e~ M) ir galime neatsizvelgti i fazinius sarysius tarp mody. Be to, dabar paaiskéjo,
kokia yra W israiska — ji priklauso nuo daznio. Matysime, kad tai salygoja iduby
atsiradimag apgrazoje d,,.

(13.92) d,

13.6. Idubos apgrazos tankio konture

Bendru atveju W), priklauso nuo daznio dél dviejy démeny: Lorenco linijos (wou_éﬁ
ir stovinéiyjy bangy dél |g,.|?. Kad atskirtume Siy dviejy démeny jtaka, panagriné-

sime du atvejus:
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1. Ziedinis rezonatorius, nevienalytis iSplitimas;

2. Fabri ir Pero rezonatorius, vienalytis iSplitimas.

Pirmuoju atveju (I3.80) israiskoje uy(x,) ~ € ir |g,,|? nepriklauso nuo koor-
dinaciy x,. Nevienalytis isplitimas reiskia, kad aktyvioje medziagoje yra atomy,
kuriy Suoliy dazniai skirtingi. Tuomet priklausomybé nuo indekso u faktiskai virsta
priklausomybe nuo suolio daznio.

Stacionariu atveju dﬂ = (0 randame

d, = do
re 1+2TZ’/L)\W)\#.
A

(13.93)

Kai fotony skaicius ny néra didelis, apytiksliai parasome

(13.94) d, = dy <1 - 2TZnAWM> :
A

Dél antrojo nario skliaustuose apgrazos tankio konture atsiras jduby, Lorenco formy.
Iduba tuo gilesné, kuo didesnis fotony skaicius ny. [duby yra tiek, kiek generuojasi
mody. (I3.90) fotony skaiciaus lygtyje figuruoja suma

(13.95) > Wad,.
n
Ja galime pakeisti integralu
(13.96) / Wy () d(w )N (o )do,

¢ia N(w')dw' yra atomy skaicius, atitinkantis Suoliy daznius intervale [w’ w' + dw'].
Bendru atveju N(w’) yra mazéjanti funkcija tolstant nuo centrinio Suolio daznio wy.
Funkcija W) (w') gali buti uzrasyta kaip

2y
(w/ _ Q)\)2 + ,}/2’

(13.97) Wy(w') = Cyr

¢ia Cy — konstanta. Daugelyje uzdaviniy N(w') yra Gauso funkcija, pavyzdziui,
kietakuniuose lazeriuose:

(13.98) N(w") = Cyexp (—%750)2) )
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¢ia C'y — konstanta, A — linijos plotis. I$ (I3.96) matome, kad reikia skaiciuoti sasuka
(kai d ~ do):

27 (w, - w0>2 !
13. _ 7 .
(13.99) /72 T =0 exp ( Az dw

Bendru atveju integralas analiziSkai neskaic¢iuojamas, taciau, tare, kad v < A,
randame, kad §i sgsuka proporcinga

(13.100) exp (—M) .

A2

Vienaly¢io isplitimo lazeryje (t. y. visi atomai spinduliuoja vienu dazniu) taip
pat galimas daugelio jduby susidarymas. Fabri ir Pero rezonatoriuje |gy,|* ~ sin2(k)zu),
todél jdubos bus periodiskai issidésciusios isilgai z asSies.

13.7. Lygtys makroskopiniams dydziams. Stovin-
Ciosios bangos

13.7.1. Lygtys

Nagrinéjome lygtis makroskopiniams dydziams, taciau jos tiko tik ziediniame rezo-
natoriuje, kuriame sklinda bégancioji banga ir lauko amplitudé gali buti laikoma
homogenine bangos sklidimo kryptimi. Taip néra Fabri ir Pero rezonatoriuje, ku-
riame susidaro stovinc¢iosios bangos. | stovinciaja banga galime ziureti kaip j dviejy
priesingomis kryptimis béganciy bangy superpozicija. Taigi, turésime rasyti dvi lyg-
tis — po vieng kiekvienai béganciyjy bangy. Paprastumo délei rasysime lygtis ska-
liariniams dydziams, laikydami, kad elektrinio lauko stipris tiesiskai poliarizuotas.
Bangos sklinda isilgai z asies. Tuomet elektrinio lauko stipris

ET ir E~ yra amplitudés bangy, sklindanciy atitinkamai pagal ir pries z aSies kryptj.
Prisiminkime (I3.6]). Perrasysime sia lygti:
1

2

77 .o 3

13.102 AE-LE=_—P
( ) 2 €02

Cia nejskaityti nuostoliai o; juos jskaitysime krastinése salygose, kuriose veidrodzio
atspindzio koeficientas nebus lygus vienam. Be to, Cia atsizvelgta i terpés luzio rodiklj
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7. Pritaike létai kintanc¢iy amplitudziy artinj ir pasinaudoje tuo, kad A = a £, galime
parasyti

(13.103)

~ e Wt (Qik‘r)g%eikz + Z—;inagje — 2ik % emkz 4 77 > 2iw - e_““) .
Poliarizuotumo israiskoje atskiriame greitai kintantj bégant laikui daugiklj:
(13.104) P(x,t) = Py(z,t)e ™",

ir, kaip ir anksciau,

2
P )
(13.105) aa? ~ —w? Pye ™t
(I3.102) atrodo taip
(13.106)
OET n?_ . OFET i OE~ n?_ . OFE~ w?
2ik—— + L2 e 2k + L 2iw P,
( 9- 2“"8:&)“ ( 9- T @M ) T T at

kz

Cia k = wn/c. Viena karta dauginame i e~**  kitg karta i§ ¢** ir vidurkiname

pagal bangos ilgius. Gauname dvi lygtis

noET OET  iw

L — P —ikz
c Ot 0z 250077< be s

(13.107)

noE~  O0ET  dw
c Ot 0z 2e9cn

(13.108) (Pye'*).

Lygtys sprendziamos tarus, kad yra tokios krastines salygos:

(13.109) Ef(2=0,t)=—rE (2 =0,t),

(13.110) E-(z=L,t) = —ryE" (2 = L, ).

Cia L yra rezonatoriaus ilgis, 1, 79 — veidrodziy atspindzio koeficientai.

Irase (I3107) ir (I3104) i (I3:28), gauname poliarizuotumo lygtj

—
o 00
(13.111) — = (h+z[w0—w])Po+%

5 N (E-l-eikz + E—e—ikz) ]
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Cia pakeisti zyméjimai: v, = v, N = D. (I3.29) lygtyje P + P = P* 4+ P. Jrase
(I3.1071) ir pazymeéje v = 1/7', gauname
ON 27

(13.112) —= = =y (N = No) = 5~ ([E* Py — B RyJe™ + [E-P* — BT Ple™™)

Lygtyse paliko faziniai daugikliai e****. Py ir N skleidziami Furjé eilutémis:

(13113) P()(Z, t) _ 6ikz Z P(—ll;)€2ipkz + 6—ikz Z P(;)e—%pkz’
p=0 p=0
(13114) N(Z, t) = N(O) + Z (N(p)e%pkz + N&;)e—%pkz) )
p=1
Irase Siuos skleidinius | (I3.107), (I3.108), (I3.110) ir (I3.112), gauname lygciy sis-
tema:

noEt  OET iw

13.115 = = o
( ) c Ot + 0z 2eocn (O
noE~  OE~ W
13.116 = — = Py
( ) c Ot 0z 2e9cn O
oP; Gl
(13.117) D = —q P+ —2T 2 (N B + NoyE™),
ot ih
oP; Gl
(13.118) W =y P+ —2 B (N ET + Ny E7)
ot ih
e b7
(0) _ 12021 X _
(13.119) ot = _'VJ_P(O) + BT (]\](1)EJr + NoE ) g
P~ b7
(1) _ 120021 /1oy * -
(13.120) o = 1o+ —— (N ET + NiyE™),
IN (o) 2i . SN
(13.121) 5 = NV = No) — — <E+P£) +E Py - (*)> :
8N(1) 21 ok ok Ty . %
(13.122) 5 = 1N — 3 (E* Py — B P + B F — EVF ).

Sia sistema galima pratesti — rasyti lygtis aukstesniems p > 1 nariams. p = 1 nariai
neatmetami, nes jie atspindi apgrazos tankio nehomogeniskuma lazerinéje terpéje.
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13.7.2. Normavimas

Lygtis (I3115)-([I3.122) uzrasSysime bedimensiais kintamaisiais. [traukiame naujus
kintamuosius:

+ N Sy o A L AR
(13123) P(p):P(/p)u 912921 ’y_J_ﬁ, E :El 75, N(p):N(/p)

Cia p — atomy tankis. Dydziams su apostrofais gaunamos tokios lygtys (apostrofai
nebezymimi):

(13.124) ag + %aaE; = —gP),

(13.125) 85; - %agjz_ = —98q):

(13.126) 8§§’ =~y P} - % (N E* + NoyE™)

(13.127) agf) = —7. Py — % (NoyE* + NoyE7)

(13.128) 8];6) = —7.Pg, - % (NG E* + NipE™)

(13.129) 8;(;’ = —.Pg) - % (N ET + NGYET),

(13.130) a]avf’ = —1(Nwy = No) + L (B* Pl + B P + ().
(13.131) a]avé” = —y Nay + % (E+P(g)* +E~*Pg; + E" Py + E+*Pg)) .

Cia pazymetas dydis

- -
w0 126091 1
13.132 . rrlere -
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kuris susijes su priverstinio spinduliavimo skerspjuviu o:
cpo
13.133 = —.
( ) 9=,
[rasome bedimensius koordinate ir laika:
/
L
(13.134) R Py
c
pazymime
L
(13.135) ap = %
ir dar kartag normuojame kintamuosius:
1 7 7
13.136 PE =P*— Ny =N,—, No=Nj—.
( ) () P g, @ @, Ony
Galutinai gauname (numete apostrofus) [8], [9]:
OET OE™*
13.137 — =-P
( ) ot * 0z )
OE~ OFE~
13.138 ———=—-F_..
(13.138) o or Lo
0P N ; -
ory N ; -
(13.140) 2 = =T (Pl + Ny B + N 7).
13.141 %0 _ _r (P + No B + Ny B
(13.141) 5 = T, (PG + Ny B* + Nig ) |
13.142 o0 _ (P4 Ny B+ Ny B
(13.142) i = T (P + N B N ET),
ON(0) 1 . N
(13.143) 5 =11 (Vo) = No) = 3 (E+P(E) +E" Py + (*)) ,
a]\/v(l) 1 —% —% D—% —* *
(13.144)  — = =T { Noy = 5 <E+P(o> + BT R + ETPy — BT PJ)) :
Cia,
L nL
(13.145) Pr=yv-— Di=wm—
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13.7.3. Savaiminis triuksSmas

I$ (I3137)—(I3.144) lygciy matome, kad kai F ir P pradiniu laiko momentu lygus
nuliui, jy vertés nekinta net jei pradiné apgraza N nelygi nuliui. Bet aisku, kad
spinduliavimas turi vykti dél savaiminés lygmeny relaksacijos. Todél j poliarizacijos
lygtis jrasysime papildomy triuksminiy nariy. Cia tai darome dirbtinai, taciau visis-
kai kvantinéje teorijoje Sis papildomy nariy jtraukimas yra pagrindziamas grieztai.
Triuksminius narius pridésime tik lygtyse P(jg):

aP(JOF) + + +
(13.146) A= T, <P(0) + (N E* + N(l)E‘> + (2,0,

9P . S\ e
(13.147) A% =T, (P(O) + Ny E* + Ny E ) +E(2,1).

Cia ¢ yra Gauso statistikos baltasis triuksmas, delta — koreliuotas:
(13.148) (€(z, )€ (2, 1)) = Bo(z — 2')é(t = t).

[ yra triukSmo stipris.

Cia pavartojome kol kas nezinomas savokas, kurios bus paaiskintos skyriu-
je apie triukSmine Sviesa. Dabar tik uzrasysime, kaip diskretizuojamos tokio tipo
lygtys:

(13.149) T = f(x,t)+£(t).
Diskretizacijos schema:
(13150) Tj+1 = Tj + Atf(xj, tj) + vV AtRj,

¢ia At - laikinis zingsnis, z; = x(t;). R; yra atsitiktinis skai¢ius, normaliojo skirsti-
nio. ,Scilab“ tokius skai¢ius generuoja komanda ,rand('normal’)*. Svarbu atkreipti
démesj, kad R; dauginamas i§ v At, o ne At [21].

I3 2 pav. pavaizduoti gautos lygéiy sistemos modeliavimo rezultatai. Cia A(t) =
E®)(z = L,t), S — amplitudés A(t) Furjé transformacija. Rezonatoriaus ilgis buvo
diskretizuotas j 200 daliy, laikinis Zingsnis buvo At = 5 x 1075. Modeliuotas rezo-
natorius, kuriame patalpinta aktyvi medziaga ir néra kaupinimo. Raudona kreivé
apatiniame paveikslélyje vaizduoja teorinj Lorenco konturg ﬁ Matome, kad jis
atitinka sumodeliuotajj. Be to, sumodeliuotame spektre aiskiai matomos isilginés
modos, issidésciusios kas Aw = 7 (normuotais vienetais).
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|
bt} HJJLJJ ,Ll.n hm M

8
t

2,5

— sumodeliuota
— Lorenco NG

2
S|

13.2 pav. Lazerio lyg¢iy modeliavimas. Laikinis profilis (virsuje) ir jo spektras (apa-
¢ioje). Parametrai: I'} = 1074, [y =20, r1=1,72=0,9, Ny = 0. Pradinés salygos:
E*(2,t = 0) = P} (2,t =0) = Nyy(2,t = 0) = 0
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14 SKYRIUS

Pagrindinés sgvokos

Praeitame skyriuje, kalbédami apie savaiminj spinduliavima, jau susiduréme su sgvo-
komis baltoji §viesa, koreliaciné funkcija ir kt. Cia susipazinsime su triuks$my teorijos
aparatu bei savokomis. Mums jy prireiks modeliuojant triukSmine Sviesa kaip pradi-
ne salyga mody sinchronizacijos uzdavinyje. Triuksmineés Sviesos teorija nagrinéjama
[18], [I7] ir [10].

14.1. Koreliaciné funkcija

Cia apibrésime, kas yra pirmos ir antros eilés koreliacinés funkcijos. Pirmos eilés
laikiné koreliaciné funkcija yra toks integralas:

(14.1) RW(ty,ty) = (E*(t1)E(ty)) = %/dtlE*(tl)E(Q).

Cia laiko trukmeé T turi buiti daug didesné uz koreliacine trukme 7., kuri apibiidina
triukSminj signala. Jei procesas yra stacionarus, koreliaciné funkcija priklauso tik nuo
laiky skirtumo 7 = t5 — t;. Daugelis triuksminiy Sviesos Saltiniy yra stacionarus, ir
triukSmo charakteristikos nepriklauso nuo to, kokiu laiko momentu jos pradedamos
matuoti. Tuomet pirmos eilés koreliaciné funkcija

(14.2) RO (r) = (B*(8)E(t + 7)) = % / QB (Bt + 7).

Pirmos eilés koreliaciné funkcija gali buti pamatuota Macho ir Cenderio interfero-
metru, kurio schema pavaizduota [I4.1] pav. Jis susideda i$ dviejy vienody Sviesos

181
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dalikliy, kuriy pralaidumo bei atspindzio koeficientai 7" ir R'. I$¢jimo spinduliuotés
amplitudé F, susideda i$ dviejy daliy:

(14.3) Eu(t) = RT'E(t)) + T'R'E(ty),
cia
(144) tlzt—zl/c, tQZt—Zg/C,

¢ — Sviesos greitis, 27 ir 2o — atstumai, pazyméti[I4. Il pav. Suvidurkintas pagal perioda
iséjimo spinduliuotés intensyvumas

1
(14.5) Ly(t) = Seoc RPIT'F [|E(0)F + [E(6:)° + 2Re(E" (1) E(12))]
Detektavimo sistemos skiriamoji geba paprastai daug didesné nei koreliaciné trukmeé

T.. Todél intensyvuma reikia suvidurkinti pagal stebéjimo periodg T', daug didesnj
uz 7.. Suvidurkine gauname

(14.6)  (L(1) = %5OC|R/|2|T,|2 B + (IE@)) + 2Re(E" (1) E(t2))] -

Paskutinis narys skliaustuose yra susijes su koreliacine funkcija (T4.1]).

Antros eilés laikiné koreliaciné funkcija:
(14.7) RO (ty,t5) = (E* (1)) E* (t2) E(t2) E(t1)).
Arba, stacionariems procesams:
(14.8) RO (1) = (E*()E*(t + 7)E(t + 7)E(t)).
Si funkcija matuojama Brauno ir Tviso interferometru, kuris susideda i§ vieno §vie-
sos daliklio, I4.2] pav. Jis dalija jéjimo Sviesos intensyvuma /; pusiau. Dvi i$éjimo
spinduliuotés pakliuva j atskirus detektorius, fiksuojancius jy intensyvumus. Detek-

toriy signalai nukreipiami j koreliatoriy, skai¢iuojantj koreliacija tarp intensyvumuy
Ig ir ]41

(14.9) (L +7) = L OR(+7)

Kadangi I o< |E|?, tai Brauno ir Tviso interferometras matuoja antros eilés korelia-
cine funkcijg.
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T Es(f)

/ E(f)
_
22

E[T] 21

s

14.1 pav. Macho ir Cenderio interferometro schema

Koreliatoriug |

4
h _ s || i
_—

14.2 pav. Brauno ir Tviso interferometro schema




14.2. Spektrinis tankis 184

14.2. Spektrinis tankis

Kita svarbi triukSminés $viesos charakteristika yra spektrinis tankis. Matéme (5.3
skyrius), kad Sviesos impulsa apibudina jo spektras, kuris yra laikinés amplitudés
Furjé transformacija. Kai triukSminis procesas stacionarus, signalo Furjé transfor-
macija neskaic¢iuojama, nes tai yra begalinis integralas, o stacionarus procesas yra
begalinis laike. Taciau triuksminio Saltinio, pavyzdziui, Saulés, spektrinés charakte-
ristikos vis tiek matuojamos. Kaip tai padaroma?

Sakykime, turime stacionary triukSminj saltinj, kurio spinduliuojamos Sviesos
amplitudé E(t). Tegu matavimai yra atliekami pakankamai ilgame laiko intervale
T. Siame intervale amplitude E(t) galime paskleisti Furjé eilute:

(14.10) E(t)= Y ape™,

¢ia w, = 2w /Tn. Spektriné amplitudé a,, randama pagal
T/2

(14.11) a = / B(t)e= " dt.

—T/2
Kadangi registruojamas elektrinio lauko stipris F(t) yra realusis dydis, tai

(14.12) an =a’,.

Vidutiné spinduliuotes galia intervale —7/2 < t < T//2 yra

T/2 T/2

1 1 > > . .
(14.13) - / B2 (t)dt = / dt > a, Y age et

~T/2 _Tjp "m0 k=-oo
Pasinaudoje [14.12 gauname
(14.14)
1 1 |
N CUEEN D ST ST ST SRUT AT SR

~T/2 iy m=00 k=m0 n=—oo  k=—oc n=oo
Taigi, vidutiné galia
T/2 -
1 2 2

(14.15) - / E (t)dt:n;w|an|.

~T/2
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Eksperimentuose naudojami filtrai, kurie praleidzia dazninius komponentus, pakliu-
vancius | maza intervalg Aw. Galime parasyti:

w+Aw

(14.16) > {Janl?) = S(w)Aw.

w

Dydis S(w) vadinamas spektriniu tankiu — galia, tenkanti daznio intervalui. Skliaus-
tai (...) zZymi vidurkj pagal ansamblj, t. y. vidurkj pagal daug realizaciju. Toliau
nagrinésime tik ergodines sistemas, kuriy vidurkis pagal ansamblj ir vidurkis pagal
periodinj 7" sutampa.

Nesunku apskaiciuoti, koks harmoniky kiekis tenka Nj-tajam intervalui. At-
stumas tarp harmoniky lygus 27/T, taigi

(14.17) Ny, = AwT/(2m).

Mazame intervale Aw amplitude |a,| galime laikyti nekintanéia, todél

w+Aw
AwT
(14.18) S Glanl) = S {lanl)
ir
T/2
T T 1 .
14]_ = — 7L2 — (| — E —wwnt 2
(14.19) S(@) = p-llanl’) = 507 [ B arp)
~T/2
Taigi, spektrinis tankis randamas pagal
T/2
1 )
14.2 = lim —— E(t)e “'dt*).
(14.20) S(w) = fim (1 [ B arp)

~T/2

14.3. Vinerio ir Chinéino teorema

Vinerio ir Chin¢ino teorema nustato labai svarby koreliacinés funkcijos ir spektrinio
tankio sarysj. Ji galioja stacionariems procesams. Pagal Sig teorema spektrinis tankis
skaic¢iuojamas kaip koreliacinés funkcijos Furjé vaizdas:

[e.e]

(14.21) S(w) = % / R(T)e ™7dr.

—00
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Cia R(7) yra pirmos eilés koreliaciné funkcija (I£2). Atlike atvirkstine Furjé trans-
formacija, gauname

(14.22) R(7) = /S(w)eimdw.

Irodysime Vinerio ir Chiné¢ino sarysj. Pagal apibrézima (IZ4.20)

T/2 T/2
1 1 * —iw(t]—
(14.23) Sw) = lim o—r( / dt E(ty) / dty B (ty)e” @t —ta)y,
~T/2 ~T/2

Pakeiskime integravimo kintamuosius ty, to j t = t;, 7 = t; — t5. Tuomet 7 kintant
nuo —7" iki 0, ¢ kis nuo —7'/2 iki 7 4+ T'/2; 7 kintant nuo 0 iki 7', ¢ kis nuo 7 — 7'/2
iki T'/2. Lygti (I£23) galime perrasyti:

T+T/2 T T/2
S(w) = TIEI;O— f dre “TR(T f/ dt + Odee_“‘”R f/ dt
—T/2 T—T/2

= lim - (_fT dre“TR(T)(T + 1) + Odee_“TR(T)(T — 7‘)) =

= lim = f dre “TR(T)(T — |7|) =

T—)oo

T
11520_._[71 —zw‘rR ( _‘% f dTe—szR( )

Taigi, jrodéme Vinerio ir Chin¢ino sarysj.

14.4. Spektry pavyzdziai

Spektrinis tankis gali biiti jvairiy pavidaly. Cia pateiksime keletg daznai naudojamy
spektriniy tankiy gaubtiniy pavyzdziy: baltojo triukSmo spektras; Lorenco formos
spektras; Gauso formos spektras.
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14.4.1. Baltasis triukSmas

Baltojo triuksmo spektrinis tankis yra tolydus ir nepriklauso nuo daznio w:

(14.25) S(w) = So.
Pagal (I4.22) tokio spektro koreliaciné funkcija:
(14.26) R(7) = 2mSp0(T).

Matome, kad baltasis triukSmas yra delta — koreliuotas, koreliacijos trukmé be galo
maza. Akivaizdu, kad toks modelis yra matematiné idealizacija. Jis nebus realizuotas
praktikoje, nes baltojo triuksmo galia yra begaliné. Realioje situacijoje spektra riboja
baigtiné gaubtiné, ir koreliaciné trukmé taip pat baigtiné.

14.4.2. Lorenco formos spektras

Lorenco formos spektras aprasomas Lorenco funkcija:
2 Aw?
14.27 S(w) =S| ———-
( ) () 0\/;Aw2 + w?
Atlike Furjé transformacija (I£22), gauname
(14.28) R(T) = SpAw exp(—Aw|T]).

Lorenco formos spektrinis tankis ir koreliaciné funkcija pavaizduoti[IZ4.3 pav. Lorenco
funkcijos plotj apibrézia dydis Aw, o koreliacijos trukmeé proporcinga 1/Aw. Kuo
platesnis spektras, tuo mazesné koreliacijos trukme.

14.4.3. Gauso formos spektras

Gauso spektras yra aprasomas tokia formule:

W2
(14.29) S(w) = Spexp <— Aw2> .
Jo koreliaciné funkcija taip pat yra Gauso pavidalo:
Aw2r?
(14.30) R(r) = Sov/mAw exp (— ‘17 ) .

Sie spektras ir koreliaciné funkcija pavaizduoti [Z.4] pav. Spektro plotis yra Aw,
koreliaciné trukmé — 2/Aw. Taigi, kaip ir Lorenco spektro atveju, kuo platesnis
spektras, tuo mazesné koreliacijos trukme.
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o o P
) © [=}

S(w)(2mt2/s,
2

0,21

0,8

0,67

0,47

R(1)/SpAw

0,2}

0 L L L L L L L
-5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
AW

14.3 pav. Lorenco formos spektras (virsuje) ir jo koreliaciné funkcija (apacioje)
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5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
wWAw

o
)

R(T)21/2/SOA(A)
o
~

o
)

-5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
AW

14.4 pav. Gauso formos spektras (virsuje) ir jo koreliaciné funkcija (apacioje)
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14.5. Atsitiktinis procesas

Klasikinis atsitiktinio proceso pavyzdys yra Brauno daleliy judéjimas. Sakykime,
vyksta N vienody Brauno daleliy vienmatis judéjimas, prasidéjes nuo tos pacios
padéties. Pirmosios dalelés koordinaté X bus laiko xq(¢) funkcija, antrosios zs(t),
treciosios x3(t) ir taip toliau. Tuo paciu laiko momentu ¢ kiekvienos dalelés nuo-
krypis nuo pradinés padéties X; bus atsitiktinis dydis. Kiekvienas jrasas z;(t) yra
atskira atsitiktinio ansamblio realizacija. Kai sistema ergodiné, vidurkinimas pagal
ansamblj duoda ta patj, ka ir vidurkinimas laike. Brauno daleliy atveju tai reis-
kia, kad suvidurkine fiksuotu laiko momentu visy daleliy koordinates X, (ar kitas
charakteristikas) gauname ta patj, ka ir vidurkindami pagal laikg vienos dalelés
koordinate. Vidurkinimo trukme turi buti pakankamai didele.

Triuksminé, arba nekoherentiné, Sviesa taip pat yra atsitiktinis procesas. Tai-
gi jai, kaip ir Brauno daleléms, taikoma stochastiniy (atsitiktiniy) procesy teorija.
Svarbi atsitiktinio dydzio charakteristika yra jo tikimybés pasiskirstymo désnis. Pa-
nagrinésime du atvejus: tolyduji skirstinj ir normalyji (Gauso) skirstinj.

14.5.1. Tolydusis skirstinys

Atkyre kompleksinés amplitudés amplitudine ir fazine dalis galime parasyti

(14.31) A(t) = ag(t)e™®.

Tegu fazé kinta atsitiktinai intervale [0 27| ir yra tokia pat tikimybeé, kad gali rea-

lizuotis bet kuri fazés reikSmé. Tuomet tikimybés tankio funkcija P(p) nepriklauso
nuo fazes :

(14.32) P(p) = %
Ji yra normuota j vieneta, t. y.
27
(14.33) /P(gp)dap = 1.
0

Désnis (I4.32) yra tolydusis skirstinys. Atsitiktinius skaic¢ius nuo 0 iki 1, kurie yra
tolydziai pasiskirste, generuoja ,Scilab“ funkcija:

rand (" uniform 7);
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14.5.2. Normalusis (Gauso) skirstinys

Kitas galimas ir labai svarbus fizikoje pasiskirstymo désnis yra normalusis skirstinys.
Jo tankio funkcija yra Gauso eksponenteé:

(14.34) Pla) = \/2170 exp (J“%O)z) |

¢ia a yra atsitiktinis dydis, ag — jo vidurkis ir verté, kuriai esant tikimybé maksimali,
o — dispersija. Dydzio a vidurkj @ randame pagal

(14.35) a= / aP(a)da.
Suintegrave gauname

Dydzio a dispersijos kvadratas

(14.37) /(a —ag)*P(a)da = o*.

Atsitiktinius normaliojo skirstinio skaicius, kuriy dispersija lygi 1 ir vidurkis nulinis,
generuoja ,Scilab“ funkcija

rand ('normal 7);

Normalusis skirstinys yra svarbus dél to, kad yra centriné ribiné teorema.

14.6. Centriné ribiné teorema

Tegu atsitiktinis dydis Y yra didelio skaic¢iaus N atsitiktiniy dydziy X superpozicija:
(14.38) Y=X1+Xo+ ..+ Xy
Apibrézkime naujaji dydj AY:

(14.39) AY =
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arba
(14.40) AY =Z1+ Zy+ ...+ Zy,
Cia

X, —=
(14.41) Zj = J

VN
T yra atsitiktinio dydzio X vidurkis. Dydzio Z tikimybés tankio funkcija Pz(z)
susijusi su dydzio X tankio funkcija Px(z) sarysiu:

(14.42) Py(z) = / Py (2)5(z — x\/_ﬁf)dm

Tikimybés tankio funkcijos Furjé transformacija vadinama charakteristine funkcija.
Raskime dydzio Z charakteristine funkcija f.(k):

f2k) = [ Py(z)e*dz= [ Px(x)e™Fda =

(1443) _ f Px(l’)(l —l—Zl{Z% _ %(SL’ — f)z + )dSL’ =
1- B2t

Cia ox yra dydzio X dispersija. Dydzio AY tikimybés tankio funkcija Pay(Ay)
susijusi su Pz sarysiu

(14.44)
PAy(Ay) = / /dzleQ dZN(S(Ay—(Zl—FZQ—I— +ZN))P2(21)P2(22) PZ(ZN)-

Cia pasinaudota tuo, kad suminio proceso tikimybés sudauginamos. Rasime dydzio
Ay charakteristine funkcija:
(14.45)

fay(k) = [ Pay(Ay)e™dAy =

= fdAyf fdzl dZNeikAy(S(Ay — (514 ... +2n8))Pz(z1) ... Pz(zy) =
f dez]_dZNeik(zl—i_ +ZN)P2(21) PZZN = fév(k’)

Is (I443)) gauname

(14.46) Fay (k) = fY (k) = <1 - %ag + ) .
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Riboje N — oo turime

(14.47) Fay (k) = exp (-kz’gf ) .

Dydzio AY tikimybés tankio funkcija randame apskaiciave atvirkstine Furjé trans-
formacija:

1 iy . k202
(14.48) Pay (Ay) = o / i T/
arba
-
(14.49) Pay (Ay) = e *x.

V2mox

Tai yra jrodymas centrinés ribinés teoremos, kuri skamba taip: bet kokiy atsitiktiniy
dydziy didelio skaiCiaus superpozijos tikimybés tankio funkcija yra Gauso, arba
aprasoma normaliuoju skirstiniu. Sumuojamo dydzio X pasiskirstymas gali buti bet
koks, vienintelis reikalavimas, kad jo momentai buty baigtiniai, arba Teiloro eilutée

(IZ43) buty baigtine.
IS centrinés ribinés teoremos daroma svarbi isvada, kad daugelio sudétingy
procesy tikimybés tankio funkcija yra Gauso.

14.7. Gauso—Gauso triuksmineé sviesa. Uzduotis

Gauso—Gauso triukSmine Sviesa vadinsime tokia Sviesa, kurios tikimybés tankio
funkcija yra Gauso pavidalo ir spektrinis tankis taip pat aprasomas Gauso funkcija
[17]. Toks triuksmas gali buti sumodeliuotas Sitaip. Panagrinékime monochromati-
niy Saltiniy, kuriy fazés ir dazniai atsitiktiniai, ansamblj. Suminis laikinis signalas
uzrasomas taip:

N
(14.50) A(t) = Ag Y eistties,

Tegu dazniai w; pasiskirste pagal normalyjj skirstinj, o fazés ¢; — pagal tolydyji. N
turi buti pakankamai didelis skaicius. Tokio signalo koreliaciné funkcija:

N
(14.51) R(7) = (A*()A(t + 7)) = A2 Z (exp [—iw;(t + 7) + iy, + iwit — ipg)).
j,k=1
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IA(t)Ii

N

| W M

-100 -50 0 50 100
tAw

14.5 pav. Gauso—Gauso triukSmo intensyvumas. Viena realizacija

Kadangi fazés atsitiktinés, tai vidurkis yra nenuliniai nariai tik tuomet, kai 7 = k.
Taigi

N
(14.52) = Al Z exp(—iw;T)
7j=1

Likusi suma skaiciuojama atsizvelgus i tai, kad dazniai w; aprasomi normaliuoju
skirstiniu (I4.34)), kurio vidurkis yra nulinis:

2
1 _%f
14.53 Pw 295,
(1453) () = e

Taigi

1 2 o2
(14.54)  R(7r) = NAS\/_ /dwjexp(—iwﬂ)exp (—;—]2) =NAe 2",
Uw O-UJ

—00

s (I430) formulés paaiskéja, kad tai yra Gauso spektro stochastinis procesas, kurio
spektro plotis

(14.55) Aw = V20,

14.5] pav. pavaizduotas vienos realizacijos intensyvumas.



195 14 SKYRIUS. PAGRINDINES SAVOKOS

1,0 10

08 0.8

0,6 0,6

32 3
n n
0,4 0,4
0,2 0,2
0 A 0
—4 -3 -2 -1 0 —4 -3 -2 -1 0
WAw N=5 AW N =50
1,0
038
__08
3
n
0,4
0,2
0
-4 -3 -2 -1 0
WA N = 500

14.6 pav. Gauso—Gauso triuksmo spektras, apskaiciuota, kai realizacijy yra N = 5;
50; 500 (juoda linija). Raudona linija — teoriné kreive

UzZduotis. Sumodeliuoti Gauso—Gauso triuksmag. Pavaizduoti vienos realiza-
cijos intensyvuma (I43 pav.). Nusibraizyti jo spektro vidurkj is N = 5,50,500
realizacijy (146l pav.).

Locilab® ruosinys:

clear ; clc; close ;
nt=256;
ht=0.1;

t=ntxht:ht:ntxht—ht;

hw=...;// daznio zingsnis
aw=...;
w=aw : hw:aw—hw;

a=1/sqrt (2);
N=50:

S=0;
SO=exp(—w."2/(a"2x%2))/(a*xsqrt (2)*xsqrt(%pi));// teorine formule
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for ib=1:500

for in=1:N

wr(in)=rand (1,1, normal’)xa;
phir (in)=rand (1,1, uniform’)*2x*%pi;
end

for it=1:length(t)

A(it)=sum(...)/sqrt(N);
end

S=S+fftshift (abs(fft (A)).72)«ht"2/(2xnt«ht)/%pi/2;
S1=S/ib; // wvidurkinimas

//piesimas
drawlater (

)i
delete(gce ());
plot (w,S1, 'k’ ,w,S0, 'r");
set (gca (), data_bounds’,[—2, 0; 2,1])
drawnow ( ) ;
sleep (20)

//piesimas

end ;

14.8. Gauso ir Lorenco triukSminé sSviesa

Gauso ir Lorenco triukSmine $viesa vadinsime tokia sviesa, kurios tikimybeés tankis
yra Gauso funkcija, o spektras — Lorenco funkcija [I7]. Toks triuksminis laikinis
signalas gaunamas atsitiktinio klaidZiojimo uzdavinyje. Vienmaciu atveju uzdavinys
formuluojamas taip: pradedant nuo koordinaciy pradzios x = 0 dalelé gali persokti
su vienoda tikimybe 1/2 tiek j koordinate x = A, tiek j z = —A. Klausimas: kaip
toli nuklys dalelé po N zingsniy? Jei kiekvienas zingsnis trunka 7, tai N zingsniy
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trunka t = N7 laiko. Laiko momentu ¢; = j7 tikimybés tankio funkcija lygi

(14.56) Py, = % (6(x — A) +5(z+ A)).

Charakteristiné funkcija:

(14.57) fx; = /dk‘eikxPXj = cos(kA).

Dalelés koordinate po N zingsniy nusako suma
(14.58) Yvn=X1 +Xo+ ...+ Xu.

Jos tikimybeés tankio funkcija

(14.59) Py, = / /dml o deno(y — 21 — ... — ) Px, (21) ... Pxy(z).
Atitinkama charakteristiné funkcija yra

fon (k) = [ dye™ Py (y) =
(14.60) [dzy ... [dryer@t - +28) Py (1) .. Py, (oy) =

fxi (k) - fxy (k) = (cos(kA))™N.

Kai N = oo, 7 — 0, A — 0, galima uzrasyti diferencialing lygtj, kurig tenkina
charakteristiné funkcija fy, (k). Pazymékime

fYN(k) = fY(kaNT) = fY(k>t)a

PYN(y) = PY(ya NT) = PY(yat)'

(14.61)

Naudodamiesi (I4.60) galime uzrasyti

fr(k, (N +1)7) — fy(k, NT) = (cos(kA) — 1) fy(k,NT) =
(14.62)

(-’f?f + ) v (k, N7).
Kairigja ir desinigja lygties puse dalijame iS 7 ir randame riba:

(14.63) i i Y E VA1) = fr(k, N7) _ Ofy (k)

N—oco7—0 T ot ’
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o kA2 9
(14.64) J\}Eol%il% (— 5 + ) fy(k, NT) = —DE* fy (k, ).
Cia
2
. = — = const.
14.65 D o

Taigi, diferencialiné lygtis, kurig tenkina charakteristine funkcija, yra

(14.66) % = —DE* fy(k, ).

Atlike sios lygties atvirkstine Furjé transformacijg gauname tikimybés tankio funk-
cijos lygti:

aPY(ya t) _ 82PY(y> t)

Raskime (I4.66]) lygties sprendinj, kai pradiné salyga yra:
(14.68) Fr(k,0) = 1.

Tai atitinka tokia (IZ67) lygties pradine salyga:

(14.69) Py (y,0) = d(y).

(IZ4.60) lygties sprendinys yra

(14.70) fy(k,t) = exp(—DKk?t).

Atlike atvirkstine Furjé transformacijg randame tikimybeés tankio funkcijg, kuri ten-

kina (I4.67) lygti.

14.71 P, — iky —Dk=t — _ .
(14.71) vyt =5, / dke e V 4zt P\ 4Dt

—00

(IZ67) yra difuzijos lygtis, (IZ71]) — jos sprendinys. Tikimybeés tankis laikui bégant
difunduoja: virsuné mazéja, o gaubtiné pleciasi. Be to, palygine (IZ£71) su (14.34),
galime padaryti svarbig isvada, kad atsitiktinio klaidziojimo uzdavinyje tikimybés
tankio funkcija yra Gauso pavidalo, arba normalusis skirstinys, kurio dispersija

(14.72) o =2Dt.
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Sukonstruokime signala A(t), kuris yra amplitudziy, kuriy fazés ¢(t) atsitikti-
nai ,klaidzioja“, superpozicija:

(1473) A(t) — AO (67;901@) + eiWZ(t) + + eigoN(t)) )

Fizikiniu poziuriu tai reiksty, kad A(t) atitinka lauka, kurj spinduliuoja N atomuy.
Juy fazes atsitiktinai kinta dél tarpusavio susidurimy. Tarsime, kad kiekvieno atomo
fazé pradiniu laiko momentu yra lygi nuliui:

(14.74) ©;(0) = 0.
Rasime tokio signalo koreliacija:

R(1) = (A" At + 7)) =
(14.75)
A(2)<(€_W1(t) + ...+ €_wN(t))(ewl(t+T) + ...+ ei‘PN(t+'r))>.

Sudaugine eksponentes, kuriy fazés skirtingos, ir suskaiciave vidurkj pagal ansamb-
lius (...), gauname nulj. Taigi, palieka tik sandaugos, kuriy fazés vienodos:

N
(14.76) R(7) = A? Z< (o5 (7)=; (1)

7j=1
Kadangi sistema stacionari, galime uzrasyti

N N
(14.77) R(r) = A3 (et~ = A2 (e

j=1 ]:1
Cia pasinaudota (IZ74) lygybe. Kadangi visi N atomy vienodi, tai
(14.78) R(7) = A2N ("),

Kai 7 > 0, pagal (IZ71)) turime

2

(14.79) P,(p,7) = \/Zhlrﬁ exp <—4%7_) :

Taigi

(14.80) (e = ! ewe_%dap =e P,
VinDr

Si lygybé gauta, kai 7 > 0. Koreliacijos funkcija pasizymi tokia simetrijos savybe:

(14.81) R(—7) = (A" (t)A(t — 7)) = (A" (t + 1) A(t)) = R*(7).
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0,10

100 200 300 400 500
tAw

14.7 pav. Gauso ir Lorenco triuksmo intensyvumas. Viena realizacija

Vadinasi,
(14.82) R(t) = AZNe DI,

Prisimine (I428)) formule, matome, kad si koreliaciné funkcija atitinka Lorenco for-
mos spektrinj tankj (I£.27). Pagal atsitiktinio klaidziojimo algoritma sumodeliuotas
Gauso ir Lorenco triuk§mas pavaizduotas [Z.7 pav. Sio triuksmo koreliacijos trukmé
efektyviai mazesné nei to paties plocio Gauso—Gauso triuksmas dél to, kad Lorenco
gaubtiné krinta ne taip staigiai kaip Gauso gaubtiné.



15 SKYRIUS

Optiniy bangy koherentiskumo ty-
rimas

Vykstant stacionariam procesui pagal Vinerio ir Chinc¢ino teorema koreliacinés funk-
cijos plotis yra atvirkscéiai proporcingas spektro plociui. Tai reiskia, kad koreliaciné
trukme 7, — laiko atkarpa, kurioje triukSminio signalo amplitudé mazai kinta, — yra
dydis, susijes su spektro plociu Av kaip

1
15.1 P
(15.1) Ny
Cia buvo kalbama apie laikine koreliacija. Tadiau, be laikinio koherentiskumo, $vie-
sos Saltiniai yra apibudinami erdviniu koherentiskumu. Procesas laike daznai gali
buti laikomas stacionariu, o erdviniai skirstiniai buna nehomogeniniai dél baigtinio
pluosto spindulio.

Erdvinj ir laikinj koherentiskuma galima tirti pasitelkus Jungo schema (I5.1]
pav.). Norint i$skirti tik laikinj koherentiskuma, naudojama Maikelsono schema (I5.2]

pav.).

15.1. Jungo eksperimentas

Jungo eksperimento schema pavaizduota [I5.1] pav. Sioje schemoje yra dalijamas
bangos frontas. Pazymékime taskus, kuriuose yra apatinis ir virsutinis plysiai P; ir
P, taska ekrane @), atstumus P, Q) bei P,(Q) kaip ry ir ro. Intensyvumas taske @)

(15.2) 1(Q) = (A*(Q, )A(Q.1)),

201
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]

(A1

P

15.1 pav. Jungo schema

¢ia
(153) A(Q, t) = KlA(Pl,t — 7’1/0) + KQA(PQ,t — 7“2/0),

o K ir Ky yra kompleksiniai dydziai, priklausantys nuo plysio formos bei matmeny.

Irase (I5.3) | (I4.2), gauname
(15.4)

1(Q) = [K1(|A(Pr,t = 11/c)]?) + [Fa*(JA(Py, t — 12/ 0)[)+
K K3 (A(P,t —ri/c)A*(Py,t — 1ra/c)) + K Ko(A* (Pt — 11 /c)A(Pa, t — 1r2/c)).
Pasymekime
IV(Q) = K P(|A(Pr t = /c)?),
(15.5) I®(Q) = | Ko (AP, t = 2/c)[?),
[ia(7) = (A(Py, 4 1) A* (P, 1))

Cia IM ir I® yra intensyvumai, kuriuos gautume uzdenge atitinkamai antrajj ir
pirmajj plysj. I'1o yra erdviné-laikiné koreliaciné funkcija. Gauname

(15.6)  1(Q) = I'V(Q) + I®(Q) + K1 K31 <T2 . Tl) + K KaTy (Tl . m) .

Kadangi koreliaciné funkcija pasizymi savybe
(15.7) L1 (—=7) = I'y(7),

tai

(15.8)  1(Q) =1"(Q) +1*(Q) + K1 K3 iz <r2 . Tl) + K Kol <r2 . rl) .
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Taigi
159) Q) =1V(Q)+1¥(Q) +2iKofre (1 (21 ).
Pazyméje savojo koherentiskumo funkcijas I'11(7), I'a2(7) bei zZinodami, kad

(15.10) IT12(0)] < |T11(0)T22(0)] 2,

itraukiame normuotajj dydj

(15.11) ) = 2
['11(0)T92(0)
kuris vadinamas kompleksiniu koherentiskumo laipsniu. Matome, kad
(15.12) 0< iy (NI < 1.
Kadangi

ﬂl)(@) = |K1|2F11(0)7
(15.13)
ﬂz)(@) = |K2|2F22(0)7

galime parasyti

15.14)  1(Q) = IV(Q) + I(Q) + 2/ TV (Q)I®(Q)Re (%’5’ ( = )) |

Atskirkime kompleksinio koherentiskumo laipsnio amplitudine ir fazine dalis:
(1515) ’}/:EI;) (T) — /'}/12(7-)6_7:271—”07—‘1'0‘12(7—).

Cia iSskirta greitai kintanti begant laikui faziné dalis. a15(7) yra léta laiko funkcija,
vy — centrinis daznis. Turime

(15.16)

[(Q) = I(Q+IP(Q)+2/ IV (@I (@) (Tz . Tl) cos (27T1/0 S - (m - )) '

Kompleksinio koherentiskumo laipsnio modulj ;2 galima nustatyti eksperimentu,
matuojant interferenciniy juosty matomuma V:

Lnax — Toni
15.17 o= Hmax  Tmm
( ) Imax + Imin

Cia @ay it Iy, yra atitinkamai maksimalus ir minimalus intensyvumai. Kai 7 < 7.,

(15.18) [(Q)mex = IV(Q) + I®N(Q) £ 24/ TV (Q) TP (Q)712(0).

min

Kai IM(Q) = I?(Q), gauname V = 715(0). Tai reiskia, kad matomumas yra lygus
erdviniam koherentiskumo laipsniui. O, jei 7 ~ 7, tai V' = v15(7). Matomumas turés
skirtingas vertes, priklausancias nuo uzlaikymo trukmes 7.

Laikinio koherentiskumo laipsniui matuoti naudojama Maikelsono schema.
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Y

15.2 pav. Maikelsono schema

15.2. Maikelsono interferometras

Maikelsono interferometras pavaizduotas [[5.2] pav. Virsutinj veidrodj paslinkus at-
stumu h, vertikalusis spindulys uzlaikomas horizontaliojo atzvilgiu At = 2h/c, ¢ yra
Sviesos greitis. Detektorius fiksuoja abiejy spinduliy suminj intensyvuma Ip:

(15.19) Ip = {|K 1 A(t) + Ky A(t + %)F)

Kai uzlaikymas At, palyginti su koreliacijos trukme 7., mazas, suminis atsakas osci-
liuoja keic¢iant h taip, kad maksimumai buna tuomet, kai 2h atitinka sveikg bangos
ilgiy A skaiciy. Osciliacijy gaubiamoji mazéja iki nulio, kai uzlaikymas yra daug
didesnis uz koreliacijos trukme. Detektuojamas intensyvumas, priklausantis nuo at-
stumo h, vadinamas interferograma.

Isskleide (I5.19) israiska gauname (K ir Ky realieji):
Ip(h) = K{(|A(@)]*) + K3(JA(t + 2h/c)]*)+

(15.20)
K Ky(A(t +2h/c)A*(t)) + K1 Ko(A*(t + 2h/c) A(t)).
Pazymékime:
(15.21) I = {(JA(t)") = (|A(t + 2h/c)?)
(15.22) L(1) = (At +7)A™(1)).

Si koreliaciné funkcija yra vadinama savojo koherentiskumo funkcija.

(15.23)
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Pamate, kad

(15.24) Iy =1(0),

jrasome normuotg dydj

(15.25 Y9 = 1l

kuris vadinamas kompleksiniu koherentiskumo laipsniu. Jis pasizymi tokia savybe:
(15.26) Y®(0) =1, |y*®(r)| < 1.

Tuomet

(15.27) Ip(h) = (K} + K2)Iy (1 + %Re (v(k)(Qh/c))) .

Toliau tarsime, kad nuostoliai abiejuose interferometro peciuose vienodi: K1 = Ky =
K. Be to, atskirsime amplitudine ir fazine v* dalis:

(1528) fy(k) (7-) — V(T)e—i27ryo7'+ia(7—)7
cia
(15.29) (1) = 7P ()], a(r) = arg(v® (1)) + 27T,
Kadangi
c2h 2h
15. _ 4 _
(15.30) W= =
gauname
2h 2h
(15.31) Ip(h) = 2K3I, (1 +v(2h/c) cos |:27T)\— -« (—)}) )
0 c

Cia tarta, kad nuostoliai ant veidrodziy vienodi: K; = K, = K. Kai h nedideli,
gauname, kad matomumas

(15.32) V= |y® (%) | =~ (%) .

Kai V(h) krinta iki nulio, tuomet h atitinka uzlaikyma, didesnj uz koreliacine ar-
ba koherentiskumo trukme. Kitaip tariant, koherentiskumo trukmeé yra susijusi su
galimybe sukurti interferencinj paveikslg.

Kaip matéme, koreliaciné funkcija yra susijusi su spektru. Furjé spektroskopija
— tai optikos sritis, kurioje, remiantis interferogramomis, atlikus iSmatuotos korelia-
cinés funkcijos Furjé transformacija, nustatomas spinduliuotés spektras.
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VII DALIS

Impulsinis lazeris

207






16 SKYRIUS

Kokybés moduliacija

Impulsinio lazerio pranasumas yra tas, kad visa impulso energija sutelkiama trum-
pame laiko intervale. Tai lemia dideles vidutiniy galiy vertes.

Cia aprasysime moduliuotos kokybeés lazerio (angl. Q-switched) veikima.

16.1. Kokybés moduliacijos pagrindimas

skyrelyje i$ pusiau klasikiniy lazerio lygciy isvedéme balanso lygtis. Taikéme
tokius apribojimus: 1) fotony skaicius ir apgraza kinta pakankamai létai; 2) tarp
atskiry mody néra faziniy sarysiy. Dabar taikysime dar daugiau apribojimy ir uz-
rasysime balanso lygtis paprastu pavidalu:

(16.1) n = —2kn+ WnbD,

Dy—D

(16.2) D= — 2WnD.

Lygindami su (I3.90) ir (I3.92) matome, kad dingo sumos pagal A ir vietoje d,,
rasome apgrazos tankj D [24]. Tai leidzia Sios prielaidos. Pirma, generuojama tik
viena moda, nebelieka sumos pagal \. Antra, apgrazos tankio nevienalytiskumas
igilgai lazerio rezonatoriaus aSies z yra nedidelis. Taigi, jdubos dél |g|> ~ sin(kz)?
gali buti nejskaitytos. Tai teisinga, kai generacijos slenkstj virsija nedaug. Ir trecia,
juostos isplitimas yra vienalytis. Visi atomai spinduliuoja ties tuo paciu dazniu. Dél
to vietoje d, parasytas D.

Sios lygtys uzrasytos dviejy lygmeny sistemai. Panagrinékime realistiskesnj
atveji, keturiy lygmeny schema (I6.] pav.). Uzrasysime balanso lygtis nuliniam bei

209
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antram lygmenims, laikydami, kad trecio ir pirmo lygmeny uzpildos greitai relak-
suoja i zemesnius. Atkreipkime démesj i daugiklj 2 (I6.2) lygtyje. Jis atsiranda dél
to, kad vienas Suolis pakei¢ia apgrazg dviem. Pavyzdziui, dél sugerties Suolio virsu-
tinis lygmuo pasipildo vienetu, o apatinis lygmuo sumazéja vienetu. Rasant lygtis
atskiriems lygmenims, daugiklio 2 nebus.

(16.3) No+ Ny =N,
(16.4) Ny = RNy — BnNy — AN,
(16.5) ny = BnNy — 2kn.

Cia A ir B — Einsteino koeficientai, R — kaupinimo sparta. Panagiai kaip buvo
daroma [2] skyriuje is Siy lygciy iSvesime generacijos salyga. IS stacionarumo salygos
n = 0 gauname du galimus (I6.5) sprendinius:

2K
16. NO ==
(16.7) n' = 0.
I§ N, =0, gauname lygti
(16.8) RNy — Bn° Ny — ANY =0,
ir jrase (I6.6) gauname
NoR A
16. 0 _ =
(16.9) n o "B

Fotony skaic¢ius neneigiamas, ir generacija vyksta, kai

A 2K
16.10 R> ——.
( ) " BN,

Esant generacijai, n® > 0, o antro lygmens uzpilda (I6.6) nepriklauso nuo kaupinimo
R. Kai generacija nevyksta, n® = 0, i§ (I6.8) gauname

RN,
T
Antro lygmens uzpilda didéja tiesiskai didéjant kaupinimui R. Ji didéja, kol praside-

da generacija, ir tuomet uzpildos verté nebekinta. Tai schemiskai pavaizduota [16.2
pav.

(16.11) NY =
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Greita relaksacija | ]X;’ ~0

2
Kaupinimas Lazerinis Suolis
Y ~

Greita relaksacija | ]X} ~0

0
16.1 pav. Keturiy lygmeny schema
g’ Ny
N3
n0
it

16.2 pav. Fotony skaiciaus ir apgrazos kitimo priklausomybé nuo kaupinimo. Sche-
minis vaizdas

Taigi, dabar galime pagristi lazerio, kuriam budinga kokybés moduliacija, vei-
kima. Kurj laika nuostoliai rezonatoriuje buna dideli. Tuomet generacija nevyksta
ir galima pasiekti dideles apgrazos vertes. Paskui nuostoliai staigiai sumazéja ir ge-
neruojamas galingas impulsas, nes perjungimo metu apgraza, o kartu ir stiprinimas,
buna dideli.

Moduliacija, t. y. budas, kuriuo kei¢iami nuostoliai rezonatoriuje, buna pasy-
vi arba aktyvi. Aktyvi kokybés moduliacija gali buti vykdoma naudojant Pokelso
elementa, pasyvi — dazais.

16.2. MilziniSko impulso formavimasis. Uzduotis

Cia remsimeés [25] straipsniu ir panagrinésime, kaip susiformuoja milziniskas impul-
sas (angl. giant pulse) lazeryje, kuriam budinga kokybés moduliacija. Nagrinésime
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maz1] nuostoliy rezima, kai jau yra sukaupta didelé apgraza. Remsimés balanso lyg-
timis. Perrasysime (IG.1)) ir (IG.2) pastarojoje atmete léta relaksacijos narj:

(16.12) n = —2kn + BnD,

(16.13) D = —2BnD.

Cia vietoje W rasome Einsteino koeficienta B. Tai yra dvi susijusios diferencialinés
lygtys. Analiziskai jos nesprendziamos, tac¢iau galima rasti svarbias charakteristikas
— impulso energija ir virsunés verte.

Uzrasykime lygtis bedimensiu pavidalu. Tam panaudojame dydj D, = %“ ir
bedimens;j laika 7 = 2xt. Gauname
dn D
16.14 — = 14+ =
( ) dr ! ( * Dp) ’
dD D

16.15 — = —-2—mn.

( ) dr Dpn

(I6.14) padauginame i$ 2 ir sudedame su (I6.15)). Turime

d(D + 2
(16.16) db+2n) _ _,,

dr
Suintegruosime sia lygti intervale [0 oo] atsizvelgdami i tai, kad pradinis (i) ir galu-
tinis (f) fotony skaicius labai mazas: n; =~ 0, ny ~ 0. Taigi,
(16.17) D;—D; = 2/nd7‘.
0

I$ ¢ia matome, kad isspinduliuoty fotony kiekis yra susijes su apgrazos pokyciu.
Impulso energijai galime parasyti

1
(16.18) E = 5(Di = D)V,
Padalykime (I6.12) i$ (I6.13). Gausime lygtj
dn D, 1
(16.19) Z=

Suintegrave turime

(16.20) n—n; = % [Dp log <§) — (D - Di)} .

i



213 16 SKYRIUS. KOKYBES MODULIACLJA

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,4 0,5 0,9 1,0

06 07 08
D/D, (D-D)/D,

16.3 pav. D;/D, = f(Ds/D;) (a) ir D;/D, = f((D; — Dy)/D;) (b) funkcijy grafikai

Vietoje n jrasome ny, vietoje D — Dy ir vel atsizvelgiame | tai, kad n; = 0, ny =~ 0.
Gauname lygtj

log
16.21 =
(16.21) b=_—"7
kurioje
Dy D;
16.22 == -

Galime pavaizduoti grafika § = f(x) arba D;/D, = f(Ds/D;) [I63 pav., a).
Matome, kad 1 — x = Dil;in , todel §j grafika galime perskaiciuoti | D;/D, =
f((D; — Dy)/D;) grafika (IG.3 pav., b). IS jo matome, kaip impulso energija pri-

klauso nuo pradinés apgrazos: ji didéja, didéjant apgrazai.

Grizkime prie (I6.19) lygties. IS jos tampa aiski dydzio D, prasmeé. Kai D =
D,, dn/dD = 0. Tai yra impulso virSuneés salyga. [rase D = D, i (I6.20) randame
fotony skai¢iy n, impulso virSunéje:

1029 o= L oyue (2) (0, 00]

Cia buvo atmestas n; ~ 0. n, /D, kaip pradinés apgrazos D, /D, funkcija pavaizduota
6.4l pav. Matome, kad fotony skaicius virsunéje didéja, didéjant pradinei apgrazai.

Milzinisko impulso formavimasis pavaizduotas [[6.5 pav. Cia taip pat mato-
me, kaip keiciasi apgrazos verté nuo pradines D; iki galutines Dy. Grafikai gauti,
modelivojant (I6.12) ir (I6.13)) lygtis (zr. uzduot}).

Uzduotis. Sumodeliuoti (16.12) ir (16.13]) lygtis RK4 metodu. Pradinés saly-
gos pateiktos [16.5] pav. pavadinime.

Pastaba. Modeliuojant n ir D sunormuoti — naudoti kintamuosius n/D, ir
D/D,.
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2,5

2,01

1,51

n /D

N

1
1
1
0,5f 1
1
1
1

D./D
ip

16.4 pav. n,/ D, priklausomybés nuo D;/D,, grafikas. n,/D, =1, kai D;/D,, = 4.482,
zr. 6.5 pav., ¢

2,0
a
1
1
1
1
:
1
1 I']/Dp
N —
0
0 5 10 15 20
T
5 8
c ; d |
4 D/D,
’ 6 DID,
p
3 5
4
2 3
2 1
1lFp=-=----3 n/D, " D
1F-- p
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
T T

16.5 pav. Fotony skaic¢iaus ir apgrazos priklausomybé nuo laiko. Pradiné apgraza
D;/D,: 1,649 (a); 2,718 (b); 4,482 (c); 7,389 (d). Pradinis fotony skaicius n;/D, =
1073
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Moduy sinchronizacija

Is balanso lygciy matéme, kad stiprinimo inkrementas priklauso nuo apgrazos D
(nes nejskaitant nuostoliy lygtis fotony skaic¢iui n = WnD). Esant vienaly¢iam
iSplitimui, apgraza nuo kaupinimo didéja tik iki tam tikros vertés ir paskui jau
nepriklauso nuo kaupinimo. Kadangi W maksimumas yra esant tam tikram dazniui,
tai tik vienam daZniui bus tenkinama generacijos salyga. Soninés modos nepasieks
generacijos slenksc¢io. Taigi, vienalycio iSplitimo atveju turéty generuotis tik viena
isilginé moda. Nevienalycio iSplitimo atveju apgrazos tankio, o kartu ir stiprinimo
juostos konture atsiranda jduby. Tampa galimas daugelio isilginiy mody stiprinimas.

Pacioje lazeriy tyrimo pradzioje buvo pademonstruotas butent daugiamodis
generacijos rezimas. Jis buvo pasiektas tiek vienalycio, tiek nevienalycio iSplitimo
atvejais. IS pirmo zvilgsnio daugiamodé veika vienalycio isplitimo atveju priestarauja
ankstesniems argumentams. Taciau prisiminkime, kad jduby atsiranda ir Siuo atveju
dél stovinciyjy bangy susidarymo Fabri ir Pero rezonatoriuje. Taigi, lazeris turi
tendencija veikti daugelio isilginiy mody rezimu.

Siame skyriuje bus parodyta, kad sinchronizuojant modas galima islosti smai-
linj impulso intensyvuma. Remdamiesi pusiau klasikinémis lazerio lygtimis istirsime
generuojamo impulso savybes.

17.1. Mody sinchronizacijos pagrindimas

Suskaic¢iuosime spinduliuotés intensyvuma, kai generuojama N isilginiy mody. Pra-
dzioje panagrinékime nesinchronizuoty (nekoreliuoty) mody atveji. n-tosios modos
amplitude

(17.1) E, = Eye'rttien,

215
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Cia paprastumo délei taréme, kad visy mody amplitudé vienoda, Ey. w, — n-tosios
modos daznis:

(17.2) Wy = wo + nAw,

¢ia wy — centrinis spinduliuotés daznis, Aw = 7¢/L — atstumas tarp mody dazniy.
Jei L ~# 1 m, tai Aw ~ 10 GHz. Tegu ¢,, yra nekoreliuotos fazés. Suminio lauko
amplitudé randama is

(17.3) E=) E,,

o intensyvumas

(17.4) I =(EE").

Gauname dviguba suma

(17.5) I=El Q) exp (i(n — om) + idw(n — m)t)).
Vidurkinant didziausia indélj jnes sumos, kai n = m. Tuomet
(17.6) I =|Eo|*N.

Intensyvumas tiesiogiai proporcingas mody kiekiui.

Dabar tarkime, kad visos modos koreliuotos, t. y. visy fazés sutampa, ¢, = 0.
Suskaiciuosime suma (I7.3)). Parasome

M
(17.7) E = Z E, = Ege™" (S) + 5)
M

¢ia M su mody skai¢iumi N susijes kaip

N -1
(17.8) M =" ’
2

N nelyginis. Atskirtos sumos
(17.9) S, = Z pinduwt _ Z mindwt _ 1

n=—M n=0

M

(1710) 5'2 — Z6mAWt.
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Tai yra geometrinés progresijos. Pasinaudosime geometrinés progresijos sumos for-
mule:

k_l_qM—i-l

(17.11) > g =

n=0 1= q
Gauname
—iAwt _ —i(M+1)Awt
e e
(17.12) S = [ ,
(17 13) g 1— ei(M—I—l)Awt
. 9=

1— eiAwt

Sudéje turésime

in(M + 1) Awt
(17.14) 8, 4 5y = SmAM F 5) A0t

sin 21
Kadangi M + % = %, gauname
(N
(17.15) B = By Sg) 00
sin £
Impulso virsunéje, kai t = 0,
sin(Y)Awt
17.16 — 2 =
( ) sin £
Todél suminis intensyvumas
(17.17) Imax = | Eo|*N?.

Jis kvadratiskai priklauso nuo mody skaic¢iaus ir yra N karty didesnis nei esant
nesinchronizuotoms modoms. Intensyvumo priklausomybé nuo laiko sinchronizuoty
mody atveju pavaizduota [I7.1] pav.

17.2. Mody sinchronizacijos teorija

Aprasysime moduy sinchronizacija, vykdoma moduliatoriumi [16], [13]. Moduliatorius
gali buti amplitudinis arba fazinis. Abiem atvejais jis periodiskai veikia impulso
gaubting, Sitaip pasiekdamas rezima, kuriuo modos sinchronizuotos.
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T ﬂ | | ﬂ
20} A
15}
N_
o
w
~ 10t
5'\/\/\} \/\/\/
0 ‘
-10 -5 0 5 10

Awt

17.1 pav. Intensyvumo priklausomybé nuo laiko. Sinchronizuotos modos, N =5

Prisiminkime (I341]) ir (I342) lygtis — béganciosios bangos elektrinio lauko
stiprio ir poliarizuotumo. Laikydami, kad banga béga z asSies kryptimi ir dydziai yra
tiesiskai poliarizuoti, galime parasSyti

oF OF ik
17.1 L Pp
(17.18) 0z + cot  2ey

oP o

17.19 — = (t(w—wy) —v) P+ —=FED.

(17.19) = (i~ ) =) P+

Cia sandaugas i$ ¢ Zymime tiesiog o. Paprastumo délei nejskaitysime iSderinimo,
w = wp (¢ia wy — centrinis Suolio daznis, w — centrinis spinduliuotés daznis). Be to,
pazymeésime v = 1/75;. Tuomet

oP 1 o

17.20 —=—P+ —FED.

( ) 81& T21 ih
Nagrinésime keturiy lygmeny lazerj, kai lazerinis suolis vyksta i§ antrojo i pirmajj
lygmenj, [16. Tl pav. apgraza D galime pakeisti antrojo lygmens uzpilda Ns. Laikysime,
kad vieno praéjimo metu Si uzpilda kinta nedaug,

(1721) N2 :NQ,

¢ia N — nekintantis dydis. Pereisime prie naujy koordinatés ir laiko:

(17.22) n=t—z/c, 2=z
ISvestinés

0 10 0
(17.23) — = ———

0z 08n+@’
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0 0

17.24 — =
( ) ot 0On
Lygtys naujuose kintamuosiuose:

oE ik
17.25 — = —
( ) 0z 250 ’
(17.26) 0 Lp, 2w,

877 T21 ih

Rasant sias lygtis nuo z’ buvo numestas apostrofas. Galime uzrasyti (I7.26]) spren-
dinj:

— n
N Al
(1727) P = U>h2 / E(T]/)QT; (77 n)dn/.
i
S integralg galime suintegruoti £(n’) paskleide Teiloro eilute 7/ = i — 75, aplinkoje,
t. y. ten, kur eksponentés indélis didziausias. Skleidinys Teiloro eilute atrodo taip:

OF 712 0°F
17.28 B =1 — 7o1) = E(n) — 70y o 4 721975
(17.28) (n'=n—m)=E®n)—m™ 6‘n+ 2 o
Irase §j skleidinj ir suskaiciave integrala
"
1 /
(17.29) /eaw Dy = 7y,
is (I7.230)) gauname
8E 0'21N2 8E T221 82E
17.30 — = En)—m—+=——|.
(17.30) P 5 (1) — 721 o T2 ap
Cia
k‘0'7'21
17.31 = .
( ) 021 coh

Pirmasis narys skliaustuose atitinka stiprinima lazerinéje terpéje, antrasis — laikinj
nunesima, treciasis — dispersinj plitima. Pastaruosius du reiskinius iSsamiau aptar-
sime skyriuje apie impulso sklidima dispersinéje terpéje. Dabar surasime lygties
sprendinj, pasinaudodami Furjé transformacija. Furjé vaizdui

(17.32) S(Q) = % / E(n)edy
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gauname lygtj

T 2,2
(17.33) 05 _ omulNo (S i Qs — T S) .
0z 2 2

Sios lygties sprendinys

(17.34) S(Q) = So(Q) exp (UQlN 21 — iQmy — Q272 /2]2) ,
Cia
(17.35) 5u(0) = 5= [ Bat)e™

o Ey(n) = E(n,z = 0). Atlike atvirkstine Furjé transformacija, randame elektrinio
lauko stiprj:

(17.36) E = /Se—mﬁdQ — eg/2/Soe—mn_m%mﬁ%gz@ld@.

Cia pazyméta g = 091 N9z — stiprinimo inkrementas. Irase (I7.33) Sy iSraiska, gau-
name

g/2
(17.37) E=%

T oor

//Eo(ﬁ') €xp (iQﬁ' —1n — ZQg7'21 — i%QZT221> dQdn'.
Integrala pagal daznj galime suintegruoti. Cia pateiksime atsakyma:

/ 2
(17.38) QL/dQeiQ(—Hn’—%m)—%mrgl _ 1 exp <_(77 — 1+ g7o1) ) '

T 2\/TgT;n 4975
Taigi,
e R n—n"_(-n)?
(17.39) E(n) = W/dn Eo(n)exp( S A )

Pazymeésime, kad Ey yra pradiné impulso gaubtiné, o E(n) — gaubtiné impulsui pras-
klidus stiprinancia terpe. Vykstant sklidimui rezonatoriuje, banga du kartus pereina
stiprinancig terpe ir moduliatoriy, patiria nuostoliy atsispindéjusi nuo veidrodzio ir
vel grizta per moduliatoriy j aktyvia terpe. To rezultatas — elektrinio lauko amplitudé

(17.40) Es(n) = VRTan(n) E(n).

Cia R yra veidrodzio atspindzio koeficientas, T4y — faziné arba amplitudiné modu-
liacija. Panagrinékime amplituding moduliacija. Tuomet

(17.41) Tanr(n) = exp (—6anr sin®(wn(n — 10))) -
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Cia 94 yra moduliacijos gylis, w,, — moduliacijos daznis, 7y — impulso virsuneés
padétis. Matome, kad periodinis moduliatorius praleidzia impulso virsune ir sugeria
nutolusias nuo virsunés dalis. Norima, kad apéjes rezonatoriy impulsas atsikartoty.
Tuomet reikia patenkinti salyga

(17.42) Ey(n)e™n = Fy(n + h)e“nthe=ie,

Cia h — poslinkis laike dél stiprinimo, ¢ — fazé. Taigi, turime spresti lygti:

39 S _ )2
17a3) B P (banh(n = m)?) [y Bolofyexp (4 — Ot ) =
' Eo(n + h)eiwh=ie,

Sios lygties sprendinio ieskosime Gauso impulso pavidalu:

2

(17.44) Eo(n) = age™™"".

Irase §j sprendinj i (I7.39]), gauname amplitude po stiprinimo

Qo 3 2 g 1
17.45 E(n) = ————exp| -9+ [—b + 2bgTo1m + —] 7) .

Pertvarke uzrasome

(17.46) E() = —2%  _exp (g - M) .

1+ 49730 1+ 4bg73

Matome, kad impulso virsuné yra ties 1y = g7o1. Taigi, (I7.43)) virsta tokia lygtimi:
(17.47)
VR

1+ 49730

Is cia kyla salygos

b(n — gm21)?
exp (—Oanwiy (1 — g721)*) exp (9 T 1t dbgrd = exp (=b(n+ h)?).

(17.48) h = —g7a,

2 95247'221
™1 4 4gTb

R
17.50 - = 1.
( ) \/ 1+ 4gbt3, eXp g

(17.49) 8 AW
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Is (IT49) gausime impulso trukme. Isreiskiame b

5AMCU2 1 5AMW2
17.51 b= mo 67 4 UCy
( ) 9 + 2 AMwm + g7_221

Impulso trukmeé

I
(17.52) T—\/E—M\/; e

Ji gauta apytiksliai, laikant, kad pagrindinj indélj ineSa 1/(g73) narys. 1§ (I7.50)
uzrasome stiprinimo inkremento g lygti:
1,1

1
(17.53) 9=75 In zt3 In(1 + 4gbr3,).

Trumpai aptarsime fazine moduliacija. Jos atveju vietoje (I7.41]) turime fazinj
daugiklj:

(17.54) Tpun(n) = exp [—idpar cos(wm(n —no) + 6)] .

Parasysime rezultata, koks gaunamas b:

N Wm 5PM
17.55 b =(1—12)— | —.
( ) Py = ( )2721 Vo

Tiek amplitudinés, tiek fazinés moduliacijos atveju impulso trukmeé 7 oc \/7o1 /Wy,
Keiciant moduliacijos daznj galima keisti impulso trukme.
Moduliacijos daznis
T
17.56 W = —,
( ) T0 — h
¢ia 7 yra pra¢jimo trukmeé ,Saltame* rezonatoriuje, h — impulso virsunés poslinkis
dél stiprinimo. Matéme, kad h = —g7y, taigi
T

(17.57) Wy = ————.
To + To1g

17.3. Mody sinchronizacijos modeliavimas. Uzduo-
tis

Stiprinamam impulsui buvome gave (I7.30)) lygti. Jos sprendinj dauginome is Gauso
eksponentés dél moduliacijos jtakos. Apibendrinant, tiek stiprinima, tiek moduliacijg
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aprasys tokia lygtis:

oF OPE
(1758) % = ClE — 027]2E + 038—7]2.

Cia neberasome pirmos eilés dalinés iSvestinés pagal 7, laikydami, kad pereita prie
béganciosios koordinaciy sistemos. Antras narys desinéje puséje apraso moduliacija.
Spektrine kalba i lygtis atrodys taip
oS 028

17.59 — =018 — VPSS + Cs—.

( ) 5 1 2 + G50
Darbe [12] parodyta, kad (I7.59) lygties sprendinj galima skleisti Ermito ir Gauso
modomis, ir stabili yra tik nulinés eilés moda — Gauso moda. Jos israiska

102
cia Qp = (03/02)1/4.

172 pav. pavaizduoti (I7.59) lygties modeliavimo rezultatai. Pradiné salyga
yra plataus spektro Gauso—Gauso triuksmas, [4.7 skyrelis. Matome, kad teoriné
formulé gerai atitinka sumodeliuota profilj.

Uzduotis. Sumodelivoti (I7.59) lygtj, kai pradiné salyga yra plataus spektro
Gauso—Gauso triuksmas. Gauta impulsa palyginti su teorine formule (IZ.60). Para-
metrai surasyti [[7.2 pav. pavadinime.

Pastaba. [[4.7 skyrelyje pateiktas programos ruosinys, modeliuojantis Gauso—
Gauso triuksma. Dispersinis narys diskretizuojamas taip pat, kaip difrakcijos narys
parabolinés difrakcijos lygties atveju (0.0 skyrelis).
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=
o

Intensyvumas

Intensyvumas

17.2 pav. (I759) lygties modeliavimas. C; = 50, Cy = 0,2, C3 = 1. z: 0,01 (bruksniné
linija); 0,2 (iStisiné juoda linija); 3 (raudona linija). Teoriné formulé (I7.60) — raudoni
rutuliukai. Pradinio triukSmo spektro plotis Aw = 4
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Dispersijos teorija

225
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Iki siol buvo kalbéta apie dviejy lygmeny sistema ir Sviesos saveikg su tokia
sistema arti rezonanso. Taciau Sviesa gali sgveikauti su atomu nevykstant Suoliams
tarp lygmeny. Tokia nerezonansiné saveika lemia medziagos tiesinio jautrio disper-
sija. Medziagos luzio rodiklis priklauso nuo krintancios spinduliuotés daznio.

Kai sgveikaujancios Sviesos intensyvumas pakankamai didelis, pradeda atsira-
sti kokybiskai naujy reiskiniy. Juos salygoja medziagos netiesiskumas, kalbama apie
netiesinius medziagos jautrius. Pirmas netiesinés optikos reiskinys buvo stebimas vos
atsiradus lazeriams. Tai buvo lazerio spinduliuotés antrosios harmonikos generacija.

Sioje dalyje panagrinésime medziagos dispersija vadovaudamiesi dviem teori-
jomis: klasikine ir kvantine. Klasikiné teorija pateikiama tiek tiesiné, tiek netiesiné;
kvantiné tik tiesiné. Netiesiniy jautriy kvantmechaniné teorija yra nuodugniai nag-
rinéjama remiantis netiesine optika [6] knygoje.
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Klasikiné dispersijos teorija

18.1. Anharmoninio osciliatoriaus lygtis

Panagrinékime vieno elektrono, kurio kruvis e, judéjimg apie branduolj, kurio kruvis
¢/ (I8J] pav.). Uzrasysime tokios sistemos lagranziana.

Elektrono greicio vektoriy v patogu uzrasyti polinéje koordinaciy sistemoje
(r, ), kurios pradzia yra branduolio centre:

(18.1) vV =71+ 19 E,,

¢ia rg ir g — vienetiniai ortai. Pirmas démuo atitinka judéjima isilgai spindulio,
antras — apskritimu. Greicio kvadratas:

(18.2) v? =72 4 r2pt

<

18.1 pav. Elektrono judéjimas apie branduolj

229
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Elektrono kinetiné energija

(18.3) T=— =

o % (72 4+ r2¢?) .

Cia m — elektrono masé. Elektrono potenciné energija U branduolio elektrostatinia-
me lauke yra lygi

1 |ee|

18.4 U= .
( ) rdmeg

Pilnutiné energija E yra kinetinés ir potencinés energijy suma

1 !
(18.5) E:T+U:T(7x2+r2¢2)__m

2 rdmey

¢ isreiksime per judesio kiekio momenta M, kuris yra tvarus dydis:

(18.6) M = mrp.
I§ cia

M
18.7 h=—.
(18.7) L

Energija (I8.5) tuomet atrodo taip:

2

mr ee’ 2 mr2
(18.8) Fomt il ar w0

r dmeg 2mr2

Cia efektyvigja potencine energija Uss paZymeéta

1lee’|  M?
rdmey  2mr?

(18.9) Uett (1) =

Ue(r) grafikas pavaizduotas [I8.2] pav.

Si funkcija pasizymi tokiomis savybémis: kai 7 — 0, Usg — +00; kai rr — o0,
2
U — —0. U = 0 taske rg = 2. Idiferencijave Ue(r) pagal r ir prilygine
isvestine nuliui, gauname minimumo taska p = nj‘f—;

Lagranzianas L yra kinetinés ir potencinés energijy skirtumas:

2

(18.10) L="""_ U
2
Is Lagranzo lygties
doL 0L

(18.11) = B
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Uet

18.2 pav. Efektyvioji potenciné energija Udg(r)

gauname lygtj:
(18.12) mit 4 25et =

Si lygtis atitinka antrajj Niutono désnj. Joje nejskaityti nuostoliai ir iSorinio lau-
ko poveikis. Iskaitysime nuostolius, (I8I2) prirasydami ~r. Toliau laikysime, kad
atomas yra veikiamas krintancios elektromagnetinés bangos. Kaip ir [12.1] skyriuje
laikysime, kad sgveika vyksta tik su elektriniu lauku ir kad svarbus tiktai laikinis
elektrinio lauko stiprio kitimas E(t). Tuomet judéjimo lygtis

8UOH

181 . )
(18.13) mi 4+ yr + o

= —eE(t).

Norint toliau nagrinéti uzdavinj, reikia rasti iSvesting ag—;ﬁ‘. Efektinés potencineés
energijos israiska yra gana sudétinga. Uzdavinys supaprastéja, tarus, kad elektrono
padétis yra netoli potencinés energijos minimumo r = p (iSoriné jéga néra didelé),
tuomet Uyg galima skleisti Teiloro eilute tasko p aplinkoje:

1 1 1
(18.14) Ustt(1) = Ustt(p) + 281 + 59:252 + 69:353 + ﬁx“& +

Cia x = r — p yra poslinkis nuo pusiausvyros padéties:

kU,
(18.15) B = aTkﬁb:p-
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Aisku, kad pB; = 0. Potencinés energijos isvestine

8Uog(’/’)

(18.16) o

1 1
=zf52 + §$253 + 6$354 + ..

Irase j judéjimo lygti gauname

1 1
(18.17) i+ md + 2wd + —&xQ + —&x?’

e
.= ——F(t).
2m 6m + m ()

Cia, wd = By/m atitinka savaji svyravimy daznj. 7; = /m. Tai yra anharmoninio
osciliatoriaus lygtis veikiant trinciai ir iSorinei jégai.

18.2. Tiesiné dispersijos teorija

Tiesinéje dispersijos teorijoje laikoma, kad krintantis laukas yra silpnas, ir anhar-
moninius narius su 22 ir 23 galima atmesti. Palieka lygtis

(18.18) P4+ win = —%E(t).

Si lygtis reiskia, kad potencinés energijos minimumas yra aproksimuotas parabole.
Tegu krinta viena monochromatiné daznio w banga

(18.19) E(t) = Epe ™" + (%).
Sprendinio ieskosime tokiu paciu pavidalu:
(18.20) r=a2We ™ 4 (%),

Irase §j sprendinj j lygtj gauname

(18.21) — 2Ww? —iypwr® + W2z® + (x) = —%Eo + ().
IS ¢ia
E

(18.22) P

m(wi — w? — inw)
ir

eEpe™ ™!
18.23 = -
( ) v m(wd — w? — inw) )
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Vieno elektrono dipolinis momentas 6 gali buti uzrasytas taip:

(18.24) 0 L + (%)
. = —ex = .
m(wg — w? — inw)

Medziagos poliarizuotumas yra lygus dipoliniam momentui, padaugintam is elekt-
rony skaiciaus N
e?NE

18.2 P =N@ = .
(18.25) m(wg — w? — inw) + (%)

Medziagoje kuriamas slinkties vektorius
(18.26) D = goE + P = gpe(w) Eoe ™" + ().

Cia (w) yra medziagos dielektriné skvarba, ji priklauso nuo krintan¢ios spinduliuo-
tes daznio w. Matome, kad

e2N

meo(wi — w? — inw)’

(18.27) ew) =1+

Dielektriné skvarba susijusi su luzimo rodikliu ir sugerties koeficientu (2.3 skyrius).
Turime

e*N
meg(wd — w? —inw)

(18.28) n*(w) =e(w) =1+

Prisimine, kad n'(w) = n(w)+ik(w) ir atskyre realiaja bei menamaja dalis, gauname

e2N(w8—w2)
meo ([wg—wﬂz—l—’y%uﬂ) ’

n*(w) — K (w) =1+
(18.29)

e Nw
2n(w)k(w) = m€0<[wg_w2f§+ﬁw2> :

Toli nuo rezonanso, kai |wi — w?| > yw, sugertis yra nedidelé, ir

2N

18. Wy~ 14+ —————.
(18.30) n*(w) + com (@2 = o)
Matome, kad Siuo atveju luzio rodiklis nedaug skiriasi nuo 1, todél
(18.31) n?(w) — 1= (nw) —1)(nw) +1) =~ 2(n(w) — 1).

I$ pastaryjy dviejy formuliy uzrasome

(18.32) n(w) = 14 %

2aom(wg —wz) ’
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I$ (I832) matyti, kad toli nuo rezonanso didéjant dazniui luzio rodiklis didéja. Tokia

situacija vadinama normaligja dispersija.

Kai elektrinio lauko daznis artimas savajam, w ~ wy, tuomet

(18.33) 0 (w) = n(w) + in(w) = VE@) ~ 1+ N

Atskyre realigja ir menamajg dalis, gauname

eQN(wg —wz)

2meo ([wg —wz] 2+'y%w2> ’

n(w)=1+

(18.34)
e?Nvyjw
2meo ([wg —wz] 2+'y%w2> )

r(w) =

2meg(wd — w? — inw)

Siuo atveju luzimo rodiklis mazéja didéjant dazniui, tai vadinama anomaliaja dis-

persija. k(w) yra rezonansinio tipo kreive, kurios maksimumas ties wy.

18.3. Netiesiné dispersijos teorija

Kai medziaga yra veikiama lazerio spinduliuotés, nepakanka atsizvelgti tik i pa-
rabolinj narj (I814) U.g iSraiskoje. Butina jskaityti tolesnius Teiloro eilutés narius.
Isskirsime du atvejus: kai terpé centrosimetriné ir necentrosimetrine. Kai terpé cent-
rosimetriné (pvz., stiklas, vanduo, oras), potencialo israiskoje nebelieka nelyginiy
laipsniy nariy. Judéjimo lygtyje paliks du nariai: tiesinis ir kubinis. O necentrosi-
metrinés terpés (pvz., anizotropinis kristalas) atveju U iSraiskoje lieka tiek lyginiai,
tiek nelyginiai nariai. Judéjimo lygtyje rasome tiesinj ir kvadratinj narius. Centrosi-
metrinés terpés dar vadinamos kubinémis, o necentrosimetrinés — kvadratinémis.

18.3.1. Kvadratiné terpé

Tokioje terpéje gali vykti tribangé saveika: dvi skirtingy dazniy bangos krinta j

medziaga, trecia yra generuojama. Uzrasysime krintanciaja banga:
(18.35) E(t) = Eye ™ + Eye™ ™2 4 (x).
Judéjimo lygtis Siuo atveju

(18.36) F 4 i+ aw? + aa? = —Z E(t).
m



235 18 SKYRIUS. KLASIKINE DISPERSIJOS TEORIJA

Cia a = %% Laikydami, kad laukas gana silpnas, mazo dydzio 7 eilés, spresime Sia
lygti pasitelke trikdziy teorija. Sprendinj skleisime eilute

(18.37) x =g 4 ) 4 G

Cia 20 ~ pbt 2k ~ 2 2GR ~ 93 ir t. t. [rase §i skleidinj j judéjimo lygti ir
surinke narius prie atitinkamy 7 laipsniniy nariy, gauname lygtis

(18.38) ) 4y 200 4 gz h) = ‘%E(t),
(18.39) FO) i) 2000 = [ (1K))2

ir t. t. (I838)) sutampa su (I8IF), tik dabar E(t) yra dviejy dazniy bangy super-
pozicija. Lygties sprendinys

(18.40) 21K — x(l)(wl)e—iwﬁ + x(l)(w2)e—iw2t + (*)’
¢ia
E'.
18.41 W, - i
( ) ) mD(w;)’
(18.42) D(w;) = wi — wj — inw;.

Gauta sprendinj jrasome j (I839). Desinéje esantis narys turés faziniy daugikliy,
kuriy dazniai tokie: +(w; +ws), (wy —ws), 12wy, £2w, ir 0. Pavyzdziui, dvigubam
dazniui 2w, turétume spresti lygti

—a(eB))2e 2t
m2D?(wy)

(18.43) 8P 4 2@ 4 Wi2® =

Ji sprendziama analogiskai kaip ir (I838)). Sprendinys:

_a(eE1)26—2iw1t

(18.44) Q) = D)

Sis sprendinys apraso antrosios harmonikos generacija. Kitu atveju, suminio daznio
generacijos,

_a62E1E2e—i(w1+w2)t
m2D(wy + wa)D(w1)D(ws)

(18.45) 2P (W) +wy) =
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Daznis (w; — wy) atitinka skirtuminio daznio generacija, jai

—ae’ B Bje~iwimw)t
m2D(w; — wo)D(w1)D(—ws)

(18.46) P (W) —ws) =

Pagaliau, kai generuojamas nulinis daznis (angl. optical rectification)

—ae*E B —ae*Ey B3

(18.47) 2®(0) = m2D(0)D (1) D(—w1)  m2D(0)D(w) D(—om)’

Tiesiné poliarizuotumo dalis skaiciuojama pagal formule
(18.48) PY = —eNzW = gy (W) E,

o kvadratinis poliarizuotumas skai¢iuojamas analogiskai, pavyzdziui, antrosios har-
monikos generacijos atveju

(18.49) PP (2w)) = —eNz® = ox® (2w, ) E2.
Y1 ir ¥ yra atitinkamai tiesinis ir kvadratinis jautriai. Klasikinéje dispersijos
teorijoje jie randami pagal
N
18.50 W (w;) = ——
( ) X (wj) 60mD(wJ) ’
(18.51) @ (20) = Nac”
’ X v €0m2D2(W1)D(2wl).

Aiskiai matyti, kad tiesinis ir kvadratinis jautriai yra tarpusavyje susije.

Reikia atkreipti démesj, kad Siame skyrelyje raséme tik skaliarinius dydzius,
nes laikéme, kad abiejy dazniy bangos (I837]) lygtyje yra vienodos poliarizacijos.
Jei raSytume vektorius, tai gautume, kad y® yra tenzorius, arba

(1852) P(z) (wl + (A)g) = 805(\(2) ((A)l + Wa, W1, WQ)El (wl)Eg(WQ).
Sis uzrasas yra sutrumpinimas tokio uzraso:

(18.53) Pi(z) (wl + CUQ) =£&p Z Xg-,)f(wl + wa, Wi, WQ)Ej(wl)Ek(WQ).
gk
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18.3.2. Kubiné terpé

Kai terpé kubiné, (I814) iSraiskoje atmetamas kubinis narys, 83 = 0. Tuomet spren-
dziama judéjimo lygtis

(18.54) F A+ mi + 2wl — b = —— B(#).
m

Cia b= —%%. Krintan¢iy bangy yra trys (keturbangeé saveika):
(18.55) E(t) = Ere™™" + Epe ™2 4 +Eze™™" 4 (%),

Sprendinio ieskome (I837) eilutés pavidalo. Gauname lygtis

(18.57) F) 4y @) 4 220 =
(18.58) £OF) 4y 2GR ng(?)k) — b[x(lk)]g,

Pirmosios lygties sprendinys
(18.59) 2P = 2 (y)em@1t 4 2 W (wy)e ™2t 4+ 2 M (wg)e ™3t + (%),

da xM(w;) apibréztas (I8AT). Lygties (I8506) sprendinys yra gestantis laike dél
nuostoliy 7, todeél

(18.60) ) =,

2% yra jvairiy dazniy komponenty, kurie gaunami, pakélus kubu %) superpozija.

Galimos jvairios kombinacijos. Cia panagrinésime saviveika, t. y., kai j terpe krinta
vieno daznio w banga ir kubinéje terpéje generuojama to paties daznio banga. Kartu
gali generuotis 3w daznio banga. Tuomet

(18.61) E(t) = Epe ™" + (%),

€E0
mD(w)’

(18.62) 200 = 2 (w)e ™ 1 (x), W (w) = —

(1863) x(3k) — ZI}'(?’) (w>€—iUJt 4 ZI}'(?’) (3w)6—i3wt + (*)
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Cia
bed| E2| Eo
3) - _ 0
(18.64) v w) m3D(w)2D(—w)’
be3E3
3) —_ 0
(18.65) ) (3w) D)

Panasiai kaip buvo jtrauktas kvadratinis jautris, jtrauksime kubinj jautrj . Bend-
ru atveju kubinis poliarizuotumas

(18.66) P (wy 4wy +ws) = & Z Xg.’,)d(wﬁ—ngtcug, w1, wa, w3) Ej(wr) By (w2) B (ws).

jkl
Saviveikos atveju
(18.67) PO(w=dwFw+w) =30x®(w=2wFw+w)|Ew)|EW).
Cia
(18.68) O (w) = b




19 SKYRIUS

Kvantiné dispersijos teorija™

19.1. Tiesiné teorija

Remdamiesi klasikine tiesine dispersijos teorija gavome ([I8.27]) tiesinio poliarizuo-
tumo iSraiska. Tiesinis poliarizuotumas PY) = gy (w)E, tiesinis jautris
2N

(19.1) x(w) = gom(wi — w? —inw)’

wo yra savasis elektrono svyravimo daznis. Kai skirtingi elektronai svyruoja skirtin-
gais savaisiais dazniais wy, tai tiesinis jautris yra suma

(19.2) xw) =" —80m(€wi\ff e

Cia N, yra elektrony, svyruojanéiy atitinkamu dazniu, skai¢ius. Sioje formuléje néra
nuostoliy nario v;. Matome, kad nuostoliy nejskaitymas lemia tiesinio jautrio didé-
jimg j begalybe ties w = wy. Norint gauti sugertj ir anomalig dispersija, butina jj
iskaityti. Taciau vis tiek klasikiné formulé néra gera. Aproksimuojant ja eksperimen-
tiskai iSmatuota poliarizuotuma, gaunama, kad Ny néra sveikasis skaic¢ius, o dazniy
wyr daugiau negu atome elektrony. Norint iSvengti Siy priestaravimy, reikia remtis
kvantine teorija.

Jau buvome gave dipolinio momento iSraiskg dviejy lygmeny atomui (T2.55).
Dabar mus domina ne atomo peréjimas is vieno lygmens | kita, o jo saveika su Sviesa,
lickant tame paciame lygmenyje \Ifk(? t). Sredmgerlo lygties su hamiltonianu Hy

bangines funkcijas dabar Zymésime kaip \If (? t). Srédingerio lygties sprendinys
ieskomas trikdziy eilutés pavidalo

(19.3) (7 1) =0T )+ O 1),

239
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I Sredingerio lygties (IZ.1) gauname

ou'?

(19.4) ih=—k= = Ha0?,
o N N
(19.5) ih= = = HyoM + HoO.
Atskiriame erdvine ir laikine dalis:
(19.6) WL (7 1) = (7)1 gy (77 )ik
Irasome j (I9.3)), gauname
%
~ Ey ¢
(19.7) h(we — w)ug = Haugy + — 1/11i0)7
_>
~ E, 0
(19.8) h(wk + w)ukg = Haupo + 02 ](60)‘

Cia 1&,(60) yra tikriné Hy funkcija, \If,(co)(?, t) = ,go)(?))e_iwkt. Be to, pasinaudojome
saveikos hamiltoniano israiska

- 1 . .
(19.9) H; = 7E0 cos(wt) = §?EO [ + 7] .

(I97) ir (19.8) neliko priklausomybiy nuo laiko. Skleisime wy; o tikrinémis atomo
hamiltoniano funkcijomis:

(19.10) up = AG e,
J

(19.11) upp = » AP
J

Dauginame is kairés (I9.7) ir (I9.8) is o0 ir integruojame pagal erdvines koordi-
nates. Pasinaudojame ortonormuotumo salyga:

(19.12) / PO = g,

Pazymime matricinj elementg

(19.13) b o = / O G O gy,
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Taigi, gauname

%
E 6,
(19.14) h(wy, — w) AL = hw, AN + OTk
_>
E
(19.15) (wy, +w) A2 = hw, AP 4+ #

IS Gia iSsireiskiame skleidimo koeficientus

%
E,0
19.1 AL H0Tnk
(19.16) F 2R (W — w)’
%
E,0
19.1 A® 0Tk
(19.17) ken 2h(wpi +w)’
¢ia
(19.18) Wk = Wi — Wh.

Surase A j u, o pastarasias j \Il,(j), gauname

E 9 E g
10.19) U7 1) = S 0Tk (0) it _Eob
(19.19) WV (7, 1) ;%(M_w)@b +22h%kw)
Liko suskaic¢iuoti dipolinj momenta:

(19.20) 7= /\IJ(O LoD F (@0 ey

Matytl kad laisvojo atomo dipolinis momentas lygus nuliui, [ \If(o

of \If “ Y \If(l d3r remiantis tiesine teorija yra nykstamai maZas. Be
0 yra ermltmls todél

(19.21) /wé”*?w,ﬁ%% = (/ AATIS d3r)

ir

(19.22) 7 / VO G OO B (x).

0) —iwrt—i
¢( )6 Wt zwt‘

H\Ifd—O

to, operatorius
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Suskaic¢iuojame pirmajj matricos elementa:

— E 9 —
19.23 o0 g gy = 0 it g it g
(19-23) / e AT ZQh k]+22hw]k+w ks

(ij -

Kai terpé izotropiné, gauname tiesinj poliarizuotuma:

2ka]|9kj|

(19.24) PO = Np=Y WML
hwi; — w?)

Ey cos(wt).

IS ¢ia uzrasome tiesinio jautrio iSraiska:

2ka\9k\2
(19.25) =2 e
j J

Palyginkime ja su klasikine (I9.2]). Matome, kad vietoje elektrony skai¢iaus Ny atsi-
randa dydis, nebutinai sveikasis skaic¢ius. Tas dydis vadinamas osciliatoriaus stipriu.
Be to, kitaip negu klasikinéje teorijoje, rezonansiniy dazniy gali buti be galo daug.
wy; gali buti neigiamas, todél osciliatoriaus stipris gali jgyti neigiamas reiksmes.



IX DALIS

Sviesos sklidimas tiesinéje ir netie-
sineje terpeje
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20 SKYRIUS

Tiesinés terpes

Dispersinéje terpéje sviesos impulsas sklinda grupiniu greic¢iu. Pakankamai ilgoje
terpéje pradeda reikstis dispersinis plitimas: impulso amplitudé mazéja, o trukme
didéja. Siuos procesus apraso dispersinio sklidimo lygtis.

20.1. Grupinis greitis

[6.3.1] skyrelyje buvo nagrinéjama dviejy skirtingy dazniy bangy sudétis — musimai.
Tuomet sudedamy banguy greic¢iai buvo vienodi. Dispersinéje terpéje skirtingy daz-
niy ir bangy ilgiy komponentai sklinda skirtingais greiciais. Sudedant dvi skirtingy
ilgiy skirtingais greiciais sklindancias bangas, gaunama bangy grupe, kuri sklinda
grupiniu grei¢iu. Kaip matome is pav., apatinés bangos antrasis maksimumas
pasivys virsutinés bangos antrajj maksimuma po laiko tarpo t = AX/Awv. Cia AN —
bangy ilgiy skirtumas, Av — greiciy skirtumas. Taigi bangy grupés maksimumas per
sitg laiko tarpg pasislinks atstumu A, o grupinis greitis u randamas pagal formule

A
(20.1) u:v—AK%
Kai A\ — 0 ir Av — 0, tuomet

dv
20.2 =v—A—.
(20.2) u="v )\d)\

Si formulé vadinama Reléjaus formule. Jrase j ja A = 27/k ir v = w/k iSraiskas,
galime parodyti, kad (20.1]) yra tapati tokiai grupinio greicio israiskai:

dw

20. _
(20.3) U=

245
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- L

v+ Av AN

20.1 pav. Schema Reléjaus formulés isvedimui

Salyga j—f’\ > 0 atitinka normaligja dispersijg, tuomet grupinis greitis yra mazesnis
uz fazinj. Anomaliosios dispersijos atveju 3—3’\ < 0 ir grupinis greitis virsija fazinj.

20.2. Sklidimo tiesinéje dispersinéje terpéje lygtis

Prisiminkime (I3.4]) Maksvelo lygtis laisvoje terpéje (J7 = 0):

VXB:MO%?)
el
VxE=-22
(20.4)
VeB =0,
VeE=0.

Gausime lygtj, kuri apraso sviesos impulso sklidimg tokioje terpéje. Laikysime, kad
terpé izotropiné, Sviesa tiesiskai poliarizuota. Dél to rasysime skaliarinius dydzius.
Impulsa E(t) galime pavaizduoti Furjé integralu

o0

1 )
(20.5) E(t) = 7 / E(w)e*dw.
Furjé komponentas
(20.6) B(w) = / E(t)e ™'dt.



247 20 SKYRIUS. TIESINES TERPES

Tiesinéje dispersingje terpéje poliarizuotumas priklauso nuo daznio
(20.7) PY(w) = goxV(w)E(w).

Rasime jo priklausomybe nuo laiko. Analogiskai kaip (20.5) parasome

PO(t) = % [ PO (w)etdw =
(20.8)
=2 [ xO(w)E(w)e“dw.

Irasome E(w) (20.0) israiska:

(20.9) P (t) 25—0 / /X(l)(w)E(t')ei“(t_tl)dwdt’.

Pazymime integrala

oo

(20.10) Ot — ) = / O (@)t

—00

Tai yra tiesinio atsako funkcija. Gauname

[e.e] [e.e]

(20.11) PW(t) = g / Xt —tYE{)dt = ¢, / XD )E(t —t)dt'.

—00 —00

Tai yra dviejuy funkcijy sasuka. Slinkties vektoriui galime parasyti

(20.12) DW(t) = goE(t) + PU(2).
Kadangi

(20.13) E(t) = 75(1&’)E(t — ¢t
tai N

(20.14) DW(t) =g, ]o e(tE(t —t))dt,
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(20.15) e(t) = o(t) + xW(t).

Paveikiame antraja (20.4) lygti rot operatoriumi:

(20.16) rot rot E=grad divE - A E = —% (rot B).

Pasinaudojame pirmaja ir ketvirtaja lygtimis:
(20.17) A E = py=— DW.

Cia peréjome prie skaliariniy dydziy. Pasinaudosime (20.14) D(t) israiska. | ja jra-
Sysime tokj F(t)

Cia A(t, z) yra impulso gaubting, wy ir kg — neslio daznis ir bangos skaic¢ius. Gauname

DW =< T cWNA(t — 1/, 2)ellwolt=t)—ko2) gt/ 1 (x) =
(20.19) = Leilwot=hoz)g, 7 eMNA(t — 1, 2)e ™0 dt' + (x) =

—00

_ %6i(w0t—koz)€0 f 8(1) (tl)e—iwot’ Z (=1)™ gm A (t,)mdt, + (*)

m!  ot™
—0o0 m=0
Suintegrave gauname
2020 DOts) = etk § CEATL ¢ ()
Cia,
(20.21) 5(w0) = f 5(1)(t/)e—iwot’dt/
ir
(20.22) an(;i(;‘jO) = (=)™ [ (') () e~ot' qt!,
0

—00
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20.17) lygtyje

(20.23)
_9’E _ 1 (04 2 i(wot—Fk
AE =G5 =3 (az2 - koA) elot=ho2) + ()
92D g o= (=)™ 9Me(wo) ((9mH24A ol 20mA Y\ Li(wot—k
= 2 Zo ml~owy \ armiE — 2iWo T — Wo gpm eilwot=koz) 1 ().
m=

Lygtis tuomet atrodo taip
(20.24)

8214 ) ) am+2A . am—l—lA amA
922 MO _kA mzzz c2m' &u (at R Oatm> =0

Sioje lygtyje paliksime iki antros eilés iSvestiniy pagal laikg narius. Be to, i$vestinés

om v ey N ) m . . .. . .
ai(ﬁ‘f()) iSreiskiamos per iSvestines %, pasinaudojus sarysiais n = n(w) = /e(w) ir
0 0

klw) =22 = @ Paliekame narius iki antrosios eilés laikinés isvestinés. Gauname

20.25 Rl L i A
( ) * * 022 w3 Ot?

0A 1 0A ;90 0?A KB PA 1 07A\ 0
0z Uo ot 2 ot? 2]{30 e

Cia ug ir gg yra grupinis greitis ir grupinio greicio dispersijos dazniui wg koeficientas:

uo —_= g% —_= g—(}:’
(20.26)
2
9= 55

Narius skliaustuose atmesime dél létai kintanciy amplitudziy artinio:

A 0A A 0A
(20.27) e e ]

Lieka lygtis

0A 1 0A 0?A
(20.28) R L)

0z  wug Ot 2 Ot?
Tai ir yra impulso dispersinio sklidimo tiesinéje terpéje lygtis. Ji uzrasyta létai kin-
tanciai impulso amplitudei. Palikti nariai tik iki antros eilés iSvestiniy. Ja galima
pratesti — jskaityti aukstesnés eilés iSvestines.

Sia lygtj galime gauti kitaip, pamate, kad ([20.17) lygtis spektrine kalba uzra-
sSoma taip:

(20.29) AB(W) = —Ze(w)E(w) = —k*(w)E(w).
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Sios lygties sprendinys yra (kai A pakei¢iamas j g—;)
(20.30) E(w,2) = E(w, z = 0)er*®)=,

Impulso gaubinés A(t) Furjeé vaizdas (5.36):

(20.31) S(Q,2) = / A(t, 2)e ™ dt,
jam randame
(20.32) S(Q,2) = S(Q, z = 0)ei k) —ko)z,

Létai kintanciy amplitudziy artinys yra tapatus siauro spektro salygai. Tuomet ga-
lime skleisti k(w) Teiloro eilute wy aplinkoje:

1
(20.33) k(w) = ko + Q— + 022 4
Uo 2

Cia Q2 = w — wg. Turime

(20.34) S(Q,2) = S(Q, 2 = 0) exp (zz L% + 90%2]) .

Tai yra tokios diferencialinés lygties sprendinys:

98 ([ | Goo

Si lygtis yra (20.28) lygtis spektrine kalba.

Matome, kad dispersinio sklidimo metu tiesinéje terpéje spektrinés amplitudés
modulis nekinta. Keiciasi tik jos fazé. Pratesus lygti aukstesnés eilés iSvestinémis,
prie treciosios eilés laikinés iSvestinés atsirasty h = % ir pan. Panagrinésime jvairius

lygties artinius.

20.3. Dispersijos teorijos artiniai

Dispersijos teorijos artinys priklauso nuo to, kiek (20.28) lygtyje palieckama nariy su
dalinémis iSvestinémis. Pirmuoju artiniu paliekamas tik pirmasis narys, antruoju —
du ir t. t.
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20.3.1. Pirmasis artinys

Pirmuoju artiniu (20.28)) lygtis atrodo taip:

0A 1 0A
20.36 —_— =
( ) 0z ug Ot
Tai yra paprasciausia bangineé lygtis. Jos sprendinys:
(20.37) A(t,2) = Aot — =),
Ug

Toks impulsas sklinda nekeisdamas savo formos. Taciau toks artinys galioja tik ma-
ziems atstumams z. Norint aprasyti kompleksinés amplitudes kitima dél dispersijos,
reikia atsizvelgti | aukstesnés eilés iSvestines.

20.3.2. Antrasis artinys

Antruoju artiniu impulso sklidimo dispersinéje terpéje lygtis atrodo taip:

DA 10A i 0*A

Sia lygti galima supaprastinti, pakeitus kintamuosius:

(20.39) f__:;’: .
Tuomet
(20.40) %_?(t',z) = %_z;l _ %u%’
2A(1,z) = 24
ir
) 2
(20.41) 88—’3@’,2) _ %gogtgl.

Si lygtis panasi j paraboline difrakcijos lygti, tik vietoje skersiniy erdviniy koordina-
¢iy x, y turime laika ¢. Ji apraso dispersinj impulso plitima. Sprendziama analogis-
kai kaip paraboliné difrakcijos lygtis (I0 skyrius). Ja iSsprende, kai pradiné salyga
— Gauso impulsas, gauname tokj atsakyma:

2 1

(20.42) A= ﬁ exp [—%m} :
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Cia

7_2
(20.43) Lq= 50
Sio dydzio modulis vadinamas dispersinio plitimo nuotoliu. Impulsas iglaiko pradine
forma, kol z < |Lg4|. Kai sklidimo nuotolis z artimas arba didesnis uz |Lg|, tuomet
panasiai kaip Gauso pluosto difrakcijos atveju gaubtinés amplitudé krinta, o plotis
didéja — vyksta dispersinis plitimas. [vertinsime dispersinio plitimo nuotolj kvarco
stikle. Bangos ilgiui \g = 1 pum GVD koeficientas gy ~ 107265?/m. Kai impulso
trukmeé 79 = 1 ps, |Lg| = 50 m, o kai 79 = 10 fs, |Lyg| = 5 mm.

20.3.3. Treciasis artinys
Kai terpé pakankamai ilga arba kai GGD koeficientas gy artimas 0, tuomet tenka
iskaityti ir treciosios eilés isvestine:

0A __ 4 92 A ho 93 A
(20.44) 3. = 39050 + § g

Tokia lygtis apraso gana sudétinga impulso gaubtinés kitima, prarandama simetrija
laiko t" atzvilgiu.

20.4. Modeliavimas. Uzduotis

Sumodeliuoti (20.28) lygti, kai pradiné salyga — Gauso impulsas:
t2

(20.45) A(t,z = 0) = agexp (‘?02) .

Cia ag ir 7y — impulso amplitudeé ir trukme.

Pries modeliuojant (20.28) lygti patartina sunormuoti. [traukiame bedimensius
kintamuosius

(20.46) T=t/r, Z=z/Lsy B=A/a,
¢ia Ly buvo apibréztas (20.43). Be to, jrasome charakteringaji nunesimo ilgj

(20.47) L, = mouo.

9B LB 9B

(20.48) 97 = L, or + 1972
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Ly
(=}

Intensyvumas
S o o
N oo ™

o
N

90 -5 R 5 10
T

20.2 pav. Impulso judéjimas dispersinéje terpéje. Ly/L, = 0,5, AT = 20/128, AZ =

0,01. Z: 0,01 (1); 4 (2). Modeliuota pagal (20.49) (juoda linija) ir (20.52)) (raudoni

rutuliukai)

Sia lygti modeliuosime pagal diskretizavimo schema:

(20.49) B(T,Z +AZ) = B(T,Z) + AZ (—%Dt + %Dtt) ,
Cia
1
(20.50) Dy = 537 (B(T + AT, Z) = B(T = AT, 7)),
(20.51) Dy = A1T2 (B(T + AT, Z) + B(T — AT, Z) + 2B(T, Z))..

Cia AT ir AZ yra laikinis ir erdvinis zingsniai.

Rezultatg galima palyginti su suskaic¢iuotu naudojant Furjé atvaizdavima. Im-
pulso spektras kintant atstumui kinta pagal (20.34]). Normuotuose kintamuosiuose

L 1
(20.52) S(Y,Z)=S(,0) exp (z'Z {L—dﬂl + EQQ]) :
Cia ¥ = Qry — normuotas daznis. Norint gauti S(,0), reikia atlikti pradinio

impulso By = exp(—T1"?) Furjé transformacija. B(T, Z) gaunamas atlikus atvirkstine
spektrinés amplitudés S(€, Z) Furjé transformacija.

20.2] pav. palyginti sie du skaic¢iavimo budai.
y,ocilab® programos ruosinys:

clear ; clc; close ;
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a=10;

Nt=128;
ht=2%a /Nt
t=—a:ht:a—ht;

aw=...;
hw=...;

w=—aw : hw : aw—hw ;

A0=...;// pradine salyga
A=A0;
SO=fftshift (fft (A0));

Nz=400;
hz=0.01;
ik=1;

for iz=1:Nz

) /——————= diskretizavimas
for it=2:Nt—1

A(it)=A0(it )+...;
end ;

Y

AO=A;

//

z=hzxiz ;
S=S0.x%x...;
A _analit=ifft (S);

//

/) ===== piesimas=—==
drawlater ();
delete(gce ());

plot(t,abs(A).72,°k’,t,abs(A_analit).” 2
set (gca (), 'data_bounds’,[—10, 0; 10,

drawnow ( ) ;
sleep (20)

1]

)

Y

ro’);
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//

end:

20.5. Faziskai moduliuoty impulsy sklidimas
(204T]) lygties, uzrasytos spektrine kalba, sprendinys yra

(20.53) S(Q,z) = Sp(Q) exp <—%goﬁ2z) .

Kaip minéta, sklisdama spektriné amplitudé nekinta, kinta tik spektro fazé pagal
désnj

(20.54) p(Q,2) = po(Q?) — T,

¢ia ¢o(Q2) yra dydzio Sp(Q2) faze. Matome, kad atsiranda kvadratine dazniné fazeés
moduliacija. Tokio tipo spektrinés fazés moduliacija yra budinga impulsui, kurio

kompleksinés amplitudés fazés moduliacija kvadratiné. Faziskai moduliuoto impulso
gaubtiné

(20.55) A(t) = a, exp (—:—;(1 + mo)) .

Cia 7, — fazés moduliacijos parametras. Kai vy = 0, §i formulé apraso nemoduliuota
Gauso impulsa. Kai vy # 0, impulso fazé

(20.56) o(t) = -t

Tokiam impulsui budinga tiesiné daznio moduliacija. I$ tikryjy, daznis

do
20.57 t) = —
( ) w(t) = wo + pre

ir daznio nuokrypis (deviacija)
(20.58) dw(t) =w —wy = ——5t
tiesiskai priklauso nuo laiko t. Fazés ir daznio priklausomybés nuo laiko grafikai,

kai parametro 7, zZenklai skirtingi, pavaizduoti 20.3] pav. Neslio daznio moduliacija
trumpai vadinama ¢irpu, o moduliuoti impulsai — ¢irpuotais impulsais.
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Yo > 0 Yo < 0
2 2
t
Yo >0 Yo <0
dw ow
t

20.3 pav. Fazés moduliacija
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a,2)/ | | @)1,
6/ 2
2t 3
4+ 3
1 N
& 2r 1
e P N i S o
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0 0,5 1,0 0 0,5 1,0
z/Ld z/Ld

20.4 pav. Amplitudés (kair¢je) ir impulso trukmes (desingje) priklausomybé nuo
sklidimo nuotolio z. v9g0 = 0 (1), Y090 < 0 (2), Y090 > 0 (3)

Kadangi Gauso funkcijos spektras taip pat yra Gauso funkcija, tai (20.59)
impulso spektro fazé irgi yra kvadratiskai moduliuota. Sklindant tokiam impulsui
dispersine terpe, dél dispersijos atsirandanti fazés moduliacija sumuojama su pradine
fazés moduliacija ((20.54]) formulé) ir esant tam tikram atstumui Sios dvi fazés gali
viena kitg kompensuoti. Sakoma, kad impulsas susifazuoja. Tuomet jo trukmé buna
maziausia. Ar spektro fazé gali pavirsti nuliu, dar priklauso nuo ~q ir gg zenkly.

Apskaic¢iave (20.55) kompleksinés amplitudés Furjé vaizda, gauname, kad spekt-
ro fazé
Q27‘2
20.59 Q)= —"L .
( ) ©o(€2) A1+ 78)%
Matome, kad ji kvadratiskai priklauso nuo daznio Q. Jei vygo > 0, tuomet atstumu
2z = zy impulsas susifazuoja. IS salygos ¢ = 0 randame

YoLa
20.60 20 = .

Amplitudés ir trukmeés kitimas kintant sklidimo nuotoliui pavaizduotas 20.4] pav.
Y090 = 0 atvejis atitinka faziskai nemoduliuota Gauso impulsa, sklisdamas terpe jis
dispersiskai plinta — amplitudé mazéja, o trukme didéja (1 kreive). 3 kreivé atitinka
faziskai moduliuoto impulso spuda. O jei vogo < 0, tuomet impulsas issifazuoja dar
grei¢iau nei nemoduliuotas impulsas, 2 kreive.
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21 SKYRIUS

Anizotropinés terpés

Anizotropinés medziagos pavyzdys — kristalas. Sitame skyriuje panagrinésime ploks-
¢iy monochromatiniy bangy sklidimg anizotropinése medziagose. Gausime Frenelio
lygtis, aprasancias fazinius ir grupinius grei¢ius. Matysime, kad gali sklisti dvi skir-
tingy greiciy bangos — paprastoji ir nepaprastoji. Vykstant netiesinéms parametri-
néms tribangéms sgveikoms dvejopas luzimas yra panaudojamas faziniam sinchro-
nizmui pasiekti.

21.1. Dielektrinés skvarbos tenzorius

M9.1 skyriuje buvo nagrinéjama kvantiné tiesiné dispersijos teorija, buvo gauta y
iSraiska izotropinei terpei. Kai terpé anizotropiné, matriciniai elementai 6,5, priklauso
nuo krypties. Tuomet tiesinis jautris, o kartu ir dielektriné skvarba yra tenzorius.
Poliarizuotumas uzrasomas taip:

(21.1) P =¢oxE

arba atskiriems vektoriaus P komponentams:

(21.2) Pi=gy »  xijE
§=1,2,3

Elektrinis slinkties vektorius

(21.3) D=¢E+P

arba atskiriems vektoriaus D komponentams:

(214) Dz = E()EZ' + o Z XijEj = Z €0 (52] + XZ]) Ej.
Jj=12,3 j=1,2,3

259
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Cia d;; yra Kronekerio delta. Trumpiau galima parasyti taip:

(21.5) D; = ZfijEj>
J

Cia

(21.6) gij = €0 (dij + Xi)

yra dielektrinés skvarbos tenzorius. Spinduliuotés energijos tankis w:

1

1 1
(21.7) w=; (B D)= ZZ:E,-DZ- =3 ZJ:E,'EZ']'E]'.

Galima parodyti, kad dielektrinés skvarbos tenzorius yra simetrinis. IS tikruju, (21.7)
lygybéje sukeite ¢ ir j indeksus vietomis, gauname

1
(21.8) w= 3 > EjejiE;.
]

Is pastaryjy dviejy lygciy uzrasome:

1
(21.9) 0=3 Y (e — i) BiE
i
todél
(2110) €ij = &ji-

Taigi, dielektrinés skvarbos tenzorius yra simetrinis.

[traukime naujus kintamuosius

Tuomet (2L7) energijos tankio iSraiska galime perrasyti taip:

(21.12) > ey =1
4,J

Sia lygybe galima padaryti paprastesnio pavidalo:

(21.13) e.8° + eyt +e.2% =1,
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21.1 pav. Pagrindinés dielektrinés skvarbos tenzoriaus asys

tinkamai orientavus koordinaciy asis. Tuomet dielektrinés skvarbos tenzorius yra
jstrizas (diagonalus):

e, 0 0
(21.14) = 0 g O
0 0 e,

(2I13) yra elipsoido lygtis, o z, y, z — pagrindinés dielektrinés skvarbos tenzoriaus
aSys. Elipsoidas pavaizduotas 21.1] pav.

Anizotropiniame kristale elektrinio slinkties vektoriaus D komponentai
(21.15) Dy, =¢e, By, Dy=¢yE,, D,=¢,E..

Bendru atveju e, # ¢, # €., todel E ir D vektoriai nelygiagretus, Z1.2] pav.

21.2. Ploksciosios monochromatinés bangos ani-
zotropinéje terpéje

Uzrasykime dar karta Maksvelo lygtis:
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Yy
D, D

E, (D, T

21.2 pav. Elektrinio lauko stiprio ir slinkties vektoriai

rot H =22

ot
_ o)
rot E = _a_]?v
(21.16)
div B =0,
div D = 0.

Tegu visi keturi vektoriai E, D, B ir H yra ploksc¢iosios monochromatinés bangos:

E = Egexp (—i(wt — kr)), D = Dgexp (—i(wt — kr)),
(21.17)
B = Byexp (—i(wt —kr)), H=Hgexp (—i(wt — kr)).

Eq, Dy, By ir Hy yra pastovus vektoriai. Be to, laikysime, kad terpé nemagnetiné:
B = uoH. Irase ([2Z1.17) israiskas j (ZI.16) lygtis, gauname

-k x H =wD,

k x E=wpH,
(21.18)

k-D=0,

k-H=0.

Jtraukime vienetinius vektorius n = k/k ir 7 = S/S, ¢ia S yra Pointingo vektorius.
7 vadinamas spinduliniu vektoriumi. I (21.18) matome, kad vektorius n statmenas
vektoriams D, H. O i$ Pointingo vektoriaus apibrézimo S ~ [E x H] zinome, kad 7
yra statmenas E ir H vektoriams. Kaip minéta, E ir D vektoriai tarpusavyje nely-
giagretus, ir, kaip paaiskéja i$ (ZLI8]), abu statmeni vektoriui H. Vektoriy kryptys
parodytos pav.
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H 2

21.3 pav. Vektoriy tarpusavio kryptys

21.3. Frenelio lygtis faziniams greiciams

IS antrosios (2I.I8) lygties isreiske H ir jrase jo israiska i pirmaja lygti, gauname

(21.19) n(nE) — E + yov°D = 0.
Cia v = w/k. I§ (ZLI5) turime
(21.20) D, = ¢,E;.

Tuomet (20.19) lygtis atskiriems vektoriaus E komponentams atrodo taip:
(21.21) n;(mE) — Ei(1 — v?pee;) =0, i =1,2,3.

Tegu krintanciosios bangos elektrinio lauko stiprio vektorius E orientuotas isilgai
pirmosios pagrindinés dielektrinés skvarbos tenzoriaus asies. Tuomet

(2122) Dl = ElEla D2 = D3 = E2 = E3 = O,
7 lygiagretus n, ir E statmenas n. I 2L2I) gauname
(21.23) B (1 —vipge;) =0,
ir

1
\/€1l~bo'

(21.24) v =
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Pazymékime
(21.25) L 1923
: v = ——, i=1,2,3.
vV Eilo
Greidiai v; yra pagrindiniai bangos sklidimo grei¢iai. (ZL21]) lygti tuomet galime
perrasyti taip:

(21.26) ni(nB) — Bi(1— =) =0, i =123
Y

Padaugine sig lygybe i

(21.27) 1 -
o7

susumave pagal ¢ ir pasinaudoje tuo, kad

Z n;B; = (nE),

(21.28)
anz =1,
gauname
3
(21.29) > =0,
i=1

Tai yra Frenelio lygtis, leidzianti nustatyti bet kokia kryptimi sklindancios bangos
fazinj greitj v

Padaugine ([2I.19)) lygti skaliariskai i$ D ir pasinaudoje (2L.20) gauname

(21.30) —Y " &iE} + pv*D* = 0.

I$ Sios lygties ir (21.25]) gauname
1
(21.31) v? = B ZU?D?.

Matome, kad fazinis greitis visiskai priklauso nuo vektoriaus D krypties.

Panagrinékime (2I.29)) lygties sprendinius. Matome, kad v negali buti nei di-
desnis, nei mazesnis uz visus v;. 21.4] pav. pavaizduotas tokios funkcijos grafikas:

(21.32) F?) = Z n

v — 2’
i=1
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f(v2)

21.4 pav. Funkcijos f(v?) grafikas

Si funkcija kerta nulj dviejuose taskuose, vadinasi, galimi tik du grei¢iai o' ir v”.
Parodysime, kad juos atitinkantys vektoriai D’ ir D” yra statmeni vienas kitam.
Tam uzrasome dvi lygtis:

n(nE') — E' + pev”?D’ = 0,
(21.33)
II(IIE”) —E" + NOU”2D” =0.

Pirmaja padauginame is D" antraja — i§ D’ ir atimame vieng i$ kitos. Gauname

(21.34) (D'E" — D"E/) — 119 (v — v"*) D'D" = 0.

Kadangi

(21.35) DE' =Y ¢,EE/ =Y c;EE =D'E,
vJ 1,]

tail

(21.36) D'D" — 0.

Iki siol nagrinéjome Sviesos sklidimg anizotropinéje terpéje, gavome Frene-
lio lygtis (ZI.29) faziniams grei¢iams nustatyti. Dabar panagrinésime, kaip sklinda
energijos srautas, kurio kryptis sutampa su Pointingo vektoriaus kryptimi. Grupinis
greitis v, su faziniu v susijes sarysiu [19]:

(21.37) vy =v/(n7).
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Sj sarysj galima parodyti, suskai¢iavus v, = g—‘g i§ Frenelio lygties. Cia to nedarysime.

Vektoriskai padaugine pirmaja bei antraja (21.I8) lygtis i3 7, gauname tokias lygtis:

(7K H =w7 x D,
(21.38)
(7K)E = —wpuo 7 x H.

IS pirmosios lygties isreiskiame vektoriy H ir jrasome gauta israiska j antraja lygtj.
Tuomet gauname:

(21.39) (TK)E = —w?uo (7(7D) — D) /(Tk).
Pasinaudojame sarysiais k = nk, v = w/k = v,(n7), ir gauname
(21.40) 7(7D)-D+—E=0.

HoVz

Si lygtis analogiska (2L.I9), tereikia atlikti pakeitimus:

1
(21.41) n—7, E=D, D—E, pp’— —.
HoVy
I$ (21.40) pagrindiniams spinduliniams vektoriams v,;, atitinkantiems situacija, kai
E vektorius lygiagretus vienai iS pagrindiniy dielektrinés skvarbos tenzoriaus kryp-
¢iy, gauname

1
= ;.
VEilo
Taigi, pagrindiniai grupiniai grei¢iai sutampa su pagrindiniais faziniais greiciais. Juos
zymesime v;. (Z140) lygtis atskiriems vektoriy komponentams atrodo taip:

(21.42) Vpi =

(21.43) 7(7D) — D;(1 — =) =0.

IS Sios lygties, analogiskai kaip gavome (21.29) i$ (2I.26]), gauname

2,,2
(21.44) Y S =o.

)2
i /Ui /UT’

Be to, galime parodyti, kad

1 1« E
(21.45) e §ZF

taigi grupinj greitj lemia vektoriaus E kryptis. Galimi du grupiniai grei¢iai, ir juos
atitinkanciy bangy elektriniai lauko stipriai yra tarpusavyje statmeni.
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21.5 pav. Spinduliniy greiciy elipsoidas
21.4. Dvejopas luzimas

(2L.13) lygtyje pakeite z; | \/fox;, gausime:

2 2 2
(21.46) S A

2 2 2
vy v, v

Gia z; = E;\/lo/V2w, o v; — pagrindiniai greiciai, apibrézti (2L.25). Si lygtis apraso
elipsoida, pavaizduota pav. Tai yra spinduliniy greiciy elipsoidas. Kaip zinome,
bendru atveju elipsoida galima kirsti dviem budais taip, kad pasidaryty apskritimas.
ASys, statmenos Siems apskritimams, yra vadinamos optinémis asimis. Jei du is trijy
spinduliniy greic¢iy sutampa, turime sukimosi elipsoida. Tuomet yra tik viena optiné
adis, ir ji sutampa su sukimosi adimi. Sitaip kristalai skirstomi j vienagius ir dviasius.
Toliau nagrinésime tik vienasius kristalus (v; = vg). Matysime, kad kristalu gali
sklisti dvi skirtingy greiciy ir poliarizacijuy bangos. Toks reiskinys vadinamas dvejopu
luzimu. Gausime spinduliniy greic¢iy ir luzimo rodikliy lygtis.

Pazymékime spindulino grei¢io vektoriy r = T, ir jo komponenty r; = z; =
7. Tuomet ([21.44) Frenelio lygtyje 7; = z;/v,, ir

wiv}
(21.47) Zl T = 0.

Bendru atveju si lygtis apraso ketvirtos eilés pavirsiy. Panagrinékime paprastesnius
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atvejus. Tegu 3 = 0. Tuomet turime

afv}  adv)
(21.48) o B
vy — U, Uy — U,

. Ve . v 1 . . v 2 . 2 2
Padauginame Sig lygtj i$ g I frasome v, = a7 + z5. Gauname

2

i T
(21.49) : =— 2
vivd — o3 (af +a3)  vfvd —of (af + 23)
ir
(21.50) vivs (2 + 23) = (2] + 23) (via} + v

Is cia kyla

2 2
(21.51) ol
vy U1

2

22,

2 2
2L

).

Tai yra pirmosios bangos spinduliniy greic¢iy lygtis. Antrosios bangos spinduliniy

greiciy lygti gauname is salygos

(21.52) v — v?
Ji atrodo taip:

2 2

(21.53) S

vz U3

=0.

=1

Panagrinékime, kokios yra pirmosios ir antrosios bangy poliarizacijos. Kai 3 = 0,

is (21.45) lygties turime
1 1

(21.54) -

2 2~ 2
xi+z; LK

Pirmajai bangai, kuriai galioja (2LE1]), esant v; = vq, gauname

).

(E§+E§+

p)
Uy

1 1 (E?+ E?
21.55 —=— =L
— (7
taigi
(21.56) F5=0.

O antrajai bangai, remdamiesi (2.53), gauname

(21.57) 1o % (

2
U3

E} + E%

vf

£y

2
U3

Es

2
U3

Es

D)
U3

)
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ir
(21.58) E,=FE,=0.

Abiejy bangy 7 vektorius yra statmenas z asiai, nes x3 = 0. Pirmosios bangos
E vektorius statmenas ir 7, ir z aiai. Pirmoji banga yra poliarizuota statmenai
plokstumai, kurioje guli 7 ir z asis. Si ploksStuma vadinama pagrindine plokstuma.
O antrosios bangos F = FEj, tai reiskia, kad poliarizacijos vektorius guli pagrindinéje
plokstumoje. Pirmoji banga vadinama paprastaja (angl. ordinary) arba o banga,
antroji — nepaprastaja (angl. extraordinary) arba e banga.

Nagrinéjome ([2I.47) lygti tuo atveju, kai x3 = 0. Analogiskus rezultatus gau-

tume, kai 1 = 0 arba x5 = 0. Kai 1 = x5 = 0, t. y. banga sklinda lygiagreciai su

optine asimi (vienasis kristalas, v; = vy), tuomet 72 = 23 ir

w3v3 (vf — 73) (v — 3)

(21.59) — 0.

2 _ 2

vy — T

Vienai bangai gauname

r3 =vy, B = F;, kitai turime

(21.60)
T3 = Vg, FE = E2.

Kai v; = vq, abi bangos sklinda vienodais greiciais, is¢jime susidaro elipsiskai polia-
rizuota banga.

Panagrinékime (2L.29) Frenelio lygtj faziniams grei¢iams. Gausime luzimo ro-
dikliy lygtis. Kadangi k = w/v, tai v = w/k. Vektoriaus n dedamoji n; = k;/k. Taigi
turime

2
(21.61) > =0

2 _ wf
i—1 Y T %2

Nagrinésime atvejj, kai k, = 0. Tuomet is (ZL61]) iSvedame dvi lygtis:

kz N
v%——ﬁ‘ﬂ - vg——ﬁ‘ﬂ !
k4% +k k4% +k
(21.62) cr cr
2w
vy~ e =0
Pazymeésime
. w . w
km - ana kz znZ7
(21.63)
C C
V1 =V = ~, U3 = —~,
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¢ia n,, n, yra luzio rodikliai, atitinkantys fazinius greic¢ius z ir z kryptimis. n, ir n.
yra paprastosios bei nepaprastosios bangy luzio rodikliai. IS antrosios (Z1.62)) lygties
galime uzrasyti

2 2
c c
21.64 — ==
arba
2 2
n, +n,
(21.65) o =1.
I pirmosios ([ZL63) lygties turime
2 2
n:c nZ
(21'66) 2 2 2 2
nZ  nZ+n? nZ  nZ+n?
Is Sios lygties gauname
2 2 2 2
n n n n
21.67 - ——2 =24 —F
IS pastarosios lygties uzrasome
2 2
Ny, n, o
(21.68) n_g + n_?, =1.

(21.67) yra lygtis paprastosios bangos luzio rodikliams x ir z kryptimis, (2L68) — ne-
paprastosios bangos. Pastaroji yra elipsés lygtis. Kristalai, kuriy n. < n,, vadinami
neigiamais kristalais, o tie, kuriy n. > n,, — teigiamais.



22 SKYRIUS

Netiesinés terpeés

Kai spinduliuoté yra pakankamai intensyvi, efektyvioji potenciné energija negali
buti apragoma parabole. Vyksta nauji, netiesiniai, reiskiniai. Cia aptarsime tre¢ios ir
antros eilés netiesines terpes. Nagrinésime tik parametrines saveikas. Tai yra tokios
saveikos, kuriy metu Suoliai vyksta tik j virtualius lygmenis ir galutinis energijos
lygmuo sutampa su pradiniu.

22.1. Kubinés terpés

22.1.1. Netiesinis luzio rodiklis

Panasiai kaip 20.2 skyriuje naudojome tiesine atsako funkcija x™(¢), dabar pasi-
telkime netiesine atsako funkcija. Kubinio poliarizuotumo priklausomybé nuo laiko
randama i§ Furjé transformacijos:

[e.e]

1 )
(22.1) P® (t) = W / P® (wg = wy + wy + ws) exp(iwyt)dw; dwadws,
cia
(22.2) P(g) (W4 = W1 + W9 + CU3) = 60)2(3) (wl, wa, W3)E(w1)E(w2)E(W3).

Integrala (22.1)) galima uzrasyti kaip

(22.3) PO (t) = ¢ / dt'dt"dt" Bt ¢ ") E(t—tE({t—t' —t"E(t—t' —t" —t"),

0

271
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¢ia kubinio atsako funkcija
(22.4)
2(3) (t/, t”, t”/) —

=/ X3 (w1, wa, ws, wy = W1 + wa + ws) exp(i(wy + wa + w3 )t + i(ws + w3 )t + iwst) X

deldWQdW3.

Panagrinékime, koks yra P®)(¢), terpe sklindant $viesos impulsui, kurio elektrinio
lauko stipris:

(22.5) E(t,r) = %eA(t) exp (i(wt — kr)) + (+).

Cia e yra poliarizacijos vektorius. Atkreipsime démesj, kad ¢ia rasomas daugiklis
1. Jo neraséme (IBGI) formuléje, bet dél to pasikeicia tik amplitudés dydis. Ter-
pé yra izotropiné, Sviesos poliarizacija tiesiné, vietoje vektoriy ir tenzoriy rasysime

skaliarus. [rase (225) i (22.3) gauname
3 .
(22.6) PO(t,r) = §50X(3) (W) AP AR 4 () + (3w).

Cia tarta, kad A(t) kinta daug le¢iau negu x® (¢, ¢”, "), t. y. netiesinis atsakas yra
neinercinis. (3w) Zymi narius su trigubo daznio komponentais. Ju toliau nenagrine-
sime. Pirmasis (22.6]) narys kinta tuo paciu dazniu kaip ir krintancioji banga; Sis
narys apraso impulso savimoduliacija. Panagrinékime, kaip pakinta terpés luzio ro-
diklis dél netiesinio atsako. Elektrinio lauko slinkties vektorius kubinio netiesiskumo
terpéje

(22.7) D(t) = goE(t) + PO(t) + PP (t) = DV + pB),
(22.8) DW(t) = gB(t) + PY(t).

Kaip ir anksé¢iau, uzrasome tiesinj slinkties vektoriy

(22.9) DW(t) = ¢, / cOEt —t)dt,

— o0
Cia

(22.10) W) =6t) + xV(2).
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[rase (22.3) i (22.9), gauname

(22.11) DY (t) = e M (W)E(2),
(22.12) eM(w) =1+ xD(w).

Priminsime, kad w yra impulso neslio daznis. Cia vél laikyta, kad atsakas neinercinis.
Taigi gauname

D(t) = eoeW(w)E(t) + %on(?’) ()| AP AWtk 4 (%) =
(22.13)
=0 (eW (W) + $xP (W)|A]?) E = egeE.

Cia dielektrine skvarba

(22.14) e=eW(w) + Zx@) (w)] A2

Luzio rodiklis n su dielektrine skvarba susijes sarysiu

(22.15) n?=e.
Pazymékime

(22.16) nZ = eW(w),
tuomet

(22.17) n® =e=nd+ 3x®(w)| A%

Menamoji ) dalis aprago tiesine sugertj, o ¥ (w) menamoji dalis — dvifotone
sugertj. Laikysime §iuos du procesus nereikimingais ir kad n? yra realus. Tuomet
kai laukas gana silpnas

n = no\/l -+ %X(3)|A‘2 ~ng+ %X(g)‘AP
(22.18)
= Ny + An

22.1 An = 3| AI?
(22.19) "= g | Al
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yra netiesinis luzio rodiklio pokytis. Dar yra naudojami tokie zyméjimai:
LR (1)
(22.20) n=ngy+ §n2|A| +mng+ny 1,

¢ia I — intensyvumas, lygus

(22.21) I= C”;5°|A|2,
(22.22) ny = 5 x®,
4710

(I ‘A|2 N9 3X(3)
22.23 = = = )
( ) M2 "2oT ceong  4ndegg

Atkreipsime démesj, kad Cia nagrinétas tik toks atvejis, kai krintancioji banga yra
tiesiskai poliarizuota. Apskritiminés poliarizacijos atveju netiesinis luzio rodiklis yra
kitoks [6]. Tuomet reikia atsizvelgti i tenzorines x® savybes ((I8.66) formulé).

22.1.2. Netiesiné Srédingerio lygtis

Netiesiné Sredingerio lygtis apraso impulso sklidima kubinio netiesiskumo terpéje.
Ji gaunama panasiai kaip (20.28) lygtis. Kubingje terpéje vietoje banginés lygties
(20.17) turime

2

W, % pe

t. y. prisideda narys, kurio poliarizuotumas kubinis. Antroji jo iSvestiné pagal laika
skai¢iuojama apytiksliai, remiantis létai kintanc¢iy amplitudziy artiniu:

(22.24) AE = pio5 5D

9*p® 3 :
oo~ e VAR AR ()

(22.25)

Tuomet gauname lygtj (Laplaso operatoriy A pakeite j g—;)

aA 1 0A .go 0214 3 (3) CU2
— = = = X 5
0z  wug Ot 2 Ot? 8 c2k?

Atlike pakeitimg (20.39), gauname lygti

0A g082A 24

(22.26) |A]2A.

(22.27)
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ia apostrofai numesti. Si lygtis vadinama netiesine Srédingerio lygtimi. Joje

3x®Ek
22.28 === =
( ) B R

yra netiesinio rysio koeficientas. Antrasis netiesinés Sredingerio lygties narys apraso
impulso dispersinj plétimasi, treciasis — saviveika.

22.1.3. Netiesinés Srédingerio lygties normavimas

Pries modeliuojant Srédingerio lygtj patartina sunormuoti. Panagrinekime atvejj,
kai krintancioji banga — Gauso impulsas, kurio kompleksiné amplitudé

(22.29) A(t,z = 0) = A(t) = agexp(—t*/75).
Pazymeésime

T = t/T(],

A= CI,QB,
(22.30) L= gz

7_2
Ld = go(ﬁ
Z =1

Cia Ly yra dispersinio plitimo nuotolis, L, — netiesinis ilgis, T, Z, B — bedimensiai
laikas, nuotolis ir amplitudé. Padarius Siuos pakeitimus, netiesiné Srédingerio lygtis
buna tokio bedimensio pavidalo:

OB 10°B Ly

+-—— — —|B’B=0.

(22.31) 57 T 1o I

22.1.4. Savimoduliacijos modeliavimas. Uzduotis

Panagrinékime (22.27) lygties paskutinio nario jtaka impulso gaubtinei ir spektro
kitimg sklidimo netiesinéje terpéje metu. Laikysime, kad dispersija nedidelé, tuomet
turime

DA .
(22.32) i~ flAPA=0.
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1,0 : ?.
0,8 N
06
o 1
%) ¥
0,4 i
0,2 o
N AV.V. VAN
40 20 0 20 40
QTO

22.1 pav. Spektro kitimas dél savimoduliacijos. z/L,: 0 (bruksniuota linija), 20 (is-
tisiné linija)

Sia lygti normuosime Siek tiek kitaip negu praeitame skyrelyje. Kadangi dispersinio
nario néra, tai sklidimo nuotolj patogu normuoti j netiesinj ilgj:

(22.33) Z = z/Ly.

Cia L, yra apibréZiamas taip pat, kaip praeitame skyrelyje. Pazyméje B = A/ay,
gauname

OB 2
(22.34) iw—|BB=0.

Si lygtis gali buti iSspresta analiziskai. Kompleksiskai sujunkime sia lygti:

0B’
Y

Padauginkime (2234)) is B*, o (22.37) i§ B ir atimkime viena i$ kitos. Gauname

(22.35) —|B|*B* = 0.

o|BI* _

(22.36) 5y =0

Is ¢ia kyla svarbi iSvada: savimoduliacijos metu amplitudé nekinta. Galime parasSyti

OB ,

Sios lygties sprendinys yra

(22.38) B = Byexp (—i|By|*Z) .
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—0.45 ) 0 1 2
T

22.2 pav. Gauso impulso daznio pokytis dél savimoduliacijos

UzZduotis. Atlikti Sio sprendinio sparciaja Furjé transformacija, kai impulsas yra
Gauso: By = exp(—T?). Pavaizduoti, kaip spektro gaubtiné priklauso nuo sklidimo
nuotolio (ZZ1] pav.).

Fazés pokytis dél savimoduliacijos lygus
(22.39) Sp = —|Bo|*Z

ir atsirandanti daznio moduliacija

ddp  0dp
22.40 ow=—= .
( ) v ot 7‘08T
Sklindant Gauso impulsui turime
(22.41) Todw = 27T exp(—2T2).

Daznio pokycio grafikas pavaizduotas 22.2 pav. Matome, kad dazniné moduliacija
koordin¢iy pradzioje yra arti tiesineés.

22.1.5. Srédingerio lygtis esant normaliajai ir ano-
maliajai GGD

Matéme, kad fazés pokytis dél dispersijos Gauso impulso atveju yra

2t?

22.42 ) = ———.
2242 PO B0 (L3 + 2)
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a
GGD
b
c
S p L_j d a _.-.v-.....
blatra
e

22.3 pav. a — daznio pokytis dél fazinés savimoduliacijos, b — daznio pokytis dél
grupiniy greiciy dispersijos, ¢ — Gauso impulso gaubtiné, d — susiformaves plokscios
virsunés impulsas, e — daznio pokytis

Dél to atsirandantis daznio pokytis

zt

22.43 ) = —
28 “een = G 2+ )

Jo zenklas priklauso nuo grupiniu grei¢iy dispersijos (GGD) koeficiento gy zenklo.
Kai GGD normalioji, gy > 0, kai anomalioji gy < 0. Kai gg > 0, dél savimoduliacijos
ir dispersijos atsirandanciy daznio moduliacijy zenklai sutampa, impulsas netiesinéje
terpéje plinta sparciau (223 pav.). Impulso krastuose vyksta spuda, dél to sklinda
plokséios virsunés impulsas.

Anomaliosios GGD atveju atsirandantys dél GGD ir saviveikos ¢irpai gali kom-
pensuoti vienas kitg, tuomet formuojasi solitonai.
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22.1.6. Split-step Fourier metodas. Uzduotis

Netiesiné Srédingerio lygtis gali biiti sprendziama split-step Fourier metodu. Siuo
metodu modeliuojamos netiesinés diferencialinés lygtys su dalinémis iSvestinémis.

Netiesine Srédingerio lygti
0A g *A

22.44 =—— —iB|A]PA
( ) 0z i ot? i1 A]
galime uzrasyti bendresniu pavidalu:
0A ~ o~

22.4 ~=(D+N)a
( 5) 0z +
Cia operatoriai

N . 52

D =iz,
(22.46)

N = —iB|AJ%

Formalus ([22.45)) lygties sprendinys yra [2]
(22.47) A(t, 2) = exp ((f) FN) (2 — zo)> Ao,

Cia Ag(t) = A(t, z). Pazymékime h = z — z, tuomet

(22.48) A(t, 20 + h) = exp ((f) + N)h) A, 2).
Sioje israiskoje esan¢ios eksponentés skleidinys Teiloro eilute yra

P P e
(22.49)  exp ((D + N)h) =1+ (D+ N)h+ (D*+ DN + ND + NZ)% + ..

Palyginkime §j skleidinj su tokiu

exp(Dh) exp(Nh) = (1+ Dh+ D*2 1+ )1+ Nh+ N?2 ) =
(22.50)
=1+ (D+ N)h+ (D*>+2DN + N)2 4 .

Nesunku matyti, kad jeigu operatoriai Dirt N nekomutuoja, tai yra DN —-ND #0,
tuomet sie du skleidiniai nesutampa. Taciau jeigu zingsnis h yra pakankamai mazas
ir galime atmesti O(h?) tikslumo narius, tuomet (22.49) eksponente galime prilyginti

eksponenciy sandaugai (22.50):

(22.51) exp ((IA) + ]V)h) = exp(Dh) exp(Nh).
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Vietoje (2Z48) turime

(22.52) A(t, 20 + h) = exp(Dh) exp(Nh)A(t, ).
Pazymékime
(22.53) Ay(t, 2 + h) = exp(Nh)A(t, o).
Aiskiai matyti, kad A; yra diferencialinés lygties

0A; <~
22.54 —— =NA
(22.54) 0z !

sprendinys. Si lygtis yra paprasta diferencialiné netiesiné lygtis. Jg galima spresti
Rungeés ir Kuto ketvirtu metodu, kai pradiné salyga A(zp). leskomas dydis

(22.55) A(t,z0 + h) = exp(Dh) A,
yra lygties

0A -
(22.56) 5, = DA

sprendinys. Tai yra tiesiné lygtis su dalinémis iSvestinémis. Ji sprendziama naudojant
Furjé transformacija. Atlike (22.50) Furjé transformacija pagal laika gauname lygti
0S(Q, z)

(22.57) == —z’%QQS(Q,z).

Sios lygties sprendinys
(22.58) S(Q, 20+ h) = S(Q, z0) exp (—i%ﬁ%) :

Atlike dydzio S(2,z9 + h) atvirkstine Furjé transformacija, gauname ieskoma
A(t, zo + h). Norint rasti A(t, zg + 2h), pradiné salyga prilyginama gautam sprendi-
niui A(t, zo + h) ir atliekami tie patys veiksmai: sprendziama netiesiné lygtis (22.57]),
paskui diferencialiné lygtis (22.56]). Iteruojant N karty randamas A(t, zg + Nh).
([22.51) galima simetrinti:
(22.59)
exp ((ﬁ + N)h) — exp ((B/z + N+ B/z)h) — exp(Dh/2) exp(Nh) exp(Dh/2).

Tuomet kiekviename zingsnyje reikia spresti tris diferencialines lygtis: viena karta
tiesine su dalinémis iSvestinémis zingsniu h/2, paskui netiesine zingsniu h ir vel
tiesine zingsniu h/2. Pazymesime, kad simetrizuoto split-step Fourier metodo atveju

tikslumas yra didesnis, nes eksponenciy skleidiniuose sutampa nariai iki O(h3), o ne
O(h?), kaip buvo taikant paprasta split-step Fourier metoda.

Uzduotis. Sumodelivoti (2231]) lygti split-step Fourier metodu.

wocilab“ programos ruosinys:
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clear ; clc; close ;

function AAl=func(z,AA0,NNt)

sigma=—10;// netiesinio rysio koeficientas
AA1(1,1:NNt)=—sigmax*(AAO(1,1:NNt).724+AA0(2,1:NNt)."2).%*AA0(2,1:NNt);
AA1(2,1:NNt)=sigmax*(AAO(1,1:NNt)."2+AA0(2,1:NNt)."2).xAA0(1,1:NNt);
endfunction

//
a=20;
NNt=512;
ht=2%a /NNt
t=—a:ht:a—ht;

aw=...;
hw=...;

w=aw : hw:aw—hw;
w=fftshift (w); // gudrybe, kad nereiketu ’shiftinti’
// daug kartu cikle pagal z

AO=exp(—t.72); // pradine salyga — Gauso impulsas
SO=(fft (A0));

Nz=100;

hz=0.05;

z=0:hz /2:hz;
//::::::: p’]:esimals

subplot (2,1 ,1)

plot (w,abs(S0).72,’k’");

set (gca (), 'data_bounds’,[—20, 0; 20, 400])
figl=gce ();

subplot (2,1,2)

plot (t,abs(A0).72,°k’);

set (gca (), 'data_bounds’,[—10, 0; 10, 1])
fig2=gce ();

//

for iz=1:Nz
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AAO=[real (A0); imag(A0)];

AA=ode(AA0,0,z,list (func ,NNt))

AO=AA(1 ,NNt+241:3%NNt)+%i*AA(2 ,NNt*x2+1:3xNNt ) ;
SO0=...;
S=S0. % ...
A0=...;

/) ===== piesimas=—===

drawlater ();

delete(figl);

delete(fig2);

subplot (2,1 ,1)

plot (w,abs(S0).72, 'k’ );

set (gca (), 'data_bounds’,[—20, 0; 20, 400])
title ("Spektras’);

figl=gce ();

subplot (2,1,2)

plot (t,abs(A0).72,°k’");

set (gca (), 'data_bounds’,[—10, 0; 10, 1])
title ("Amplitude ’);

fig2=gce ();

drawnow ( ) ;

sleep (20)

//

end ;

22.1.7. Smuginés bangos

Isvesdami netiesine Sredingerio lygtj laikéme, kad netiesinis atsakas neinercinis. Be
to, skai¢iuodami antrosios eilés iSvestine nejskaitéme amplitudés iSvestiniy. Femto-
sekundiniams impulsams tokie artutinumai nebegalioja. Jskaite minétus faktorius,
gautume patikslinta lygtj:

0A gy PA )
(22 DL plAPRA + i1, (AP A) = 0.

(22.60) 2% T 9 oe
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22.4 pav. Smuginés bangos susidarymas

Tokia lygtis apraso smuginiy bangy susidaryma. IS tikryjy, kadangi

0 0A 0| AJ?
22, L1A]2A) = | APZE
(22.61) 510t(‘f4| A) = Bi|A] BN + 51 A LT
tai
0A . 0A gy 0?A , 0
92.62 g2 204 G0 A g 2 o,
(22.62) 5 + 51| A| T + 5 o2 BlA] A+ZB1A8t(|A\ )=0

Antrasis démuo apraso impulso daliy judéjimg greiciais, priklausanciais nuo intensy-
vumo. Kuo didesnis intensyvumas, tuo léc¢iau sklinda impulso dalis. Léciausiai juda
impulso virsuné — susidaro smuginé banga (22.4] pav.).

22.2. Kvadratinés terpés

22.2.1. Tribangeés sgveikos lygtys

Jau nagringjome (20.17) ir (22:24]) bangines lygtis tiesinés ir kubinés terpiy atvejais.
Kvadratinei terpei parasome

92DW 92 pP®@

22.63 AFE =
( ) Mo + Ko o2
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Paprastumo délei nagrinésime saveika triju monochromatiniy bangy, kuriy spektri-
niai komponentai:

Sl(CU) = Ald(w — wl) + AT(S(CU + wl),
(2264) SQ(W) = AQ(S(UJ — CLJQ) + A;é(w + wg),
S3(w) = Azd(w — ws) + A0 (w + ws).

Cia A; (j = 1,2,3) gali priklausyti nuo erdviniy koordina¢iy. Gauname tokias lai-
kines priklausomybes:

Ei(t)= [ A1e™0(w — wy)dw + (x) = Aje™t + (%),

—00

(22.65) By(t) = Agei2t 4 (%),

E3(t) = Aze™st + (x).
Randame kiekvienos bangos slinkties vektoriy
DIV(t) = ep [ e(w)Si(w)edw + (%) = goe(wr ) A + (%),

22.66 .
(22.66) DU (1) = eoe(wn) Ape2t + (),

Dél)(t) = goe(wsz) Aze™st + ().

Kvadratinis poliarizuotumas:
(22.67)

PP (t) =20 [ x@(wh, wi, wh) S5 (wh)Ss(wh)e D dw + (%) + (w5 + wn) =
= X P (w3, wi, w) A5 Az’ @372t 4 (x) 4 (w3 + wy),

P2(2) (t) = 80X(2) (wg, w1, w2)A>{A3ei(w3—w1)t + (*) + (w3 -+ wl),

P?EZ)(t) = EOX@) (w3, wi, Wz)AlAzei(W’wQ)t + (%) + (w1 — wa).

Cia (wy, + w;) Zymi papildomus narius su atitinkamais dazniais. Pirmoje formuléje
integruojama pagal wh, wh (dw = dwhdwy). Mus domina saveika, kurioje w3 = wy+ws.
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e . e ey . v 2 v v v
Nagrinéjame sklidimg iSilgai z aSies, A = %. s (22.63) uzrasome

A= —k2(wn) A, — MA*A&

822 2
(22.68) 53_222/12 _ —k2(w2)A2 o X(z)(%:;sz)w% ATAg,
Ly Ay = — kP (wg) Ay — Xk g g,
c¢ia k(w;) \/ (w;) = kj, kur e(w;) yra laikomas realiuoju dydziu (néra sugerties).
Parasome A = Ale —k(w;)z tuomet
d” ikt [(OPA] 04

Pirmas narys skliaustuose atmetamas dél létai kintanc¢iy amplitudziy artinio. Be
to, trefias narys susiprastins su pirmu nariu desinéje (22.68)) lygciy puséje. Palieka
lygtys (atmetus apostrofus)

%Al = —’éUlAZAge_iAkz,
(22.70) L Ay = —ioy AjAge™ 802
%Ag = —’éUgAlAleiAkz,
2
¢ia 0; = Y@ (wg,wl,wg)#’@_) yra netiesinio rysio koeficientas. Ak = k3 — ky — ko
J

— fazinis iSderinimas. Saveika efektyviausia, kai Ak = 0. Si salyga vadinama fazinio
sinchronizmo salyga.

22.2.2. Fazinio sinchronizmo salyga

Panagrinékime fazinio sinchronizmo sglyga antrosios harmonikos generacijos atveju,
t. y. kai

(22.71) W = wy = %
Siuo atveju fazinio sinchronizmo salyga Ak = 0 gali biiti uzrasyta taip:
(2272) wln(wl) + wln(wl) = 2(4)171(2&]1)

arba

(22.73) n(w) + n(wr) = 2n(2w).
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Ne \No Ny

22.5 pav. Luzio rodikliai vienasiame kristale

Salyga, kad n(w;) sutapty su n(2w;), galéty buti pasiekta izotropinéje dispersinéje
terpéje, taciau tokiu atveju vienas is dazniy pakliuty j sugerties juosta, taigi saveika
nevykty efektyviai. Tac¢iau antros harmonikos generacijai naudojami anizotropiniai
kristalai. Kaip minéta, anizotropiniame kristale galimas dvejopas luzis ir sklinda
dviejuy skirtingy grei¢iy — o ir e — bangos. e bangos luzio rodiklis priklauso nuo
kampo 6, kurj sudaro sklidimo kryptis su optine asimi — pav. Cia pavaizduota
elipsé atitinka lygtj

n: | ong
(22.74) T = 1,

apskritimas — o bangos luzio rodiklj. Pavaizduotas paveikslélis atitinka neigiama
kristalg, kai n, < n,. Kaip matome i$ brézinio
n, = nc(0)sind,
(22.75)
n, = n(f) cos .
Pasinaudoje (22.74) randame
NoMNe

a VN2 — (n2 —n2)cos?f

(22.76) n®(6)

Neigiamame kristale galimi du saveikos tipai: oo-e (I tipo) ir oe-e (II tipo).
Panagrinékime oo-e sgveika, t. y. kai pirmoji harmonika yra o banga, o antroji
harmonika — e banga. Tuomet fazinio sinchronizmo salyga atrodo taip

(22.77) no(wr) = n°(2wy).
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Ty

22.6 pav. Fazinio sinchronizmo kampas

Naudojantis Sia salyga ir (22.70) galima gauti fazinio sinhronizmo kampa 6,. Pazy-
mékime

(2278) Neo1 = no(wl), Ne2 = no(2w1), Neg = n6(2w1).
Turime
(22.79) Mo Ho2lle2

Tk — (0%, — 1) cos?(0y)

IS ¢ia gauname
3 .2
(22.80) 0, = arccos ["—"f %} )

Mo o2 Me2

Matome, kad turi buti n,; > neo, nes nyy > nes, 22.6 pav.

22.2.3. Uzduotis. Antrosios harmonikos generaci-
ja

Sumodeliuoti RK4 metodu antrosios harmonikos generacija. Lygtys yra Sios

% = —0A A,
(22.81)
65;3 = o A2.

Kompleksiniy skaiciy (2Z2.70) lygtyje atsikratyta, padarius pakeitimg A; — exp(i§)A;.
Be to, 0y = 03 = o ir tariama, kad yra tenkinama fazinio sinchronizmo salyga
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1,0
II'h
0,8}

0,67

0,41

0,2}

22.7 pav. Pirmosios ir antrosios harmoniky amplitudziy kitimo priklausomybé nuo
kristalo ilgio

Ak = 0. Pirmoji lygtis apraso pirmosios harmonikos amplitudés kitimg, antroji
lygtis — antrosios harmonikos. Sunormuokime Sias lygtis. Tam panaudojame bedi-
mensius kintamuosius By, Bs ir Z:

A = ao B, As = aopBs,
7 = Lin, L, = L

oag ”

(22.82)

Gauname bedimensiy kintamuyju lygtis:

% = _B1B37
(22.83)
95 — B

Palyginame gauta sprendinj su teoriniu:

By =1/ cosh(Z2),
(22.84)
Bs = tanh(Z).

Teoriniy sprendiniy grafikai pavaizduoti 227 pav.

22.2.4. Kiti tribangeés sgveikos atvejai

Bendresnis atvejis nei antrosios harmonikos generacija yra suminio daznio genera-
cija. Tuomet j terpe paleidziamos dvi bangos (dazniai wy, ws) ir yra generuojama
suminio daznio banga (w3 = wy +wy) (228 pav.). Netiesinéje terpéje taip pat galima
generuoti skirtuminj daznj, kai paleidziamos w3 ir wy dazniy bangos, o generuojama
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- - --=-7--
%)
w1 w1
E— ————
@) 8
Wo X W R S ws
E— ————
!
a Y b

22.8 pav. Suminio daznio generacija

- - ---71--
W2
ws ws
W1 W1
RN X(2) w3 - - X - -
w2
————
Wi
a Y b

22.9 pav. Parametrinis stiprinimas

wy = w3 — wy daznio banga (229 pav.). Kai pradiné w; daznio banga silpna, ji ima
energija iS w3 daznio bangos ir stiprinasi. Pirmoji banga vadinama signaline, antroji
— kaupinimo, o procesas — parametriniu stiprinimu. Generuojama skirtuminio daznio
banga vadinama Salutine.

Kitas jdomus atvejis — parametriné generacija, kai j terpe paleidziama tik kau-
pinimo banga ir generuojamos signaliné ir Salutiné bangos. I (22.70) lygc¢iy matome,
kad, esant nulinéms A; ir Ay vertéms, ju iSvestinés lygios nuliui. Taigi Sios lygtys ne-
paaiskina generuojamy bangy atsiradimo. Norint paaiskinti parametrine generacija,
reikia kvantmechaninio aprasymo, kuriame parodoma, kad signaliniy bei Salutiniy
fotony fliuktuacijos nelygios nuliui. Todél sakoma, kad generuojama is kvantiniy
triuksmuy.

22.2.5. Uzduotis. Fazinio sinchronizmo kreivés

Nubrézti fazino sinchronizmo kreives BBO kristalui: a) antrosios harmonikos gene-
racijos atveju; b) parametrinio stiprinimo atveju. Kolinearus atvejis. Gauti R2.T0] ir
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22.10 pav. Fazinio sinchronizmo kreivé antrosios harmonikos generacijos atveju: sin-
chronizmo kampo priklausomybés nuo pirmosios harmonikos bangos ilgio grafikas.
BBO kristalas

22.17] pav. pavaizduotas kreives. Zelmejerio (Sellmeier) formulés BBO kristalui:

0,01878

22.85 29273594+ — 1 —  _(),01354\2

(22.85) Mo = & 1900 o 01822 ’
0,01224

22.86 29237534+ —1 " _(,01516\2%.

(22.86) e = 59000 S 01667

Bangos ilgis A nurodytas pm.

22.3. Netiesiné Sviesolaidziy optika*

Sviesolaidzius galima panaudoti netiesiniams efektams demonstruoti. Stiklo $vieso-
laidis yra trecios eilés netiesiné terpé. Sviesos sklidimui Sviesolaidyje aprasyti nau-
dojama netiesiné Srédingerio lygtis [1], [2], [14].

Pirmieji bandymai su sviesolaidziais buvo atlikti praeito amziaus SeStame de-
simtmetyje, kai atsirado lazeriai ir netiesineé optika. Taciau tuomet Sviesolaidziy
panaudojimas buvo ribotas dél dideliy nuostoliy. Septintame desimtmetyje Sig prob-
lema pavyko iSspresti [15], ir netrukus Belo (Bell) laboratorijoje Si Sviesolaidziuose
buvo pademonstruoti pirmieji netiesiniai efektai.

Cia parodysime, kaip iSvedama netiesiné Srédingerio lygtis Sviesolaidziams.
Bus pateikti Sios lygties modeliavimo rezultatai, demonstruojantys Siuos netiesinius
efektus: savimoduliacijg, solitony formavimasi bei superkontinuumo generacijg.
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22.11 pav. Fazinio sinchronizmo kreivé parametrinio stiprinimo atveju: fazinio sin-
chronizmo kampo priklausomybés nuo signalinés bangos ilgio A\; grafikas. BBO kri-
stalas, kaupinimo bangos ilgis A3 (um): 0,4 (1); 0,5 (2); 0,6 (3)

22.3.1. Netiesiné Srédingerio lygtis SviesolaidZiams

Kaip ir 22.1.2 skyrelyje pradésime nuo banginés lygties kubinei terpei:

0? 0?
—~ _pW —_pB).
oz THga

Atlike Furjé transformacija, Furjé vaizdui F(w,r) gauname lygti

(22.87) AE = pg

w?e(w, z,y)

(22.88) — AE(w,r) — E(w,r) = pow?P® (w, ).

2
Cia e(w, z, y) parodo liazio rodiklio n = /(&) priklausomybe nuo skersiniy koordina-
¢iy (x,y). Si priklausomybeé salygojama Sviesolaidzio konfiguracijos. Luzio rodiklis
taip pat priklauso nuo daznio w. Pradzioje panagrinékime atvejj, kai sklidimas yra
tiesinis. Tuomet nagrinéjama lygtis

2
(22.89) AE + Wﬁ: = 0.
Jos sprendinj galima faktorizuoti:

(22.90) E(w,2,y,2) = F(z,y)V(w, 2).

Cia F ir V yra atitinkamai skersiné ir isilgine E dalys. [rase Sia israiska i lygti,
gauname

*V  wi(w,1,y)

22.91 VA F+F
( ) L+ 8z2+

VF =0.

c2
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Sia lygti dalijame i§ V F ir gauname lygtj

AF  10*V  we(w,r,y)
22.92 — =
(22.92) F T vozr ? 0

kurig galime perskirti j dvi lygtis:

AF  wi(w,z,y)

(22.93) = = = AMw),
1 0%V

Cia A(w) yra konstanta, nepriklausanti nuo z, y, z koordinadiy. Pastargsias dvi
lygtis pertvarkome:

wre(w, z,y

(22.95) ALF + %F = \w)F,
2

(22.96) %7‘2/ = W)V

Jos jgauna tikriniy verc¢iy uzdavinio forma. A turi tikrinés vertés prasme. Lygti
(22.96) galime isspresti, sprendinys yra

(22.97) V=V

A gali buti kompleksinis:

(22.98) A= (8 —ia/2),
tuomet

(22.99) V=X =—if —a/2.

a turi gesimo koeficiento prasme. IS tikryjuy, jrase V' i E (22.90) iSraiska, gauname
E(w,r) = F(z,y)e”"*7%/2 Intensyvumas proporcingas pastarosios israiskos modu-
lio kvadratui, |E|? oc e7@%. Taigi, o yra gesimo koeficientas, gesimas vyksta iSilgai z
koordinates.

Grizkime prie netiesinés lygties (2288). Cia vél atliekame faktorizavima (22.90).
F vél tenkina lygti (2295). O V' yra kitoks nei tiesiniu atveju. Faktorizave turime:

2 2
(22.100) FOV L va py @ Y)

522 VEF = —MOWQP(?’).

c2
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Pasinaudojame (22.9%]). Dauginame i F™* ir integruojame pagal x, y:

2

(22.101) / F*Fdxdyaa—z + VA / F*Fdzdy = —pow® / F* PO dxdy.

Jrasome P® igraiska:
(22.102) P®) = on( (W)|E(w, r)|2E(w r) = on ( )|V| V|F| F.

Integralas (22.101)) desSinéje:

(22.103) /F*P(g)dxdy = eoxOV|V|? / |F|*dxdy.
Taigi, gauname lygtj:
82 2 )

Cia Sviesos greitis ¢ = 1/,/Eglip ir paZymeéta

[ |F|*dzdy

22.105 S ="
( ) [ |F2dzdy

Atskirkime létai kintancig amplitude ir greitg fazine dalj:
1 ) .
(22.106) V=A@, 2)e0t=ih0z 4 (),

Cia By = B(wy), wo yra neslio daznis. Daznio pokytis = w—wy. Vykstant saviveikai
gauname lygtj:

0%A 0A i 3
(22.107) —5z+ 2260 (302 —(B— ?)2) A= = xP|APA.

Sia lygtj galime perrasyti taip:
(22.108)

0
(ig2 + 0+ 2 VAL F 4 ) (i + 60— 2Rl 4] ) AR =0,
¢ia pazymeta

(22.109) a(w) = S=xP A1

, i\’ c?
(22.110) =S (8-5) =25
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Galime spresti tik j vieng puse judancios bangos lygti:

(22.111) (z% + By — %\/n2 + q) AR, 2) = 0.

Saknj skleidziame Teiloro eilute: y/n2 + ¢ ~n (1 + #) Gauname

0 o) w 1

22.112 — —(B—1t=+qg——) | A(Q),2) = 0.

22112 (i + 50— (8- 15 +a250)) A0

Cia nario prie ¢ vardiklyje nejskaitéme liizio rodiklio dispersijos. Bangos skai¢iy (3
skleidziame Teiloro eilute centrinio daznio wy aplinkoje:

P Pt A L LR

Irase §j skleidinj gauname

A(Q =, 9B

22.114
(22.114) -

Lieka atlikti atvirksting Sios lygties Furjée transformacija. Gauname
(22.115)
0A(t, z)

oA, z) @ _ oPr oA o b o pp1fWl o 3) 2
o TR Al 2) =i + iS5~ FT = X @) A, 2)PAQ, )]

Sumoje paliekame narius iki antrosios eilés laikinés isvestinés. Be to, nejskaitome
netiesinio nario dispersijos. Neatsizvelgiame j gesimg «. Tuomet gauname lygtj

04 104 ign A _

22.116 —+ — ———— =iy|APPA
(22.116) 9z Twot T2 o - HANA
diay =S ﬁ%%x(?’) (wp). Peréje prie judancios koordinaciy sistemos ir atsikrate
pirmosios eilés iSvestinés, gauname
0A 0?A
(22.117) P N LYY

. o o e N . . . v . . . CL2 2
Tai yra netiesiné Srédingerio lygtis. Jrasome naujus kintamuosius N? = 7‘;07 , 0p =

sgn(go) = £1. A = agB, 7 — impulso trukmé. Gauname bedimense lygti:

22.11 — — —— 4+ N*|B|*“B=0.
(22.118) 97 "oz TVIBIB=0
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22.12 pav. Pirmos eilés solitonas Sviesolaidyje. Intensyvumas (kairéje) ir spektrinis
intensyvumas (desinéje). 6o = —1, N =1

-
o
-
o

z/Ly
= N W D OO0 O N 0 ©
= N W h OO0 O N 0 ©

!
A

-1 0 1
tit

22.13 pav. Antros eilés solitonas Sviesolaidyje. Intensyvumas (kairéje) ir spektrinis
intensyvumas (desinéje). §o = —1, N = 2

22.3.2. Netiesiniai reiskiniai sviesolaidziuose
Solitonai
Anomalios grupiniy greiciy dispersijos atveju (zenklas 09 = sgn(go) = —1), kai

N =1, netiesine Srédingerio lygti (2ZZ118)) tenkina toks solitoninis sprendinys:

(22.119) sech(T)e".

Tai yra paprasciausias solitoninio sprendinio atvejis. Solitonai galimi ir kai N # 1.
22.12ir 22,13 pav. pavaizduoti solitonai, kai N = 1 ir N = 2. Tokie solitonai atitin-
kamai vadinami pirmos ir antros eilés. Matome, kad antros eilés solitonas periodiskai
osciliuoja isilgai koordinates z.
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22.14 pav. Savimoduliacija ir superkontinuumo generacija. Intensyvumas (kairéje)

ir spektrinis intensyvumas (desinéje). éo = +1, N = 100, L,L; = 0,01

Savimoduliacija ir superkontinuumas

Kai grupiniy greiciy dispersija normali (Zenklas 0y = sgn(go) = +1), vyksta savimo-
duliacija, spektras plinta. Kai kuriais atvejais spektras gali smarkiai iSplisti, gene-
ruojasi superkontinuumas. Tuomet (2ZIT3) skleidinyje nepakanka jskaityti narius
tik iki antros eilés iSvestinés. Reikia atsizvelgti j tolimesnius narius. Cia pateiksime
tokios lygties modeliavimo rezultatus:

2 3
(22.120) 0B 00 B Li0°B

oe —d N?|BI’B = 0.
57 2oz 'L, ors TNVIBIB=0

Cia L, = 673/h, kur h = 0°8/0w?. Ly, yra charakteringasis ilgis, kuriame turi biiti
iskaityta trecios eiles isvestine. [22.14] pav. pavaizduoti savimoduliacija ir superkon-
tinumo atsiradimas, kai N = 100.
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Uzsienietisky pavardziy rodyklé

Pavardé lietuviskai

Pavardé angliskai

Basovas
Beselis
Bolcmanas
Braunas
Cenderis
Chincinas
Dekartas
Dopleris
Einsteinas
Ermitas
Fabri
Ferma
Fokeris
Fraunhoferis
Frenelis
Furje
Gausas
Glauberis
Grynas
Guji
Hamiltonas
Helmholcas
Jungas
Kirkhofas
Krankas
Kronekeris
Kulonas
Kutas
Lageras
Lagranzas
Lanzevenas
Laplasas
Lorencas
Ostrogradskis

Basov
Bessel
Boltzmann
Brown
Zehnder
Khintchine
Descartes
Doppler
Einstein
Hermite
Fabry
Fermat
Fokker
Fraunhofer
Fresnel
Fourier
Gauss
Glauber
Green
Gouy
Hamilton
Helmholtz
Young
Kirchhoff
Crank
Kronecker
Coulomb
Kutta
Laguerre
Lagrange
Langevin
Laplace
Lorentz
Ostrogradsky

Pavardé lietuviskai

Pavarde angliskai

Machas
Maikelsonas
Maimanas
Maksvelas
Naikvistas
Nikolsonas
Oileris

Pero
Plankas
Pointingas
Pokelsas
Prochorovas
Puasonas
Reléjus
Rungée
Snelijus
Sudarsanas
Sanonas
Sredingeris
Taunsas
Teiloras
Tvisas
Vineris
Vitakeris
Zomerfeldas

Mach
Michelson
Maiman
Maxwell
Nyquist
Nicolson
Euler
Perot
Planck
Poynting
Pockels
Prokhorov
Poisson
Rayleigh
Runge
Snellius
Sudarshan
Shannon
Schroedinger
Towns
Tailor
Twiss
Wiener
Whitaker
Sommerfeld
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