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A priedas. Trikdymy teorija

A.1. Trikdymuy teorijos prielaidos ir pagrindinés savokos
Sredingerio lygtis

Ay =-"19" (A.1.1)

yra tiesiné diferencialiné lygtis, kurios sprendimo sudétingumas priklauso nuo hamiltoniano H pavidalo.
Dazniausiai §i lygtis sprendziama artutiniais metodais. Vienas i$ svarbiausiy artutiniy metody, kurie nau-
dojami kvantinéje mechanikoje, yra trikdymy teorija. Trikdymu teorija taikytina tais atvejais, kai tiriamo-
sios kvantinés sistemos hamiltoniang H galima iSreiksti suma hamiltoniano H® | kurio tikrinés funkci-
jos ¥ ir tikrinés vertées E yra Zinomos, ir mazo démens V , kuris vadinamas hamiltoniano trikdZiu:
H=H"+7, (A.1.2)
HOpO® = pOp© (A.1.3)
Pastaroji lygtis atspindi prielaida, kad nesutrikdytasis hamiltonianas H? iZreikstu pavidalu nepriklauso
nuo laiko, t. y. jo tikrinés funkcijos ¥ atitinka (2.1.12) lygybe:

PO 0 on| i B L)
. =W, exp th ; (A.1.4)

¢ia 1//,(10) iSreikstu pavidalu nepriklauso nuo laiko (apatinis indeksas — tai tikrinés funkcijos numeris; visos
tikrinés funkcijos yra tiesiSkai nepriklausomos). Kadangi tikrinés funkcijos SP,EO) sudaro pilnaja funkciju
sistema, tai (A.1.1) lygties sprendinius % galima isreiksti ,,nesutrikdytojo* hamiltoniano tikriniy funkcijuy
tiesiniu dariniu:

p=>cy". (A.1.5)

Trikdymy teorija suformuluoja $iy tiesiniy dariniy koeficienty C, skai¢iavimo metoda, kai trikdys 1% yra
pakankamai mazas (trikdzio mazumo kriterijus bus suformuluotas Siek tiek véliau). Sutrikdytosios bangi-
nés funkcijos apskai¢iuojamos nuosekliyjy artiniy metodu. T. y. prie tiksliojo sprendinio artéjama nuosek-
liai, Zingsnis po zZingsnio, ir kiekviename Zingsnyje naudojami ankstesnio Zingsnio rezultatai. Vienas toks
zingsnis atitinka vieng artini. Nesutrikdytojo hamiltoniano H tikrinés funkcijos ¥ ir tikrinés vertés
E© atitinka nulinj artinj. Taigi,

C,=C"+>cP=>c; (A.1.6)
I=1 =0

Cia C,SO) yra n-tojo koeficiento verté nuliniame artinyje (nesutrikdyta biisena), o C'” su />0 nusako

n-tojo koeficiento /-tojo artinio pataisa. Sios pataisos mazéja didéjant /, todél apytiksléje analizéje kartais
galima apsiriboti tik pirmojo artinio pataisa.
Irase (A.1.6) 1 (A.1.5), matome:

w3 Oy O (A.1.7)
n 1=0

Trikdymy teorija yra dvieju ruSiy: nuostovioji ir nenuostovioji. Nuostovioji trikdymy teorija
apraso sistemas, kuriose hamiltoniano trikdys iSreikstu pavidalu nepriklauso nuo laiko (pvz., dviejy elekt-
rony saveikos energija (4.3.2)). Nenuostovioji trikdymy teorija apraso sistemas, kuriose hamiltoniano
trikdys iSreik$tu pavidalu priklauso nuo laiko ¢. Visy pirma aptarsime nuostoviaja trikdymy teorija.
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A.2. Nuostovioji trikdymuy teorija

A.2.1. Nuostoviosios trikdymy teorijos prielaidos

Kadangi remiamés prielaida, kad hamiltonianas iSreiks$tu pavidalu nepriklauso nuo ¢, tai spren-
dziamoji lygtis yra nuostovioji Srédingerio lygtis (2.1.13). Jeigu trikdys 14 yra pakankamai silpnas, tada
Sios lygties visas tikrines funkcijas galima isreiksti (A.1.7) pavidalo begaline eilute:

v,=o v (m=1,2,..). (A.2.1)
n =0
Sioje eilutéje sukeitus vietomis sumavima # atzvilgiu ir sumavima / atzvilgiu gaunama tokia israiska:
Va=2 2. Cw =3 v =) v D v (m=1,2,.0; (A22)
=0 n 1=0 1=l

Cia l//,(nl ) (1=1, 2, ...) yra funkcijos, kurios nusako nesutrikdytosios tikrinés funkcijos t//,(no) mazas pataisas,
kai yra trikdys:
W =2 Gl (1=1,2,.0). (A2.3)

Analogiskai visas (2.1.13) lygties tikrines vertes galima isreiksti Sitaip:
E,=YEV=EV+>E) (m=1,2,.) (A.2.4)
1=0 =1
Cia E,(nl) (I=1, 2, ..) yra mazos pataisos, kurias reikia pridéti prie nesutrikdytosios sistemos tikrinés

energijos vertes E,(no). Trikdzio mazumas pasireiskia tuo, kad 1//,;1) ir E,(nl) yra I-tosios maZumo eilés

dydZiai. Tai reiskia, kad, apibréZus maza bedimensj parametra A, kuris proporcingas trikdziui, galioja
tokie proporcingumo sarysiai:

D 1y O |~ A" kai A<<1, (A.2.5a)

ED/EY ~ 2!, kai 1<<1. (A.2.5b)
Kadangi (//,Ef) yra [-tosios mazumo eilés dydis, tai koeficientai C,E’) taip pat yra /-tosios mazumo eilés
dydziai:

1CD/C 1~ 2 kai A<<1. (A.2.6)

A.2.2. Nuostoviosios trikdymy teorijos pagrindinés lygybés isvedimas
Pagal prielaida funkcija y,, yra lygties
HO% +Vy = Ey (A.2.7)
tikriné funkcija, kurios tikriné verté yra (A.2.4). Irase (A.2.1) ir (A.2.4) i (A.2.7) ir atsizvelge i tai, kad

funkcijos Wio) yra nesutrikdytojo hamiltoniano H tikrinés funkcijos (t. y. H 1//50) = E,So)l//io) ), matome:

Z(E,SO)V/,(,O) ic},’) j + I}Z(V/,(,O) ic},’) J = (iE;j) J(Zw;‘” i c,ﬁ”j . (A.2.8)
n =0 n =0 =0 n =0

Padauginame $ios lygybés abi puses i§ funkcijos, kuri yra nesutrikdytos sistemos tikrinés funkcijos (//,EO)

(k=1, 2, ...) kompleksiskai jungtiné funkcija, ir integruojame visoje $iu funkcijy argumenty apibrézimo
(0)

srityje. Kadangi hamiltoniano tikrinés funkcijos yra ortonormuotos, tai funkcijy y,” ir t//,({o)* sandaugos

integralas yra lygus nuliui, kai n # k, ir yra lygus 1, kai n = k:
1, kain=k;
0%, O g, =) )
Juiw, {0, Kai 1 # k;
¢ia dv nusako integravimo srities tirio elementa (tiris Zymimas mazaja raide ,,v", kad nesipainioty su

(A.2.9)

trikdzio Zymeniu 17). Atsizvelgus 1 (A.2.9), (A.2.8) lygybés deSiniojoje puséje ir kairiosios pusés
pirmajame démenyje nebelieka sumy » atzvilgiu:

Eff”ic,i” + Z(anic}/)j: (i@?j{iqﬁ”j , k=1,2,..; (A.2.10)
=0 n 1=0

=0 =0
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¢ia dydis V}, — tai trikdZio hamiltoniano matricos elementas operatoriaus HO tikriniy funkcijy bazéje
(zr. 3.1.6 poskyri):
v, = j vV Odv . (A2.11)

Teigiame, kad trikdZio hamiltoniano matricos elementai ¥, yra pirmosios mazumo eilés dydziai (véliau
§i salyga bus iSreiksta kiekybiskai).

(A.2.10) yra pagrindiné nuostoviosios trikdymu teorijos lygybé. Naudojantis Sia lygybe, galima
nuosekliai apskaiciuoti visy eiliy energijos pataisas Efnl) (I=1, 2, ..) ir kiekvienos eilés banginés funkci-
jos pataisos koeficientus C,E” (k=1, 2, ...). Sie skai¢iavimai remiasi $iais dviem teiginiais:

1) (A.2.10) lygybé galioja tik tada, kai vienodos mazumo eilés démenys kairiojoje ir desiniojoje puséje
sutampa;

2) dvieju dydziy sandaugos mazumo eilé yra lygi abiejy dauginamu dydziy mazumo eiliy sumai.

Sios dvi taisyklés isplaukia i§ (A.2.5b) ir (A.2.6) lygybiy. Mat, kai 1 — 0, (A.2.10) lygybés abi puses
galima iSreiksti parametro A laipsniy suma (daugianariu). Kaip Zinome, du daugianariai tapaciai sutampa
tik tada, kai ju koeficientai prie atitinkamu laipsniy yra lygtis vienas kitam. Be to, yra zinoma, kad dvieju
laipsniy sandaugos rodiklis yra lygus dauginamuyjy laipsniy rodikliy sumai.

Aptarsime tik pirmaji trikdymu teorijos artini. Siame artinyje (A.2.1) ir (A.2.4) reiskiniuose
paliekami tik démenys su/=01ir/=1:

v, =2 Clw + 2 .Gy (m=1,2,..), (A.2.12)
E =EY +EV (m=1,2,..). (A.2.13)

ISreikSime pirmosios eilés pataisas C,Sl) (n=1,2,..)ir E,(nl) . Tam (A.2.10) lygybés kairiojoje ir deSinio-
joje pusése iSskiriame pirmosios mazumo eilés démenis (/ = 1) ir prilyginame juos viena kitam:
ELCY +Y 1,C0 =EPCV +EVCY, k=12, ... (A.2.14)

kn~'n

Sios lygties sprendimas priklauso nuo to, ar nesutrikdytos sistemos energijos lygmuo E,(no) yra neissigi-
mes, ar i§sigimes.
A.2.3. Nuostoviosios trikdymy teorijos pirmasis artinys, kai energijos lygmuo yra neissigimes

Visy pirma tarkime, kad lygmuo E,(no) yra neissigimgs, t. y. kad ji atitinka viena tiksliai apibrézta

hamiltoniano A© tikriné funkcija. Matematiskai $is teiginys uzraSomas $itaip:

co b k=m (A.2.15)
k 0, k-m. o
Todél (A.2.12) reiskini galima uzrasyti Sitaip:

W =wy) + ). Cly (m=1,2,..). (A.2.16)

Kai k#m, 1§ (A.2.15) iSplaukia, kad (A.2.14) lygybés kairiosios pusés antrajame démenyje
(sumoje) lieka tik vienas démuo su n = m, o deSiniosios pusés antrasis démuo tampa lygus nuliui:

ELC +V,, =E)CY,  k#m.
I$reiskiame C\" :

c :L'”E k+m. (A.2.17)

(A.2.17) lygybé ne tik iSreiskia banginés funkcijos koeficienty pirmosios mazumo eilés pataisas, bet ir
leidzia kiekybiskai nusakyti trikdymy teorijos taikomumo salyga — trikdZio ,,mazumo* salyga. Kadangi
pagal prielaida koeficientai C,El) yra pirmosios mazumo eilés dydziai, tai trikdzio matricos elementai turi
biti daug mazesni uz atitinkamy nesutrikdyty energijos lygmeny skirtuma:
|V, [<<| E® —E|. (A.2.18)
Kai &k =m, pirmieji démenys (A.2.14) lygybés abiejose pusése tampa lygiis vienas kitam (t.y.
susiprastina), o antrasis démuo desiniojoje puséje tampa lygus E,(nl) . Todél gauname:
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EV=v =), (A.2.19)
t. y. nei§sigimusio energijos lygmens pokytis pirmajame trikdymy teorijos artinyje yra lygus trikdzio ha-
miltoniano vidurkiui, kai sistemos blisena nusako funkcija 1//,&10) (zr. bendraja vidurkio iSraiska (3.1.11)).
Lieka tik iSreiksti koeficienta Cg) . Sis koeficientas i§vedamas i§ banginés funkcijos normavimo salygos:
[vow,dv=1. (A.2.20)
I Sia salyga irase (A.2.16) funkcija ir palike tik pirmosios mazumo eilés démenis bei atsizvelge i tai, kad
funkcijos l//,(lo) yra ortonormuotos, gauname, kad vienintelis reikalavimas koeficientui C,S) yra $is:
C,S)* = —C,(nl) . T.y. Sio koeficiento realioji dalis turi biiti lygi nuliui. Pvz., galima teigti, kad $is koeficien-
tas lygus nuliui:
cV=0. (A2.21)
A.2.4. Nuostoviosios trikdymy teorijos pirmasis artinys, kai energijos lygmuo yra issigimes
Dabar tarkime, kad nesutrikdytos sistemos energijos lygmuo Efno) yra i§sigimes, o jo i§sigimimo
laipsnis yra j. Tai reiskia, kad hamiltoniano HO® tikrine verte E,SZO) atitinka j > 1 ortonormuoty tikriniy
funkciju " (k=ko, ko+1, ko+2, .., ko+j—1). Kitaip sakant, (A.2.14) lygybés kairiojoje puséje
esancios E,EO) vertés, kurios atitinka minétasias indekso k vertes, yra vienodos ir lygios Efno) Uzrase

(A.2.14) lygybe, kai indeksas k lygus kiekvienai i§ ty verCiy, gauname j tokio pavidalo lygciu:
dV,CP=EPCY”, k=koko+1, . ko+j—1. (A.2.22)

Kai nesutrikdytoji sistema yra energijos lygmenyje E,(no) , jos banginé funkcija yra lygi ta lygmeni atitin-
kanciy ortonormuotyjy tikriniy funkcijy tiesiniam dariniui. Tai reiskia, kad (A.2.22) lygybés kairiojoje
puséje visi koeficientai C'”

n

, kurie atitinka n < ko arba n > ko +j — 1, yra lygis nuliui. Vadinasi, lyg¢iy
sistemos (A.2.22) kairiojoje puséje sumavimo indeksas 7 jgyja tas pacias j ver¢iy kaip ir indeksas £. T. y.
turime j lygciuy sistema j nezinomujy koeficienty Cio) atzvilgiu. Kaip Zinoma i$ tiesinés algebros, $i
homogeniniy tiesiniy lygc¢iy sistema turi sprendinj tik esant tam tikroms dydzio E,(n1 ) vertéms. Sios vertés

— tai sistemos charakteristinés lygties sprendiniai (charakteristiné lygtis — tai j-tosios eilés algebriné lygtis,
kuri gaunama prilyginus sistemos determinanta nuliui). Jie nusako pirmosios eilés energijos pataisas.

ISsprende (A.2.22) sistema, kai E,(n” yra lygus kiekvienai i§ j leidziamyju ver¢iy, gauname koeficienty
C,SO) rinkinius, kurie atitinka kiekviena i$ leidziamujuy energiju Efno) + E,(nl) . Kiekviena toki rinkinj sudaro j
koeficienty. Jeigu visos gautosios Efnl) vertés yra skirtingos, tai reiskia, kad vienas j karty iSsigimes
lygmuo skyla i j neiSsigimusiu lygmenu. Taigi, tokiu atveju trikdys visiSkai paSalina lygmens i$sigimima.
Jeigu tarp E,(nl> veréiy yra vienody ver€iy, tai reiskia, kad atitinkama energijos verté E,(n0 )+ E,E}) yra issigi-
musi, ta¢iau jos i$sigimimo laipsnis yra mazesnis. Taigi, pastaruoju atveju trikdys i§ dalies paSalina i$sigi-
mima. Gali atsitikti ir taip, kad visi lyg€iy sistemos (A.2.22) koeficientai yra lygiis nuliui. Tada i$sigimi-
ma pasalina aukstesnieji trikdymy teorijos artiniai (t. y. reikia skaiciuoti antrosios eilés arba auksStesniyju
eiliy pataisas).

Taigi, kai energijos verté¢ yra iSsigimusi, trikdymy teorijos pirmajame artinyje gauname, kad
trikdys visiSkai arba i§ dalies paSalina energijos lygmens iSsigimima, taciau banginés funkcijos israiskoje
neatsiranda pirmosios eilés pataisy. Jeigu iSsigimimas paSalinamas visiskai, tada energijos lygmuo E,SZO)
skyla i j energijos lygmenuy, o trikdzio poveikis banginéms funkcijoms pasireiskia tuo, kad jis i§ visu
galimy funkcijy g//,go) (k=ko, ko+1, ko+2, ..., ky+j—1) tiesiniy dariniy ,,atrenka“ j tiesiniy dariniy,
kurie atitinka sutrikdytos sistemos energijos lygmenis.
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A.3. Nenuostovioji trikdymy teorija
Dabar tarkime, kad trikdzio hamiltonianas ¥V i3reikstu pavidalu priklauso nuo laiko ¢. Veikiant
tokiam trikdziui, nuostoviy buseny néra, todél néra ir energijos tikriniy ver€iy (t. y. negalioja nuostovioji
Sredingerio lygtis (2.1.13), o banginiy funkcijy nejmanoma iSreiksti (2.1.12) pavidalu).
Siuo atveju, sprendziant (A.1.1) lygti nuosekliyjuy artiniy metodu, reikia atsizvelgti i tai, kad
(A.1.7) sumos koeficientai C" priklauso nuo laiko. [ra¥ome (A.1.2) ir (A.1.7) reiskinius i sprendziamaja
lygti (A.1.1). Pritaikius sandaugos i§vestinés formulg, deSiniojoje lygybés puséje gaunamos dvi sumos:

)
_?‘2_5;’ {Z(MW ]ZC(”} lew)%dc . (A3.D)

n 1

Kadangi SU(O) yra nesutrikdytojo hamiltoniano tikrinés funkcijos, tai reiskinys lauztiniuose skliaustuose
yra lygus

)

n

1

( how”

' JZ O = Z AOp© Z o
=0

Lygiai toks pat reiskinys atsiranda ir ka1r10]OJe lygybes puséje. Todel §i suma susiprastina ir gauname
tokia lygti:
)
VZSU(O)ZCU) Zg/w) _dn ) (A.3.2)
P =0

Padauginus Sios lygybés abi puses i§ bet kurlos kompleksiékai jungtinés nesutrikdytojo hamiltoniano
tikrinés funkcijos ’P,ﬁo)* , integravus visoje erdvéje ir atsizvelgus i funkciju S”,EO) tarpusavio ortonormuotu-
ma, i§vedama lygtis

E(O) (0) 0 oodc(l)
Zan(t)eXp[ ZC“) —Z ko k=1,2, .. (A3.3)

195 dt
¢ia V,(¢) yra trikdzio matricos elementas, kuris aplbrezmmas (A.2.11) reiSkiniu.

(A.3.3) yra pagrindiné nenuostoviosios trikdymy teorijos lygybé. Koeficienty pataisos C'")
apskaiciuojamos tuo paciu budu, kaip ir sprendziant pagrinding nuostoviosios trikdymuy teorijos lygti
(A.2.10). T. y. vienodos mazumo eilés démenys, kurie yra skirtingose lygybés pusése, prilyginami vienas
kitam (kaip minéta A.2 skyrelyje, Vi, yra pirmosios mazumo eilés dydis, o C,E’) yra [-tosios mazumo eilés
dydis). Sitaip i§vedame rekurentinj sarysi

(1+1) 0) _ 1(0)
;quc —ZV,m(t)exp[ %t}@ﬁ” ;0 1=0,1,2, ... (A3.4)

1

Tarkime, kad nesutrikdytoji biisena yra viena i§ nuostoviuju biisenu, kurias nusako funkcija ¥'”.

y. C =1, o visi kiti koeficientai C'* (n # m) yra lygiis nuliui:

) 1, n=m;
C, ' =0,,= (A3.5)
0 n+m.
Tada pagal (A.3.4) pirmojo artinio koeficiento Ci(¢) pataisa atitinka lygti
hdcy” E”—E
—— = Hexp| 1i——"—t¢|. A3.6
T dr on (£) €XP 5 ( )
Taigi, jeigu trikdys atsiranda laiko momentu ¢ = 0, tada

i 0) _ (0
(0= —%Mm(f)exp[i%r}dr. (A3.7)
0
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Nagrinéjant fizikines sistemas, kurioms buidinga simetrija postkio atzvilgiu (pvz., atoma arba
atomo branduolj), daugelj skaiCiavimy patogiausia atlikti sferinéje koordinaciy sistemoje. Sferinés koor-
dinatés yra paaiskintos B.1b pav. Sferiniy koordinaciy pavadinimai: » — radialioji koordinaté, 6 — polinis
kampas, ¢ — azimutinis kampas. Kampai 6 ir ¢ kartu vadinami kampinémis koordinatémis. Kampo 6
apibrézimo intervalas yra 0 < <7, o kampo ¢ apibrézimo intervalas yra 0 < ¢ < 2.

Koordinatinés linijos — tai linijos, iSilgai kuriy dvi koordinatés yra pastovios. Dekarto sistemoje
koordinatinés linijos yra lygiagrecios koordinaciy asims, o sferinéje sistemoje koordinatinés linijos — tai i§
koordinaciy pradzios tasko iSeinantys spinduliai (6, ¢ = const), pusapskritimiy Seima (r, ¢ = const) ir
apskritimy Seima (r, @ = const). Trys vienetiniai vektoriai, kurie yra lygiagretiis su koordinatiniy liniju
liestinémis duotajame taske, vadinami koordinaciy sistemos bagziniais vektoriais. Dekarto ir sferinéje
koordinaciy sistemose baziniai vektoriai yra statmeni vienas kitam (Zr. B.1 pav.). Vektorinés funkcijos
F(r) iSraiska Dekarto koordinaciy sistemos baziniais vektoriais:

F(r)=F.(r)e +F, (r)e, +F (r)e,. (B.1)
Vektorinés funkcijos F (r) iSraiska sferinés sistemos baziniais vektoriais:
F(r)=F,(r)e, + Fy(r)e, + Fy(r)e, (B.2)

Cia r yra erdvés tasko spindulys vektorius (t. y. koordinaciy trejetas).

Dekarto koordinaciy sistemos ypatybé yra ta, kad jos baziniy vektoriy kryptys yra fiksuotos (jos
lygiagrecios koordinaciy asims). Sferinés koordinaciy sistemos baziniy vektoriy kryptys néra fiksuotos
(zr. B.1b pav.). Todél sferinémis koordinatémis iSreiskiant bet kurio diferencialinio operatoriaus poveiki
vektorinei funkcijai F(r) reikia atsizvelgti i tai, kad tas operatorius veikia ne tik tos funkcijos komponen-
tes F,, Fgir Fy bet ir bazinius vektorius. Sferinés koordinaciy sistemos baziniy vektoriy iSvestinés sferi-
niy koordinaciy atzvilgiu yra pateiktos toliau:

%y %y % _y,
or or or
Oe
% o, %o _ o, Loy, (B.3)
o6 00 00
Oe
%:% sin &, aﬁ:% cos o, —¢:—e, sinf —e, cos 6.
o¢ o¢ o¢

B.1 ir B.2 lentelése yra pateiktos kai kuriy diferencialiniy operatoriy israiskos Dekarto ir
sferinémis koordinatémis (skaiCiuojant kai kuriy operatoriy iSraiskas sferinémis koordinatémis, buvo
pasinaudota (B.3) sarysiais). Norint gauti kurio nors operatoriaus poveikio funkcijai rezultata, reikia
operatoriaus iSraiskoje vietoj daugtaSkio jraSyti tos funkcijos iSraiska (jeigu funkcija yra skaliariné) arba
tos funkcijos komponenciy israiSkas (jeigu funkcija yra vektoring).

z A z A
dV=dxdydz , dV = r*sinf dr d0 d¢
dr s
r \\\\V\ N
DA TR
AN N
\\\\e S \\
Y <
dz A\
ol N/ e
y =
ez A d9 ‘\ I‘ ‘\ \\\
e e o 0 \ Vh -
y e =Ty
X X

(a) (b)

B.1 pav. Baziniai vektoriai ir tiirio elementai Dekarto koordinaciy sistemoje (a) ir sferinéje koordinaciy sistemoje (b)
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B.1 lentelé. Kai kuriy diferencialiniy operatoriy israiSkos Dekarto koordinaciy sistemoje

Operatorius

ISraiska Dekarto koordinatémis

Operatorius ,,nabla“ V;
skaliarinés funkcijos
gradientas grad(...) = V...

e — +e_+e8_
e Yoy C oz

Vektorinés funkcijos
divergencija div (...) = V*(...)

o), , 06, | oG,
ax 8}/ aZ

Vektorinés funkcijos rotorius

ex(a(...)z 0(), j”(a(.u)x _ a(...)zj+e (6(...» ~ a(...)sz
oy 0z "\ oz ox Loox oy

rot (...) =Vx(...)
e e, e,
|2 o @
|l oy oz
() Gy (),
Skaliarinés funkcijos o%.. 8% 8%
: 2 + +
laplasianas V-... PPN P
(r xV)... = r x grad(...) N RS P (Z__xijﬂ,z 7 Qo O
0z oy X 0z Oy Ox
0... 0.
r-V)..=r-grad(.. —ty——+z=
(r-V) grad(...) x Ty

B.2 lentelé. Kai kuriy diferencialiniy operatoriy iSraiskos sferinéje koordinaciy sistemoje

Operatorius ISraiSka sferinémis koordinatémis
Operatorius ,,nabla“ V; 0... 10.. 1 0.
skaliarines funkcijos & o T g rsind d¢
gradientas grad(...)=V...
Vektorinés funkcijos 0(--)y
divergencija div (...) = V+(...) ( )+ —95(( JoSinG) + sin 9 o
Vektorinés funkcijos rotorius e a(..),
rot (...) = V(... rsm@[ ((.)y8in0) ~ o4 }f

el 1 0d(.),
r|sin@ O¢  Or

o(...),
)} [(()9 69}

Skaliarinés funkcijos
laplasianas V°...= V-V(...)

10( 0. 1 0 0. 1 0.
r? + sinf— |+ —5————
2or or) rsingod 00) r°sin” 0 o¢

0... e, O..
rxV)...=rx grad(... L 70
) grad(..) 30 sin6 04
(FV)... = r- grad(... O

or

Toliau pateikti keli sarySiai, kurie nusako operatoriaus V poveiki funkcijy sandaugoms (skaliari-
nés funkcijos zymimos @ir ¥, o vektorinés funkcijos Zymimos F ir G):

V@OP)=¥ VO+DP VY,

V(F-G)=(F-V)G+(G-V)F +Fx(VxG)+Gx(VxF),

V- (@F)=® V-F+(V®)-F,
V(FxG)=G-(VxF)-F-(VxG),

(B.4)
(B.5)
(B.6)
(B.7)
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(G-V)Y(@F)=F(G-V®)+®(G-V)F ,
VX(@F)=® (VxF)+(V@)x F,
Vx(FxG)=(G-V)F - (F-V)G+F(V-G)-G(V-F),

(G-V)F=%[Vx(FxG)+V(F-G)—F(V-G)+G(V-F)—Fx(VxG)—Gx(VxF)].

Antrosios eilés operacijos:
divgrad® =V -(V®)=V’®,
graddivF =V(V-F)=V’F +Vx(VxF),
rotrot F=Vx(VxF)=V(V-F)-V°F,
rotgrad®@=Vx (V@) =0,
divrot F =V - (Vx F)=0.

Operacijos su spinduliu vektoriumi r:
divr=V-r=3,
rotr=Vxr=0,
(G-V)r=G
Vir=0,
graddivr=V(V-r)=0.

Papildomus saryS$ius galima gauti pasinaudojus (B.4)—(B.11) formulémis.

(B.8)
(B.9)
(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

B.3 lenteléje pateiktos kelios teoremos, kurios susieja tiirinius ir pavirSinius integralus (pavirSinio
integralo integravimo pavirSius gaubia tiirinio integralo integravimo turj). PavirsSinio integralo israiSkoje
,»d8* reiskia vektoriy, kurio modulis lygus ploto elementui dS, o kryptis statmena tam ploto elementui (ir
nukreipta i iSorg). dS ir bet kokios skaliarinés funkcijos ¥ gradiento skaliaring sandauga galima uzrasyti

Sitaip:
ds-vV¥ = aa—yde

¢la 0¥ /0n yra funkcijos ¥ iSvestiné integravimo pavirSiaus normalés kryptimi.

B.3 lentelé. Triniy ir pavirSiniy integraly sarysiai

(B.14)

Integravimas dalimis J(D (V-F)dV = I@dS -F —J(F-V@)dV
v s v

Gauso ir Ostrogradskio JV -F(r)dV = Ids -F(r)
v s

teorema
Rotoriaus teorema J-V x F(r)dV = st x F(r)
v s
Gradiento teorema JV@(r)dV = Ids -D(r)
Gryno teoremos jvm VY dV+j¥f Vi dy = jds (¥ V)= jsva—ds

oD
on

j(avva @ V)V = jds P VO-DOVY¥)= I(W——@—de

Atskiri atvejai jv2¢(r)dV = j dS-Vao(r)= j —dS (Gauso teorema),

j|ch| dV+j<chde jds (@ VD)= jqb—nds
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C priedas. Judesio kiekio momento operatoriai ir jy tikrinés funkcijos'

C.1. Posiikiai ir judesio kiekio momentai

Judesio kiekio momento tvermés désnis yra susijgs su sistemos judéjimo lygéiy simetrija (inva-
riantiSkumu) atzvilgiu koordinaciy sistemos posiikio aplink bet kuria asi. Tokia simetrija yra biidinga bet
kuriai izoliuotai sistemai (pvz., atomui arba branduoliui). Tokia simetrija néra biidinga sistemoms, kurias
veikia iSorinés jégos (pvz., iSorinis elektrinis arba magnetinis laukas). ISoriné jéga iSskiria viena aSj erdvé-
je (jégos krypti), todél, pasukus koordinaciy sistema aplink bet kuria kita asj, judéjimo lygtys pasikeicia.

Tarkime, kad y(x, y, z) yra vienos dalelés banginé funkcija (kvantinés judéjimo lygties sprendi-
nys). Jeigu judéjimo lygtis yra simetriSka posiikio aplink z a$§j atzvilgiu, tada ,pasuktoji funkcija y/,
kurios iSraiska yra

v'(x,y,z)=w(xcosn+ ysinn, ycosn — xsinn, z), (C.1.1)
taip pat yra judéjimo lygties sprendinys, nes ji skiriasi nuo i tik posiikiu kampu 7 aplink z asi. Bet kuriy
dvieju sprendiniy skirtumas taip pat yra judéjimo lygties sprendinys. Tarkime, kad posiikio kampas 77 yra
nykstamasis dydis. Tada pirmuoju artutinumu cos 7= 1, sin 7= 7, o funkcija y’ galima i$skleisti Teiloro
eilute taSko (x, y, z) aplinkoje ir palikti tik nulinés ir pirmosios mazumo eilés démenis. Atlikg¢ Siuos
pertvarkymus ir atémg funkcija yi§ funkcijos v/, matome:

, 0 0 _—
v -y =n| yL-xN=inly; (C.12)
ox Oy
cia iz yra diferencialinis operatorius
L =i yi—xi . (C.1.3)
ox Oy

Palyging $ia iSraiska su (3.1.18), matome, kad $is operatorius — tai kvantinés mechanikos judesio kiekio
projekcijos i z asj operatorius, iSreikStas 7 vienetais. Taigi, isitikinome, kad funkcija LAJV yra judéjimo
lygties sprendinys, jeigu  yra sprendinys ir jeigu judéjimo lygtis yra simetriSka koordinaciy sistemos
postikiy atzvilgiu. Vadinasi, operatorius iz komutuoja su sistemos hamiltonianu A (Zr. 3.1.2 poskyri).
Siuos teiginius galima apibendrinti ir daugelio daleliy sistemoms. Tada judesio kiekio momento projekci-
jos operatorius ]:z yra skirtingy daleliy judesio kiekio momento projekcijy operatoriy suma.

Operatoriy I:)C ir iy, kurie atitinka posiikius aplink x ir y asis, iSrai¥kos gaunamos analogiskai’.
Padauginus kiekviena operatoriu ix, ]:y ir iz i§ atitinkamo Dekarto koordinaciy sistemos bazinio

vektoriaus (e, e, ir ;) ir sudéjus gaunamas pilnutinio judesio kiekio operatorius, iSreikStas 7 vienetais:

L=Le +Le, +Le =—i(rxV). (C.1.4)
Minétieji trys skaliariniai operatoriai atitinka komutavimo sarysius (3.1.19), ta¢iau be daugiklio 7 :
LL,-LL =il .. (C.1.5)

Kiti du komutavimo sarysiai gaunami ciklikai sukeitus indeksus. Sie komutavimo sarySial yra pagrinding
judesio kiekio momento operatoriu savybé. Kiekvienas vektorinis operatorius J, kurio komponentés
atitinka komutavimo sarysius (C.1.5), gali buti laikomas judesio kiekio momento operatoriumi. Daugeli
judesio kiekio momento projekcijos operatoriaus J. ir judesio kiekio momento kvadrato operatoriaus J?
savybiy galima gauti remiantis vien tik komutavimo sarySiais (C.1.5). Pvz., i§ ty sarySiu iSplaukia, kad
J? komutuoja su J.. Tai reiskia, kad operatoriai J? ir J. turi bendra tikriniy funkcijy sistema (Zr.
3.1.2 poskyr). I8 komutavimo sary$iy (C.1.5) gaunamos ir ty operatoriy tikrinés vertés: operatoriaus J?
tikrinés vertés yra j (j+ 1), kur j yra sveikasis arba pusinis skaicius (t.y. 0, 1/2, 1, 3/2, 2, ...), o
operatoriaus J. atitinkamos tikrinés vertés yram =—j, —j + 1, ..., —j.

! Siame priede pateikiamas sutrumpintas [5] knygos A priedas.
’ L, ir LAy iSraiSkas galima gauti cikliSkai sukeitus indeksus x, y ir z operatoriaus L; iSraiskoje (C.1.3) (,,cikliniu

sukeitimu‘ vadinamas pakeitimas x — y, y — z,z — Xx).
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Diferencialinis operatorius L, kuris apibréziamas (C.1.4) sarySiu, yra tik vienas i§ daugelio
judesio kiekio momento operatoriy. Kitas judesio kiekio momento operatoriaus pavyzdys — tai elektrono
arba nukleono sukinio operatorius. Siuo atveju j = 1/2, m =—1/2 arba 1/2, o sukinio projekcijy operatoriai
iSreiSkiami Paulio matricomis (3.3.35).

C.2. Sferinés harmonikos

Iireiskus (C.1.4) lygybe apibréZto operatoriaus L Dekarto komponentes sferinémis koordinaté-

mis, gaunami $ie sarysiai:

P 0 0

L =——, L +il =exp(fig)| +—+ictgd—|. C.2.1

Xyp(¢){69 gaA ( )
Taip apibrézto operatoriaus L tikrinés funkcijos Y, — tai sferinés harmonikos Y;,.(6,¢), kuriy iSraiska pa-
teikta 3.2.1 poskyryje (3.1 lentelé). Kiekviena sferiné harmonika yra operatoriy I ir iz tikriné funkcija,
kuri atitinka operatoriaus I? tikring vertg /(/ + 1) ir operatoriaus iz tikring vertg m. Nors i$ judesio kiekio
momento projekcijy operatoriy komutavimo sarysiy iSplaukia, kad / gali biti ne tik sveikasis skaicius, bet
ir pusinis skaicius (t. y. 1/2, 3/2, 5/2 ir t. y.), taiau pusinés / vertés yra nepriimtinos, nes jas atitinkancios
operatoriaus L tikrinés funkcijos neturi fizikinés prasmés. Taigi, galimos / vertés yra 0, 1, 2, ...

Sferinés harmonikos, kurios atitinka m = 0, nepriklauso nuo azimutinio kampo ¢, ir jas galima
isreiksti vadinamaisiais Lezandro daugianariais P, kurie apibréziami itaip:

!
P =— L1y,

2
Sarysis tarp Y;o(6) ir P/(cos 6) yra §itoks:
F(cosO) =[ 4n jm Y, ,(0) arba Y, (0)= (21 *l
2[+1 ’ ’ 4n
Toliau pateiktos triju maziausio laipsnio Lezandro daugianariy iSraiSkos:
P\ (cosO) =1,
B(cosf)=cosH, (C.2.3)
P(cosf)=1(3cos* 6-1).
Sferinés harmonikos sudaro pilngji funkcijy rinkini. Tai reiskia, kad bet kuri integruojamoji
funkcija g(6, @) gali biti iSreiksta sferiniy harmoniky tiesiniu dariniu. Be to, sferinés harmonikos yra
ortonormuotos:

1/2
j B (cosH). (C2.2)

. I, kaim=m' ir [ =1,
(1o, de=g 0= (C.2.4)
0, kaim=m' arba [=/".

C.3. Ploksciosios bangos skleidinys sferinémis bangomis
Kaip zinome, teigiamaja z kryptimi judancios apibrézto judesio kiekio dalelés banginé funkcija
yra plokscioji banga, kurios erdviné dalis yra proporcinga funkcijai
exp(ikz) = exp(ikrcosf),
kur k yra banginis skai€ius (pvz., zr. (2.2.7) ir (3.1.14a) formules). Kadangi $i funkcija nepriklauso nuo
azimutinio kampo ¢, tai i jos skleidini sferinémis harmonikomis jeina tik funkcijos ¥;o(6):
exp(ikz) =Y 4,(r)Y,(0) - (C3.1)
=0

Koeficiento A,(r) iSraiSka gaunama padauginus abi (C.3.1) lygybés puses i$ Y,TO (@), integravus erdvinio

kampo (2 atzvilgiu ir pasinaudojus sferiniy harmoniky ortonormuotumu (zr. (C.2.4)):

4/(r)= J. Y:O (6)exp(ikr cos §)dQ = 2nI Y:O (6)exp(ikr cos 8)sin 6d G . (C3.2)
0

! Galioja tapatybe B(x)=F’(x), kur B(x) yra jungtinis LeZandro daugianaris B"(x) su m = 0. Jungtiniy LeZandro
daugianariy bendroji iSraiska pateikta 3.2.1 poskyryje, 3.1 lenteléje.
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Koeficienta 4,(r) galima isreiksti Beselio funkcijomis:

A (r) =1 Jan21 +1) - j,(kr) =i J4n(20 +1) /% (k) (C.3.3)

¢ia J,(z) yra n-tosios eilés pirmosios rusies Beselio funkcija (angl. Bessel function of the first kind), o j(z)
yra vadinamoji /-tosios eilés pirmosios riiSies ,,sferin¢ Beselio funkcija®, kuri apibréziama Sitaip:

. T
Ji(2)= ZJH%(Z) .

[+1/2 eilés pirmosios riisies Beselio funkcijas galima iSreiksti elementariosiomis funkcijomis [15]:

2 i 1dYsinz 2 11(1d Y cosz
JH%(Z)Z ;Z 2(—;Ej T, J_l_%(Z)— ;Z 2(;5) B . (C34)
Zemiausiy eiliy sferiniy Beselio funkcijy iSraiskos yra pateiktos C.1 lenteléje. Praktikoje daznai reikia
zinoti funkciju j(r) asimptotines iSraidkas dideliems 4» ir maziems kr. Cia ,didelés” kr vertés reiskia
kr>>1, 0 ,;,mazos‘ kr vertés reiskia kr << /. Tos asimptotinés iSraiSkos yra pateiktos po C.1 lentelés.

C.1 lentelé. Sferinés Beselio funkcijos

. sin kr
Jo(k”):

kr
. sinkr coskr
J(kr)=——-

(kr) kr
. 3sinkr 3coskr sinkr
Jo(kr) = - -

(kry  (kr)? kr
! !
j,(kr){—ij (11) o)

k)\rdr
. (kr)
kr) = kr << Dy; C3.5
71k Q1+ (hr <<y (C3.5)
sin(kr —Lin) i g i) grithr=in/2)
i(kr)= =7 - Jr >> I); C.3.6

¢ia zymuo ,,!!“ reiSkia dviguba faktoriala: 2/+ 1)!!'=1-3-5-...-(2/—-1)/+1). Kai /=0, (C.3.6)
lygybé yra tiksli (t. y. ji galioja visiems r).

Irase A/(r) iSraiska (C.3.3) ir sferiniy harmoniky Y, iSraiSkq Lezandro daugianariais (C.2.2) |
ploksciosios bangos skleidini sferinémis harmonikomis (C.3.1), gauname:

exp(ikz) = Zi’ (21 +1)P(cos8) j, (kr) . (C.3.7)
=0
Daleliy sklaidos analizéje biina svarbis tik keli pirmieji Sios sumos démenys (pvz., zr. 11.4 poskyri).
Jeigu kr>>1, kur /+1 yra tokiy démenu skaiCius, tada sferines Beselio funkcijas j(kr) galima
aproksimuoti (C.3.6) reiskiniu ir vietoj (C.3.7) turime:

(C.3.8)

i " ( X ) o iltkr=tn/2)  Hilkr=in/2)
exp(ikz) =) i (I +1)B(cosO) _
1=0 2 kr kr

Bet kuri funkcija, kurios radialioji dalis proporcinga exp(+ikr)/r, nusako sfering banga (Sitaip
vadinamos bangos, kuriy pastovios fazés pavirSiai yra sferos). Taigi, (C.3.8) reiskinys — tai ploksciosios
bangos skleidinys sferinémis bangomis. Sios sferinés bangos vadinamos dalinémis bangomis. Kickviena
daliné banga atitinka apibréZzta dalelés judesio kiekio momenta tasko » = 0 atzvilgiu. Tiksliau, /-toji daliné
sferiné banga atitinka orbitinio kvantinio skaiciaus vert¢ / (todel dalinés bangos vadinamos taip pat kaip
atomo elektrono bilisenos su tuo paciu orbitiniu kvantiniu skaiCiumi: s bangos atitinka /=0, p bangos
atitinka /=1 ir t. t.).

Praktikoje daznai pakanka atsizvelgti tik | s bangas (pvz., zr. 11.4 ir 12.4.3 poskyrius). [rase
Py(cos 0) ir jo(kr) iSraiskas (zr. (C.2.3) ir C.1 lentelg) i (C.3.7) arba (C.3.8), gauname tokia ploksciosios
bangos skleidinio sferinémis bangomis ,,s dalies* iSraiSka

[exp(ike)],, = jo (k)= S i[elk" e ] . (€3.9)

kr 20 kr kr
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C.4. KlebSo ir Gordano koeficienty savoka

I$nagrinésime dviejy judesio kiekio momento operatoriy J; ir J», kurie komutuoja tarpusavyje,
suma. Pvz., tai galéty buti vienos dalelés orbitinio judesio kiekio momento ir sukinio operatoriai, dvieju
elektrony sukiniy operatoriai, fotono ir ji iSspinduliavusio branduolio galutinio judesio kiekio momento

operatoriai ir kt. Tarkime, kad duotos kvantinés blisenos operatoriaus jlz kvantinis skai¢ius yra j, jo pro-
jekcijos operatoriaus /. kvantinis skai¢ius yra m, operatoriaus jzz kvantinis skai¢ius yra j', o jo projekci-
jos operatoriaus .. kvantinis skai¢ius yra m'. Operatoriy jlz ir Jy. tikring funkcija zymésime Y;,(1), o
operatoriy jzz ir Jy. tikring funkcija Zymésime Y,,(2). Siu funkciju sandauga Y;,(1)Y;n(2) yra suminio
judesio kiekio momento projekcijos i z asi J, =J,, + J,, operatoriaus J.=J.. + J>, tikriné funkcija. Atitin-
kamas pastarojo operatoriaus kvantinis skai¢ius yra M =m + m'. Ta¢iau sandauga Y;,(1)Y;»{(2) néra su-
minio judesio kiekio kvadrato F= (i + sz)z + iy + Jzy)2 + (Ji- + J22)2 operatoriaus tikriné funkcija. Ope-
ratoriaus J, = J, + J5. tikring funkcija (su tikrine verte M), kuri kartu yra ir operatoriaus J? tikriné funk-
cija (su tikrine verte J), galima isreiksti visy tas pacias j ir j' vertes, taciau skirtingas m ir m'= M —m
vertes atitinkan¢iy sandaugy Y,(1)Y;,(2) tiesinio darinio pavidalu:
J J'
Zr =Y Y Culd Mmm)Y,, (Y, ().
m=—j m'==j'

Sio tiesinio darinio koeficientai C vadinami KlebSo ir Gordano koeficientais (angl. Clebsch-Gordan co-
efficients). Jie yra realieji skaiCiai. Kadangi M = m + m’, tai visi KlebSo ir Gordano koeficientai, kuriems
m'# M —m, yra lygis nuliui. Taigi, skai¢iuojant (C.4.1) suma, sumuojama tik m atzvilgiu, ir (C.4.1)
lygybe galima uzrasyti Sitaip:

J
%JA? = Z C/'j' (J’M’ m’M - m)yjm (l)yj',M—m (2)

(C4.1)

(C4.2a)
m==j
arba Sitaip:
r
%JM = Z C,(J,M;M—m',m")Y, (DY}, (2). (C.4.2b)
m'=—j'
Kvantinio skai¢iaus J galimos vertés yra
J=j+ i j+j-Lj+j=2,..,0j-J1. (C4.3)

Klebso ir Gordano koeficienty iSraiskos, kai j'= 1/2 ir kai j' = 1, yra pateiktos C.2 ir C.3 lentelése. Bend-
roji Klebso ir Gordano koeficienty israiska yra gana sudétinga, todél ji ¢ia néra pateikta. KlebSo ir Gor-
dano koeficientus, kurie atitinka M < 0, galima iSreiksti koeficientais, kurie atitinka M > 0:

. n_ J=j=J . 4
C,(J,M;mm')=(-1)"""C,(J,-M;—m,—m').
C.2 lentelé. KlebSo ir Gordano koeficientai Cj (J, M; M —m', m'"), kaij' = 1/2

(C.4.4)

m'=1/2 m'=-1/2
J:j+% j+M+% 1/2 j—M+% 1/2

2j+1 2j+1
J=j—% j—M+% 1/2 j+M+% 1/2

2j+1 2j+1

C.3 lentelé. KlebSo ir Gordano koeficientai Cj (J, M; M —m', m"), kaij' = 1

m'=1 m'=0 m'=-1
J=j+1 {(/+M)(j+M+1)}“ {(j—M+1)(j+M+1>r [(G-M)j-M+1)]"
Q2j+1)2j+2) Qj+1)(+1) | Qj+D2j+2) |
J=j | [G+miG-m+1]"” M (G-M)G+M+1)]"”
2j(j+1) [/(+D] 2j(j+1)
J=j-1 {(j—M)(j—Mﬂ)r {(j—M)(ﬂM)T” [G+M+1(j+M)]”
2j(2j+1) J(2j+1) 2j(2j+1)
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D priedas. Daugiapolé spinduliuoté’

D.1. Vektorinés sferinés harmonikos

Tarkime, kad yra duotas vektorinis laukas A(r), kur] apibréziancios diferencialinés lygtys (kartu
su ty lygciy krastinémis salygomis) yra simetriSkos koordinaciy sistemos sukimo aplink bet kurig asi
atzvilgiu ir inversijos atzvilgiu. Tada ty diferencialiniy lyg€iy pilnaja atskiryjuy sprendiniy (tikriniy funkci-
ju) sistema galima sudaryti taip, kad tos funkcijos biity to vektorinio lauko posiikio aplink z as§j nykstamu
kampu 6 operatoriaus —i&J. tikrinés funkcijos. Si operatoriy galima isreiksti dvieju operatoriy suma:

J. =L +S,; (D.1.1)
¢ia
L =i yﬁ—xi , (D.1.2)
ox Oy
o operatorius S. apibréZziamas sarysiu
Ax _i/ly
S|4, |=| i4, | (D.1.3)
A, 0

iz yra judesio kiekio momento projekcijos i z aSj operatorius, iSreikStas % vienetais (plg. (D.1.2) ir
tre¢iaja lygybe (3.1.18)). Todél galima spéti, kad operatorius J. yra lauko pilnutinio judesio kiekio mo-
mento projekcijos i z a§j operatorius (tai bus jrodyta D.3 skyrelyje), o démenys iz ir S, yra jo ,,orbitiné* ir
»sukininé dalys. Sukininé dalis atsiranda vien dél to, kad laukas yra vektorinis. Sukininés komponentés
projekcijos { z a§j tikrinés vertés yra —1, 0 ir 1. Vadinasi, bet kokio vektorinio lauko, kuriam budinga
anksCiau minéta simetrija, sukinio kvantinis skai¢ius yra lygus 1 (zr. (3.2.10b)). Operatoriaus S, tikriniai
vektoriai, kurie atitinka tas tris tikrines vertes, yra

1 . 1 .
X1 = _E(ex +1ey) > Xo=¢€., X zﬁ(ex _ley) ) (D14)

Cia e,, e, ir e, yra Dekarto koordinaciy sistemos baziniai vektoriai.
Kampy @ ir ¢ vektorinés funkcijos, kurios vienu metu yra operatoriaus J, ir pilnutinio judesio
kiekio momento kvadrato operatoriaus J* tikrinés funkcijos, yra vadinamos vektorinémis sferinémis har-

monikomis. Vektorinés sferinés harmonikos klasifikuojamos pagal operatoriy J%, J. ir iz tikrines vertes,
kurios yra atitinkamai J(J+1), M ir I. Galimos J vertés yra visi natiiralieji skaiciai, galimos M Yertés yra
-, —J+1,..,J-1,J, o galimos [ vertés (kai J#0) yra J—1, J ir J+ 1 (priklausomai nuo S, tikrinés
vertés). Kadangi operatoriai LirS komutuoja, Sios vektorinés sferinés harmonikos gali biiti iSreikStos

operatoriaus L tikriniy funkcijy — skaliariniy sferiniy harmoniky Y,,(6, ¢) (kur m = —1, ..., ) — ir operato-
riaus S; triju tikriniy vektoriy (D.1.4) sandaugy tiesiniu dariniu pasinaudojus vektoriy sudéties désniu
(C.4.1) arba (C.4.2a,b) (C priedas):

! 1
Vi (0.9)= 2, X, Culd, Msmm)Y,,,(0,) 2, - (D.1.5)

m=—Im'=-1
Funkcijos ¥ % (0,¢) lyginumas yra (—1)".
Vektorinés sferinés harmonikos sudaro pilnaji ortonormuoty funkciju rinkinj. Todél bet koki vek-
torinj lauka galima iSreiksti funkciju ¥, (6,¢4) tiesiniu dariniu:

0 J J+1 0 J
AN=2 > 2 i MY @.9)=3 >, A(J.M;:r), (D.1.6)
J=0M=-JI=J-1 J=0M=-J
kur vektorinés funkcijos A(J,M;r) apibréziamos Sitaip:
1
A(J,M;r)= 7[ FUM;r)X 0 + g M;r)Y) L +h(J, MY T (D.1.7)

! Siame priede pateikiamas sutrumpintas [5] knygos B priedas.
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¢ia
LY, 0.9)
X (0,9) =Y ;,(0,¢) = A==, (D.1.8)
IM JI1 J(J+1)
kur L yra diferencialinis operatorius
L=-i-rxV, (D.1.9)

o Y6, ¢) yra skaliarinés sferinés harmonikos, kurios apibréztos 3.2.1 poskyryje. Kiekvienas démuo
A(J,M;r) vadinamas ,.grynuoju daugiapoliu lauku* ir yra operatoriy J ir J. tikriné funkcija:
JPAJ M 1) =J(J + DA, M;r), (D.1.10a)
JA(J,M;r)=M - A(J,M;r). (D.1.10b)
Radialiosios funkcijos fiJ,M;r), g(J,M;r) it h(J,M;r), kurios ieina i A(J,M;r) iSraiska (D.1.7), pilnai apibu-
dina vektorini lauka A(r).

D.2. Elektrinio ir magnetinio lauky iSraiSka daugiapoliais laukais laisvoje erdvéje
Dabar pritaikysime skleidinj (D.1.7) elektromagnetiniam laukui. Apsiribosime periodiskai laike
kintancio lauko atveju:
Er,t)=&r)e ™ + & (r)e"™ (D.2.1a)
(lauko uzrasymas dvieju kompleksiskai jungtiniy funkciju sumos pavidalu reikalingas tam, kad laukas
buty realioji funkcija). Analogiskai iSreiskiamas ir magnetinio lauko stipris H(r,?):

H(r,t)=H(r)e ™ + H (r)e" . (D.2.1b)
Maksvelo lygtys laisvai erdvei yra
VxE(r) =y B0 1 OH(D) (D.2.2a)
ot &,C ot
Vx H(r,0)=¢, % : (D.2.2b)

¢ia ,,V x ““ yra rotoriaus operatorius (kitaip Zymimas ,,rot*). Uzrasant (D.2.2a) antraja lygybe, pasinaudota
tuo, kad $viesos greitis c¢ iSreiSkiamas konstantomis & ir i:
1

\ oty ’
t.y. 1= 1/(&c). Irase (D.2.1b) i (D.2.2a), o (D.2.1a) — i (D.2.2b), ir atsizvelge i tai, kad laiko funkcijos
exp(—iar) ir exp(+iax) yra tiesiskai nepriklausomos, gauname:

VxEF) =—2_ H(r), (D.2.42)

2
&,C

Vx H(r)=—-1we,&(r) . (D.2.4b)
Toliau, rasant ,,£* arba ,,H* be argumenty, bus turimos omenyje nepriklausancios nuo laiko amplitudés
&E(r) ir H(r).

Kadangi € ir H yra vektoriniai laukai, tai juos galima iSskleisti vektorinémis funkcijomis (D.1.7).
Kaip anks¢iau minéta, kvantiniai skaic¢iai J ir M nusako elektromagnetinio lauko pilnutinj judesio kiekio
momenta ir jo projekcija. Zymenis J ir M pakeisime labiau iprastais Zymenimis: vietoj J naudosime
zymenj / (kuris anksciau nusaké tik orbitinio judesio kiekio momenta), o vietoj M — zymeni m (kuris
anksciau nusaké tik orbitinio judesio kiekio momento projekcija). Elektromagnetiné spinduliuoté, kurios
elektrinis ir magnetinis laukai iSreiSkiami viena i$ vektoriniy funkciju A(/,m;r) (D.1.7), yra vadinama I, m
eilés daugiapole spinduliuote, o jeigu m néra apibréztas, tada — I-tosios eilés daugiapole spinduliuote
arba 2'-poline spinduliuote. Pirmosios eilés (/=1) daugiapolé spinduliuot¢ vadinama dipoline
spinduliuote, antrosios eilés (I =2) — kvadrupoline spinduliuote, treCiosios eilés ([ =3) — oktupoline
spinduliuote ir t. t.

Kaip minéta 10.1 poskyryje, elektrini ir magnetini laukus, kurie atitinka Maksvelo lygtis, galima
iSreiksti lyginio ir nelyginio lauky suma (toks i$skaidymas patogus todé¢l, kad elektromagnetinés spindu-
livotés, kuri atsiranda kvantinio Suolio metu, elektrinis ir magnetinis laukai turi apibrézta lyginuma).
Todel kiekviena 1§ funkciju A(/,m;r) (D.1.7) iSskaidysime { du prieSingo lyginumo démenis: démeni, kuris
yra proporcingas X;, (3io démens lyginumas yra (—1)’), ir démen, kuris priklauso nuo kity dvieju vektori-

C =

(D.2.3)
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niy sferiniy harmoniky (jy lyginumas yra (—1)'*"). Iireiskiant apibrézto lyginumo lauka, funkcijy (D.1.7)
iSraiskose nelieka démeny, kuriy lyginumas yra prieSingas lauko lyginumui. /, m eilés daugiapolé spindu-
livoté, kurios elektrinio lauko lyginumas yra (~1)'*', o magnetinio lauko lyginumas yra (~1), vadinama
elektrine daugiapole spinduliuote. Tokios spinduliuotés magnetinis laukas yra proporcingas funkcijai
X

H(r)=

MX"" 0.4), (D.2.5)

o elektrinis laukas yra iSreiskiamas funkciju ¥,},,, ir ¥;7_, tiesiniu dariniu. PrieSingo lyginumo /, m eilés

daugiapolé spinduliuoté vadinama magnetine daugiapole spinduliuote. Tokios spinduliuotés elektrinis
laukas yra proporcingas funkcijai X,

e =L x 0.9). (D2.6)

o magnetinis laukas yra iSreiSkiamas funkciju ¥,},,, ir ¥, tiesiniu dariniu. Kadangi laisvoje erdvéje

elektrinis ir magnetiniai laukai yra abipus vienareikSmiskai susij¢ vienas su kitu pagal Maksvelo lygtis
(D.2.4a,b), tai pilnam elektromagnetinio lauko aprasymui pakanka turéti tik vieno i§ ty lauky iSraiska.
Vadinasi, norint i§samiai apibudinti /, m eilés elektring daugiapole spinduliuote, pakanka zinoti tik tos
spinduliuotés magnetinio lauko iSraiskos radialuji daugiklj pries X;,.(6, @), o norint pilnai apibiidinti /, m
eilés magneting daugiapol¢ spinduliuote, pakanka Zinoti tik tos spinduliuotés elektrinio lauko iSraiskos
radialyji daugikli prie§ X;,.(6, #). Kai /=0, X,,(6, #) = 0. Sis rezultatas isplaukia i§ X,,(6, @) israiskos
(D.1.8), atsizvelgus i tai, kad skaliariné sferiné harmonika Yy, yra konstanta (zr. 3.2.1 poskyris, 3.1 lente-
1€). Vadinasi, nulinés eilés daugiapolé spinduliuoté neegzistuoja.

Visy pirma iSnagrinésime /, m eilés elektring daugiapole spinduliuote. Funkcija fz(/,m;r) gauna-
ma i$sprendus laisvos erdvés banging lygti, kuri iSplaukia i§ Maksvelo lygciu (D.2.4a,b):

VxVxH-kH=0; (D.2.7)
¢ia k yra bangos skaicius:
=2 (D.2.8)
c
Irasius (D.2.5) i (D.2.7), gaunama tokio pavidalo radialioji lygtis:
d> I(l+1
[?— (rz )+k2} f(,m;r)=0. (D.2.9)

Kadangi (D.2.9) yra antrosios eilés tiesiné diferencialiné lygtis, tai jos bendraji sprendini galima isreiksti
bet kuriu dviejuy tiesiskai nepriklausomu atskiryjy sprendiniy tiesiniu dariniu. Tie du atskirieji sprendiniai
daznai apibréziami Sitaip:
1) ,,Reguliarusis* sprendinys F)(r) apibréziamas remiantis reikalavimu, kad jis turi buti realus ir lygus
nuliui taske » = 0. Sio sprendinio asimptotiné iSraiSka dideliems 7 yra Sitokia:
F}(r) = sin(kr — 4 Ir) (kr>> D). (D.2.10)
2) ,,Nereguliarusis“ sprendinys G,(r) apibréziamas remiantis reikalavimu, kad jis turi bati realus, o dide-
liems r jo asimptotin¢ iSraiska turi biiti Sitokia:
G,(r) = cos(kr — % In) (kr>>1). (D.2.11)

Tikslios reguliariojo ir nereguliariojo sprendiniy iSraiskos yra tokios:

1/2
F,(r){%"’) Jyn ey =l j, (kr), (D.2.12)
k 1/2
G,(r)=—(%j Ny (k7 (D.2.13)

¢ia J,(z) yra n-tosios eilés (pirmosios riisies) Beselio funkcija, ji(z) yra /-tosios eilés sferiné Beselio funk-
cija, o N,(z) yra n-tosios eilés Neimano (Neumann) funkcija (taip pat vadinama ,,antrosios riiSies Beselio
funkcija®), kuria galima iSreiksti eiliy n ir —n Beselio funkcijomis. Jeigu n néra sveikasis skaicius, tada
funkcijos N,(z) apibréziamos Sitaip [15]:

N,(2)=—

sinnm

[J,(z)cos(nm)—J_,(2)]. (D.2.14)
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Pusinés eilés Beselio funkcijos ir atitinkamos sferinés Beselio funkcijos buvo apibréztos C priedo
C.3 skyrelyje. IS Beselio funkciju savybiu iSplaukia, kad né vienai / vertei nereguliarusis sprendinys
(D.2.13) néra lygus nuliui taske » = 0.
Mus domina (D.2.9) lygties sprendinys, kuris nusako iSeinancios i§ tasko » = 0 elektromagnetinés
spinduliuotés lauka (D.2.5). Tas sprendinys yra iSreiSkiamas Sitaip:
u(r)=G,(r) +iF,(r). (D.2.15)
Cia virdutinis indeksas ,.+ nurodo, kad §is sprendinys nusako spinduliuote, kuri iSeina i$ tasko »=0
(sprendinys u,(_) , kuris nusako jeinanciq i taska r = 0 spinduliuote, yra kompleksiskai jungtinis funkcijai
(D.2.15)). Remiantis (D.2.10) ir (D.2.11), Sio sprendinio asimptotiné iSraiSka, kai k»>>/, yra tokio
pavidalo:
ul” (r) = expli(kr — L im)] (kr>>1). (D.2.16)
Taigi,
fe(lm;r) = %aE (Lmyu™ (r), (D.2.17)

todél [, m eilés elektrinés daugiapolés spinduliuotés magnetinj lauka galima isSreiksti Sitaip:
H(r)=ag(l,m)- Hg(I,m;r);
) (D.2.18)
Ho@mn=ac" DX, 0.
Papildomas daugiklis gc/k reikalingas, kad amplitudé ag(/,m) turéty elektrinio lauko stiprio dimensija
(funkcijos u,(”(r), kr ir X,,(6,¢) yra bedimensés, todél funkcijos He(/,m;r) dimensija yra lygi dydzio &c
dimensijai, t. y. magnetinio ir elektrinio lauku stipriy santykio dimensijai). Atitinkamas elektrinis laukas
gaunamas jrasius (D.2.18) { Maksvelo lygti (D.2.4b):

&(r)=ag(l,m)- & (,m;r),
(D.2.19)

- - (+)
&(mr=——vxH (mr="vx " x 0.4
W k kr
Analogiskai gaunamos ir /, m eilés magnetinés daugiapolés spinduoliuotés elektrinio bei magnetinio lauky
iSraiskos:

Sulsm;r) =%aM (Lm)uP(r); (D.2.20)

E(r)=ay(l,m)- &, (l,m;r),

() (D.2.21)
utmr) =" X, 0.0);

H(r)=ay(l,m)-H\(I,m;r),
ul(+) (r) (D.2.22)

r

.02
Hy, (1, m;r) = -2

Vx &, (l,m;r)= —goc%Vx[ X, (9,¢)}.

@

Cia ay(l,m) turi elektrinio lauko stiprio dimensija (funkcija Ey(l,m;F) yra bedimensé).

I§ vektorinés funkcijos X,.(6,¢) iSraiskos (D.1.8) iSplaukia, kad vektorius X,,(6,¢) yra statmenas
spinduliui vektoriui r (nes vektorius, kuris lygus kity dviejy vektoriy vektorinei sandaugai, yra statmenas
abiem dauginamiesiems vektoriams). Antra vertus, i§ funkcijos ul(”(r) iSraiskos (D.2.16) ir i§ elektrinio
bei magnetinio lauky israisky (D.2.18), (D.2.19), (D.2.21), (D.2.22) isplaukia, kad $iy lauky radialioji da-
lis yra proporcinga exp(ikr). Tai reiSkia, kad toli nuo Saltinio daugiapolé spinduliuoté yra sferiniy bangu
pavidalo, o ty bangy fazinio grei¢io kryptis sutampa su r kryptimi'. Vadinasi, elektrinés daugiapolés spin-
duliuotés magnetinis laukas yra statmenas spinduliuotés faziniam grei¢iui (zr. (D.2.18)). Tokia spindu-

! Fazinis greitis — tai pastovios fazés pavir§iaus judéjimo greitis. Sferiniy elektromagnetiniy bangy pastovios fazés
pavirsiai yra sferos, kuriy priklausomybe nuo laiko nusako lygtis k7 — ct = const. Kadangi Sios sferos yra statmenos
r krypéiai, tai juy judéjimo kryptis sutampa su r kryptimi, t. y. fazinio greicio vektorius yra lygiagretus r.
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livoté kartais vadinama ,,TM spinduliuote* (nuo anglisko termino ,,transverse magnetic radiation*: ,,sker-
siné¢ magnetiné spinduliuoté*). AnalogiSkai magnetinés daugiapolés spinduliuotés elektrinis laukas taip
pat yra statmenas faziniam greiciui (zr. (D.2.21)). Tokia spinduliuoté kartais vadinama ,,TE spinduliuote*
(angl. transverse electric radiation). Taciau elektrinés daugiapolés spinduliuotés elektrinis laukas ir mag-
netinés daugiapolés spinduliuotés magnetinis laukas néra tiksliai statmenas faziniam greiciui (t.y. turi
iSilging komponentg). Dél Sios priezasties daugiapolé spinduliuoté turi nenulini judesio kiekio momenta
atzvilgiu tasko » = 0 (zr. kita skyrelj).

D.3. Daugiapolés spinduliuotés energija ir judesio kiekio momentas

Apskai¢iuosime daugiapolés spinduliuotés lauko energija ir judesio kiekio momenta. Panagriné-
kime tiirio ¥ erdvés sritj aplink taSkini spinduliuotés Saltini. Yra zinoma, kad elektrinio lauko energijos
tankis yra lygus &&(r,f)/2, o magnetinio lauko energijos tankis yra lygus &H(r,f)/2. Keliant kvadratu
elektrinio ir magnetinio lauky stiprius (D.2.1a,b), atsiras démenys, kurie proporcingi ¢, ir nepriklau-
santys nuo laiko démenys, kurie lygiis 2 (#)&(r) ir 2H (r)H(r). Priklausantys nuo laiko démenys neturi
itakos vidutinei energijai, nes ju laikinis vidurkis yra lygus nuliui. Todé¢l elektromagnetinio lauko energija

tiryje Vyra lygi
E = [ (6, &+ uyH HYAV = [ (6 | € +11 | H)AV . (D.3.1)

v v

Zinome, kad elektromagnetinio lauko energijos srauto tankj (energijos kieki, kuris pereina pro ploto
vieneta per laiko vieneta) nusako Pointingo vektorius

S(r,t)y=E(r,t)xH(r,t). (D.3.2)
Elektromagnetinio lauko judesio kiekio tankis (judesio kiekis tiirio vienete) yra lygus
g(r,t)=L2S(r,t)=i2£(r,t)xH(r,t) . (D.3.3)
c c

Lauko judesio kiekio momento tankis yra lygus spindulio vektoriaus r ir lauko judesio kiekio tankio g
vektorinei sandaugai (pagal judesio kiekio momento apibrézti), o pilnutinis lauko judesio kiekio momen-
tas turyje V yra lygus tos sandaugos integralui tuo tiiriu. Skaiciuojant pilnutinio momento laikini vidurki
G, vél reikia atmesti priklausancius nuo laiko démenis. Todél

G:cizjrx(e*waxH*)dV. (D.3.4)
V

Jeigu abu laukai € ir H biity tiksliai statmeni r (,,skersiné spinduliuoté” arba ,,TEM spinduliuoté) tada
vektoriné sandauga € x H bty lygiagreti su r. Kadangi dvieju lygiagreciy vektoriuy vektoriné sandauga
lygi nuliui, tai tokiu atveju judesio kiekio momentas G (D.3.4) biity lygus nuliui. Taigi, nenulinj judesio
kiekio momenta tasko » = 0 atzvilgiu gali turéti tik tokia spinduliuoté, kurios elektrinis arba magnetinis
laukas turi komponente¢ r kryptimi (pvz., kaip minéta praeitame skyrelyje, i savybé yra buidinga daugia-
polei spinduliuotei). Tokios spinduliuotés judesio kiekio tankio vektorius (D.3.3) néra lygiagretus su r.
Jeigu tokios spinduliuotés Saltinj idétume | centra sferos, kuri sugeria visa i ja krintancia spinduliuote, ta-
da ta sfera pradéty suktis, o jos judesio kiekio momentas biity lygus sugertosios spinduliuotés judesio kie-
kio momentui.

Pasinaudojus Maksvelo lygtimis (D.2.4a,b) ir keliomis vektorinémis tapatybémis, galima jrodyti,
kad integralo, kuris jeina i (D.3.4) reiskinj, z komponent¢ yra lygi

[ j rx(E x H+Ex H*)dV] =w j [6,E - (J.&) +u,H" - (J.H)AV ; (D.3.5)
14 2 v
&ia J. yra D.1 skyrelyje apibréztasis pilnutinio judesio kiekio momento projekcijos operatorius, isreiktas
h vienetais (kad galioty (D.3.5) sarysis, reikia, kad elektrinis ir magnetinis laukai biity lygts nuliui ant
integravimo turio pavirsiaus).

Grynojo daugiapolio lauko atveju J.€ = mE, JH = mH, todél pagal (D.3.4), (D.3.5) ir (D.3.1)

m m
G. == (& |EF +uy | H} YAV ==E.. (D.3.6)
a)V w

Jeigu lauke yra tik vienas Sios daugiapolés spinduliuotés kvantas, tada E =hw, ir pagal (D.3.6) judesio
kiekio momento z komponenté yra lygi %m . Taip pat galima jrodyti, kad Siuo atveju pilnutinio judesio

kiekio momento kvadratas yra lygus/(l +1)4*. Taigi, daugiapolés spinduliuotés lauko kvanto pilnutini
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judesio kiekio moments ir jo projekcija nusako jos eilé /, m — lygiai taip pat kaip centriniame jéguy lauke
judancios dalelés judesio kiekio momenta ir jo projekcija nusako kvantiniai skaiciai / ir m.

Didéjant », daugiapolés spinduliuotés elektrinio ir magnetinio lauky iSilginés komponentés
(kurios salygoja nenulinj judesio kiekio momenta) spar¢iai mazéja (ju amplitudés yra proporcingos 72, o
skersiniy komponen¢iy amplitudés yra proporcingos r'). Todél, nagrinéjant daugelj kity daugiapolés
spinduliuotés savybiy (pvz., spindulivotés intensyvumo kampinij pasiskirstyma), galima neatsizvelgti i §i
nuokrypi nuo idealiai skersinés spinduliuotés ir teigti, kad elektrinis ir magnetinis laukai yra statmeni », o
energijos ir judesio kiekio pernaSos kryptis yra lygiagreti su r.

D.4. Daugiapolés spinduliuotés Saltiniai. Daugiapoliai momentai
Daugiapolés spinduliuotés amplitudés ag(/,m) ir am(/,m), kurios ieina i (D.2.18) ir (D.2.21) reiski-
nius, priklauso nuo spinduliuotés Saltinio. Apskritai elektromagnetinés spinduliuotés Saltiniai yra priklau-
santys nuo laiko elektros kriiviai (t. y. elektros sroveé) ir priklausantys nuo laiko magnetiniai momentai.
Todél, skaiciuojant tas amplitudes, reikia atsizvelgti i elektros srovés tankio j (t. y. elektros kriivio, kuris
pereina pro ploto vieneta per laiko vieneta) ir imagnetéjimo M (t. y. tiirio vieneto magnetinio momento)
pasiskirstyma spinduliuotés Saltinyje. Kai yra spinduliuotés Saltiniai, Maksvelo lygtys yra

V x E(r,1) = 4y [aHg’t) 4 aMé:’t)} __ gotz [aHg’t) + aMé:”)} , (D.4.1a)
Vx H(r,t) = 2,650 | 1) (D.4.1b)

(plg. su Maksvelo lygtimis laisvai erdvei (D.2.2a,b)). Be to, §ias lygtis reikia papildyti tolydumo lygtimi
V-jr,t)= —%; (D.4.1¢c)

¢ia ,, V- yra divergencijos operatorius (kitaip Zymimas ,,div"). Kaip ir anks¢iau, remsimés prielaida, kad
visy dydziuy priklausomybé nuo laiko yra harmoning, t.y. (D.2.1a,b) pavidalo. Tada pastarosios trys
lygtys igyja toki pavidala:

iw

Vx&(r)=—[H(r)+M(r)], (D.4.2a)
&,C

Vx H(r)=—-1we,&(r) + j(r), (D.4.2b)

V- jr)=iwp(r). (D.4.2¢)

Be to, toliau bus reikalingos lygtys, kurios nusako tik vieng i§ dviejy vektoriy € arba H (bet ne juos
kartu). Sios lygtys iSplaukia i§ (D.4.2a,b) ir i§ bangos skaiciaus & bei Sviesos greicio c¢ iSraisky (D.2.8) ir
(D.2.3):

VxVxH-kKH=Vxj+k’M, (D.4.3a)
VxVxE—k2E =K (j+Vx M), (D.4.3b)
&C

Uz $altinio riby j = 0 ir M = 0, todél (D.4.3a,b) lygtys virsta laisvos erdvés bangine lygtimi (D.2.7).
Rasime (D.4.3a,b) lygciu sprendinius, kuriy pavidalas yra toks pat kaip grynosios daugiapolés
spinduliuotés lauko. Pradésime nuo /, m eilés elektrinés daugiapolés spinduliuotés, kurios magnetinis lau-
kas yra (D.2.5) pavidalo. (D.2.5) iSraiSka gauta remiantis vien lauko simetrijos savybémis, todél ji licka
galioti ir esant lauko Saltiniams. Taciau diferencialiné lygtis, kuri nusako fe(/,m;r), kai yra lauko Saltiniai,
skiriasi nuo (D.2.9) lygties. Teisingoji lygtis gaunama jrasius (D.2.5) { (D.4.3a), skaliariskai padauginus
abi lygties puses i§ X,

Im

(6,¢) ir integravus kampuy @ir ¢ atzvilgiu. Taip iSvedama lygtis

d*> I(+1
{—? + (r2 ) _ kz} fomyr) =Ky (I,m;r) ; (D.4.4)
¢ia funkcija Kg(I, m; r) apibréziama sarysiu
Ky (Lm;r)=r[ X,,(0.9)-(V x j+ K M)dQ ; (D.4.5)

¢ia dQ2=sinddOdd¢. Kadangi dydis Kg(/,m;r) nusako Saltiniy itaka spinduliuotés laukui, ji vadinsime
Saltinio démeniu.
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Analogikos iSraidkos gaunamos ir nagrinéjant /, m eilés magnetine daugiapole spinduliuote. Siuo
atveju elektrinis laukas iSreiSkiamas (D.2.6) reiskiniu. Funkcija fy(/,m;r) atitinka (D.4.4) pavidalo lygti,
taCiau su kitokiu Saltinio démeniu, kuris $iuo atveju iSreiSkiamas Sitaip:

KM(l,m;r)=£orjX;n(t9,¢)-(j+VxM)dQ. (D.4.6)
0

Nehomogeniné diferencialiné lygtis (D.4.4) su Saltinio démeniu (D.4.5) arba (D.4.6) leidzia
apskaiciuoti amplitudes ag(/,m) ir ay(l,m), kurios ieina i elektrinio ir magnetinio lauky israiskas laisvoje
erdvéje (uz Saltinio riby) (D.2.18), (D.2.19), (D.2.21), (D.2.22). Tam reikia nustatyti (D.4.4) lygties
sprendiniu fg ir fy; asimptotinj pavidala, kai » yra didelis. Palyginus §j asimptotinj funkcijos f; pavidala su
(D.2.17), gaunama amplitudé ag, o palyginus asimptotini funkcijos fy pavidala su (D.2.20), gaunama
amplitude ap.

Vienas i§ tiesiniy nehomogeniniy diferencialiniy lygciu (pvz., (D.4.4)) sprendimo biidy — tai vadi-
namasis Gryno funkcijy metodas, kuris pagristas tuo, kad lygties sprendinij, kai yra bet kokio pavidalo
Saltinio démuo, galima iSreiksti sprendiniy, kurie atitinka jvairiuose erdvés taSkuose esancius vienetinius
taskinius Saltinius, integralu ty Saltiniy koordinaciy atzvilgiu. Vienetinio taskinio Saltinio atveju (D.4.4)
lygties deSinioji pusé buty lygi &r —r"), kur & Zymi Dirako delta funkcija (zr. E prieda), ' yra Saltinio
radialioji koordinaté, o  yra stebéjimo tasko radialioji koordinaté. (D.4.4) lygties sprendinys G(r, ), kai
desinioji pusé yra &Xr—r'), vadinamas tos lygties Gryno funkcija. Nehomogeninés lygties (D.4.4)
sprendinio iSraiska remiantis Gryno funkcija G(r,r") yra Sitokia:

Se(l,m;r) =TG(r,r')KE (r"Hdr'. (D.4.7)
0

(D.4.4) lygties Gryno funkcija G(r,r") galima iSreiksti atitinkamos homogeninés lygties sprendiniais. Tam
reikalingi du sprendiniai: sprendinys u,(” (r), kuris nusako iSeinancia i§ taSko » =0 spinduliuote (zr.
(D.2.15)), ir ,,reguliarusis* sprendinys Fy(r) (zr. (D.2.10) ir (D.2.12)). (D.4.4) lygties Gryno funkcija yra

G(r,r") :%F}(Q)ul(”(r;); (D.4.8)

¢ia Zymuo ,,r- reiSkia mazesne i§ dviejuy radialiyjuy koordinaciy r ir 7/, o zymuo ,~* reiskia didesng i§
dvieju koordinaciy 7 ir 7.

(D.4.7) lygybé galioja esant bet kokioms » vertéms. Taciau, kad §ig iSraiSka biity jmanoma
palyginti su (D.2.17) reiskiniu, reikalingas tik asimptotinis sprendinio pavidalas, kai r yra didelis (Saltinio
iSoréje). Tada visos r' vertés, kurioms esant (D.4.7) integralo pointegraliné funkcija skiriasi nuo nulio, yra
mazesnés uz r, todél, skai¢iuojant ta integrala, Gryno funkcijos iSraiSkoje (D.4.8) galima laikyti, kad
r<=r', 0 r~=r. Vadinasi, $altinio iSoréje

(+
U

) 0
follm;r) = k(’") [F0)K (. (D.4.9)
0

Palyginus (D.4.9) su (D.2.17), galima teigti, kad elektrinés daugiapolés spinduliuotés elektrinio lauko
amplitude yra lygi

ag(l,m) = ijF,(r)KE (L,m;r)dr . (D.4.10)
£0C Y
[rasius Kg(r) israiska (D.4.5) i (D.4.10) ir pasinaudojus tuo, kad tirio elementas yra dV = r*drd(2, isveda-
ma formulé

ag (I,m) L j I EMX,, (Vx j+EMdV ; (D.4.11)
&y
¢ia integruojama Saltinio tdiriu.
Visiskai analogiSkai gaunama ir magnetinés daugiapolés spinduliuotés elektrinio lauko amplitudé
Saltinio iSoréje. Siuo atveju reikia lyginti nehomogeninés lygties (D.4.4), kurioje $altinio démenj nusako
(D.4.6) reiskinys, sprendinio asimptotinj pavidala su (D.2.20) reiskiniu. Sitaip randame:

ay (I,m) = j F,(r)Ky, (L, m;r)dr :;—kc j rE()X,, - (+Vx M)V . (D.4.12)
0 o~y

Amplitudziy iSraiskos (D.4.11) ir (D.4.12) saltinio iSor¢je yra tikslios: jos galioja, kai yra bet
kokia Saltinio matmeny ir spinduliuotés bangos ilgio santykio verté. TaCiau dabar tarkime, kad spindu-
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livotés bangos ilgis yra daug didesnis uz Saltinio matmenis, t. y. visame integravimo tiiryje kr << 1. Tada
reguliaryji sprendini £(r) galima pakeisti jo asimptotine iSraiSka, kuri tinka, kai » yra mazas:
(kr 1+1
Fn~
@2r+nn
(i lygybé isplaukia i§ F(r) iSraiskos (D.2.12) ir sferiniy Beselio funkciju asimptotinés israiskos (C.3.5)).
[raSe Fi(r) asimptoting iSraiSka (D.4.13) ir funkcijos X}, iSraiska (D.1.8) i amplitudés ag(/,m) iSraiska
(D.4.11), gauname:

(D.4.13)

kl+1 1 . .
— (LY, (Vxj+E*M)dV . (D.4.14)

ag(l,m)=
: QI+DIJII+1) gc;
Kadangi operatorius L yra Ermito operatorius, tai pastaraji integrala galima uzrasyti kitu pavidalu pasi-
naudojus Ermito operatoriy savybe (3.1.2):

kl+l 1 Jot n 2’\
ag (I,m) = — | 7Y, (L-Vxj+k"L-M)dV =
{m) QI+ DI +1) gocl m( / )

1+1
k 1

T QU+ g
¢ia [ zymi integrala. Kadangi operatorius L apibréziamas (D.1.9) sarySiu, tai galioja Sios vektorinés
tapatybés:

(D.4.15)

L-Vxj=—i[(r-V+2)(V-j)=-V*(- )],
L-M=iV-(rxM).
[rasius (D.4.16) i (D.4.15) ir iSreiSkus srovés tankio divergencija V¢ erdvinio krivio tankiu pagal
tolydumo lygti (D.4.c), integralas 7 igyja toki pavidala:
I= jr’Y,; @,9)[(r-V)p+20p+iVi(r- j)+ik’V-(rx M)]dV . (D.4.17)
Vv

(D.4.16)

Tai yra keturiy integraly suma. Pirmaji integrala patogiausia skaiciuoti sferin¢je koordinaciy sistemoje
(zr. B prieda). Sferinése koordinatése operatoriaus (V) iSraiska yra Sitokia: (»V) = r(0/0r) (zr. B priedas,
B.2 lentel¢). Tada pirmasis integralas lygus
N . nEP Lo
L=0[rY, 0.0 L4V =01, 0.9 [ rLdr|da;
V or V H (9.6) or
1\,

¢ia r1(6,9) ir ry(6,¢) yra tasky, kuriuose asis (6,¢) kerta integravimo srities pavirsiy, radialiosios koordina-
tés. Integralas lauztinivose skliaustuose lengvai apskaiciuojamas integruojant dalimis:

w0 a5 1 0d) 1(0.9)

[ 72 Ldr=r"p(r) ) [ #p@rdr.

nos O e 7(8.9)
Pirmasis démuo lygus nuliui, nes integravimo sritis yra Saltinio iSor¢je, kur erdvinio kriivio néra (o= 0).
Vadinasi,

1,(0,9)
IL=—(+3)w j Y, (6, ¢)[ j pl+2 pdr]d.() =—(I+3)o j FY; (0,0)p(r)dV .
2 11(0.9) V

Treciaji integrala (D.4.17) reiskinyje lengviausia apskaiCiuoti pagal antraja Gryno teorema (Zr. B priedas,
B.3 lentelé). Tos teoremos iSraiSkoje pavirsinis integralas lygus nuliui, nes, kaip minéta, ant integravimo
srities pavirSiaus $altiniy néra (j = 0). Todél

L =i[ V2 ('Y, (- dv .

Vv

1§ skaliariniy sferiniy harmoniky savybiy i$plaukia, kad V> (#'Y, )=0. Taigi,
13 =0.
[rase integraly /; ir /5 iSraiskas i (D.4.17), gauname:
I=—(+ l)wjrllflfn 0,8) p(r)dV +ik> j FY; (0,4)V - (rx MydV . (D.4.18)
14

vV
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Irase (D.4.18) 1 (D.4.15) ir pasinaudoje tuo, kad @ = kc, kur Sviesos greitis ¢ iSreiskiamas (D.2.3) formule,
iSvedame galuting /, m eilés elektrinés daugiapolés spinduliuotés magnetinio lauko amplitudés apytiksle
iSraiska, kai Saltinio matmenys yra daug maZzesni uz spinduliuotés bangos ilgi:

a.(l,m)~— ! (”ljmk’”(g +0;,); (D.4.19)
B g2+ 1 m T im ] > s
Oy = [F'10,(0.9)p(r)dV (D.4.20)
0l =X [HY,, 0.4V -(rx MV . (D421)
ey M

Dydis Q,,, vadinamas I, m eilés apibendrintuoju elektriniu daugiapoliu momentu.

Analogiskai skaiCiuojama ir magnetinés spinduliuotés elektrinio lauko stiprio amplitude ay(/,m),
kai integravimo turyje kr << 1. Palyginus (D.4.12) su (D.4.11), akivaizdu, kad, palyginti su ag(/,m) iSrais-
ka, ay(l,m) iSraiskoje yra tokie pakeitimai: 1) yra papildomas daugiklis ik; 2) vietoj j reikia naudoti M;
3) vietoj M reikia naudoti j/k*. Be to, kadangi skaiiuojant ag(l,m) srovés tankio divergencija buvo
pakeista dydziu iwo(r) (pagal tolydumo lygti (D.4.2¢)), tai (D.4.20) reiskinyje vietoj o(r) reikia rasyti
—iw '(V-M). Sitaip gauname:

1 1+1)"7? 51 .
aM(l,m)zg(le)” ; k Z(M,,,1+M,m), (D.4.22)
1 l* .
M, =-— Y (0,0)V-(rxj)dV, D.4.23
e AR r) (D4.23)
M;, =—[r'Y, (0.4)(V - M)dV . (D.4.24)
V

Dydis M,,, vadinamas [, m eilés apibendrintuoju magnetiniu daugiapoliu momentu.

Dydziy Q,,, M, ir M, israiSkose pointegraliné funkcija yra lygi vektorinés funkcijos divergen-
cijos ir skaliarinés funkcijos sandaugai. Tokio pavidalo integralus daznai paprasciausia apskaiCiuoti integ-
ruojant dalimis pagal bendraja formule, kuri pateikta B priedo B.3 lentel¢je. Kadangi aptariamuoju atveju
viena i§ dauginamyjy funkciju (i kuria jeina j arba M) yra tapaciai lygi nuliui ant integravimo srities pavir-
Siaus, tai pavir$inio integralo nelieka. Sitaip gauname tokias minéty dydziy israiskas:

ik

’ _ . [ *
o, = Tie l (rxM)-V['Y, (6,4)1dV , (D.4.25)
1 .
My =g j (rx j)-V[r'Y, (0,$))dV (D.4.26)
M}, = [M-V[r'Y,,6,4)1dV . (D.4.27)

Dar viena magnetinio momento M), (D.4.23) iSraiSka gaunama pasinaudojus vektorine tapatybe
V:-(rxj)=—r-(Vxj):
1

M, i j Y, (0,4)r - (V x j)dV . (D.4.28)

v
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E priedas. Dirako delta funkcija

Simboliné funkcija, kuri daznai taikoma aproksimuojant siauro impulso pavidalo funkcijas, yra
Dirako delta funkcija Xx), kuri apibréziama sarysiu

j w(x)S(x)dx = w(0) ; (E.1)
¢ia w(x) yra bet kokia funkcija, kuri yra tolydi taske x = 0. Kita Dirako & funkcijos apibréztis yra tokia:
Dirako delta funkcija — tai funkcija, kuri atitinka Sias dvi lygybes:

T o(x)dx =1, (E.2a)
0, x=0;
o(x)= {0 220 (E.2b)

I$ (E.1) iSplaukia, kad ¢ funkcijai yra biidinga tokia savybé:
[ WS (= x)dx = w(x, ) - (E.3a)

—00

Kadangi ¢ funkcija yra lyging, tai (E.3a) lygybe galima perrasyti Sitaip:

[ WS (xy = x)dx = w(x, ) . (E.3b)
Sios lygybés kairiojoje puséje esantis integralas — tai funkcijy w(x) ir &x) sqsitka, kurios argumentas yra
Xo. Vadinasi, Sig o funkcijos savybe zodziais galima suformuluoti Sitaip: duotosios funkcijos w(t) ir 6
funkcijos sqsitka sutampa su w(t).
o funkcija yra lyginé (&—x) = &x)). Dar viena ¢ funkcijos savybé:

o(ax)= l§(Jc) (a>0). (E4)
a
Kartais naudojama ¢ funkcijos iSraiSka integralu:

1 ° +jxo
5(x)=%:[oej do. (E.5)

Si formulé gaunama apskai¢iavus & funkcijos Furjé transformacija (Zr. F priedas, (F.1.1) formulé), o pas-
kui apskai¢iavus gautosios lygybés abiejuy pusiy atvirksting Furjé transformacija (F.1.2). o funkcijos (E.5)
savybé zodziais formuluojama Sitaip: O funkcija — tai konstantos 1/(2m) tiesioginé Furjé transformacija
arba vienetinés funkcijos (vieneto) atvirkstiné Furjé transformacija’'.

Su Dirako 6 funkcija susijusi vienetiné laiptiné funkcija u(t), kuri apibréziama Sitaip:

0 1, t>0; (E.6)
u(t)= .
0, <0
Vienetiné laiptiné funkcija ir Dirako 0 funkcija susijusios sarysiu
t
[ 6(da=u(), (E.7)
i§ kurio i$plaukia
du(z)
—==0(1). E.8
7 (1) (E.8)

Galima rasti tokia funkcija J,(x), kuri artéja prie Dirako o funkcijos, kai jos parametras a artéja
prie nulio, t. y. lin% 0,(x)=0(x). Toliau pateiktos trys tokios ribinés iSraiskos:
a—>

'Si apibréztis galioja tik tada, kai tiesioginé ir atvirkstiné Furjé transformacijos apibréziamos taip kaip F priede.
Vartojant kitas Furjé transformacijos apibréztis (jos paminétos iSnasoje F priedo pradzioje), ¢ funkcijos isSraiskoje
prie$ Furjé transformacija gali atsirasti papildomas daugiklis.
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1 -x*/d?

S(x) = lim——e ™", (E.9)
a—0 a\/E
1 a
o(x)=lim— , E.10
*) >0 g + x* ( )
5(x) = 1imisin[fj : (E.11)
a—0 X a

(E.9) formulg iliustruoja E.la pav., o (E.11) formulg —
E.1b pav.

50-
40 efx2 /a7 Ax)
1 8,(0)="—
“ N
30-
d(x),a=0,02
201 4
S5 (x),a=0,05
0. y ()
(2) . /5a(x), a=0,1
20,4 20,2 0,0 0,2 0.4
X
100+
1 X /&x)
801 5, (x) =—sin (—j
X a
60 Y d(x),a=0,05
40
i S(x),a=0,2
20 . (%)
0 MNJ//\\/ VAL V=G
® vV

-2 -1 0 1 2

E.1 pav. Dirako ¢ funkcijos asimptotinés iSraiskos.
(a) Dirako o funkcija kaip Gauso skirstinio tikimy-
bés tankio riba. (b) Dirako ¢ funkcija kaip funkcijos
sin(x/a)/(mx) riba
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F.1. Furjé transformacijos ir signalo spektro savokos
Laiko funkcijos x(f) Furjé transformacija (angl. Fourier transform) — tai funkcija, kuri apibrézia-
ma Sitaip:
+00
X (o) = [ x(t)e™dt; (F.1.1)
¢ia ,,i" yra menamasis vienetas, o @ yra Furjé transformacijos argumentas, kurio dimensija sutampa su
atvirkstinio laiko dimensija. (F.1.1) formulé kartu apibréZia ir daznio savoka: kampinis daznis — tai Furjé
transformacijos (F.1.1) parametras o, kuri galima isSreiksti Sitaip: w=2ny; ¢ia v yra jprastinis daZnis.
Zinant Furjé transformacija X(®), prading funkcija x(¢) galima apskaiGiuoti atvirk$tinés Furjé transfor-
macijos budu:

+00

x(t) _ L j X(w)e”dw. (F.1.2)
2n 2,

Funkcijos x(¢) ir X(w), kurios susijusios Furjé transformacija (F.1.1) ir (F.1.2), sudaro vadinamaja Furjé

porq'. Kai kurios Furjé transformacijos savybés yra pateiktos F.1 ir F.2 lentelése, kurios yra §io priedo

pabaigoje.

Toliau laiko funkcija x(f) vadinsime ,,signalu®. Signalo x(f) Furjé transformacija X(®) taip pat
vadinama signalo spektru. 1S (F.1.1) ir (F.1.2) iSplaukia, kad signalo iSraiska x(¢) ir to signalo spektras
X(w) suteikia vienoda informacija apie tiriamaji signala. Toliau Furjé transformacija bus panaudota,
sprendziant du uzdavinius: 1) iSreiSkiant signalo energijos spektrini tanki; 2) skai¢iuojant detektoriaus
signala impulsinéje veikoje.

F.2. Signalo energijos spektrinis tankis

Bet koks baigtinés trukmés signalas turi tam tikra baigting energija E. Sios energijos fizikinis
pavidalas skirtinguose signalo apdorojimo etapuose gali buti jvairus (pvz., suZadintyjy atomy vidiné
energija, elektromagnetiniy bangy energija, kriivininky kryptingo judé¢jimo kinetiné energija, kondensato-
riuje sukaupto kriivio sgveikos potenciné energija, rezistoriaus vidiné energija ir kt.), taciau jos verté yra
tiksliai apibrézta ir pastovi. Bet kokio realiojo arba kompleksinio signalo pilnutiné energija visada yra
proporcinga signalo modulio kvadrato integralui laiko atzvilgiu nuo —oo iki +oo:

E~ +f|x(t) *dr. (F.2.1)

Isitikinsime Sio teiginio teisingumu, kai signalas x(¢) yra elektros srové arba jtampa tam tikroje ekvivalen-
tingje varzoje R. Tokie signalai daznai pasitaiko praktikoje, nes, apdorojant daugeli kitokios prigimties
signaly, ju energija (arba tos energijos dalis) paver¢iama elektros srovés energija. Pvz., daugelio impulsi-
niy jonizuojanciosios spinduliuotés detektoriy signalo energija virsta elektros srovés energija ekvivalenti-
néje RC grandingje (Zr. 15.3 pav. 15.2.2 poskyryje), kurios kondensatorius C paskui iSsikrauna per rezis-
toriy R (t. y. kondensatoriuje C egzistavusio elektrinio lauko energija virsta rezistoriaus R vidine energi-
ja). I8 elektriniy grandiniy teorijos yra zinoma, kad elektros srovés i(f) momentiné galia (t. y. darbas, kurj
elektros srove atlieka per laiko vieneta) yra lygi

RO

P(t)=U(0)i(t) = Ri*(t) = (F.2.2)

¢ia U(¢) yra jtampos kritimas varzoje R. Pagal galios prasme pilnutiné signalo energija yra lygi

! Naudojamos dar dvi Furjé transformacijos apibréztys: vienu atveju abiejy transformacijy israisSkose yra daugiklis
1/+2% , o kitu atveju tiesioginés Furjé transformacijos argumento ir atvirkstinés Furjé transformacijos integravimo
kintamojo vaidmeni atlieka ne @, o v (todél Siuo atveju néra daugiklio 1/(2m) atvirkstinés transformacijos iSraisko-
je). Visos toliau pateiktosios Furjé transformacijy iSraiskos galioja tik tada, kai tiesioginé ir atvirkstiné Furjé trans-
formacijos apibréziamos (F.1.1) ir (F.1.2) formulémis, o transformacijos parametras yra .
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E= E P(t)dt = Riji P2 (¢)dt = {j: U?(t)dt. (F.2.3)

Taigi, isitikinome, kad pilnutiné signalo energija yra proporcinga jo kvadrato integralui laiko atzvilgiu
(modulio zenklas $iuo atveju nereikalingas, nes srové ir jtampa yra realieji dydziai, kuriy kvadratas visada
yra teigiamas realusis dydis). Jeigu signalo vaidmeni atlieka itampa U(t), tada proporcingumo koeficien-
tas yra 1/R, o jeigu signalo vaidmenj atlieka srové i(¢), tada proporcingumo koeficientas yra R.

Signalo energijos spektrinis tankis &(v) arba &(w) — tai signalo energijos kiekis, kuris atitinka
vienetini dazniy intervala. T. y. pilnutiné signalo energija yra lygi

o0 1 o0
E= L e(v)dv = 2_7:_[0 s(w)dw. (F.2.4)

Signalo energijos spektrinj tankj iSreikS§ime naudodamiesi (F.2.1) sarySiu ir Furjé transformacijos savybé-
mis. Tam pasinaudosime Parsevalio teorema, kuri teigia, kad bet kurie du kompleksiniai signalai x;(¢) ir
X,(2) atitinka sarysi

% * 1 < *
j X, (1)x, (£)dt - j X, (0) X5 (w)dw; (F.2.5)
¢ia Xi(w) ir Xo(w) yra signaly x(¢) ir x,(¢) Furjé transformacijos (spektrai). Jeigu x(¢) = x,(¢) = x(¢), 18
(F.2.5) isplaukia
[1x(e) P de _ L [1X()f do. (F.2.6)
e 2m 7
Sios lygybés kairioji pusé yra proporcinga signalo energijai (zr. (F.2.1)). Vadinasi, i§ (F.2.6) isplaukia,
kad signalo energija yra proporcinga jo spektro modulio kvadrato integralui daznio atzvilgiu:

E~ T | X (o) do. (F.2.7)

Palyginus (F.2.4) ir (F.2.7), galima teigti, kad signalo energijos spektrinis tankis yra proporcingas to
signalo spektro modulio kvadratui:

s(@)~ X (o). (F.2.8)

F.3. Perdavimo funkcija ir impulsinis atsakas

Nagrinésime sistema, kuri tam tikru biidu  [éjimo I3¢jimo
transformuoja signala. T.y. jéjimo signalas x(t) pa- signalas signalas
kei¢iamas iSéjimo signalu y(t) (zr. F.lapav.). Siste- ~—__ " | H(w) 7

are ] ; o DAY x(?) ()
mos i$¢jimo signalas y(#), kai duotas jéjimo signalas
x(?), taip pat yra vadinamas sistemos afsaku i i€jimo ()
signala x(¢). Tokios sistemos pavyzdys yra keturpolis i,(?) i,(2)
— elektroninis jrenginys, kuris turi du j¢jimo i§vadus ~ o——— —~—-o
ir du i%¢jimo i¥vadus (zr. F.1b pav.). Keturpolio i¢ji- U.(?) Keturpolis Uy(1)
mo signalo x(#) vaidmeni gali atlikti {&jimo sroveé i;(f) o —°
arba iéjimo itampa U,(f). ISéjimo signalo y(¢) vaid- i(t) (b)
menj gali atlikti i§éjimo srové i,(¢) arba i$¢jimo jtam- o —> o
pa Us(?). Keturpolio pavyzdys — RC grandiné, kuri
ieina | supaprastinta detektoriaus modeli impulsingje C—— l i(1) l'R(t)l R U()
veikoje (zr. F.1c pav. ir 15.3 pav. 15.2.2 poskyryje).
Pastaruoju atveju i¢jimo signalas yra detektoriaus

momentiné srové i(¢), o i8¢jimo signalas — jtampos ° (c) °
kritimas varzoje R (zr. F.lc pav.). _ F.1 pav. (a) [¢jimo ir i3¢jimo signaly savokos. (b) Ke-
Praktikoje daZnai pasitaiko sistemy, kuriy at- turpolio i&jimo signalu galima laikyti {€¢jimo srove i1(¢)
sakas 1 i€jimo signala x() yra tam tikros paprastosios arba i¢jimo jtampa U,(7), o i¢jimo signalu galima lai-
tiesinés diferencialinés lygties su pastoviais koefi- kyti i8¢jimo srove ix(f) arba i§é¢jimo itampa Ua(?).
cientais sprendinys: (c) Keturpolio pavyzdys — lygiagreéioji RC grandiné.
d"y qr! y dy Siuo atveju iéj%mo signalas yra BC grandi.n.é:s 1€jimo
a,——+a,,—+..+taq—+a,y=x(t); (F.3.1) srove i(z), o is¢jimo signalas yra jtampos kritimas U(Z)

dt dr dt varzoje R
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Cia n yra lygties eilé, o a; (k=0, 1, ..., n) yra pastovieji koeficientai. Pvz., visy keturpoliy, kurie sudaryti
1§ pasyviyju elektroniniy komponenty (rezistoriy, kondensatoriy ir ri¢iu), atsakas i i€¢jimo signala x(¢) yra
(F.3.1) pavidalo diferencialinés lygties sprendinys. Tos lygties eilé ir koeficienty iSraiSkos priklauso
nuokonkrecios elektrinés grandinés. Apskritai kuo didesnis mazgy skaiCius grandingje, tuo aukstesnés
eilés diferencialing lygti reikia spresti. Pvz., minétoji RC grandiné apraSoma pirmosios eilés diferencialine
lygtimi (ta lygtis bus sprendziama kitame §io priedo skyrelyje).

Vienas i§ (F.3.1) pavidalo diferencialiniy lyg¢iy sprendimo metody — tai vadinamasis Furjé
transformacijy metodas. Atliksime (F.3.1) lygties Furjé transformacija. Pasinaudojus diferencijavimo
teorema (Zr. F.1 lentelé, 8-0ji eiluté), gaunama tokia lygybé:

(i)' a,Y(0)+({w) " a, Y(©)+..+io-aY(0)+a,Y (0) = X(0); (F3.2)
¢ia X(w) yra i¢jimo signalo Furjé transformacija (spektras), o Y(w) yra i§éjimo signalo spektras. ISreiske
Y(w) 18 (F.3.2), turime:

Y(w)=H(w)X(w); (F.3.3)

¢ia H(w) yra sistemos perdavimo funkcija:

H(w)= !

(iw)a, +(w)" " a,_ +..+iw-a +a,

(F.3.4)

Matome, kad i€jimo ir i§éjimo signaly spektry X(w) ir Y(®) matematinis sarySis yra daug paprastesnis
negu paciy signaly x(f) ir y(f) sarySis: iS¢jimo signalo spektras gaunamas tiesiog padauginus {€jimo
signalo spektra i$ perdavimo funkcijos. Todél atlickant signaly analize daznai patogiau operuoti signaly
spektrais negu paciais signalais. ISreiSkus i§éjimo signalo spektra Y(w), signalas y(¢) gali biiti apskai¢iuo-
tas pagal atvirksting Furjé transformacija (zr. (F.1.2) formulg).

Pagal (F.3.3), kai X(w) =1, Y(w) = H(®w). Taigi, H(w) yra tam tikro konkretaus i§¢jimo signalo
spektras. Tas i$¢jimo signalas — tai sistemos atsakas { i¢jimo signala, kurio spektras yra tapaciai lygus vie-
netui. Atitinkamas j€jimo signalas — tai vieneto atvirkstiné Furjé transformacija, t. y. Dirako delta funkcija
(zr. E priedas, (E.5) formulé). Sistemos atsakas | Dirako delta funkcijos pavidalo j¢jimo signala vadina-
mas sistemos impulsiniu atsaku. Taigi, sistemos perdavimo funkcija H(w) yra jos impulsinio atsako /(¢)
spektras. Kitaip sakant, sistemos impulsinis atsakas yra perdavimo funkcijos atvirkstiné Furjé transforma-
cija (F.1.2):

1 i
h(t)=— | H(w)e'"dw. (F.3.5)
2w =,

Pagal signaly sastikos teorema (zr. F.1 lentelé, 10-0ji eiluté), spektry sandaugos (F.3.3) atvirksti-
né Furjé transformacija yra lygi atitinkamy signaly sasiikai. Vadinasi, (F.3.2) pavidalo lygtimi apraSomos
sistemos i$¢jimo signalas y(¢), kai yra bet koks iéjimo signalas x(#), yra lygus impulsinio atsako 4(?) ir i&ji-
mo signalo x(7) sastkai':

y(t) = j x(t)h(t —)dt' = x(t) % h(t) ; (F.3.6)
¢ia Zenklas ,,** yra dviejy funkcijy sasiikos operacijos Zymuo.

F.4. Detektoriaus iSéjimo impulso bendroji iSraiska

Apskaiciuosime impulsinés veikos detektoriaus i$¢jimo signala. 15.2.2 poskyryje buvo minéta,
kad impulsinés veikos detektoriy kartu su prie jo prijungta matavimo iranga galima pakeisti ekvivalentine
grandine, kurig sudaro lygiagrecioji RC grandiné, prie kurios iéjimo prijungtas impulsinis srovés Saltinis.
Sios grandinés {¢jimo signalas yra detektoriaus momentiné srové i(f), o i§é¢jimo signalas yra lygiagrecio-
sios RC grandingés itampa U(r) (zr. F.1c pav.). Detektoriaus srove i(¢) pasiskirsto i srove, kuri teka apkro-
vos rezistoriumi R, ir srove, kuri teka ekvivalentiniu kondensatoriumi C (zr. F.1¢c pav.):

i(t)=ig(t)+i- (). (F4.1)
Kondensatoriaus srové yra lygi jame sukaupto krivio Q¢ kitimo spartai, t. y. laikinei i§vestinei:
i(t)=—=C— F4.2
() & m (F.4.2)

1 %e ev.es . e . _ . .. .. . .- . . ..
Sis i8¢jimo signalo skaiciavimo biidas néra vienintelis ir ne visada yra pats paprasCiausias. Optimalusis sistemos
i8¢jimo signalo skai¢iavimo biuidas priklauso nuo konkrecios sistemos ir konkretaus j&jimo signalo.
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(Cia pasinaudota tuo, kad O(¢) = C-U(¢)). Rezistoriaus srove yra lygi
u®

ip (1) = (F.4.3)
Irase (F.4.2) ir (F.4.3) i (F.4.1), gauname pirmosios eilés tiesing diferencialing lygti:
dUu U@ .
C—=— 4+ (). F4.4
o T r (0 (F.4.4)

I8¢jimo signala U(?) apskaiciuosime kaip apraSyta F.3 skyrelyje. T. y. visy pirma apskai¢iuosime
sistemos impulsinj atsaka A(?) (t. y. (F.4.4) lygties sprendini, kai i(f) = &¢)). Tam rasime sistemos perdavi-
mo funkcija (F.3.4), o paskui apskaiciuosime jos atvirksting Furjé transformacija (F.3.5). Pasinaudosime
perdavimo funkcijos bendraja iSraiska (F.3.4). Palyginus (F.4.4) ir (F.3.1) lygtis, akivaizdu, kad aptaria-
muoju atveju n=1, a; = C, ap = 1/R. [rasg Sias koeficienty vertes i (F.3.4), gauname lygiagreciosios RC
grandinés perdavimo funkcija:

1 1 RC

H(w) = = -
iw-C+(1/R) C l1+iw-RC
Si daznio funkcija yra tokio paties pavidalo kaip ir daznio funkcija, kuri pateikta F.2 lentelés 8-joje
eilutéje. Vadinasi, lygiagreciosios RC grandinés impulsinis atsakas (perdavimo funkcijos H(w) atvirkstiné
Furjé transformacija) yra vienpusé eksponentiné funkcija:

(F4.5)

—exp L , t>0;
h(t)=4C RC (F.4.6)
0, t<0.
I$éjimo jtampa — tai impulsinio atsako (F.4.6) ir RC grandinés iéjimo signalo i(¢) sastika (zr. (F.3.6)):
7 1 t'—t
U@)= | i(t)h(t—1t)dt'=—|i(t")exp| — |d¢t". F.4.7
<)L<)( ) C!()p(RC] (F4.7)

Jeigu iéjimo srové i(¢) yra impulsas, kurio trukmé daug mazesné uz trukmés konstanta RC, tada eksponen-
tiné funkcija pointegraliniame reiskinyje artima vienetui visame laiky intervale, kur i(f) # 0. Taigi, tokiu
atveju tame laiky intervale i8¢jimo jtampa yra apytiksliai lygi ié€jimo srovés integralui nuo 0 iki ¢, padaly-
tam 1§ C. Todél lygiagrecioji RC granding, kuri pavaizduota F.1c pav., vadinama srovés integratoriumi.

F.1 lentelé. Kai kurios Furjé transformacijy teoremos

Nr.|Operacija Laiko funkcija Furjé transformacija
1. |Tiesinis darinys a,x, (t) + a,x, (t) a, X, (®)+a, X, (o)
2. |Vélinimas x(t—At) X(@)e ™
. . 1 W
3. [Mastelio pakeitimas x(at) ﬁX [—j
a a
4. |[Kompleksinis jungimas X (t) X' (~o)
5. |Dualumas X(®) 21 - x(—w)
6. [Kompleksinio signalo daznio keitimas| y(y)e'®" X(o—aw,)
7. |Realiojo signalo daznio keitimas x(t)cos(myt + 6) %[ef'@ X(w-a,)+e X (o+a,)]
8. |Diferencijavimas % (iw)" X (@)
[n
t
9. |Integravimas I x(A)dA (io)™" X (w) + X (0)5 (@)
10.|Signaly sastika x, (1) *x,(2) = j X ()x,(t=t)dt' | X, (0) X, (o)
1
11.|Signaly daugyba x,(£)x, (2) ZX (@) * Xy (w)
L d"X
12.|Daugyba i§ ¢* £"x(t) i X (o)

do"
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F.2 lentelé. Kai kurios Furjé poros

Nr.| Laiko funkcijos pavadinimas Funkecijos iSraiSka Furjé transformacija
T | .
. . I, [tI£—;| sin(wT/2)
1. | Staciakampis impulsas I ) 2| ——
= /2
T T
0, |t]>—.
I, t>0 1
2. | Vienetinis $uolis u(t)= ot no(w)+—
0, ¢¢<0 10
3. |Konstanta 1 2no(w)
4. |Impulsas laiko momentu ¢ = £, o(t—t,) e i@l
5. | Kompleksiné eksponente el(@t+0) 21’ S(w - ay)
6. |Harmoniné funkcija cos(@yt + @) 1e'?8(w— @,) +me (o + w,)
.. o ™/0)’ (wt,)?
7. | Gauso funkcija tyexp| ——2
4n
—t/T T
8. | Vienpusé eksponentiné funkcija e, t>0 -
0, t<0 1+1iwT
. : . e 2T
9. | Dvipusé eksponentiné funkcija —
1+ (@)
k=0 n=owo
10.|Begaliné impulsy vora Z o(t—kT) @, z o(w—na,)
k=—0

n=-—x




483

G priedas. Daleliy skaifiavimo statistika

G.1. Matavimy paklaidos

Bet kuri fizikini dydi (pvz., masg, ilgi, vidutini jvykiy skai¢iy) galima iSmatuoti tik apytiksliai.
Matuodami duotagji fizikini dydi, po skirtingy matavimy visada gausime Siek tiek skirtingas vertes, net
jeigu visy matavimy salygos yra vienodos. Todél matavimy metu galima gauti tik tam tikra matuojamojo
dydzio verciy intervalg, kuriam su zinoma tikimybe priklauso tikroji verté. Kuo kruops¢iau matuojama ir
kuo tobulesné matavimy jranga, tuo siauresnis matuojamojo dydzio galimyjy verciy intervalas.

Skirtumas tarp dydzio iSmatuotos vertés ir tikrosios vertés vadinamas matavimy absoliucigja
paklaida arba tiesiog paklaida. AbsoliucCiosios paklaidos ir tikrosios vertés santykis vadinamas santykine
paklaida. Pagal prigimti paklaidos skirstomos i atsitiktines ir sistemingasias. Kaip matyti i$ pavadinimo,
atsitiktines paklaidas salygoja atsitiktiniai veiksniai (pvz., Siluminis kriivininky judéjimas matavimo iran-
gos puslaidininkiniuoe elementuose), o sistemingqgsias paklaidas salygoja neatsitiktiniai veiksniai (pvz.,
netiksliai sugraduota liniuoté). Atsitiktinés paklaidos gali bti ir teigiamos, ir neigiamos, ir dazniausiai
abiejy zenkly tikimybés yra vienodos. Sistemingosios paklaidos daZzniausiai biina vieno Zenklo, t.y. jos
arba padidina visy matavimy rezultatus, arba sumazina visy matavimy rezultatus. Atsitiktiniy paklaidy
neimanoma pasalinti; jas galima tik sumazinti tobulinant matavimuy metodika. Sistemingasias paklaidas
galima pilnai pasalinti, jeigu yra Zinoma ju priezastis. Toliau bus aptariamos tik atsitiktinés paklaidos.

Anksciau pateikta paklaidos apibréztis néra naudinga praktiniu pozitiriu, nes ji apibrézia paklaida
atzvilgiu tikrosios vertés, kuria, kaip ka tik minéta, neimanoma absoliuciai tiksliai nustatyti. Analizuojant
matavimy duomenis, vietoj anks¢iau apibréztos paklaidos siekiama nustatyti vadinamaja standarting
paklaidg, kuri nusako pusploti intervalo, kuriam su Zinoma tikimybe priklauso tikroji matuojamojo
dydzio verté. Sio intervalo centras atitinka matavimo rezultata x (arba keliy vienodomis salygomis atlikty
matavimy rezultaty aritmetini vidurki), o visas intervalas nurodomas $itaip: x + Ax. Cia Ax yra dydzio X
pavienio matavimo arba keliy matavimy vidurkio absoliucioji standartiné paklaida. (toliau raide ,,X*
zymésime tam tikra dydi, o raide ,x“ — jo vertg). Santykiné standartiné paklaida lygi absoliuciosios
standartinés paklaidos ir iSmatuotosios vertés x modulio santykiui Ax / |x|.

Matavimy rezultatas x yra bevertis, jeigu bent apytiksliai néra Zinoma jo standartiné paklaida. Si
paklaida apskaic¢iuojama matematinés statistikos metodais. Norint nustatyti matavimy rezultaty standar-
ting paklaida, reikia Zinoti matuojamojo dydzio skirstini. Skirstinio savoka ir praktiniai taikymai aprasyti
kituose §io priedo skyreliuose. Siame jvadiniame skyrelyje paminésime tik viena svarbia i§vada: jeigu
pavienio matavimo standartiné paklaida lygi Ax, tada n vienody matavimy vidurkio standartiné
paklaida artéja prie Ax/ Jn , kai n artéja j begalybe. Statistikoje standartiné paklaida vadinama ,,stan-
dartiniu nuokrypiu®. Standartinio nuokrypio tikslioji apibréztis bus pateikta G.3 skyrelyje. Jeigu matavi-
mo rezultatai pasiskirste pagal Gauso skirstini, tada standartinis nuokrypis nusako pusploti intervalo,
kuriam su 68,3 % tikimybe priklauso tikroji matuojamojo dydzio verté (Zr. G.4.3 skyreli).

G.2. Branduoliy spinduliuoté ir statistika

Branduolio fizikoje ir elementariyjy daleliy fizikoje statistiniai metodai turi ypatinga reikSmeg, nes
mikropasaulio reiskiniai yra statistinés prigimties (zr. 1.13 ir 1.15 poskyrius). Galima teigti, kad mikro-
skopiniy ir makroskopiniy dydziy matavimy paklaidos yra i§ esmés skirtingos kilmeés.

Makroskopiniy dydZiy, kurie apibiidina plika akimi regimus objektus, paklaidas galima laikyti tik
matavimo metodikos netobulumo pasekme. T.y. galima laikyti, kad pats matuojamasis makroskopinis
dydis objektyviai turi absoliuciai tiksliai apibrézta verte, kuria blity imanoma nustatyti, jeigu matavimo
iranga buty tobula. Matuojant mikroskopinius dydZius, kurie apiblidina mikropasaulio procesus (pvz.,
elektrono judéjima atome arba atomo branduolio virsmus), matavimo rezultaty i§sibarstyma sukelia ne tik
netobula matavimu iranga, bet ir paties matuojamojo dydzio objektyvus neapibréztumas (zr. 1.13 posky-
ri). Taigi, net jeigu matavimams biity naudojama tobula jranga ir visi matavimai biity atlickami visiskai
vienodomis salygomis, skirtingy matavimy rezultatai vis tiek biity iSsibarstg tam tikrame intervale.

Mikroskopinis dydis, kurio statistinés savybés bus apraSytos Siame priede — tai radioaktyviosios
spinduliuotés daleliy (o daleliy, B daleliy arba y kvanty) skai¢ius, kurj uzregistruoja daleliy detektorius
per apibrézta laiko tarpa. Sis dydis yra proporcingas tiriamojo radioaktyviojo bandinio aktyvumui, t. y.
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Detektuoty per 1 s daleliy skaicius

branduoliy skilimy skaiciui per lai-
ko vieneta. Taip yra todél, kad skai-
¢iuojamosios dalelés atsiranda, sky-
lant branduoliams. T.y. viena de-
tektuota dalelé — tai vienas uzregist-
ruotas branduolio skilimas. Viduti-
nis detektuoty per 1 s daleliy skai-
¢ius X néra lygus bandinio aktyvu-
mui @ (t.y. vidutiniam per 1 s ski-
lusiy branduoliy skai¢iui). Siy dvie-
ju vidurkiy santyki X/ @ Zymésime
K. Jeigu kiekvieno skilimo metu
iSspinduliuojama viena dalelé, tada
K <1, nes detektorius detektuoja tik
dalj i$spinduliuoty daleliy. Taip yra
dél triju priezaséiu:

1) skilimo metu iSspinduliuotoji
dalelé gali islékti bet kuria
kryptimi ir nebiitinai pataikyti {
detektoriy;

2) dalelé gali biiti sugerta radio-
aktyviosios medziagos tlryje
arba detektoriaus apvalkale;

3) dalelé gali pralékti pro detekto-
riaus tir], nesgveikaudama né
su vienu detektoriaus darbinés
medZziagos atomu.

Taigi, jeigu X yra per 1 s detektuo-
ty daleliy skaiCius, o o yra jo stan-
dartinis nuokrypis, tada tiriamojo
bandinio aktyvumas lygus x /K (Cia
0 <K< 1), aktyvumo matavimo ab-
soliucioji paklaida lygi o/K, o san-
tykiné¢ paklaida lygi o/ x. Koefi-
cientas K yra pastovus (nors daznai
praktikoje jo tiksli verté biina nezi-
noma). Vadinasi, branduoliy skili-
my skaiCiaus ir detektuoty daleliy
skaiCiaus statistinés savybés yra
vienodos.

Jeigu Saltinio aktyvumas ir
jo padétis detektoriaus atzvilgiu ne-
kinta, tada vidutinis skaiCius dale-
liy, kurias detektorius detektuoja
per 1 s, taip pat yra pastovus ir turi
tiksliai apibrézta vertg. Taciau skir-
tingy matavimy rezultatai yra skir-
tingi. Pvz., G.1 pav. pavaizduoti
100 matavimy rezultatai. Siame pa-
vyzdyje vieno matavimo trukme ly-
gi 1 s, o Saltinio padétis detektoriaus
atzvilgiu parinkta taip, kad detekto-
rius per 1s detektuoty vidutiniskai
52 daleles (Si vidurki vaizduoja
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briiksniné linija). Taciau, kaip matome, matavimy rezultatai ,,iSsibarste* gana placiose ribose: nuo 35 iki
72. Sio intervalo plotis lygus 72 — 35 = 37. Tai sudaro 37 / 52 = 71 % vidurkio vertés.

Sio detektuoty daleliy skai¢iaus i§sibarstymo prieZastis yra ta, kad radioaktyvusis skilimas, kurio
metu atsiranda minétos dalelés, yra atsitiktinis vyksmas. Tai reiskia, kad nejmanoma i§ anksto numatyti,
kada skils duotas radioaktyvus branduolys. Kitaip sakant, radioaktyviajame Saltinyje per laiko vieneta
skylanc¢iy branduoliy skaicius (taigi, ir detektuoty daleliy skaicius) yra atsitiktinis dydis. A#sitiktinis dydis
— tai dydis, kurio verté, kai yra pastovios stebé&jimo salygos, néra tiksliai apibrézta, t. y. gali igyti verte i
tam tikro verciy intervalo.

G.2 pav. gautas sugrupavus G.1 pav. taskus po 10 ir kiekvienoje grupéje apskaiCiavus aritmetini
vidurki. Akivaizdu, kad isibarstymas yra maZesnis negu G.1 pav. atveju: vertés kinta nuo 46 iki 55,5. Sio
intervalo plotis lygus 9,5, t. y. 9,5 /52 = 18 % vidurkio vertés.

G.3 pav. skiriasi nuo G.1 pav. tik tuo, kad ¢ia panaudotas 10 karty aktyvesnis Saltinis: per 1 s
detektuoty daleliy skai¢iaus vidurkis lygus jau ne 52, o 520. Siuo atveju matavimy rezultatai svyruoja nuo
473 iki 591. T. y. kitimo intervalo plotis lygus 591 — 473 = 118, o santykinio kitimo intervalo plotis lygus
118 /520 =23 %. Taigi, nors absoliutusis iSsibarstymas daugiau kaip tris kartus virSija G.1 pav. atveji
(118 /37 =3,1), taciau santykinis i§sibarstymas yra mazdaug tiek pat karty mazesnis (71 % /23 % = 3,1)
ir yra artimas tam, kuris gautas G.2 pav. atveju.

Sie pavyzdziai iliustruoja viena i3 svarbiausiy radioaktyviosios spinduliuotés matavimo désningu-
my: iSmatuoto daleliy skaiciaus santykinis iSsibarstymas aplink vidurkj mazéja didéjant matavimo
metu detektuoty daleliy skai€iui.

G.3. Matavimy duomeny statistinis apraSymas. Histograma, vidurkis, dispersija

Atsitiktiniy dydziy matavimo rezultatai dazniausiai vaizduojami histogramomis. Histograma —
tai stulpeliu diagrama, kurioje kiekvieno stulpelio kraStai nusako tam tikra atsitiktinio dydzio verliy
intervala, o stulpelio aukstis lygus matavimy skaiiui, kuriy metu iSmatuotoji atsitiktinio dydzio verté
pakliuvo i ta intervala. G.4 pav. iliustruoja histogramos sudaryma duomeny rinkiniui, kuris pavaizduotas
G.1 pav. Dél vaizdumo histogramos x asis yra vertikali (teigiamoji kryptis — i virSy), o y aSis yra horizon-
tali. Siuo atveju histogramos stulpeliy plotis lygus 5, o stulpelio aukstis nusako skaiéiy tasku, kurie yra
tarp gretimy horizontaliy linijy kairiajame grafike. Gautoji histograma pavaizduota G.5 pav. Pirmojo
stulpelio aukstis lygus skaiciui matavimy, kuriy rezultatas buvo nuo 31 iki 35 (tokiy matavimy buvo 1),
antrojo stulpelio aukstis lygus skai¢iui matavimy, kuriy rezultatas buvo nuo 36 iki 40 (tokiy matavimy
buvo 6), ir t. t. Nors G.4 pav. iliustruoja histogramos sudaryma tam atvejui, kai matuojamasis dydis yra
daleliy skaicius, taciau histogramos sudarymo metodika lieka tokia pati ir tuo atveju, kai matavimo rezul-
tatas turi bet kurig kita prasmg. Pvz., 21.5 poskyrio 21.9 pav. pavaizduotieji impulsy amplitudziy spektrai
pagal savo prasmg taip pat yra histogramos (Siuo atveju matuojamasis dydis yra impulso amplitud¢), nors
jos yra nubraizytos ne stulpeliy pavidalu, o kreiviy pavidalu.

Histograma pilnai nusako matavimy rezultaty rinkinio statistines savybes. Ta¢iau dazniausiai toks
i§samus apraSymas yra nereikalingas, o pakanka Zinoti tik dvi svarbiausias atsitiktinio dydzio charakteris-
tikas: jo tikimiausiaja verte ir ,,i§sibarstymo* aplink ja laipsnj. Sias charakteristikas galima apytiksliai
nustatyti pazitiréjus i histograma. Pvz., G.5 pav. akivaizdu, kad tikimiausias per 1 s detektuoty daleliu
skaiCius yra mazdaug 50, o daugumos matavimy rezultatai yra tarp 40 ir 65, t. y. dazniausiai gaunami
skaiciai, kuriy nuokrypis nuo vidurkio nevirsija 15. Taciau tas pacias charakteristikas galima apibrézti ir
tiksliau. Jeigu tikimiausias detektuoty daleliy skaicius yra pakankamai didelis (deSimciy eilés arba dides-
nis), tada jis lygus daleliy skaiciaus aritmetiniam vidurkiui:

X, =12x,.; (G3.1)
s

Ciax; (i=1, 2, ..., n) yra atskiry matavimy rezultatai (visus vidurkius Zymésime brik$niu vir§ reiskinio,
kurio vidurkis skai¢iuojamas). Apatinis indeksas ,,e” nurodo, kad turimas omenyje empirinis vidurkis,
kuris gali skirtis nuo tikrojo vidurkio X (empirinis vidurkis artéja prie tikrojo, kai matavimy skaicius »
artéja i begalybe). Atsitiktinio dydzio ,,iSsibarstymo® apie vidurki laipsni nusako to dydzio standartinis
nuokrypis. Standartinis nuokrypis Zymimas graikiska raide o (,,sigma®) ir apibréziamas $itaip:

c, = /li(xi—f)z : (G3.2)
ni
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Cia apatinis indeksas ,,e* nurodo, kad turimas omenyje empirinis standartinis nuokrypis. Reiskinys, kuris
yra po Saknies zenklu, vadinamas (empirine) dispersija:

D, =13 (x5 -7) . (G33)
=

Taigi, dispersija yra lygi matavimy rezultaty nuokrypiy nuo vidurkio kvadraty vidurkiui, o standartinis
nuokrypis yra lygus kvadratinei Sakniai i§ dispersijos:

o=~D. (G.3.4)
(G.3.2) ir (G.3.3) formulés netinka praktiskai taikyti, nes i jas jeina tikrasis vidurkis X, kuris yra nezino-
mas. Praktikoje tikraji vidurkj X reikia pakeisti empiriniu vidurkiu X,. Galima jrodyti [16], kad, norint
minimizuoti paklaida, kuri atsiranda dél tokio pakeitimo, (G.3.3) reiskinio vardiklyje matavimy skaiciy n
reikia pakeisti skai¢iumi n — 1:

D=t Zn:(xl.—)?e)z. (G.3.5)

¢ on-l1 i=1
Jeigu n yra didelis, tada 1/(n — 1) = 1/n, todél vietoj (G.3.5) galima taikyti ir (G.3.3) formule, kurioje
tikrasis vidurkis X pakeistas empiriniu vidurkiu X, .
Nesunku jsitikinti, kad

1< 2 1& o 2_ 2 =2
_Z(xi _xe) = _in —Xg =X, T X5
n4s n

i=1
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&ia x? yra atsitiktinio dydzio kvadrato vidurkis. Todél

D, = ! [ x.z—n)_czjz " (xz—)_cz). (G.3.6)
n—1\3
T. y. dispersija yra apytiksliai lygi kvadrato vidurkio ir vidurkio kvadrato skirtumui.

Kartais histogramose vietoj skirtingy rezultaty pasikartojimo skai¢iy pateikiami skirtingy rezulta-
tu daZniai, t. y. kiekvieno rezultato pasikartojimo skaifiaus ir pilnutinio matavimy skaiCiaus santykis.
Pvz., jeigu 40 i$ 200 matavimy rezultatas lygus 1, tada tokio rezultato daznis lygus 40/200 = 0,2. Vertés x
pasikartojimo daznj Zymésime F(x). Si funkcija vadinama daZnio pasiskirstymo funkcija. Bet kokios
dydzio x funkcijos g(x) empirinis vidurkis yra lygus

g. = z g(x)F(x). (G.3.7)
x=0
Sio sarysio atskirieji atvejai — tai atsitiktinio dydzio X empiriniy vidurkio ir dispersijos i§raiskos:
X, = ZxF(x) ; (G.3.8)
x=0
D= (k- F(x)=—| S ¥F(x)-% |= L(Z— 72 ) . (G.3.9)
- 1 x=0 n— 1 x=0 n-— 1

G.4. Statistiniai modeliai

Tam tikromis salygomis yra imanoma i$ anksto apytiksliai numatyti jvairiy rezultaty pasikartoji-
mo daznius. Toks numatymas tampa imanomas tik padarius tam tikras iSankstines prielaidas apie tiriamaji
atsitiktini dydj. Sios prielaidos kartu su i§ ju i$plaukian¢iais dazniy skai¢iavimo metodais yra apibendrin-
tai vadinamos statistiniu modeliu. Statistiniai modeliai leidzia numatyti ivairiy ver¢iy tikimybes. Jeigu
statistinis modelis yra teisingas, tada, neribotai didéjant matavimy skaiciui », kiekvienos vertés (x) daznis
F(x) artéja prie tos vertés tikimybés P(x), kuriag numato statistinis modelis. Taigi, duotos vertés tikimybe
galima apibrézti kaip tos vertés ,.teorini daznj“. Jeigu visy galimy verciy tikimybés yra zinomos, tada ga-
lima apskaiCiuoti ir teorinius vidurki bei dispersija. Tam pakanka (G.3.7)—(G.3.9) formulése vietoj dazniy
F(x) naudoti tikimybes P(x):

g=2 8(N)P(x); (G4.1)
x=0
X =) xP(x); (G.4.2)
x=0
D= (x-%PP(x)=Y ¥P(x)-%> =x> %" (G.4.3)
x=0 x=0

Tikimyb¢, kad dydzio X verté paklius i duotaji intervala x; <x < x,, yra lygi

Pl <x<x)=3 P(x). (G.4.4)
Visy tikimybiy suma yra lygi vienetui:
> P(x)=1. (G.4.5)
x=0

Statistinio modelio matematiné iSraiska yra skirstinys — taisykle (lentelé arba funkcija), kuri numato visy
galimy atsitiktinio dydzio verciy x tikimybes P(x).

Pries aptariant konkrecius skirstinius, reikia tiksliau apibrézti tiriamaji atsitiktini dydi. Aptaria-
muoju atveju atsitiktinis dydis — tai branduoliy skilimy skai¢ius per duota laika 7. Bendriau formuluojant,
tai yra palankiyjy jvykiy skaicius atlikus duotaji skaiciy nepriklausomy bandymy. Vienas bandymas — tai
duoto branduolio stebéjimas duota laika ¢. Jeigu bandinyje yra N branduoliy, tai reiskia, kad per viena ¢
trukmés matavima atlickama N bandymy. Sie bandymai yra nepriklausomi, nes duoto branduolio skilimas
neturi jtakos kity branduoliy skilimui. Jeigu steb¢jimo metu branduolys skilo, tai bandymo rezultatas yra
palankusis ivykis, o jeigu neskilo — nepalankusis. Taigi, yra galimos tik dvi bandymo baigtys. Tokie
atsitiktiniai vyksmai vadinami binariaisiais vyksmais. Palankiojo ivykio tikimybg atlikus viena bandyma
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zymésime p. G.9 skyrelyje bus jrodyta, kad radioaktyviojo skilimo atveju p =1 —e¢™*; &ia A yra skilimo
konstanta. G.1 lenteléje pateikti triju binariyjy vyksmy pavyzdziai kartu su atitinkamomis p vertémis.

G.1 lentelé. Binariyju vyksmy pavyzdziai

Bandymas Palankiojo jvykio apibréztis Palankiojo jvykio tikimybé p
Monetos metimas ,Erelis® 1/2
Kauliuko ridenimas . Sesetukas 1/6
Radioaktyviojo branduolio | Branduolio skilimas per | — e
stebéjimas laika ¢ stebéjimo laika

Toliau bus aprasyti trys skirstiniai:

1. Binominis skirstinys. Tai yra pats bendriausias skirstinys, kuris tinka visiems binariesiems vyksmams,
kai tikimybé p yra pastovi. Taciau, kai bandymy (pvz., branduoliy) skaicius N yra labai didelis, tada
taikant §j skirstinj reikia sudétingy skaiciavimuy.

2. Puasono skirstinys. Sis skirstinys yra binominio skirstinio ribinis atvejis, kai palankiojo jvykio tikimy-
bé p yra maza. Praktiniu poziiiriu tai reisSkia, kad stebéjimo trukmé ¢ yra daug mazesné uz radioakty-
viosios medziagos pusamzi. Tada radioaktyviuyju branduoliy skai¢ius praktiskai nesumazéja per mata-
vimy trukmeg (t. y. skilusiy branduoliy skaicius yra daug mazesnis uz pilnutini radioaktyviyjy branduo-
liy skaiciy), todél duotojo konkretaus branduolio skilimo uzregistravimo tikimybé p yra maza.

3. Gauso skirstinys. Sis skirstinys yra Puasono skirstinio ribinis atvejis, kai vidutinis palankiuju jvykiy
skaiCius per viena matavima yra palyginti didelis (pvz., didesnis uz 20).

Jeigu vieno bandymo palankiosios baigties tikimybé p yra maza, tac¢iau bandymy skai¢ius yra pakanka-
mai didelis, kad vidutinis palankiyjy ivykiy skai¢ius per viena matavima buty didelis (pvz., didesnis uz
20), tada visi trys anks¢iau minéti skirstiniai duoda vienodus rezultatus. Todél tokiu atveju racionaliausia
naudoti Gauso skirstinj, kurio matematiné israiSka yra paprasc¢iausia.

G.4.1. Binominis skirstinys

Tarkime, kad turime N nestabiliyjy branduoliy, kuriy pusamzis yra Zinomas. Be to, yra Zinoma
kiekvieno branduolio skilimo per steb¢jimo laika tikimybé p. Tada tikimybeé, kad branduolys per duota
laika neskils, yra lygi 1 — p. Kiekvienam branduoliui skirkime eilés numerj. Pagal nepriklausomujy ivykiy
tikimybiy sandaugos taisykle, tikimybé, kad per ta laika skils branduoliai, kuriy numeriai yra nuo 1 iki x,
o branduoliai, kuriy numeriai yra nuo x + 1 iki N, neskils, yra lygi p*(1 — p)"™. Norint apskai¢iuoti tikimy-
be, kad skils bet kurie x branduoliy, reikia sudéti tikimybes, atitinkancias visas galimas x branduoliy imtis
i§ N branduoliy (tokios imtys kartais vadinamos kéliniais i§ N po x elementy). Kéliniy i§ NV po x elementu
skaiciy nusako binominis koeficientas

!
Cy =L; (G.4.6)
x!I(N —x)!
Cia x! yra skaiCiaus x faktorialas: x!=1-2-3-...- (x—2) - (x— 1) - x; skaiCiaus O faktorialas lygus 1.

Kadangi visi branduoliai vienodi, tai kiekviena kélinj i§ N po x branduoliy atitinka ta pati tikimybé
p"(1 — p)V~*. Todél pagal nesutaikomuyjy jvykiy tikimybiy sumos taisykle tikimybé P(x) yra lygi
N! !
P(x)=Cyp*(1-p)" " =————p*(1-p)" ™. G.4.7
(x)=Cyp (1-p) A —ot” (1-p) (G.4.7)
Si formulé nusako binominj skirstinj. Apskai¢iuosime teorinj vidurkj X . Pagal (G.4.2) formulg kiekvieno
branduolio indélis { X yra lygus p-1 + (1— p)-0 = p. Kadangi visi branduoliai yra vienodi, tai

X=pN. (G.4.8)
AnalogiSkai samprotaudami, i$ (G.4.3) iSvedame dispersijos iSraiska:
D=Np(-p). (G.4.9)
IS (G.4.8) iSplaukia, kad
p=X/N. (G.4.10)

Irase Sig p iSraiska i (G.4.7) formulg, iSvedame:

Py X [1_EJN_X (G.4.11)
x(N-x)! N*\' N) o
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G.4.2. Puasono skirstinys. Puasono vyksmy pavyzdziai

Jeigu matavimo trukmé ¢ yra daug mazesné uz skilimo pusamzi 7T7,, tada duoto branduolio skili-
mo tikimybé per laika 7 yra daug mazesné uz vieneta, o N yra praktiskai pastovus viso matavimo metu.
Tokiu atveju binominio skirstinio iSraiskoje (G.4.7) galima pereiti prie ribos p — 0. Turint omenyje p
iSraiska (G.4.10), §i riba yra tapati ribai N — . Tada (G.4.11) reiskinyje galima pakeisti

NY(N-x)!—> N*,

o laipsnio rodiklj N — x galima pakeisti skai¢iumi &, todél

) =\N =\ - gf —\x —
P(x)=(x) lim(l—%j _&) lim(l—i)x _® 1im[1_ij

==
=

x! Now x! Now N x! | Now N

Matematiné analiz¢ irodo, kad lauztiniuose skliaustuose esantis reiskinys yra lygus 1/ e; ¢ia e yra Eulerio
konstanta (e = 2,71828). Vadinasi,

P(x)zge’j‘ (x=0,1,2,..). (G.4.12)
X!

Si formulé nusako Puasono skirstinj (angl. Poisson distribution). Jeigu x > 10, tada faktoriala x!, kuris
ieina i (G.4.12) iSraiska, paprasciau skaiciuoti pagal apytiksle Stirlingo formule: x!~ x"e ™ ~/27mx .

Taigi, Puasono skirstinys yra binominio skirstinio atskiras atvejis, kai palankiojo ivykio tikimybé
yra labai maza (Sia salyga atspindi anksc¢iau minéta prielaida, kad p — 0). Praktikoje binominj skirstini
galima pakeisti Puasono skirstiniu, kai tikimybé p yra 107 eilés arba mazesné.

Puasono skirstiniu aprasomo atsitiktinio dydzio dispersija sutampa su vidurkiu:

D=Xx (G.4.13)
(81 sarysi galima gauti i$ binominio skirstinio vidurkio ir dispersijos iSraisky (G.4.8) ir (G.4.9) peréjus prie
ribos p — 0). Taigi, standartinis nuokrypis yra lygus kvadratinei $akniai i§ vidurkio:

o=+x. (G.4.14)
Be to, i (G.4.12) iSplaukia
Pxth _ x (G.4.15)
P(x) x+1

Todél, kai X< 1, P(x) monotoniskai mazéja didéjant x. Siuo atveju didZiausioji tikimybé P(x) atitinka
x=0 (zr. G.6apav.). Kai x> 1, tikimybés P(x) priklausomybéje nuo x atsiranda maksimumas, kurio
padétis apytiksliai sutampa su x (Zr. G.6b pav.). Did¢jant x, §i priklausomybé tampa vis simetriSkesné
(zr. G.7 pav.).

Pagrindinés Puasono skirstinio salygos (maZa ir pastovi duoto branduolio skilimo tikimybé per
duota laika) daznai galioja praktikoje. Todél per duota laika skilusiy branduoliy skai¢ius yra pasiskirstes
pagal Puasono skirstini. Apskritai nepriklausomy jvykiy seka, kurioje ivykiy skaiCius per duota laika yra
pasiskirstes pagal Puasono skirstinj, yra vadinama Puasono vyksmu. Taigi, radioaktyvusis skilimas yra
Puasono vyksmas.

Bendruoju atveju Puasono vyksmo parametro vaidmeni gali atlikti ne laikas, o koks nors kitas
tolydusis dydis. Pvz., tarkime, kad yra skai¢iuojami dalelés susidiirimai su medziagos atomais (pvz.,
laisvojo elektrono susidiirimai su dujy molekulémis dujiniame detektoriuje), kai dalelé medziagoje nueina
kelia d. Padalykime ta kelia i intervalus, kuriy kiekvieno plotis Ad yra daug mazesnis uz dalelés vidutini
laisvaji kelia /. ,,Palankusis jvykis* Siuo atveju — tai susidiirimas su atomu, kai dalelé nueina kelia Ad.
Kadangi Ad <<, tai susidiirimas su atomu kelyje Ad yra labai mazai tikétinas jvykis. Taigi, tai atitinka
viena i§ Puasono skirstinio salygy (maza palankiojo jvykio tikimybé). Jeigu, be to, susidirimo tikimybé
(skerspjiivis), nuéjus dalelei duotaji kelia Ad, nepriklauso nuo dalelés judéjimo istorijos, tada galioja ir
antroji salyga (palankiojo ivykio tikimybés pastovumas). Tokiu atveju dalelés susidiirimai su medZziagos
atomais yra Puasono vyksmas, kurio parametras yra dalelés kelias. Palankiyjy ivykiy skaicius Siuo atveju
— tai susidiirimy su atomais skaicius, kai dalelé nueina duota atstuma d (pastarasis dydis atlieka ta pati
vaidmeni, kaip anks¢iau minéto Puasono vyksmo matavimo trukmé). Vadinasi, tikimybé, kad dalelés tra-
jektorijos atkarpoje, kurios ilgis d, bus x susidiirimy su atomais, yra nusakoma (G.4.12) reiskiniu, kuriame
x reiSkia vidutini susidirimy skaiciy kelyje d.

Kitas pavyzdys — medziagos atomy jonizavimas, kai medziagoje visiskai sustabdoma elektringoji
dalelé, kurios energija £ yra daug didesné uz atomo jonizacijos energija. Padalykime ta energija i dideli
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G.6 pav. Puasono skirstinio pavidalas esant mazoms vidurkio x vertéms. (a) x =0,5;(b) x =3
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G.7 pav. Puasono skirstinio pavidalas, kai vidurkis X yra didelis (x =27,5). o yra standartinis nuokrypis

skaiciy intervaly, kuriy kiekvieno plotis AE yra tik nedaug didesnis uz atomo jonizacijos energija. ,,Palan-
kusis ivykis* Siuo atveju — tai atomo jonizavimas, kai dalelés energija sumazéja dydziu AE. Tarkime, kad
tik labai maza dalelés energijos nuostoliy dalis eikvojama atomu jonizavimui (likusioji dalis prarandama
kitais budais, pvz., iSeikvojama atomy suzadinimui arba virsta atomy Siluminio judéjimo energija). Tada
atomo jonizavimas, kai dalelés energija sumazéja dydziu AE, yra labai mazai tikétinas jvykis. Taigi, tai
atitinka viena i§ Puasono skirstinio salygy (maza palankiojo ivykio tikimybé). Jeigu, be to, jonizacijos
tikimybé, sumazéjus dalelés energijai duotuoju dydziu AE, nepriklauso nuo dalelés pradinés energijos,
tada galioja ir antroji salyga (palankiojo ivykio tikimybés pastovumas). Tokiu atveju atomy jonizavimas
yra Puasono vyksmas, kurio parametras yra krintanciosios dalelés energijos sumazéjimas. Palankiyju
ivykiy skai¢ius Siuo atveju — tai jonizuoty atomy skaicius sumazéjus dalelés energijai duotuoju dydziu £
(pastarasis dydis atlieka ta pati vaidmeni, kaip anks¢iau minéto Puasono vyksmo matavimo trukme).
Vadinasi, tikimybé, kad dalelés trajektorijos atkarpoje, kurioje dalelés energija sumazéja dydziu E, bus
jonizuota x atomy, yra nusakoma (G.4.12) reiskiniu, kuriame X reiskia vidutini jonizuoty atomy skaiciy,
kai dalelés energija sumazéja dydziu E.

G.4.3. Gauso skirstinys

Jau zinome, kad Puasono skirstinys — tai binominio skirstinio ribinis atvejis, kai p << 1. Jeigu, be
to, skirstinio vidurkis X yra didelis (pvz., didesnis uz 20), tada galima dar labiau supaprastinti skirstinio
1Sraiska:

P(x)=

1 (x—x)*
= exp{— = } . (G.4.16)
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Tai yra Gauso skirstinio (angl. Gauss distribution), taip pat vadinamo normaliuoju skirstiniu, atskirasis
atvejis (bendresné Gauso skirstinio iSraiSka bus pateikta Sio skyrelio pabaigoje). Kadangi (G.4.16) yra Pu-
asono skirstinio ribinis atvejis, tai jam taip pat galioja vidurkio ir dispersijos iSraiskos (G.4.8) ir (G.4.13).
Pvz., skirstinys, kuris pavaizduotas G.7 pav., yra labai artimas Gauso skirstiniui. Pagrindinés
Gauso skirstinio savybés yra §ios:
1. Skirstinys yra simetriskas atzvilgiu vidurkio X .
2. Kadangi X yra didelis, tikimybiy P(x) vertés, kurios atitinka gretimas x vertes, tik nedaug skiriasi
viena nuo kitos. Kitaip sakant, P(x) yra létai kintanti funkcija.
D¢l pastarosios savybés diskretyji Gauso skirstinj, kuris pavaizduotas G.7 pav., galima pakeisti tolydziuo-
ju skirstiniu. Kitaip sakant, daleliy skai¢iaus x skirstinio teoring analiz¢ galima atlikti taip, lyg x buty
tolydusis dydis, nors tikrovéje jis yra diskretus'. TolydZiojo atsitiktinio dydzio skirstinys apibréziamas
siek tiek kitaip negu diskreciojo: vietoj konkrecios vertés x tikimybés nurodomas tikimybés tankis, kuris
atitinka duotaja x verte. Tikimybés tankio funkcija f(x) apibréziama Sitaip:
F(0) = fim =X <+ A (G4.17)
Ax—0 Ax
¢ia uzras§ymas ,,P{x < X <x + Ax}“ reiskia tikimybe, kad atsitiktinio dydzio X verté priklausys intervalui
[x; x + Ax[. T.y. tikimybés tankis taske x — tai tikimybé aptikti dydi X intervale nuo x iki x+Ax ir Sio
intervalo plocio Ax santykio riba, kai Ax artéja i nulj. Kitaip sakant, tikimybés tankis yra tikimybés kiekis,
kuris atitinka atsitiktinio dydzio X vienetinj intervala. g
I§ Sios apibrézties iSplaukia tikimybeés, kad tolydziojo fx)
atsitiktinio dydzio X matavimo rezultatas paklius i duo-
ta intervala x; < x < x,, iSraiska

P{x SX<x2}=Tf(x)dx (G.4.18)

(plg. su analogiska formule (G.4.4), kai atsitiktinis dy-
dis yra diskretus). (G.4.18) lygybg galima vaizdziai
iliustruoti geometriskai: nubraizius funkcija f(x), tiki-

mybe, jog dydzio X matavimo rezultatas bus tarp x; ir ~Pix <x<x.}
; . . o N ) )

X2, lygi plotui po kreive f(x) nuo x, iki x, (Zr. G.8 pav.). >

Kaip ir diskreciojo atsitiktinio dydzio, visy galimy to- 0 X, X, X

lydziqjo ats.itiktinio dydzio X verCiy tikimybiy suma g pav. Tikimybés tankio kreivés f{x) geometrinis

lygi vienetui: aiSkinimas: plotas po kreive nuo x; iki x, lygus tiki-
i3 mybei, kad atsitiktinio dydzio X verté priklauso in-
I S(x)dx =1 (G.4.19) tervalui [xy, x,]

(plg. su analogiska formule (G.4.5), kai atsitiktinis dydis yra diskretus). Jeigu g(x) yra bet kokia tolydzio-
jo atsitiktinio dydzio X funkcija, tada jos vidurkis lygus

g= [ g(x)f(x)dx (G.4.20)

(plg. su analogiska formule (G.4.1), kai atsitiktinis dydis yra diskretus). Sios formulés atskirieji atvejai —
tai tolydziojo atsitiktinio dydzio X vidurkio ir dispersijos iSraiskos:

X= f xf (x)dx , (G.4.21)

D= fw (x=X)" f(x)dv = szf (Wdr—7> = x> -7 (G.4.22)

(plg. su analogiskais sarySiais (G.4.2) ir (G.4.3), kai atsitiktinis dydis yra diskretus).

' Diskretusis dydis — tai dydis, kurio galimy veréiy skai¢ius bet kuriame baigtinio plo¢io intervale yra baigtinis arba
lygus nuliui. Pvz., branduoliy skilimy skai¢ius yra diskretusis dydis, nes tai yra natiiralusis skai€ius (t. y. nulis arba
teigiamas sveikasis skaiCius). Tolydusis dydis — tai dydis, kurio galimy verciy skaiCius bet kuriame baigtinio
plocio intervale yra begalinis. Pvz., laisvosios dalelés energija ir greitis yra tolydieji dydziai, nes jie gali biiti
trupmeniniai su kiek norima dideliu zenkly skai¢iumi po kablelio.
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Diskreciojo Gauso skirstinio (G.4.16) tolydziojo artinio tikimybés tankio iSraiSka yra tokia pati,

kaip ir tikimybés P(x) iSraiska:
S
e Gt )

N2mx 2x

Sios funkcijos grafikas gaunamas sujungus G.7 pav. pavaizduoty stulpeliy vir§iines glodzia linija.
Bendriausioji Gauso skirstinio iSraiska yra Sitokia:

F=——ap| -

ex
o\2n P 207

fx)= (G.4.23)

(G.4.24)

Taigi, bendruoju atveju Gauso skirstinys apibiidinamas dviem nepriklausomais parametrais — vidurkiu X
ir standartiniu nuokrypiu o. Tuo tarpu Puasono skirstinys apibiidinamas tik vienu parametru — vidurkiu
X . Gauso skirstinio uzraSymas (G.4.16) arba (G.4.23) pavidalu (tik su vienu parametru x ) atspindi ta

fakta, kad tai yra Puasono skirstinio, kuriam visada galioja lygybé o = Jx, aproksimacija.

Jeigu matuojamojo dydzio X skirstinys yra Gauso, tada, pasirinkus x veréiy intervala, kurio
centras sutampa su vidurkiu X, tikimyb¢, kad atskiro matavimo rezultatas priklausys duotajam intervalui,
yra §itaip susijusi su to intervalo plociu:

P{x—-0o<X<Xx+ o} =0,683,

P{x-20<X<Xx+20}=0,954,

P{x-30<X<Xx+30}=0,997.

Pastaroji lygybé¢ iSreiSkia Gauso skirstinio ,,trijy sigma taisykle: kai yra pakankamai didelis matavimy
skaicius, 99,7 % visy matavimy rezultatai priklauso intervalui x —3o<x< x+ 30

G.4.4. Centriné ribiné teorema

Praktikoje matavimo paklaidos (nuokrypiai nuo vidurkio) biina pasiskirs¢iusios pagal Gauso
skirstini (G.4.24) tais atvejais, kai matavimo paklaida lygi sumai didelio skaiciaus (praktiskai — didesnio
uz 4) vienodos didumo eilés atsitiktiniy paklaidy, kurias sukelia skirtingi nepriklausomi vienas nuo kito
veiksniai. Pvz., matuojant kiino svori jautriomis mechaninémis svarstyklémis, matavimo atsitikting pa-
klaida sudaro: 1) paklaida dél matavimo rezultato priklausomybés nuo kiino padéties ant svarstykliy leks-
telés, 2) paklaida dél netikslaus svarstykliy rodyklés vizualaus sutapatinimo su skalés padala, 3) paklaida
dél stalo vibracijos ir t. t. Tokiais atvejais, nepriklausomai nuo kiekvienos i§ sudedamyju paklaidy skirs-
tinio pavidalo, pilnutinés atsitiktinés paklaidos skirstinys yra (G.4.24) pavidalo. Sis rezultatas i$plaukia i§
tikimybiy teorijoje irodomos centrinés ribinés teoremos, kurios paprasciausia formuluoté yra tokia:

Jeigu X1, Xa, ..., X, yra nepriklausomieji atsitiktiniai dydziai, kuriy kiekvieno vidurkis u ir dispersija

D, tada, didéjant m, jy sumds Y, = ZX . skirstinys artéja prie Gauso skirstinio, kurio vidurkis my ir
k=1

dispersija mD.

Todél nesunku suprasti, kodél Puasono skirstinio tikimybés tankio funkcija tampa vis panasesné i Gauso
skirstinio tikimybés tankio funkcija didéjant vidurkiui. Pvz., jeigu nagrin¢jamas branduoliy skilimas,
radioaktyvyji bandini galima suskaidyti i m vienodo tario daliy. Tada pilnutinis skilimy skaicius yra lygus
kiekvienoje dalyje ivykusiy skilimy skai¢iy sumai. Kadangi skirtingose dalyse branduoliai skyla nepri-
klausomai vienas nuo kito (tai yra viena i$ Puasono skirstinio atsiradimo salygu), o kiekvieno démens
vidurkis yra lygus dispersijai (tai yra pagrindiné Puasono skirstinio savybé), tai pagal centring ribing
teorema, kai m yra pakankamai didelis, sumos skirstinys apytiksliai sutampa su Gauso skirstiniu, kurio
vidurkis taip pat lygus dispersijai, tadiau yra m karty didesnis uz kiekvieno démens vidurkj'.

Centriné ribiné teorema galioja ir tada, kai skirtingy démeny skirstiniai yra skirtingi. Be to, ty
skirstiniy vidurkiai ir dispersijos nebiitinai turi sutapti — pakanka, kad jie biity vienodos didumo eilés.
Todél Gauso skirstinio vaidmuo tikimybiy teorijoje yra iSskirtinis. Matuojant tolydziuosius dydzius,

! Toks aitkinimas tinka tik tada, kai kiekvieno matavimo metu skyla bent vienas branduolys daugelyje 1§ minétyjy m
daliy, t. y. kai bandinio aktyvumas yra pakankamai didelis arba kai matavimai yra pakankamai ilgi. Kai bandinio
aktyvumas yra mazas arba matavimai yra trumpi, tada kiekvieno matavimo metu skilimy skaicius daugumoje i§ m
sri¢iy lygus nuliui. Jeigu matavimo rezultatas yra mazas (pvz., 0, 1 arba 2), tada jau negalima laikyti, kad nepri-
klausomy veiksniy skai¢ius yra didelis, todél sumos skirstinys jau néra Gauso skirstinio pavidalo, o turi biiti skai-
¢iuojamas pagal (G.4.12) formulg.
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matavimy paklaidy skirstinys dazniausiai yra Gauso skirstinio pavidalo, nes Sias paklaidas dazniausiai
galima isSreiksti daugelio ,,elementariyjy paklaidu® suma.

G.S. Statistiniy modeliy taikymai

Ankstesniuose dviejuose skyreliuose buvo aptarti du nepriklausomi klausimai: matavimo duome-
ny statistinis apibtidinimas (G.3 skyrelis) ir keli konkretiis statistiniai modeliai (G.4 skyrelis). Siame
skyrelyje sujungsime Siuos du atskirus klausimus.

Atliekant branduolio fizikos matavimus, statistiniy modeliy taikymas yra dvejopas. Pirma, atlikus
daug tiriamojo dydZzio matavimy vienodomis salygomis, ty matavimy duomeny statistiné analiz¢ leidzia
nustatyti, ar matuojamojo dydzio ,iSsibarstymo® pobudis atitinka ta, kuri numato statistinis modelis.
Tipiskas tokio palyginimo tikslas — nustatyti, ar daleliy skai¢iavimo jranga funkcionuoja normaliai. Antra,
turint statistini modelj, galima apytiksliai apskaiciuoti matuojamojo dydzio pasikliovimo intervala, net kai
atliktas tik vienas matavimas.

G.5.1. Skaiciavimo jrangos patikra palyginus stebimgsias fliuktuacijas su teorinémis

G.4 skyrelyje buvo aprasytas per fiksuota laiko tarpa skilusiy branduoliy skaiciaus skirstinys: tai
yra Puasono skirstinys (G.4.12), kurj esant dideliems vidurkiams galima aproksimuoti Gauso skirstiniu
(G.4.16). Tokio paties pavidalo yra ir i detektoriy patekusiy daleliy skaiCiaus skirstinys (kaip minéta
G.2 skyrelyje, $iu dviejy skaiciy vidurkiai skiriasi tik pastoviu daugikliu). Todél, jeigu detektuoty daleliy
skaiCiaus skirstinys skiriasi nuo Puasono arba Gauso skirstinio, tai reiskia, kad daleliy skai¢iavimo jranga
veikia neoptimaliai (pvz., detektoriaus i$¢jimo signale yra daug paSaliniy impulsy, kurie nesusij¢ su
detektuojamaja spinduliuote, arba kai kurie spinduliuotés sukeltieji impulsai néra uzregistruojami). Taigi,
daleliy skaiciaus skirstinio statistini modeli galima panaudoti skai¢iavimo jrangos patikrinimui: pakanka
palyginti statistinio modelio iS§vadas (tikimybes ir teoring dispersija) su atitinkamais empiriniais paramet-
rais (dazniais ir empirine dispersija). Kaip matome, tarp lyginamuyju dydziy néra vidurkio. Taip yra todél,
kad ,teorini“ (t. y. neiSkraipyta jokiy matavimo jrangos defekty) vidurki lemiantys veiksniai néra susije
su skai¢iavimo statistika. Pvz., $is vidurkis priklauso nuo radioaktyviojo $altinio aktyvumo, atstumo tarp
Saltinio ir detektoriaus, detektoriaus tipo ir kt. Dazniausiai teorinis vidurkis X nebtina Zinomas i§ anksto.
Taciau jis yra reikalingas skai¢iuojant tikimybes ir teoring dispersija: jis ieina i tikimybiy iSraiSkas
(G.4.12) ir (G.4.16) ir i teorinés dispersijos iSraiska (G.4.3). Vienintelé iSeitis — teorini vidurki pakeisti
empiriniu. Taigi, veiksmy seka, kuria reikia atlikti tikrinant skai¢iavimo jranga, yra tokia:

1) atlickami N vienodos trukmés matavimy vienodomis salygomis;

2) apskaiciuojami empiriniai dazniai, vidurkis X, ir dispersija D, (pastarieji du dydZiai skai¢iuojami
pagal (G.3.1) ir (G.3.5) formules);

3) imant empirinj vidurki X, vietoj teorinio vidurkio X, apskai¢iuojamos teorinés tikimybés P(x) (tiksliai
skaiciuojant, reikia naudoti (G.4.12) formulg, o jeigu X, yra pakankamai didelis, tada galima naudoti
apytiksle formule (G.4.16)) ir teoriné dispersija D (G.4.3);

4) empiriniy dazniy pasiskirstymo funkcija F(x) palyginama su teoriniy tikimybiu pasiskirstymo funkcija
P(x), o empiriné dispersija D, palyginama su teorine dispersija D. Jeigu matavimy duomenys atitinka
naudojama statistini modeli, tada F(x) turéty apytiksliai sutapti su P(x) esant visoms x vertéms, o D,
turéty apytiksliai sutapti su D.

Paprasciausia palyginti F(x) ir P(x) nubrézus abi Sias funkcijas viename grafike. Pvz., empiriné
histograma, kuri pavaizduota G.9 pav. stulpeliy pavidalu, buvo gauta atlikus 3000 matavimy. Empirinis
vidurkis lygus 8,018. Si verté turi biiti jrasyta vietoj x skai¢iuojant teorines tikimybes P(x). Kadangi vi-
durkis néra didelis, tai tikimybes P(x) reikia skaiciuoti pagal bendraja Puasono skirstinio israiska (G.4.12)
(jeigu vidurkis biity didesnis uz 20, tada taip pat biity galima taikyti (G.4.12), taCiau praktiskai tas pats
rezultatas biity gautas ir taikant Gauso skirstinj (G.4.16), kurio matematiné iSraiSka paprastesné). Teorinés
tikimybés pavaizduotos taskais, kurie sujungti linija (kadangi Puasono skirstinys apibréztas tik diskre-
¢ioms x vertéms, tai jungianti linija yra tik dél vaizdumo). Kaip matome, empiriné ir teorin¢ funkcijos yra
artimos viena kitai. Vien pazitiréjus i $i grafika, nieko daugiau ir negalima pasakyti (toks vizualus kreiviuy
palyginimas kartais vadinamas ,,kokybiniu“ palyginimu).
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0,14 - e Kadangi empiriniai dazniai F(x) yra atsitiktiniai
F(x) (empiriniai dydziai, tai jie gali skirtis nuo teoriniy tikimybiu P(x)
012} \ daZniai) net ir tada, kai matavimy duomeny statistinés savybés
tiksliai atitinka Puasono skirstini. Didéjant matavimy
skaiciui, tokie atsitiktiniai nuokrypiai nuo teorinés krei-
0,10 vés mazéty. Taciau skirtumy gali atsirasti ir dél skaiCia-
vimo jrangos defekty. Didinant matavimy skaiciy, tokie
0,08 - skirtumai ne mazéty, o tapty dar rySkesni. Norint nu-
. spresti, ar skirtumai yra grynai atsitiktiniai (t.y. iranga
0.06 L P(x) (te’orlnes veikia optimaliai), ar ne (t. y. pasireiSkia jrangos defek-
’ tikimybés 'pag'al. tai), reikia kiekybinio palyginimo. Kiekybiskai palygi-
Puasono skirsting) 5 empirinius daZnius ir teorines tikimybes, reikia nu-
0,04 - / statyti viena parametra, kuris apibiidina duomenis kaip
visuma. Praktikoje dazniausiai pasirenkamas vadinama-
0,02 | sis ,,chi kvadratu kriterijus“ (,, ;(z kriterijus®; Cia ,,p* yra
graiky abécélés raidé ,,chi®). Jo esmée yra tokia. Apibréz-

0,00 Ly . . . : kime skaiciy
0 : lf b 20 x =%Z(x,— -%)%. (G.5.1)

e i=l

G.9 pav. Empiriniy daZniy ir teoriniy tikimybiy
palyginimas (matavimy skaicius 3000, empirinis
vidurkis 8,018)

Kadangi $is skaicius apskaiciuotas naudojant atsitiktinio
dydzio X vertes x; (i =1, 2, ..., n), tai jis taip pat yra tam
tikro atsitiktinio dydzio verté. Kaip ir visus kitus atsitik-
tinius dydzius, ta dydi galima apibudinti tam tikru skirstiniu. AiSku, kad to skirstinio pavidalas priklauso
nuo dydzio X skirstinio ir nuo démeny skai¢iaus n. Jeigu dydzio X skirstinys yra Puasono, tada dydzio,
kurio vertés apibréztos (G.5.1) sarysiu, skirstinys yra tiksliai apibrézto pavidalo ir vadinamas 3’ skirsti-
niu. Atsitiktinj dydj, kuris apibiidinamas »* skirstiniu, Zymésime Y (kaip ir anks¢&iau, , atsitiktinio dydzio*
savoka skirsime nuo to dydzio empirinés vertés savokos). Si skirstini galima nusakyti tikimybés tankio
funkcija, taciau praktikoje dazniau naudojama kita funkcija, kurios prasmé — tikimybé, kad atsitiktinio
dydzio Y verté taps maZesné uz empirine verte »*, kuri apskai¢iuota pagal (G.5.1). Sig tikimybe Zymésime
P(Y < 7). Apskai¢iavus (arba nuskaiéius i§ specialiy lenteliy) $ia tikimybe, ji lyginama su tam tikromis
LHKritinémis® vertémis, kuriy viena yra artima nuliui (pvz., 0,01), o kita artima vienetui (pvz., 0,99). Jeigu
tikimybe P(Y < ) yra maZesné uz 0,01, tai reiskia, kad 4 verté yra nejtikétinai maza: jeigu matavimo
duomeny skirstinys biity Puasono, tada tokia maza y* verté biity gaunama rediau negu viena karta i3
§imto. Jeigu tikimybé P(Y < #°) yra didesné uz 0,99, tai reiskia, kad * verté yra nejtikétinai didelé: jeigu
matavimo duomeny skirstinys biity Puasono, tada daugiau negu 99 matavimuose i§ Simto blity gaunama
mazesné verté. Tokiais atvejais galima spéti, kad blogai veikia skaifiavimo jranga. Jeigu tikimybé
P(Y < %) yra tarp 0,01 ir 0,99 (t. y. nei per maza, nei per didel¢), tada galima teigti, kad daleliy skaicia-
vimo jranga veikia tinkamai.
Palyginus »* apibrézti (G.5.1) su empirinés dispersijos apibréztimi (G.3.5), tampa akivaizdu, kad
7%= (”__ﬂ . (G.5.2)
xC
Kadangi Puasono skirstinio atveju empiriné dispersija turéty buti artima empiriniam vidurkiui (Zr.
(G.4.13)), tai (G.5.2) reiskinio verté turéty buti artima skaiciui n — 1. Todél vietoj anksCiau apibrézto
dydzio Y patogiau vartoti dydi Y/ (n — 1), kurio empiriné verté lygi
2
r__D. (G.5.3)
(n-1) x

(S

Si verté dazniausiai buna artima vienetui. G.10 pav. pateiktieji grafikai nusako tikimybe, kad dydzio
Y/ (n—1) verté atsitiktinai taps mazesné uz duotaja verte (kuri atidéta ant abscisiy asies). Dvi horizonta-
lios linijos nurodo , kritines* tikimybes (0,01 ir 0,99). Siy linijy ir grafiky sankirtos tagky abscisés nusako
dydzio Y / (n — 1) kritines vertes. Jeigu »*/(n — 1) yra tarp ty kritiniy ver&iy, tada galima teigti, kad jran-
ga veikia tinkamai; prieSingu atveju galima spéti, kad jranga veikia neoptimaliai.

Pvz., empirinio duomeny rinkinio, kurio histograma pavaizduota G.9 pav., vidurkis X, yra lygus
8,018, dispersija D, yra lygi 7,818, o y*~2924,3. Kadangi D, < X,, tai galima daryti iSvada, kad em-
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piriniy duomeny iSsibarstymo laipsnis yra Siek tiek maZesnis uz ta, kuris iSplaukia i§ Puasono skirstinio.
Norint nustatyti, ar Sis nuokrypis nuo teorijos yra statistiSkai reikSmingas, reikia taikyti anksciau apraSyta
7 kriteriju. Kadangi $iuo atveju n=3000, tai 7/ (n—1)~0,975. I§ G.10 pav. i$plaukia, kad, kai
n = 3000, tikimybé, kad z*/ (n — 1) taps maZesnis uz 0,975, yra lygi mazdaug 0,17. Kadangi §i verté néra
nei pernelyg maza, nei pernelyg didelé (tiksliau, Si verté yra didesné uz 0,01 ir mazesné uz 0,99), tai
galima daryti i§vada, kad minétas skirtumas tarp empirinés ir teorinés dispersiju yra atsitiktinis, o daleliy
skai¢iavimo jranga veikia normaliai.

Praktikoje tikslioji tikimybés P(Y < %) verté dazniausiai nebiina svarbi: pakanka tik nustatyti, ar
ji yra tarp tam tikry i§ anksto duoty kritiniy tikimybiy (pvz., 0,01 ir 0,99). Todél »* kriterijus kartais

7 duotaja verte
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G.10 pav. 4 skirstinio kreivés, kai yra {vairiis matavimy skai&iai n. Dvi horizontalios tiesés

atitinka kritines tikimybes 0,01 ir 0,99



496 G priedas. Daleliy skai¢iavimo statistika

taikomas Sitaip: empiriné > verté palyginama su kritinémis vertémis, kurios atitinka minétas kritines
tikimybes (kritinés z* vertés daZniausiai nuskaitomos i§ specialiy lenteliy arba grafiky). Pvz., kai n=
= 3000, kritinés »* / (n — 1) vertés yra lygios mazdaug 0,94 ir 1,06 (2r. G.10 pav.). Jeigu matavimo jranga
veikia tinkamai, tada empiriné »* / (n — 1) verté turéty biti tarp kritiniy ver&iu.

Vienas i§ veiksniy, kurie salygoja detektuoty daleliy skaiciaus skirstinio nuokrypi nuo Puasono
skirstinio, yra skaitiklio neveikos trukmé z,. [rodyta', kad, galiojant nepratesiamosios neveikos trukmés
modeliui (Zr. 15.7.1 poskyri), vidutiné daleliy skai¢iavimo sparta (t.y. dydis N=X/T, kur T yra vieno
matavimo trukmé) isSreiSkiama (15.7.3) formule, o detektuoty per viena matavima daleliy skai¢iaus

standartinis nuokrypis lygus
oo [T G54
1+ Nyz,)

Irase ,.tikrosios* skaiCiavimo spartos &, iSraiska (15.7.1) i (G.5.4), gauname:
a:\/NT(l—Nrn)zﬁ(l—f%ﬂj. (G.5.5)

Akivaizdu, kad o < Jx , t. y. neveikos trukmé pasireiskia tuo, kad detektuoty daleliy skaiCiaus skirstinys
tampa siauresnis uz Puasono skirstini, kuris atitinka duotaji vidurki X . Nors (G.5.4) formulés mate-
matinis i§vedimas yra gana sudétingas, minétaji skirstinio plo¢io sumaz¢jima nesunku suprasti, iSnagriné-
jus ribinj atveji, kai Ny — oo. Siuo atveju i§ (15.7.2) gauname, kad N = 1/7,, t. y. visy matavimy rezultatai
tampa vienodi. Tai reiskia, kad, neribotai didéjant tikrajai skai¢iavimo spartai &V, ir galiojant neprat¢sia-
mosios neveikos trukmés modeliui, per laika T detektuoty daleliy skai¢iaus skirstinys artéja i Dirako delta
funkcijos pavidalo skirstini, kurio centras yra ties 7/z,. Tokio skirstinio standartinis nuokrypis yra lygus
nuliui. Todél nenuostabu, kad skaitiklio neveikos trukmé salygoja detektuoty daleliy skirstinio plocio
sumazéjimq, palyginti su Puasono skirstiniu, kuris atitinka duota iSmatuotaji daleliy skai¢iaus vidurkj x .
ISmatavus empirinius vidurki X, ir standartini nuokrypi o, pagal (G.5.5) formulg galima apskaiciuoti

7 =_1[1— Te } (G.5.6)
xe xe

skaitiklio neveikos trukme:

(antrasis démuo skliaustuose yra lygus kvadratinei Sakniai i§ (G.5.3) reiskinio). Taciau reikia turéti
omenyje, kad §is rezultatas galioja tik nepratgsiamosios neveikos trukmeés modeliui. Pratgsiamosios
neveikos trukmés arba ,,miSriajam‘ modeliui (G.5.4)—(G.5.6) formules galima taikyti tik palyginti mazy
sparty atvejais, kai X7, /7 <<1 (kad buty kuo maZesn¢ tikimybe¢, kad dvi dalelés paklius { ta pati
neveikos intervala).

G.5.2. Vieno matavimo tikslumo jvertinimas

Antrasis statistinio modelio taikymas yra naudingas tais atvejais, kai siekiama bent apytiksliai
nustatyti daleliy skaiciaus teorini vidurki X, taciau turimas tik vieno matavimo rezultatas x. Jeigu biity
zinomas standartinis nuokrypis o, tada biity galima teigti, kad vidurkis greiCiausiai priklauso intervalui
X—0o<X<x+o0, nes daugumos matavimy rezultaty nuokrypiy nuo vidurkio X moduliai nevirsija
standartinio nuokrypio o (pvz., zr. G.7 pav.). Zinome, kad standartinis nuokrypis o yra lygus kvadratinei
Sakniai i§ dispersijos D. Taciau aisku, kad, atlikus tik viena matavima (n = 1), dispersija negali buti
skaiCiuojama pagal jos apibrézti (G.3.5). Tokiu atveju galima pasinaudoti statistiniu modeliu — Puasono
skirstiniu. Kaip matome i§ Puasono skirstinio iSraiskos (G.4.12), §i skirstinj visiSkai apibiidina vidurkis X
(t.y., zinodami X, galime apskaiCiuoti visy verCiy x tikimybes P(x) ir dispersija). Turint vienintelj
matavima, vidurkj reikia prilyginti to matavimo rezultatui: ¥ =x. Dabar galime pasinaudoti Zinoma
Puasono skirstinio savybe: D = X . Sujungg pastarasias dvi lygybes, gauname: D = x, t.y. o = Jx. Taigi,
tipiskas pavienio matavimo rezultato nuokrypis nuo tikrojo vidurkio yra lygus Sakniai is to matavimo
rezultato.

! Pagal Cantor B. I, Teicht M. C. Dead-time-corrected photocounting distributions for laser radiation // Journal of
the Optical Society of America, vol. 65, no.7, 1975, p. 786-791.
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Jeigu iSmatuotasis daleliy skaicius x yra didelis (didesnis uz 20), tada Sig i§vada galima suformu-
luoti tikslesniu pavidalu: tikrasis vidurkis x priklauso intervalui x—+/x <¥<x++x su 68,3 % tikimy-
be. Kitaip sakant, Sis intervalas yra vidurkio 68,3 % pasikliovimo intervalas. Analogiskai intervalas
x—2Jx <X <x+2x yra 95,4 % pasikliovimo intervalas, x — 3Jx <X <x+3J/x yra 99,7 % pasikliovi-
mo intervalas ir t. t. (Zr. G.4.3 skyrelis, paskutiniosios dvi pastraipos).

Taigi, vieno matavimo santykiné standartiné paklaida (o / x) yra lygi Jx/x=1//x . Matome,
kad vieno matavimo rezultatas (pilnutinis per matavimo trukme detektuoty daleliy skaicius) visiskai
nusako to matavimo santyking paklaida. Jeigu matavimo metu buvo detektuota 100 daleliy, tada santy-
kin¢ standartiné paklaida lygi 10 %. Norint sumazinti Sia paklaida iki 1 %, reikia detektuoti 10 000
daleliy. Tai rodo, kad optimalioji matavimo trukmé yra atvirks¢iai proporcinga pageidaujamos santykinés
paklaidos kvadratui (jeigu vidutinis daleliy skaiCius per laiko vieneta yra pastovus).

Pateikiant matavimy rezultatus grafiskai, kiekvieno matavi-
mo paklaidos daznai nurodomos vertikaliy briksneliy pavidalu. Pvz., x A
G.11 pav. parodytas hipotetinis matavimo duomeny rinkinys, kuris
gautas matuojant dydi x, kuris yra dydzio z funkcija. Matavimy duo-
menys pateikiami taSky pavidalu, o kiekvieno matavimo neapibréz-
tumo intervalas nurodomas vertikaliu brikSneliu, kurio centre yra
atitinkamas taSkas. Paklaidy briiksnelio ilgj iprasta pasirinkti lygiu
20 (t.y. o1 virSy ir o | apacia nuo tasko). Tada, aproksimuojant
matavimy duomenis teorine funkcija x = f{z) ir nubrézus ta funkcija
tame paciame grafike, teoriné funkcija turéty kirsti mazdaug 68 %
visy paklaidy briik$neliy (zr. G.4.3 skyrelio pabaiga). Zinoma, taip -
yra tik tada, kai tasky skaicius yra pakankamai didelis, kad pasireiks- z
ty statistiniai désningumai (bent kelios deSimtys). Jeigu tasky skai- G.11 pav. Matavimo paklaidy grafi-
¢ius yra mazas (pvz., 5), tada yra didelé tikimybé, kad teoriné funk- nis vaizdavimas
cija nekirs daugumos paklaidy bruksneliy.

Reikia turéti omenyje, kad visos anksc¢iau suformuluotos iSvados galioja tik tada, kai x yra per
vienq duotosios trukmés matavima detektuoty daleliy skaicius. Siomis i§vadomis negalima remtis skai-
¢iuojant $iy dydziy paklaidas:

1) keliy nepriklausomy matavimy vidurkio;
2) skaiCiavimo spartos (t. y. vidutinio skai¢iaus per laiko vieneta);
3) daleliy skaiCiy sumos arba skirtumo;
4) dydzio, kuris yra daleliy skaiciaus funkcija.
Tokiais atvejais, skai¢iuojant paklaidas, reikia taikyti kitame skyrelyje iSdéstytus metodus.
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G.6. Paklaidy skaiciavimas

Iki Siol buvo aptariami tik tiesiogiai iSmatuoto daleliy skaiCiaus skirstiniai. Taciau praktikoje
eksperimentatoriy dazniausiai domina ne pilnutinis per tam tikra laika detektuoty daleliy skai¢ius, o tam
tikras iSvestinis dydis, kuris gaunamas atliekant jvairias aritmetines operacijas su iSmatuotais daleliy
skaiciais. Kadangi tiesiogiai iSmatuotasis daleliy skaicius yra atsitiktinis dydis, tai visi dydziai, kurie
gaunami operuojant daleliy skaiéiais, taip pat yra atsitiktiniai. Ju skirstiniai priklauso ir nuo i§matuotojo
daleliy skai¢iaus skirstinio, ir nuo konkre¢iy matematiniy operacijuy, kurios yra su tais skaiciais atlieka-
mos.

Kaip pavyzdi, aptarkime matavimus, kuriy metu detektorius detektuoja radioaktyviojo Saltinio
spinduliuotg. Tarkime, kad pilnutinis to Saltinio i§spinduliuoty daleliy skaiCius per viena matavima yra
pakankamai didelis, kad jo skirstinj (Puasono skirstini) blity galima aproksimuoti Gauso skirstiniu
(G.4.16). Si skirstinj visiskai nusako jo vidurkis X, o standartinis nuokrypis lygus kvadratinei $akniai i§
vidurkio. Be to, tarkime, kad detektorius detektuoja tik 50 % visy daleliy, kurias spinduliuoja Saltinis.
Tada, norint apskaiciuoti Saltinio iSspinduliuoty daleliy skai¢iy, matavimo rezultata reikétuy padauginti i$
2. Atlikus tokius matavimus daug karty ir kiekvieno matavimo rezultatag padauginus i§ 2, biity gautas
naujas skirstinys, kuris skiriasi nuo tiesiogiai detektuoty daleliy skaiciaus skirstinio. Aisku, kad Sio
apskaiCiuotojo skirstinio vidurkis biity lygus dvigubam detektuoty daleliy skaiciaus vidurkiui. Taciau kyla
klausimas: kokie yra $io skirstinio pavidalas ir standartinis nuokrypis?
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Atsakymas i §i klausima yra toks. Padauginus atsitiktini dydi i$ konstantos (Siuo atveju — i$ 2),
gautojo dydzio skirstinio pavidalas yra toks pat kaip pradinio dydzio (Siuo atveju — Gauso skirstinys),
taciau naujo skirstinio standartinis nuokrypis jau néra lygus kvadratinei $akniai i§ vidurkio (t. y. minétame
pavyzdyje naujasis standartinis nuokrypis nebus lygus senajam standartiniam nuokrypiui, padaugintam i$
2 ) . Todél nauja Gauso skirstinj reikia apibiidinti dviem parametrais: jo vidurkiu X ir standartiniu
nuokrypiu o. Tokio Gauso skirstinio tikimybés tankio funkcija f{x) yra (G.4.24). Kaip minéta G.4.3 sky-
relyje, f(x)dx nusako tikimybe, kad apskaifiuoto dydzio (Siuo atveju — dvigubo detektuoty daleliy
skaiCiaus) verté bus tarp x ir x + dx.

Pasirodo, kad, atlikus jvairias matematines operacijas su dydziais, kuriy skirstinys yra Gauso,
skaiCiavimo rezultato skirstinys dazniausiai taip pat yra Gauso. Norint gauti §io skirstinio vidurki, pakan-
ka atlikti tas pacias operacijas su pradinio dydzio vidurkiu. Taciau standartinio nuokrypio skaiciavimas
néra toks akivaizdus. Toliau suformuluota bendroji taisyklé, kuri taikoma skai¢iuojant bet kurio iSvestinio
dydzio standartini nuokrypi.

Tarkime, kad x, y, z, ... yra tiesiogiai iSmatuotieji daleliy skaiciai arba kitokie nepriklausomi
atsitiktiniai dydZiai, kuriy standartiniai nuokrypiai o, o;, 0. yra Zinomi. Be to, duota ty dydziy funkcija
u(x, y, z, ...). Tada, jeigu tos funkcijos daliniy iSvestiniy standartiniai nuokrypiai yra daug maZzesni uz ty
iSvestiniy modulius, atsitiktinio dydZzio u standartinis nuokrypis o, atitinka lygybe

2 2 2
2 {iﬂ) o2 +[ ) 52 {5_“} o+ (G.6.1)
Ox oy Yo\oz

Toliau pateiktas Sio sarysio taikymas keliais paprastais atvejais.

I atvejis. Atsitiktiniy dydziy suma arba skirtumas

Jeigu
u=x+y arba u=x-y,
tada
8_u=1 ir %zil.
ox oy

Pasinaudoj¢ (G.6.1) sarySiu, gauname:

o, =+|O; +G§ . (G.6.2)

Pvz., §is sarysis taikomas, jeigu matavimy duomenis reikia pataisyti atimant vadinamojo ,,fono* impulsy
skaiCiy (fona salygoja pasaliniai veiksniai, pvz., kosminé spinduliuoté, statybiniy medziagy nattralioji
spinduliuoté, matavimy jrangos triukSmai ir kt.).

II atvejis. Atsitiktinio dydzio daugyba arba dalyba i§ konstantos

Jeigu
u=Ax,
kur A yra tiksliai apibrézta konstanta, tada
M_y.
ox
Pasinaudoj¢ (G.6.1) saryS$iu, matome:
o, =Aac;. (G.6.3)
Analogiskai, jeigu
u=x/B,
tada
c,=0,/B. (G.6.4)

Pvz., tarkime, kad reikia apskaiciuoti skaiiavimo spartos paklaida. Skai¢iavimo sparta » — tai pilnutinio
detektuoty daleliy skaiciaus x ir laiko ¢, per kuri jos buvo detektuotos, santykis:

r=x/t.
Sio dydzio standartiné paklaida apskai¢iuojama pagal bendraja taisykle (G.6.4), kur vietoj B yra pilnutiné
matavimo trukme ¢.

III atvejis. Atsitiktiniy dydziuy daugyba arba dalyba vienas i$ kito
Jeigu
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u=xy,

tada
Ou Ou
> 0

todél pagal (G.6.1) sarysi

Padalije abi puses i$ #* = x*y%, matome:

2 2 2
(&j :(ij +[&j . (G.6.5)
u X y

Analogiskai, jeigu

tada

2 2
m_ L ou__x ol se|-E | s
x y oy y) v 7

Padalije abi puses i§ u” =x"/)?, vél gauname (G.6.5) sary$j. Taigi, daleliy skai¢iy sandaugos arba dal-
mens santykiniai standartiniai nuokrypiai (o,/u, o/x ir o,/y) susij¢ tarpusavyje taip pat kaip daleliy
skai¢iy sumos arba skirtumo absoliutieji standartiniai nuokrypiai (plg. (G.6.5) ir (G.6.2)).

IV atvejis. Daleliy skai¢iaus matavimy rezultaty vidurkis

Tarkime, buvo atlikta n vienodos trukmés matavimy vienodomis salygomis. Atitinkamus uZzre-

gistruoty daleliy skaiCius Zymésime x, X, ..., X,, 0 ju suma Zymésime 2:
2=x1+x%+ ... +Xx,
Taikant bendraja atsitiktiniy dydziy funkcijos standartinio nuokrypio skai¢iavimo formulg (G.6.1), gauna-
mas sarysis
0y =0, +0, +..+0, ,

nes visiems nepriklausomiems kintamiesiems x; (i =1, 2, ..., n) galioja 02/ 0x;=1. Taciau kadangi
kiekvienam kintamajam o, =./x, , tai

Oy =X, +X +.tx, =2,

oy =%, (G.6.6)
Sis rezultatas rodo, kad keliy matavimy rezultaty (daleliy skai¢iy) sumos paklaida yra tokia pat kaip vieno
matavimo, kurio rezultatas lygus tai sumai. T.y., skai¢iuojant keliy matavimy rezultaty sumos paklaida,
néra svarbu, ar visas matavimy laikas buvo suskaidytas i atskirus trumpesnius matavimus, ar ne — svarbus

tik pilnutinis per visa matavimy laika detektuoty daleliy skaicius.

Minétyjy n nepriklausomy matavimy vidurkis yra lygus
X = £ . (G.6.7)
n

Kadangi n yra konstanta, tai galima taikyti anks¢iau iSvesta sarysi (G.6.4), kuris nusako standartinj

nuokrypi po dalybos i§ konstantos:
Oy NN

x - >

n n n

o = \/E . (G.6.8)
n

Kadangi pavienio matavimo paklaida yra o _ = \/x—l , o tipiskos kintamujuy x; (i=1, 2, ..., n) vertés yra

artimos X, galima padaryti iSvada, kad #» matavimy vidurkio paklaida yra mazdaug Jn karty mazesné
negu kurio nors vieno i§ ty matavimy paklaida. Vadinasi, norint 2 kartus padidinti matavimy tiksluma,
reikia 4 kartus padidinti pilnuting matavimy trukme.
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G.7. Dispersijos matavimo paklaida
Vél tarkime, kad buvo atlikta n vienodos trukmés daleliy skai¢iaus matavimy vienodomis
salygomis. Dabar musy tikslas — apskai¢iuoti atsitiktinio dydzio, kurio verté lygi empirinei dispersijai
(G.3.5), dispersija 0123 ir standartini nuokrypi op. Supaprastinsime $i uzdavinj: tarkime, kad matavimy
skaiCius n yra toks didelis, kad (G.3.5) reiskinio verté yra praktiskai lygi (G.3.3) reiskinio vertei:

D, le(x,- —xp=2, (G.7.1)
n i=1 n
= (-’ =) 5 (G.7.2)
i=1 i=1

&ia y;= (x; —x )*. Vadinasi, reikia apskai¢iuoti n nepriklausomy atsitiktiniy dydziy ¥;= (X; —X)* sumos
(G.7.2) dispersija o5 . Kadangi visy ty dydziy dispersijos yra vienodos ir lygios ai, tai pagal bendraja
atsitiktiniy dydziu funkcijos dispersijos iSraiska (G.6.1) raSome:

(7; = nayz. (G.7.3)
Pagal dalybos i$ konstantos taisykle (zr. G.6 skyreli) empirinés dispersijos (G.7.1) dispersija lygi

2 0.2
R ey (G.7.4)
n n

Dispersijos ai negalima iSreiksti dydzio X dispersija af pagal bendraja atsitiktinio dydzio funkcijos
dispersijos israiska (G.6.1), nes dydzio Y= (X —X ) i§vestiné lygi 2 (X —X), t.y. tos i§vestinés standar-
tinis nuokrypis (kuris yra lygus 20;) néra daug mazesnis uz jos vidurki (kuris yra lygus nuliui). Dispersija
O'j skai¢iuosime pagal (G.4.22):

o=y =V = -y = -0y (G.7.5)
¢ia yy (k=2, 3, 4, ...) yra dydzZio X k-tasis centrinis momentas, kuris apibréziamas Sitaip:
= (-3, (G.7.6)

t.y. g yra dydZio X nuokrypio nuo vidurkio k-tojo laipsnio vidurkis (pvz., dispersija o~ yra lygi antra-
jam centriniam momentui z5). [rase (G.7.5) i (G.7.4), matome:

1
& ;(/14 -0 ;‘) .
Tikslioji dydzio (G.3.5) dispersijos i§raiska yra tokia':

o =l(y4 —n_so';‘j (G.7.7)

(kai n yra didelis, pastaryju dvieju reiSkiniy vertés yra praktiSkai vienodos). Apskai¢iuosime atsitiktinio
dydzio X ketvirtaji centrini momenta 4. Laikysime, kad daleliy skaiciaus vidurkis X yra didelis (didesnis
negu 20). Tada daleliy skaiCiaus skirstini galima aproksimuoti Gauso skirstiniu, kurio tikimybés tankis
yra (G.4.23). Taciau, kad gautas rezultatas biity bendresnis, naudosime bendresng formulg (G.4.24):

_ 1 (x—x) G.7.8
Sx@) Ux\/ﬂ p{ 20‘ } (G.78)

Tada pagal atsitiktinio dydzio funkcijos vidurkio bendraja i$raiska (G.4.20) raSome:

m=£@—ﬂﬁﬂﬂﬁ=%&7

- J‘(x—)_c)“exp{ (2 x)* } - mjz exp( sz. (G.7.9)

—00 X

Integralas, kuris jeina i §j reiskini, yra lygus [29]

+00 2
4 z
jz exp -3 2

o o

sz=3¢%0§.

Vadinasi,
U, =307 . (G.7.10)

! Pagal tinklalapij <http://mathworld.wolfram.com/SampleVarianceDistribution.html>.
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Irase (G.7.10) i (G.7.7), gauname atsitiktinio dydzio, kuris apibidinamas Gauso skirstiniu (G.7.8), empiri-
nés dispersijos dispersija (t. y. empirinés dispersijos standartinés paklaidos kvadrata):

4
2, 20,
O =

D

(G.7.11)

n—-1
Kadangi o, ~./D, , tai, apskai¢iavus dydzio X empiring dispersija D, ir jos dispersija aé,

dydzio X empirinio standartinio nuokrypio o; paklaida (standartini nuokrypi) o, galima apskaiciuoti
pagal atsitiktinio dydzio funkcijos standartinio nuokrypio iSraiska (G.6.1):

o, =—20 D (G.7.12)
2D, 2o,
Pvz., galiojant (G.7.11) lygybei,
o =—%x (G.7.13)

7 Lm-1)
Jeigu dydis X yra daleliy skaicius, tada jo skirstinys yra Puasono, todé¢l o, = Jx (zr. (G.4.14)).
Vadinasi, $iuo atveju vietoj (G.7.11) ir (G.7.13) galima rasyti:

-2
o2 =2, (G.7.14)

n-—1

X
o, = /2(,1_1) . (G.7.15)

G.8. Daleliy skaic¢iavimo eksperimenty optimizavimas

G.6 skyrelyje pateiktos paklaidy skaiciavimo taisyklés gali biiti panaudotos optimizuojant matavi-
my trukmes taip, kad tiriamyju dydziy atsitiktinés paklaidos biity maziausios. Aptarsime daznai praktiko-
je atlieckamy matavimy pavyzdj — ilgaamzio radioaktyviojo Saltinio spinduliuotés matavimas, kai viduti-
nés skaic¢iavimo spartos isSraiskoje yra pastovus nuo Saltinio nepriklausantis démuo (tas démuo vadinamas
,fonu®). Matavimy tikslas — nustatyti $altinio spinduliuojamuy daleliy skai¢iavimo sparta R (Saltinio is-
spindulivoty daleliy, kurios detektuojamos per laiko vieneta, skaiéiy). Si skaiiavimo sparta apskai-
¢iuojama kaip pilnutinés skaic¢iavimo spartos Ry (Saltinis ir fonas) ir fono daleliy skaiiavimo spartos Ry
skirtumas:

R=Rs—Ry. (G.8.1)
Skaic¢iavimo sparta nustatoma skaiciuojant daleles tam tikra laika, o paskui daleliy skaiciy dalijant i$
matavimy trukmés. Tokie matavimai atlickami du kartus: viena karta su Saltiniu (matuojant Ry), o kita
karta — be Saltinio (matuojant Ry). Vadinasi,

n n
R.=-2, PR =_f: G.8.2
v Re=g (G.8.2)
My My G.8.3
LT (G.8.3)

¢ia ny yra pilnutinis Saltinio ir fono daleliy skaiCius per laika 7%, o ¢ yra fono daleliy skaicius per laika 7.
Skaic¢iuojant (G.8.3) reiskinio standartinj nuokrypi o, galima pasinaudoti G.6 skyrelyje suformuluotomis
taisyklémis (dalybos i§ konstantos ir dviejy dydziy skirtumo atvejai). Taigi, matome:

Oy ’ O¢ 2.
o= (T_zj J{Tfj ; (G.8.4)

¢la oy yra skaiCiaus ny standartinis nuokrypis, o oy yra skaiCiaus n; standartinis nuokrypis. Kadangi
of =ng,0 of =n,,tai (G.8.4) reiskinj galima uzradyti sitaip:

[ng n
o= |Z%++.
Iy Tt

Atsizvelgg i (G.8.2), gauname:

o= B R (G.8.5)
I, T
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Dabar tarkime, kad pilnutinis laikas 7= Ts + Ty, per kurj reikia iSmatuoti ny ir ng, yra fiksuotas. Tada
laikai 7y ir T¢néra nepriklausomi. Pvz., Ts = T — Tt. Todél o yra tik vieno kintamojo (7%) funkcija:

oo | B R (G.8.6)
T-T, T,

Apskai¢iuosime optimaly laiky 7y ir T; santykij, kuriam esant standartinis nuokrypis ¢ yra maziausias.
Zinome, kad funkcijos minimumo taske jos iSvestiné yra lygi nuliui. Prilyging nuliui (G.8.6) reiskinio

iSvesting 7; atzvilgiu, gauname:
R
I_ —= 41, (G.8.7)
L R

Perkéle vieneta i kairiaja lygybés puse ir pasinaudojg tuo, kad (7/ Ty) — 1 =(T'— Ty) / Ty = Ts / Ty, gauna-
me ieSkomaji optimalyji laiky 7 ir 7t santyki:
TZ

T;

R
= |=. (G.8.8)
Rf

Opt
Vadinasi, kuo didesnis fonas, tuo didesng¢ matavimy laiko dalj reikia skirti fono matavimui. Taciau fono
niekada nereikia matuoti ilgiau negu Saltinio spinduliuotés ((G.8.8) reiSkinys yra visada didesnis uz 1, nes
Ry > Ry).

Remdamiesi §iuo rezultatu, susiesime Saltinio spinduliuojamy daleliy skai¢iavimo spartos stan-
dartinj nuokrypi o ir pilnuting matavimy trukme 7. Laikysime, kad fono matavimo trukmé 7t yra optima-
Ii, t. y. galioja (G.8.7) sarysis. ISreiske 7t i8 (G.8.7), irase¢ 1 (G.8.6) ir iSreiske¢ 1 / 7, gauname:

1_ 5 ! =’ ! (G.8.9)
T (R +yRY  (JR+R +{RY
Apibrézus Saltinio spindulivojamy daleliy skai¢iavimo spartos santykinj standartini nuokrypi
o
g=—, G.8.10
2 ( )
(G.8.9) sarysi galima uzrasyti Sitaip:
2
1_ £ R (G.8.11)

T (JR+R +R)

Jeigu bent apytiksliai Zinomos skaiciavimo spartos R ir R, tada (G.8.11) sarysi galima taikyti skai¢iuojant
matavimy trukme 7, kuri reikalinga tam, kad btity gautas duotasis matavimy tikslumas (t. y. duotoji santy-
kiné paklaida ). Ta pati sarysi galima taikyti ir sprendziant atvirk$¢ig uzdavini: skai¢iuojant maziausia
santyking paklaida &, kuria imanoma gauti esant duotai pilnutinei matavimy trukmei 7 (i kuria jeina ir
fono matavimo trukmé). I§ (G.8.11) formulés iSplaukia, kad, norint du kartus sumazinti santyking paklai-
da &, reikia 4 kartus padidinti matavimy trukmeg 7.

Jeigu kai kuriuos matavimu jrangos parametrus (pvz., detektoriaus dydj, stiprintuvo jautrio riba ir
kt.) galima keisti, tada, optimizuojant ty parametry vertes, reikia siekti, kad (G.8.11) reiskinys buty kuo
didesnis (t. y. kad pilnutiné matavimy trukmé 7 biity kuo mazesn¢). Panaudosime (G.8.11) sarysi dviem
ribiniais atvejais: kai $altinio spinduliuojamy daleliy skai¢iavimo sparta yra daug didesné uz fono daleliy
skaiCiavimo sparta (R >> Ry) ir kai galioja prieSinga nelygybé, t. y. R << Ry. Jeigu R >> Ry, tada (G.8.11)
lygybe galima pakeisti apytiksliu sarysiu

|
- &’R. (G.8.12)
Siuo atveju fonas praktiskai neturi jtakos matavimy tikslumui ir reikia siekti, kad R bty kuo didesnis.
Jeigu R << Ry, tada (G.8.11) lygybe galima pakeisti apytiksliu sarysiu
2
l:f;zR—. (G.8.13)
T 4R,
Siuo atveju reikia siekti, kad santykis R*/ R; baty kuo didesnis. Pvz., tarkime, kad matavimy salygos
pakeiGiamos taip, kad R padidéja 1,5 karto, o Ry padidéja 2 kartus. Tada santykis R*/R; padidéja
(1,5)*/ 2 = 1,125 karto. Vadinasi, toks matavimy salygu pokytis §iek tiek padidina altinio spinduliuotés
matavimy tiksluma.
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G.9. Intervaly tarp Puasono vyksmo jvykiy skirstinys
ISvesime laiko intervaly tarp Puasono vyksmo ivykiu tikimybés tankio funkcija f{r). Kad biity
konkreéiau, kalbésime apie laiko intervalus tarp daleliy, kurios pataiko { detektoriy. Sie intervalai daznai
yra svarbls matuojant daleliy skaiciy (pvz., zr. 15.7.1 poskyri). Tarkime, kad laiko momentu ¢ = 0 { detek-
toriy pataiké dalelé. Pagal tikimybés tankio apibrézti (zr. G.4.3 skyreli) tikimybeé, kad kita dalelé pataikys
1 detektoriy per laika nuo ¢ iki ¢ + dt, yra lygi
dP = f(¢)dr. (G.9.1)
Kadangi teigiame, kad ¢ yra intervalas tarp dvieju ,,gretimy* daleliy, tai tikimybé dP yra lygi dviejuy nepri-
klausomy ivykiy tikimybiy sandaugai: I ivykis — per laiko tarpa nuo O iki ¢ néra né vienos dalelés;
II ivykis — per laiko tarpa nuo ¢ iki ¢ + df yra bent viena dalelé. Pirmajq tikimybe nusako Puasono skirsti-
nio iSraiSka (G.4.12) suk=0: R, = e " =¢™; gia %(z‘) =rt yra vidutinis daleliy skaicius per laika ¢, o
yra vidutinis daleliy srautas (t. y. vidutinis daleliy skaicius per laiko vieneta). Antroji tikimybé gaunama,
atémus i§ vieneto tikimybe, kad per laiko tarpa, kurio plotis dz, nebus né vienos dalelés. Pastaroji tikimy-
bé skaiGiuojama taip pat kaip ankséiau: dPy=e"%=1—~dt. Vadinasi, tikimybé, kad per laika d¢ bus
bent viena dalelé, yra lygi 1 — (1 — »~df) = r~dt. Taigi,

dP=¢""rdt. (G.9.2)
Palyging (G.9.1) ir (G.9.2), gauname intervaly tarp daleliy tikimybés tankio funkcija:
f@Oy=re™. (G.9.3)

Matome, kad intervaly tarp daleliy skirstinys yra eksponentinis. Tikimyb¢, kad intervalas tarp dviejy
daleliy bus didesnis uz duotaji laika 7, yra lygi funkcijos (G.9.3) integralui nuo 7iki co;

P(t>7)= j re"dt=¢"". (G.9.4)

Tikimybé, kad intervalas tarp dviejuy daleliy bus mazesnis uz duotaji laika z, yra
Pit<n=1-Pt>1)=1-¢"" (G.9.5)
Kadangi dalelés yra nepriklausomos, tai laiko 7, kuris jeina i (G.9.4) ir (G.9.5) formules, atskaitos
momentas gali buti pasirinktas laisvai (tai nebiitinai turi biiti ankstesniosios dalelés pataikymo i detektoriy
momentas). (G.9.4) nusako tikimybg, kad per laika 7| detektoriu nepataikys né viena dalelé, o (G.9.5) —
tikimybeg, kad per laika 71 detektoriy pataikys bent viena dalelé.
Pagal (G.9.5) formule galima apskaiciuoti duoto branduolio skilimo tikimybe per duota laika .
Tam ankstesniuose samprotavimuose pakanka padaryti du neesminius pakeitimus: 1) vietoj detektuoty
daleliy skaiCiaus reikia kalbéti apie skilimy skaiciy (abu Sie skai¢iai sutampa, jeigu detektoriaus absoliu-
tusis efektyvumas lygus 100 %, t.y. jeigu detektorius visada generuoja signala, kai skyla branduolys);
2) reikia nagrinéti bandinj, kuri sudaro tik vienas branduolys. Pagal radioaktyviojo skilimo désni (9.1.1)
tokio bandinio vidutinis skilimy skaicius per laiko vieneta yra lygus A. Vadinasi, duotojo branduolio skili-
mo tikimybg per laika 7 nusako (G.9.5) reiskinys, kuriame » = A
p(r)=1-e*". (G.9.6)
Analogiskos formulés galioja ir kity rusiy Puasono vyksmams, kuriy pavyzdziai buvo pateikti
G.4.2 skyrelyje. Pvz., tikimybé, kad elektronas dujose nuléks atstuma d be susidirimy su dujy molekulé-
mis, yra lygi
P(x>d)=e¢"; (G.9.7)
¢ia x yra elektrono kelias (Puasono vyksmo parametras), o / yra elektrono vidutinis laisvasis kelias dujose.
Tikimyb¢, kad, dalelei praradus energijos kieki £ medziagoje, nebus islaisvintas né vienas elektronas, yra

P(x>E)=¢*'"; (G.9.8)
¢ia x yra dalelés energijos nuostoliai medziagoje (Puasono vyksmo parametras), o W yra vidutinis dalelés
energijos sumaz¢jimas, kuris atitinka viena i$laisvinta elektrona. (G.9.8) galioja tik tada, kai W yra daug
didesnis uZ atomo jonizacijos energija .

'Si salyga tinka blyksimiesiems detektoriams (kai # yra vidutinis dalelés energijos sumazéjimas, kuris atitinka
vieng is fotodaugintuvo fotokatodo islaisvinta elektrona), tac¢iau netinka dujiniams ir puslaidininkiniams detekto-
riams (kai W yra vidutinis dalelés energijos sumazéjimas, kuris atitinka viena is detektoriaus darbinés medziagos
atomo i8laisvinta elektrong). Pvz., zr. 16.2.1 poskyris, 16.1 lentelé.
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H priedas. Kai kurie termodinamikos sgrySiai
analizuojant Vilsono kameros veikimg

Siame priede i§vestos kelios formulés, kurios reikalingos analizuojant Vilsono kameros veikima
(zr. 23.1 poskyri).

H.1. Dujy Siluminé talpa
Kiino Siluminé talpa — tai Silumos kiekis, kurj reikia perduoti kiinui, kad jo temperatiira padidéty
1 K. Silumings talpos verté priklauso ne vien nuo kiino prigimties, bet ir nuo vyksmo, kurio metu kiinui
perduodama Siluma. Taip yra todél, kad kiino temperatiira nusako kiino viding energija, kuri susijusi su
atomy ir molekuliy betvarkiu $iluminiu judéjimu. Taciau kiino vidiné energija gali keistis ne vien dél
Silumos, bet ir dél darbo, kurij atlieka iSorinés jégos. Sis teiginys — tai pirmasis termodinamikos désnis:
dE=dQ+d4; (H.1.1)
¢ia dE yra sistemos vidinés energijos pokytis, dQ yra sistemos gautas Silumos kiekis, o d4 yra iSoriniy
jégu atliktas darbas. Minétas darbas priklauso nuo konkretaus vyksmo. Pvz., jeigu sistema sudaro dujos
inde su stimokliu, tada atliktas darbas yra proporcingas duju tiirio pokyc¢iui vyksmo metu. Taigi, kiino
temperatiiros pokytis d7" néra vienareikSmiSkai susij¢s su gautu Silumos kiekiu dQ, o dar priklauso nuo
vyksmo. Atitinkamai ir §iluminé talpa priklauso nuo vyksmo. Siluminé talpa vyksmo A atveju yra lygi

_(49) .
C, _(dTl’ (H.1.2)

¢ia indeksas ,,A“ nusako vyksma, kurio metu kiinui perduodama Siluma. Pvz., jeigu Silumos kiekis
perduodamas esant pastoviam kiino tiiriui V' (izochorinis vyksmas), tada vartojamas indeksas ,,/*, o jeigu
esant pastoviam slégiui p (izobarinis vyksmas), tada vartojamas indeksas ,p*. Toliau ,,Silumine talpa“
vadinsime ne pilnuting Siluming talpa, o moling Siluming talpq: tai yra vieno molio medziagos kiekio
Siluminé talpa (duju 1 molis atitinka N molekuliy). Taigi, vartosime tokia Silumingés talpos apibrézti:

C, = [%J ; (H.1.3)
a1 ),
¢ia dQ, yra vienam medZiagos moliui perduotas Silumos kiekis.

Siluminés talpos i3raiska papras¢iausia gauti idealiosioms dujoms. Idealiosios dujos — tai dujos,
kuriy molekulés nesaveikauja tarpusavyje. Norint realigsias dujas aproksimuoti idealiosiomis, reikia, kad
duju molekuliy vidutiné kinetiné energija biity daug didesné uz ju tarpusavio saveikos potencing energija.
Dazniausiai §i salyga galioja, todél realigsias dujas galima aprasyti taip pat kaip idealiasias. ISreikSime
idealiyju duju izochoring Siluming talpa Cj. Pasinaudosime tuo, kad izochorinio vyksmo metu darbas
neatlickamas (d4 = 0). T. y. pagal pirmaji termodinamikos désni (H.1.1) d£ = dQ, todél pagal (H.1.3)

C—dEH ; H.1.4
V_d_TV’ ()

¢ia E, yra dujy vieno molio vidiné energija. Sia energija reikia isreiksti temperatiira 7. Pasinaudosime
klasikinés statistinés mechanikos vienodo energijos pasiskirstymo désniu. Sio désnio turinys yra toks.
Jeigu izoliuotos sistemos pilnuting energija lygi

m n

E:Zaipiz +Zb[q[2+U(pr11+1’pn1+2"“’pM’qn+1’qn+2""’qM)’ (H.1.5)

i=1 i=1
kur ¢; (i=1, 2, ..., M) yra vadinamosios apibendrintosios koordinatés, p; yra atitinkami apibendrintieji
impulsai, o a; ir b; yra konstantos, tada termodinaminés pusiausvyros sqlygomis vidutiné energija, kuri
atitinka abiejy sumy kiekvienq démeny, yra lygi kT/2.

Apibendrintosios koordinatés — tai nepriklausomi dydziai, kuriy vertés nusako sistemos
momenting konfigiiracija. Kai sistema yra dujos, sistemos konfigiiracija nusako visy duju atomy padétys
erdvéje’. Apibendrintyjy koordinadiy skaiius (dydis M (H.1.5) reiskinyje) vadinamas sistemos laisvés
laipsniy skaic¢iumi. Pvz., dviatomé molekulé (H,, O,, N,, CO ir kt.) turi SeSias apibendrintasias koordi-

! Bendresniu atveju sistemos konfigiiracija nusako ne vien jos daleliy koordinatés, bet ir elektromagnetinio lauko
erdvinis pasiskirstymas (pvz., zr. 1.3.1 poskyrj).
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nates (SeSis laisvés laipsnius) — trys masés centro Dekarto koordinatés, du kampai, kurie nusako moleku-
lés postki aplink jos masés centra, ir atstumas tarp atomy. Kiekviena i$ $iuy laisvés laipsniy atitinka vienas
démuo pirmojoje (H.1.5) reiskinio sumoje (Sie 6 démenys nusako molekulés kineting energija). Antrojoje
sumoje kiekviena molekule atitinka tik vienas démuo, kuris nusako dviejy atomuy saveikos potencing
energija (atitinkama apibendrintoji koordinaté — tai atstumo tarp molekulés atomy nuokrypis nuo pusiaus-
virojo atstumo). Todél, kai yra termodinaminé pusiausvyra, dviatomés molekulés vidutiné energija yra
lygi 7k7/2. Bendruoju atveju vienos molekulés vidutiné energija yra lygi (i/2)kT; ¢ia i yra molekulés
energijos israiskos (H.1.5) kvadratiniy démeny skaicius. Sis skai¢ius yra lygus laisvés laipsniy skai¢iaus
ir cheminiy rySiy skaiciaus sumai. 1 molio vidiné energija yra lygi

i 1

¢ia R = Nk yra idealiyjy dujy konstanta. [ras¢ (H.1.6) i (H.1.4), matome:

CV:éR. (H.1.7)
Taciau praktikoje Siluminé talpa dazniausiai biina mazesné uz (H.1.7). Taip yra dél to, kad molekulés
sukamojo ir virpamojo judéjimo energija yra kvantuota. Jeigu pirmojo suzadintojo lygmens ir pagrindinio
energijos lygmens skirtumas yra daug didesnis uz k7, tada pagal Bolcmano pasiskirstymo funkcija
(1.3.12) tikimybé, kad molekulé bus suzadinta, yra labai maza (praktis$kai lygi nuliui). Tokiu atveju
atitinkamas laisvés laipsnis yra ,,uzSaldytas®, t. y. neturi jtakos Siluminei talpai. Atitinkamai daugiklis i
(H.1.7) reiskinyje tampa mazesnis uz anksciau apibrézta verte, kuria numato klasikiné statistiné mechani-
ka. Kambario temperattiroje biina i§ dalies ,,uzSaldyti* virp€jimo laisvés laipsniai, kurie susij¢ su atstumo
tarp cheminiame ry$yje dalyvaujanéiy atomy kitimu. Taip yra todél, kad atstumai tarp virpéjimo lygmeny
dazniausiai biina (0,01-0,1) eV cilés, t.y. tos pacios eilés kaip dydis k7 kambario temperatiroje
(0,0254 eV). Tuo tarpu atstumai tarp rotaciniy energijos lygmeny biina 107 eV eilés, t. y. daug maZesni
uz kT, todél molekuliy sukamaji judéjima galima apraSyti klasikinés mechanikos metodais. Pvz., jeigu
dujos yra CO, tada, kai yra kambario temperatiira, (H.1.7) formuléje i apytiksliai lygus transliaciniy ir
rotaciniy laisvés laipsniy skaiciui 3 + 2 =5, t. y. mazdaug dviem vienetais mazesnis uz didziausia galima
vertg 7 (nes beveik nevyksta virpesiai i$ilgai linijos, kuri jungia C ir O atomus).

Dabar iSreikSime idealiyjy dujy izobaring Siluming talpa C,. Izobarinio vyksmo metu keiciasi
dujy tiris. Pazyméjus tiirio pokyti dV, iSoriniy jégu atliktas darbas yra lygus —pdV; ¢ia p yra duju slégis.
Todél pagal (H.1.1)

dQ=dE-d4A=dE+ pdV; (H.1.8)

d dE oV
G =—t+pl L. (H.1.9)
dr ) dTr or )
Pirmasis démuo Sios lygybés deSiniojoje puséje yra izochoriné Siluminé talpa (H.1.4), o antrasis propor-
cingas molinio turio dalinei i§vestinei temperatiros atzvilgiu. Pagal idealiyju duju busenos lygti

pV =nRT; (H.1.10)
¢ia n yra duju kiekis (moliais), o V' yra duju uZimamas tiiris. Todél molinis tiiris yra lygus
%EK=§Z- (H.1.11)
nop
Irase (H.1.11) 1 (H.1.9), matome:
C,=C, +R. (H.1.12)

Atliekant daugeli praktiniy skai¢iavimy, pakanka Zzinoti tik izobarinés ir izochorinés Siluminiy talpy
santyki. Pagal (H.1.12) §is santykis yra lygus

C
yz—PziJrl, (H.1.13)
G G
t.y.
CVzi. (H.1.14)
y—1

Kadangi molekulés laisvés laipsniy skaiius 7 > 3, tai pagal Cy iSraiska (H.1.7) idealiujy dujy izobarings ir
izochorinés Siluminiy talpy santykis visada priklauso intervalui
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1<;/S§. (H.1.15)

Didziausioji y verté (5/3) pasiekiama, kai dujy molekulés yra vienatomés (tada molekulés laisvés laipsniy
skaiCius yra maziausias ir lygus 3).

Kadangi $iluminé talpa yra adityvus dydis, tai pilnutiné duotojo duju kiekio talpa yra lygi molinés
Silumings talpos ir moliais iSreiksto dujuy kiekio sandaugai. Todél dvieju dujy miSinio moliné izochoriné
Siluming talpa yra lygi

n, CVa + y CVb
C,=—2"2_ >, (H.1.16)
n, +n,
¢ia indeksai ,,a“ ir ,,b* nusako dujy raisi, o n, ir n, yra kiekvienos rusies dujuy kiekis. Pagal (H.1.10)
n./ny = pa/py, kur p, ir py yra dujy misinio komponenciy daliniai slégiai. Todél (H.1.16) reiskinyje duju
kiekius galima pakeisti atitinkamais daliniais slégiais:
c, = PaCra t PG (H.1.17)
D a + V4 b
[rase Siluminiy talpuy Cy, Cy, ir Cy, iSraiSkas atitinkamais talpy santykiais y, . ir yp (Zr. (H.1.14)) |
(H.1.17), gauname dujuy miSinio talpy santykio israiSka abiejy komponenciy talpy santykiais:

LS D S SR S (H.1.18)
y=1 7.=1 po+py 7-1 PitDy

H.2. Adiabatinis dujy plétimasis. Puasono désnis
Dabar iSnagrinésime adiabatini duju plétimasi. Adiabatinis vyksmas — tai toks vyksmas, kurio
metu néra Silumos apykaitos tarp dujy ir ju aplinkos (dQ = 0). Praktikoje tai reiskia, kad vyksmas turi biiti
pakankamai greitas. Kadangi plétimosi metu atlickamas darbas (kinta turis), tai pagal pirmaji termodina-
mikos désni (H.1.1) adiabatinio vyksmo metu turi keistis ir dujy vidiné energija. Pagal (H.1.8) molinés
vidinés energijos pokytis adiabatinio plétimosi metu yra lygus
dE, =—pdV,. (H.2.1)

Antra vertus, zinome, kad idealiyju duju vidiné energija yra proporcinga temperatiirai, 0 proporcingumo
koeficientas yra lygus izochorinei Siluminei talpai (zr. (H.1.6) ir (H.1.7)). T. y.

dE, =C,dT . (H.2.2)
Sujunge (H.2.1) ir (H.2.2), gauname:
C,dT =-pdV, . (H.2.3)
ISreiske p i$ idealiyju dujy biisenos lygties (H.1.11), matome:
_RT . (H.2.4)
Vs

Irasius (H.2.4) i (H.2.3),
RT
CVdT = —TdVH

n

arba
dv
CVd—Tz— — (H.2.5)
T v,

Dabar Sia lygti integruosime nuo pradinés dujy biisenos (prie§ adiabatini plétimasi) iki galutinés (po
adiabatinio plétimosi). Dujy temperatiira ir molinj tiir] prie§ adiabatinj plétimasi Zymésime 7 ir V,, o
temperatlirg ir molinj tiir] po adiabatinio plétimosi Zymésime 7 ir V. Vadinasi,

g e dy,
CVJd_Tz_Rj_“, (H.2.6)
4 r Vi VP‘
Apskaiciavus integralus,
T. 4
C,In-2 =—RIn—* (H.2.7)
Ti V].ll
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RICy R/Cy,
L_[(He)  _[(A] . (H.2.8)
T |V v, ’

n2

arba

¢ia Vy ir V, yra pilnutiniai dujy turiai prie§ adiabatini plétimasi ir po jo (moliniy turiy santykis yra lygus
pilnutiniy tiriy santykiui, nes laikoma, kad plétimosi metu dujy kiekis nekinta). Pagal izochorinés ir
izobarinés Siluminiy talpy sarysj (H.1.12), R = C, — Cy. [rasg tai i (H.2.8), iSvedame:

-1
T
72 = (gj ; (H.2.9)
1 2
¢ia y yra izobarings ir izochorinés Siluminiy talpy santykis:
Cp (H.2.10)
7/ = — r2n
¢y

(H.2.8) arba (H.2.9) sarysis vadinamas Puasono désniu.

H.3. Pusiausvirasis gary slégis virs skyscio laSo. Kelvino formulé

Visy pirma iSsiaiskinsime, ar gary biisena po adiabatinio plétimosi vyksmo yra pusiausviroji
kondensavimosi atzvilgiu, ir kokia jtaka Siai pusiausvyrai turi skys¢io laSy matmenys. Teigiame, kad
garai kondensuojasi ant kondensavimosi centry (pvz., dulkiy), kuriy skai¢ius N yra duotas. Be to, tarkime,
kad visy lasy, i kuriuos kondensuojasi garai, spinduliai  yra vienodi (lasai yra sferiniai). Po plétimosi yra
zinomi gary slégis p; ir temperatira 7, . Duoto slégio ir duotos temperatiiros dujy biisena yra pusiausvi-
roji tada, kai tos biisenos sistemos laisvosios Gibso energijos dalinés iSvestinés visy vidiniy parametry
atzvilgiu yra lygios nuliui. Jeigu tai yra laisvosios Gibso energijos minimumo taskas, tada pusiausvyra yra
stabili (t. y., nedaug sutrikdZius pusiausvyra ir palikus sistema savieigai, sistema savaime gri§ i pusiaus-
vyros biisena), o jeigu maksimumo, tada nestabili (t. y., nedaug sutrikdzius pusiausvyra ir palikus sistema
savieigai, nuokrypis nuo nestabilios pusiausvyros didés tol, kol sistema nepasieks stabilios pusiausvyros
buisenos). Aptariamuoju atveju ,,vidinis parametras“ — tai skyscio laseliy spindulys ». Taciau » yra viena-
reikSmiskai susijes su skyscio turiu Vs:

K=N§Wﬂ (H.3.1)

todél vidiniu parametru laikysime V;. Taigi, reikia gauti laisvosios Gibso energijos iSraiska trimis dy-
dziais: slégiu p, temperatiira 7 ir skyscio tiriu V;. Bendroji laisvosios Gibso energijos iSraiska yra Sitokia:

G=E+pV-To,; (H.3.2)
¢ia V yra visos sistemos (skystis + garai) tiiris, 0 @ yra sistemos entropija. Taciau praktikoje, iSreiskiant
laisvaja Gibso energija blisenos parametrais, patogiau naudotis tuo, kad laisvosios Gibso energijos poky-
tis bet kokio griztamojo vyksmo metu' yra pilnasis diferencialas:

dG=Vdp—€DdT—|—§—§st. (H.3.3)
Tai reiSkia, kad laisvaja Gibso energija galima atskaityti nuo jos vertés, kuri atitinka kurig nors tiksliai
apibrézta pusiausvyros biiseng su zinomais p = po, 1= Ty ir Vi = Vy: pakanka integruoti (H.3.3) reiskini
iSilgai bet kokios taskus (po, To, Vi) ir (p, T, V;) jungiancios linijos, kuri atitinka tam tikra griztamaji
vyksma (tada integravimo rezultatas nepriklauso nuo pasirinktojo integravimo kelio). Tarkime, kad
atskaitos blisenos gary temperatiira yra lygi galutinei temperatiirai (7p = 7), skyscio kiekis yra lygus nuliui
(Vs0=0), o slegis nevirSija sociyjy gary slégio (po < pso 7). Solinjy gary slégis — tai pusiausvirasis gary
slégis dvifazéje skyscCio ir jo gary sistemoje (t.y. toks gary slégis, kai skyscio ir gary kiekiy santykis
nekinta). Kadangi 7= T, tai integravimo metu galima laikyti, kad d7'= 0 (t. y. integravimo kelias priklau-
so kintamujy p ir V plokStumai), tod¢l laisvoji Gibso energija yra lygi

' Griztamasis vyksmas — tai vyksmas, kurio metu sistema visa laika yra termodinaminés pusiausvyros biisenos (t. y.
pusiausvirasis vyksmas). Vadinasi, tik be galo 1éti vyksmai gali bati idealiai griztamieji. AiSku, kad tokiy vyksmy
realizuoti neimanoma, nes jie trukty be galo ilgai. Jeigu realusis (baigtinés trukmés) vyksmas vadinamas
»griztamuoju®, tai reiskia, kad jis yra pakankamai létas, todél paklaidos, kurios atsiranda dél prielaidos apie jo
griztamuma, yra mazos.
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p
G=[Vdp+AE;
Po
¢ia AE yra sistemos vidinés energijos pokytis, kai dalis gary susikondensuoja i V; tirio skysti esant
pastoviems temperatiirai ir slégiui. Masy tikslas — nustatyti skyscio ir gary pusiausvyros salygas, kai
P > pPso(T). Todél anksciau uzrasyta G iSraiSka panaudosime skai¢iuodami laisvaja Gibso energija dviem
atvejais: V=0 (atitinkama laisvaja Gibso energija zymésime Gy) ir V5> 0 (atitinkama laisvaja Gibso
energija Zymésime G). Skirtumas AG = G — Gy nusakys laisvosios Gibso energijos pokyti, kai dalis gary
susikondensuoja i V tirio skysti, esant pastoviems slégiui p ir temperatiirai 7. Pagal AG priklausomybg
nuo ¥V, bus galima nustatyti, ar bisena su duotuoju Vs yra stabili esant duotiesiems p ir 7. Jeigu ji nebus
stabili, tada pagal dalinés iSvestinés OAG/0OV; Zenkla bus galima nustatyti, kuria kryptimi keisis V; (t. y. ar
vyraus gary kondensacija, ar skys¢io garavimas).
H.1 pav. pavaizduoti du galimi integravimo keliai. Skai¢iuojant G, (kai galutinés busenos V; = 0),
integravimo kelias yra ABC. Skaiciuojant G (kai galutinés biisenos V> 0), integravimo kelias yra ABD.
Kaip matome, abu integravimo keliai turi bendra atkarpa AB. Taip yra todél, kad, kol p < ps(7), pusiau-

p svyros biisenos skyscio kiekis turi likti nulinis. Kadangi mus domina tik skir-
4 tumas G — Gy, tai integralo dalis, kuri atitinka atkarpa AB, susiprastins. Todél
D laisvaja Gibso energija atskaitysime nuo jos vertés, kai p = pyo(7), t. y.
p
G= [ Vdp+AE. (H.3.4)
Psot

Kai V, =0, integravimo kelia nusako atkarpa BC (zr. H.1 pav.). Siuo
atveju sistemos tiiris V' yra lygus gary tiriui V,, kur] galima skaiCiuoti pagal
idealiyju dujy busenos lygti (H.1.10):

v, =n, 2L, (H.3.5)

p
¢ia n, yra gary kiekis (iSreikStas moliais). Be to, Siuo atveju AE =0. [raSe
O—VL’VS (H.3.5) ir AE=0 i (H.3.4), apskaitiave integrala ir atsizvelge i tai, kad Siuo

s atveju gary kiekis n, yra lygus pilnutiniam medZiagos kiekiui 7y, gauname:
H.1 pav. Integravimo ke- p
lias plokstumoje (¥, p) Gy =ngRTIn—. (H.3.6)

pSOt
Kai V>0, tada galuting sistemos biisena atitinka taSkas D (Zzr. H.1 pav.). Sistemos turis V yra
lygus gary tiirio V, ir skyscio tiirio Vs sumai: V' =V, + V. Atitinkamai laisvosios Gibso energijos iSraiSka
(H.3.4) reikia raSyti Sitaip:

p p p
G= [ (,+V)dp+AE= [ V,dp+ [ V,dp+AE. (H.3.7)
Paot Paot Puot
Tarkime, kad skys€io tiiris yra daug mazesnis uz gary tirj (V<< V,). Tada antrojo integralo galima
nepaisyti. Tai reiskia, kad integravimo kelias nuo tasko B iki galutinio tasko D (zr. H.1 pav.) beveik neturi
itakos G vertei: galima pasirinkti bet kokj kelia, kuriame V; <<V, (net ir tada, kai tame kelyje skystis ir
garai néra pusiausvyros blisenos). Pirmasis integralas, kaip ir anksciau, skai¢iuojamas, remiantis reikala-
vimu, kad visy integravimo kelio taSky gary biisena turi atitikti idealiyju duju lygti (H.3.5). Tai reiskia,
kad pirmojo integralo iSraiSka yra analogisSka (H.3.6) iSraiskai: pakanka tik pakeisti pilnutini medziagos
kieki ny gary kiekiu n, (kuris yra skyscio tirio V funkcija). Tada gauname:

G=nRTInL—+AE. (H.3.8)
Psot
Aptariamuoju atveju démuo AFE yra susij¢s su pavirSiaus itempiu:
AE =N -4mr’c ; (H.3.9)

¢ia o yra pavirSiaus jtempis (skysCio vidinés energijos pokytis padidinus jo plota vienetu ir esant pasto-
viems skyscio tiiriui, slégiui ir temperatiirai).

PavirSiaus jtempi galima paaiskinti Sitaip. Skystyje tarp molekuliy veikia artisiekés traukos jégos.
Dél siy traukos jégu kiekvienai kaimyniniy molekuliy porai galima priskirti tam tikra neigiama potencing
energija. Skysc¢io vidiné energija gaunama sudéjus visy tokiy pory potencines energijas ir visy molekuliy
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kinetines energijas. Jeigu skyscio tiiris biity be galo didelis, tada visy molekuliy aplinka biity vienoda,
todél kiekviena molekule atitinkantis pory skaiCius biity lygus pusei kiekviena molekuliy supanciuy
aplinkiniy molekuliy skai¢iaus. Vadinasi, potenciné energija buty adityvus dydis. Taciau baigtinio turio
skystis visada turi pavirSiy, kuriame esanciy molekuliy aplinka skiriasi nuo skys€io gilumoje esanciy
molekuliy aplinkos. Pvz., skysCio ir gary riboje esancios skys¢io molekulés saveikauja su mazdaug du
kartus mazesniu molekuliy skai¢iumi negu kitos skys¢io molekulés. T. y. kiekvienos skys¢io paviriuje
esancios molekulés vidutinés potencinés energijos modulis yra mazesnis negu kity skysc¢io molekuliy.
Atitinkamai pilnutiné skysCio potenciné energija yra Siek tiek didesné uz verte, kuri biity gauta tiesiog
padauginus skyscio vidiniy molekuliy viduting potencing energija i$ visy skys¢io molekuliy skaiCiaus.
Démuo AE nusako Sig pilnutinés potencinés energijos pataisa. Démuo AE gali virsti darbu. Pvz., pavir-
Siaus itempis gali pakelti skysti i tam tikraq auks$ti kapiliariniu vamzdeliu arba priversti netaisyklingos
formos skyscio lasa susitelkti i taisyklinga sfera. Bitent todeél jis priskiriamas vadinamajai ,laisvajai
energijai‘ (taip vadinama vidinés energijos dalis, kuriai néra apribojimy virsti darbu).

Atéme (H.3.6) reiskinj i§ (H.3.8) ir atsizvelge i (H.3.9), gauname laisvosios Gibso energijos
pokyti, kai dalis gary izotermiskai ir izobariSkai susikondensuoja { N sferiniy laSeliy, kuriy kiekvieno
spindulys 7

AG = (n, —ng)RTInL— 4 N -4’6 = -n RTIn L+ N - 4nrc ; (H.3.10)
Psot Psot
¢ia ng = ny — ny yra skyscio kiekis (moliais), kurj galima iSreik$ti laseliy skaic¢iumi N ir jy triu:
V.
m_pPV P2 = (H3.11)

ng = T

M M M 3
¢ia m; yra pilnutiné skyscio laseliy maseé, M yra skysc¢io moliné mase, p yra skyscio tankis. [rase¢ (H.3.11)
1 (H.3.10) ir pasinaudoje tuo, kad R = kN,, gauname:

_4mr’kT
3v

4
AG = N(—£~—nr3RTlnL + 47rr20'j = N(
M 3 Psot
¢ia v yra vienos skysCio molekulés uzimamas tiiris, o S yra vadinamasis persotinimas, kuris apibréziamas
kaip gary slégio ir soCiyju gary slégio toje pacioje temperatiiroje santykis:

InS+ 47rr20'j ; (H.3.12)

s=-"L_. (H.3.13)
pSO[
Pagal (H.3.12) laisvosios Gibso energijos pokytis, kuris susijgs su vieno laso susidarymu, yra lygus
3

AG, = - 4“;)” InS+4nc . (H.3.14)
H.2 pav. yra pavaizduotos vandens laso susidarymo energi- eV
jos AG, priklausomybés nuo r kambario temperatiiroje 20
(T=298K, v=2,99-10% m’, o=0,072 J/m?), kai yra ke-
turi skirtingi persotinimai. Matome, kad visos priklauso- 15k
mybés turi minimuma taske » = 0. Vadinasi, sistemos bii- S=1
sena, kai néra vandens lasy, yra stabilios pusiausvyros bi-
sena. Kai S > 0, tos priklausomybés turi maksimuma, kuris 10F
atitinka nestabilios pusiausvyros biisena. Atitinkama laso
spindulj vadinsime ,kritiniu spinduliu® ir zymésime . Kai AG, 5L S=2
r=r lasas yra pusiausvyros biisenos su garais (t.y. jo | 7, _—
spindulys nekinta). Tac¢iau, nedaug pakitus laso spinduliui, AG,
jis pradeda mazéti arba didéti tol, kol nepasiekiama stabi- 0
lios pusiausvyros biisena: jeigu spindulys sumazéja, tada §=3 \
lasas iSgaruoja, o jeigu padidéja, tada lasas pradeda didéti sk
(kai r yra ypa¢ didelis, nustoja galioti prielaida V<<V, S§=6—"
todél (H.3.14) lygybé netinka apraSant dideliy lasy stabi-
lios pusiausvyros salygas). Kritinj laSo spinduli galima is- -10 0 ; 1'0 15 20 25A
reiksSti pasinaudojus tuo, kad funkcijos maksimumo taske P
jos isvestiné lygi nuliui: H.2 pav. Vandens lago susidarymo laisvosios

Gibso energijos priklausomybé nuo laso spin-
dulio r, kai yra jvairiis persotinimai
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9aG, =0. (H.3.15)
8r r=r
Irase (H.3.14) i (H.3.15) lygti ir iSreiske r, gauname:
20v
= . H.3.16a
Nk Ths ( ‘

Esant kambario temperatiirai (7=298 K), vandens laSo kritinio spindulio iSraiska (H.3.16a) galima
uZzrasyti Sitaip:

_1.05-107°

InS

Pvz., kai S=2, kambario temperatiiroje vandens laSo kritinis spindulys yra r =15 A (zr. H.2 pav.).
Didéjant persotinimui S, kritinis spindulys 7 mazéja. Kai S=1, r, — oo, t. y. tik plokscias skysc¢io pavir-
Sius gali buti pusiausvyros biisenos su garais. DidZiausia AG, vert¢, kai duotas persotinimas S, gaunama
irasius ry iSraiSka (H.3.16a) i (H.3.14):

K [m]. (H.3.16b)

_ l6énov?
3(kTInS)*
Pvz., kai §=2, kambario temperatiiroje didziausia vandens laSo susidarymo energija yra lygi mazdaug
4,3 eV (Zr. H.2 pav.).
ISreiskus S =p/pso 18 (H.3.16a), gaunamas gary slégis, kuriam esant spindulio » laSas yra
pusiausvyros blisenos su savo garais:

(H.3.17)

kr

200V
=p.exp| — |. H.3.18
Dy = Deot Xp( kTJ ( )

Tai yra vadinamoji Kelvino formule.

H.4. Pusiausvirasis gary slégis virs jelektrinto skysc¢io laso

Dabar iSvesime jelektrinto skyscCio laSo pusiausvyros salygas. Tarkime, kad dujy molekulé yra
netekusi vieno elektrono (pvz., dél jonizuojanciosios spinduliuotés poveikio). T.y. turime molekulini
jona, kurio elektros kriivis yra lygus +e. Toks jonas sukurs aplink save nevienalyti elektrini lauka. Yra
zinoma, kad nevienalyc¢iame elektriniame lauke elektrinj dipoli veikianti pilnutiné (atstojamoji) jéga yra
nukreipta lauko stipréjimo kryptimi. Todél jonas traukia link saves duju molekules, kurios turi pastovuji
dipolini momenta (pvz., vandens gary molekules). Sitaip susidaro skyscio lasas. Po tam tikro laiko, kuris

eV priklauso nuo skyscio savitojo elektrinio laidzio, elektros kru-
20 vis pasiskirstys taip, kad elektrinio lauko stipris skyscio tiiryje
biity lygus nuliui. T. y. kriivis pasiskirsto laso pavirsiuje.
I8reiskiant jelektrinto laSo laisvaja Gibso energija AGy,
15 (H.3.14) reiskinyje reikia pridéti laso kruvio elementy Kulono
saveikos potencing energija. » spindulio sferos pavirSiuje to-
10 lygiai pasiskirs¢iusio elektros kriivio e potenciné energija yra
lygi
@2
AG 5 AE, = . (H.4.1)
8neyr
0 Vadinasi, jelektrinto laso laisvoji Gibso energija yra lygi
3
AG, =— 4“;}” InS +4mc + AE, =
-5 3 5 (H.4.2)
=_4nr lenS+4nr20+ <
3v 8neyr

_ 1 1 )
100 5 10 15 20 25 A H.3pav. pavaizduotos vandens laso, kurio elektros kriivis e,

r susidarymo energijos AG, priklausomybés nuo » kambario

— . -29 3 2
H.3 pav. Vandens lago, kurio elektros krii- t€mperaturoje (T=298K, v=2,99-10" m’, 0=0,072J/m").
vis e, susidarymo laisvosios Gibso energijos Matome, kad, kai persotinimas yra pakankamai maZas, egzis-
priklausomybé nuo lago spindulio 7, kai yra tuoja dvi pusiausvyros biisenos (viena — stabilioji, o kita —
{vairlis persotinimai nestabilioji), taciau Siuo atveju stabilioji pusiausvyra atitinka
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didesni uz nulj laselio spinduli (plg. su H.2 pav.). Prilyginus nuliui (H.4.2) reiskinio i§vesting » atzvilgiu
ir iSreiskus In S, gaunamas persotinimo, kuriam esant r spindulio lasai yra pusiausvyros biisenos su garais,
natiiralusis logaritmas:

2
1n5=£2—"—%ji. (H4.3)
ro 32ngyr” kT

H.3 pav. matome, kad, kai persotinimas yra didesnis, pusiausvirojo spindulio néra, t.y. lasas
nuolat didéja. ISreikSime kritini persotinima Sy, kuri virSijus visy matmeny lasai tampa nestabilis.
H.3 pav. akivaizdu, kad kritinis persotinimas atitinka tokig priklausomybe AG(r), kurios iSvestineé perlin-
kio taske yra lygi nuliui (t.y. tame perlinkio taske galioja (H.4.3) sary$is). Prilyging nuliui (H.4.2)
rei§kinio antraja iSvesting » atzvilgiu, jrase i ta lygti In S iSraiska (H.4.3) ir iSreiSk¢ », gauname pusiau-
sviraji laso spinduli, kai yra kritinis persotinimas:

5 1/3
e
= ———| . H.4.4

‘ [167:2500'J ( )
H.3 pav. salygomis r, = 6,341 A. Irase (H.4.4) i (H.4.3), ivedame kritinio persotinimo natiiralyji logarit-
ma:

1/3
_ 3ov _( ngoJ 3o v (H.4.5)

InS,, = = 5
2r kT e 2kT
H.3 pav. salygomis In Sy, = 1,238, t. y. S, = 3,45.
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I priedas. Mazos energijos elektrony ir jony
saveikos skerspjuviai dujose

Apytiksliai iSreikSime jony ir elektrony saveikos su dujy molekulémis skerspjuvius, kurie lemia
kriivininky laisvaji kelig dujose (Zr. (16.2.5) formulg). Taikysime geometrinj artini. Krtivininka (jona arba
elektrong) pakeisime 7 spindulio rutuliu, o duju molekules — R spindulio rutuliais. Pasirinkime pakanka-
mai ilga laiko tarpa At¢, per kuri kriivininkas daug karty susiduria su molekulémis. Aplink kriivininko
trajektorija, kuri atitinka ta laiko tarpa, sudarykime spindulio » + R cilindrinj ,,vamzdeli“, kurio asimi juda
krivininkas' (Zr. 1.1 pav.). Taikant geometrinj artini, kriivininkas susiduria tik su tomis molekulémis, ku-
riy centrai yra to vamzdelio viduje. Todél susidiirimy skaicius per laika Az yra lygus ty molekuliy skai-
¢iui, t. y. vamzdelio tirio AV ir molekuliy koncentracijos n sandaugai. Vamzdelio turis yra lygus jo ilgio
1 ir skerspjiivio ploto m(r + R)* sandaugai:

AV =1-n(r+R)*. (L.1)
Kriivininko kelias per laika Af yra lygus vs-Af; ¢ia vy yra kriivininko pilnutinis greitis. Taciau, skai¢iuo-
jant susidiirimy skaiciy, bendruoju atveju reikia atsizvelgti i tai, kad duju molekulés taip pat juda. Todél,
skaiCiuojant minétojo vamzdelio ilgi /, vietoj kriivininko tikrojo greicio reikia naudoti vidutini reliatyvyji
kriivininko ir dujuy molekuliy greiti v,, kuris apibréziamas kaip krivininko ir duju molekulés greiciy
vektorinio skirtumo modulio vidurkis: v, = <| vs (1) —v,(2) ) ; €ia vx(?) yra kriivininko momentinio grei¢io
vektorius, v4(¢) yra duju molekulés momentinio greicio vektorius, o simboliai ,.(...)* Zymi vidurki. Taigi,
[=uv. Atir

AV =v.At-n(r +R)’. (1.2)
Vidutinis susidiirimy daznis yra lygus susidiirimy skaiciaus per laika At ir to laiko santykiui:
AVn 2 p 2
=——=vn-a(r+R) =v.—- -n(r+R)"; 1.3
A A U (r+R)"=v, T (r+R) 1.3)
¢ia pasinaudota idealiyju duju biisenos lygtimi (16.2.4). Antra vertus, pagal (16.2.3) ir (16.2.5)
op
=Uy ——. 1.4
f=vs T (1.4)

Prilyging viena kitai (I.3) ir (I.4) lygCiu deSiniasias puses ir iSreiSk¢ o, gauname geometrinio artinio
saveikos skerspjiivio iSraiska:
v
o=n(r+R)>*=. (1.5)
Us
Jeigu kruvininko vidutinis greitis vs yra daug didesnis uz duju molekuliy vidutinj greitj, tada
v~ vs. Si lygybé visada galioja elektronams dujiniuose detektoriuose. Be to, elektrony matmenys yra

m/ néra susidurimo
\ ) ’

N /

S o Pl /

padétis laiko
momentu ¢ = At

!
PG DR Sl N B A
7/ \
/ \ S
e i . ! susidiirimas
padétis laiko \ )

momentu =0 v

VAL

L.1 pav. Daleliy (jony, molekuliy, elektrony ir kt.) geometrinio artinio saveikos skers-
pjuvio skai¢iavimas

! Kadangi kriivininko judéjimo kryptis pasikei¢ia po kiekvieno susidiirimo, tai minétas vamzdelis néra tiesus.
Taciau tai neturi jtakos vamzdelio tiriui, todél skai¢iuojant galima remtis prielaida, kad vamzdelis yra tiesus.
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daug mazesni uz molekuliy matmenis (» << R). Todél elektrony saveikos su neutraliomis dujuy molekulé-
mis geometrinio artinio skerspjivis yra lygus molekuliy geometriniam skerspjtivio plotui:

o, =nR>. (1.6)
Bendruoju atveju vidutinis reliatyvusis greitis v, priklauso nuo kriivininky ir dujy molekuliy greiciy (arba
energijy) skirstiniy. Pvz., jeigu kruvininky ir duju molekuliy energijy skirstiniai yra vienodi, tada viduti-
nio reliatyviojo greicio v; ir vidutinés energijos £ sarySis yra tokio paties pavidalo kaip vidutinio tikrojo
greicio vy ir E sarysis, taciau toje formuléje vietoj kriivininko masés m reikia naudoti vadinamaja redu-
kuotqjq mase m., kuri apibréziama Sitaip:

mM
m. = ; 1.7

Y om+M @7)
¢ia M yra dujy molekulés masé. Kadangi jono masé yra praktiskai lygi duju molekulés masei (m ~ M), tai
jonu redukuotoji masé lygi pusei jono masés: m, = m/2. Dujiniy detektoriy veikimo salygomis jony ir
neutraliyjy molekuliy greiciy skirstiniai nedaug skiriasi nuo Maksvelo skirstinio. Todél jony vidutini
reliatyvyji greiti galima iSreiksti (16.2.14) formule, taciau vietoj jono masés m joje reikia rasyti redukuo-

taja masg m/2. Tai reiskia, kad jonuy v, =\/§v2 . Be to, jono matmenys yra tokie patys kaip neutraliyjy
molekuliy (» = R). Todél jonu saveikos su neutraliomis duju molekulémis skerspjtivis geometriniame arti-
nyje yra 42 ~ 5.66 karto didesnis uz molekuliy geometrinj skerspjtivio plota:

Cion =42 TR (1.8)

Ivertinsime Siy skerspjiviy didumo eilg. Maziausias yra inertiniy dujy (pvz., argono Ar)
molekuliy spindulys, nes tos molekulés yra vienatomés. Atomo spindulys yra artimas 0,5 A, t. y. pirma-
jam Boro spinduliui (zr. (1.10.15)). Todél, taikant geometrinj artini, elektrony saveikos su vienatomémis
molekulémis skerspjiivis yra mazdaug 0,8:10° m?, o ty molekuliy jony saveikos skerspjivis yra maz-
daug 4-10° m’. Dviatomiy ir paprasty daugiaatomiy molekuliy (pvz., metano CH,) tipiski spinduliai yra
(1-1,5) A, todél elektrony saveikos su tokiomis molekulémis skerspjiivis, apskai¢iuotas pagal geometrini
artinj, yra (3—6)-10*" m?, o ty molekuliy jony geometrinis saveikos skerspjivis yra (15-35)-10° m®.

Skaiciuojant jony susidiirimy su neutraliosiomis molekulémis skerspjiivius, geometrinis artinys
néra pakankamai tikslus. Dviatomiy ir daugiaatomiy molekuliniy jony tikrasis tampriosios sgveikos skers-
pjivis biina kelis kartus didesnis uz geometrini skerspjiivi, o vienatomiu (inertiniy) duju jony tikrasis
tampriosios saveikos skerspjiivis gali biiti net kelias deSimtis karty didesnis uz geometrini. Taip yra dél
toliasiekés saveikos, i kuria neatsizvelgia geometrinis artinys. Si saveika atsiranda dél kriivio mainy tarp
jono ir neutraliosios molekulés bei dél to, kad jonas poliarizuoja neutraligja molekulg. Didéjant jono
energijai, saveikos skerspjiivis mazéja, taCiau Sis mazéjimas yra palyginti 1étas. Pvz., kintant argono jono
energijai nuo 0,038 eV iki 1 eV, jo tampriosios saveikos su neutraliaisiais argono atomais skerspjiivis
sumazéja nuo 16-107"° m* iki 9-107"” m?, o helio jony tampriosios saveikos su neutraliaisiais helio atomais
skerspjivis tame pa¢iame energijy intervale sumazéja nuo 8-107"° m* iki 5-107"° m?.

Skaic¢iuojant elektrony susidiirimy su molekulémis skerspjlivius, geometrinis artinys leidzia iver-
tinti saveikos skerspjuvi tik vienos eilés tikslumu. Tikrasis elektrony saveikos skerspjiivis gali biti kelis
kartus (arba netgi eile) didesnis arba mazesnis uz geometrinj skerspjiivi (1.6) priklausomai nuo duju. Be
to, elektrono sgveikos skerspjiivis priklauso nuo elektrono energijos E, kurios kitimo ribos dujiniy detek-
toriy veikimo salygomis yra gana placios (nuo keliy S§imtyjy elektronvolto daliy iki keliy deSimciy elekt-
ronvolty). Pvz., kai £=0,1 eV, monoenerginiy elektrony tampriosios saveikos su neutraliais Ar atomais
skerspjiivis o yra mazdaug 0,6:10° m” (t. y. artimas geometriniam skerspjiiviui), tadiau, kai £=0,2 eV,
skerspjivis sumazéja iki 0,1-107° m?, o kai E = 1 eV, skerspjavis vél padidéja iki 1-107°° m* (zr. 1.2 pav.).
Kai £ =12 eV, elektrony tampriosios saveikos su neutraliais argono atomais skerspjiivis pasiekia savo
didZiausia verte o~ 1,5-10" m?. | laisvojo Iékio iSraiska (16.2.5) ieina vidutinis skerspjuivis (Cia turimas
omenyje vidurkis visy galimy elektrono energiju atzvilgiu). Vidutinis elektrony saveikos su duju moleku-
lémis skerspjuvis priklauso nuo elektrony greicio skirstinio ir nuo elektrony vidutinés energijos (t. y. nuo
elektrony efektinés temperatiiros (16.2.17b)). Jeigu elektrony greiciai pasiskirste pagal Maksvelo skirsti-
ni, tada elektrony tampriosios saveikos su argono atomais vidutinio skerspjiivio priklausomybé nuo elekt-
rony temperatiiros neturi minéto minimumo ties 0,2 eV: kai 7=300 K, o= 0,3-10° m* kai 7=3000 K,
c~10"m* kai T~ 10°K, o= 10" m? (maksimumas), o toliau kylant temperatiirai, o mazéja.

Iki Siol buvo kalbama tik apie tampriosios saveikos skerspjiivius. Netamprioji saveika gali pasi-
reiks§ti molekuliy suzadinimu arba jonizavimu. Argono maziausioji suZzadinimo energija yra 11,5¢eV, o
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tamprioji sklaida
---- suzadinimas

jonizavimas

5

10

E

15

20 eV

1.2 pav. Elektrono saveikos su argono atomais skerspjiviy pri-
klausomybés nuo elektrono energijos

Priede pateikiamos saveikos skerspjiiviu vertés pagal straipsnius:

maziausioji jonizacijos energija yra
15,7 eV. Vadinasi, kol elektrono energi-
ja yra mazesné uz 11,5¢eV, yra galima
tik tamprioji elektrony saveika su argono
atomais (t.y. netampriosios saveikos
skerspjuvis lygus nuliui). Kai elektrono
energija virSija 11,5 eV, galimas dar ir
argono atomy suzadinimas, o kai elekt-
rono energija virsija 15,7 eV, galimas ne
tik suzadinimas, bet ir atomy jonizavi-
mas (zr. 1.2 pav.). Pilnutinis elektrono
saveikos skerspjiivis yra lygus tamprio-
sios saveikos, suzadinimo ir jonizacijos
skerspjuviu sumai. Mazesnés uz 30 eV
energijos elektrony susidirimy su argo-
no atomais pilnutini skerspjivi lemia
tamprioji saveika (zr. 1.2 pav.).
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Collision and Swarm Techniques // Aust. J. Phys., vol. 50, 1997, p. 483—509.

b) Petrov G. M., Petrova T. A Determination of the Electron Distribution Function Near Absorbing Surfaces // IEEE
Transactions on Plasma Science, vol. 28, no. 6, 2000, p. 2202-2206.

c) Daiber J. W., Waldron H. F. Scattering Cross Sections of Argon and Atomic Oxygen to Thermal Electrons //

Phys. Rev., vol. 151, no. 1, 1966, p. 51-55.

d) Sheldon J. W. Mobility of Positive lons in Their Own Gas: Determination of Momentum-Transfer Cross Section //

NASA Technical Note D-2408, 1964, 20 p.
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J priedas. Periodiné elementy sistema
ir atomy elektrony konfiguracijos

Pagrindinés Pagr. Joniz

VA Elementas A biisenos I :
. biis. en.(eV)

konfigiiracija
1 H Vandenilis  1,00794 s S, 13,5984
2 He Helis 4,002602 1s’ 'S, 24,5874
3 Li Litis 6,941 1s*  2s S, 53917
4 Be Berilis 9012182 1s* 25’ 'S, 9,3227
5 B Boras 10,811 1s* 28> 2p Pin 8,2980
6 C Anglis 12,0107 1s* 2s* 2p° Py 11,2603
7 N Azotas 14,00674 1s*> 2s* 2p’ 'Sy 14,5341
8 O Deguonis 15,9994 1s* 2s* 2p* P, 13,6181
9 F  Fluoras 18,99840 1s* 2s* 2p’ Py, 17,4228
10 Ne Neonas 20,1797 1s* 2s* 2p° 'S, 21,5645
11 Na Natris 2298977 (Ne) 3s S, 5,1391
12 Mg Magnis 243050  (Ne) 3s’ 'Sy 7,6462
13 Al Aliuminis  26,98154 (Ne) 3s*> 3p P, 5,9858
14 Si Silicis 28,0855  (Ne) 3s> 3p’ Py 8,1517
15 P Fosforas 30,97376 (Ne) 3s* 3p° 'Sy, 10,4867
16 S Siera 32,066  (Ne) 3s* 3p' P, 10,3600
17 Cl Chloras 35453  (Ne) 3s® 3p’ Py, 12,9676
18 Ar Argonas 39,948  (Ne) 3s* 3p° 'S, 15,7596
19 K Kalis 39,0983  (Ar) 4s S, 4,3407
20 Ca Kalcis 40,078  (Ar) 45> 'Sy 6,1132
21 Sc Skandis 44,95591 (Ar) 3d 4s’ Dy, 65615 ) P
22 Ti Titanas 47867  (Ar) 3d? 4s’ F, 68281 | Se
23 V  Vanadis 50,9415  (Ar) 3d° 4s® “Fyp,  6,7462 | e |
24 Cr Chromas 51,9961  (Ar) 3d° 4s 'Sy 6,7665 | 1%
25 Mn Manganas 54,93805 (Ar) 3d° 4¢? Ssp, 7,4340 Ial e
26 Fe Gelezis 55,8457  (Ar) 3d° 4s® Dy, 7,9024 [mD
27 Co Kobaltas 58,93320 (Ar) 3d’ 4s® *Fop,  7,8810 | 1 ;
28 Ni Nikelis 58,6934  (Ar) 3d® 4s’ Fy 76398 | § i
29 Cu Varis 63,546  (Ar) 3d"4s S, 71,7264 ]
30 Zn Cinkas = ¢ 65,409  (Ar) 3d"4s* 'S, 93942 )
31 Ga Galis 69,723 (Ar) 3d'%4s® 4p Pin 5,9993
32 Ge Germanis 72,64 (Ar) 3d"4s* 4p> P,  7,8994
33 As Arsenas 7492160 (Ar) 3d"4s* 4p° 'S5, 9,7886
34 Se Selenas 78,96 (Ar) 3d"4s* 4p* P,  9,7524
35 Br Bromas 79,904  (Ar) 3d"4s® 4p° Py, 11,8138

36 Kr Kriptonas 83,798  (Ar) 3d'%4s* 4p° 'S, 13,9996




516

J priedas. Periodiné elementy sistema ir atomy elektrony konfigtiracijos

Pagrindinés Pagr. Joniz
VA Elementas A busenos I :

konfigiiracija bis. en.(eV)
37 Rb Rubidis 85,4678  (Kr) 58 Sip 41771
38 Sr Stroncis 87,62 (Kr) 5s7 'Sy 15,6949
39 Y Iiris 88,90585 (Kr) 4d 5s° Dy, 62173
40 Zr Cirkonis 91,224  (Kr) 4d* 5¢° °F,  6,6339
41 Nb Niobis 92,90638 (Kr) 4d” 5s Dy, 6,7589
42 Mo Molibdenas 95,94 (Kr) 4d° 5s 'Sy 17,0924
43 Tc Technecis  (98) (Kr) 4d° 57 Ssp 7,28
44 Ru Rutenis 101,07  (Kr) 4d’ 5s °Fs 17,3605
45 Rh Rodis 102,9055 (Kr) 4d® 5s “Fo, 77,4589
46 Pd Paladis 106,42  (Kr) 4d" Se  8,3369
47 Ag Sidabras 107,8682 (Kr) 4d" 5s Sy, 71,5762
48 Cd Kadmis 112,411 (Kr) 4d"5s* 'S, 89938
49 In Indis 114,818  (Kr) 4d" 5s* 5p P, 5,7864
50 Sn Alavas 118,710  (Kr) 4d"°5s* 5p  °P,  7,3439
51 Sb Stibis 121,760  (Kr) 4d'° 5% 5p°  *S;,  8,6084
52 Te Telaras 127,60  (Kr) 4d'°5s* 5p*  °P,  9,0096
53 1 Jodas 126,9045 (Kr) 4d"° 5s* 5p°  *Ps, 10,4513
54 Xe Ksenonas 131,293 (Kr) 4d"°5s* 5p° 'S, 12,1298
55 Cs Cezis 132,9055 (Xe) 6s S, 3,8939
56 Ba Baris 137,327  (Xe) 6s 'S, 52117
57 La Lantanas 138,9055 (Xe) 5d 6s° Dy, 5,5769
58 Ce Ceris 140,116  (Xe) 4f 5d 6s° Gy 5,5387
59 Pr Prazeodimis 140,9077 (Xe)4f®  6s° Iy, 5,473
60 Nd Neodimis 14424  (Xe)4f*  68° °L, 55250
61 Pm Prometis (145) (Xe)4f° 65>  °Hsp, 5,582
62 Sm Samaris 15036  (Xe)4f® 65> 'F,  5,6437
63 Eu Europis 151,964 (Xe) 47 65  *S,,  5,6704
64 Gd Gadolinis 15725  (Xe)4f’ 5d 65> °D,  6,1498
65 Tb Terbis 1589253 (Xe) 4f° 65>  °Hysp 5,8638
66 Dy Disprozis 162,500  (Xe) 4" 65> Iy 5,9389
67 Ho Holmis 1649303 (Xe) 4f" 65  ‘Lisp  6,0215
68 Er Erbis 167,259 (Xe)4f'? 65> °Hy¢ 6,1077
69 Tm Tulis 168,9342 (Xe) 4f"” 65> °F;,  6,1843
70 Yb Iterbis 173,04  (Xe)4f™  6s° 'Sy 62542
71 Lu Lutecis 174,967 (Xe) 4f'*5d 65> ’Dyp  5,4259

——0 =3 eS8 =00

- A= 0B ® +3 o

~—meaS0350—o0
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Pagrindinés buisenos Pagr. Joniz.
Z Hlementas A4 7 konfigiracija | bis._en.(eV)
72 Hf Hafnis 178,49  (Xe) 4f' 5d* 6s° °F,  6,8251
73 Ta Tantalas 180,9479 (Xe) 4f'* 5d° 65’ ‘Fin  7,5496
74 W Volframas 183,84  (Xe) 4f'* 5d* 65’ Dy 7,8640
75 Re Renis 186,207  (Xe) 4f' 5d° 65’ °Ssn 17,8335
76 Os Osmis 190,23  (Xe) 4™ 5d° 65’ D,  8,4382
77 Ir  Iridis 192217  (Xe) 4" 5d7 65’ *Fon  8,9670
78 Pt Platina 195,078  (Xe) 4f'* 5d° 6s Dy 8,9588
79 Au Auksas 196,9666 (Xe) 4f'* 5d'° 6s 21, 9,2255
80 Hg Gyvsidabris 200,59 (Xe)4f" 5d 65 'Sy 10,4375
81 Tl Talis 204,3833 (Xe)4f' 5d" 65° 6p Py, 6,1082
82 Pb Svinas 207,2 (Xe) 4" 5d" 65> 6p> P,  7,4167
83 Bi Bismutas 208,9804 (Xe)4f' 5d"° 65 6p° Sy, 7,2855
84 Po Polonis (209) (Xe) 4f'* 5d"° 65> 6p* P, 8414
85 At Astatinas (210) (Xe) 4" 5d" 65> 6p°  *P3p
86 Rn Radonas (222) (Xe) 4t 5d" 65> 6p° 'S, 10,7485
87 Fr Francis (223) (Rn) 7s Sy, 4,0727
88 Ra Radis (226) (Rn) 7s 'S, 5,2784
89 Ac Aktinis (227) (Rn) 6d 7s Dy, 5,17
90 Th Toris 232,0381 (Rn) 6d* 7s’ F,  6,3067
91 Pa Protaktinis 231,0359 (Rn)5f* 6d 7s° *Kip 5,89
92 U Uranas 238,0289 (Rn)5f° 6d 7s’ Le  6,1941
93 Np Neptiinis (237) (Rn) 5f* 6d 75’ L, 62657
94 Pu Plutonis (244) (Rn) 5f° 7s Fo  6,0260
95 Am Americis  (243) (Rn) 5f7 7> ’S;n 59738
96 Cm Kiuris (247) (Rn) 5f7 6d 75> ‘D, 59914
97 Bk Berklis (247) (Rn) 5f° 7s His, 6,1979
98 Cf Kalifornis  (251) (Rn) 5f'° 7s’ ’Ig 6,2817
99 Es Einsteinis  (252) (Rn) 5" 7s* Lisn 6,42
100 Fm Fermis (257) (Rn) 5f'* 78 ‘He 6,50
101 Md Mendelevis  (258) (Rn) 5" 7s Fip 6,58
102 No Nobelis (259) (Rn) 5f" 7s’ 'Sy 6,65
103 Lr Lourensis  (262) (Rn) 5" 7 Tp? Pip? 4,9?
104 Rf Rezerfordis (261) (Rn) 5" 6d* 7s*? F,?2 6,02

Pastabos:

1. Istisinés horizontalios linijos skiria elementy sistemos periodus.

/

——0 =B e S~ =0

—_ o= OB =’

~oeaS080—o

2. Briksningés linijos atskiria elementus, kuriuose uzpildomas prie$paskutinis arba treciasis nuo
galo elektrony sluoksnis (iSskyrus kelias iSimtis). Tai yra: (a) pereinamieji elementai (uzpil-
domas prieSpaskutinio sluoksnio d posluoksnis), (b) lantanoidai ir aktinoidai (uzpildomas

tre¢iojo nuo galo sluoksnio fposluoksnis). T. p. zr. 4.5 poskyrio paskuting pastraipa.

3. Uzra§ymas, pvz., ,(Ar) 3d° 4s

4. Jonizacijos energijos i§ [40].

2¢c

rei§kia elektrony konfigtiracija, kuri gaunama papildzius
argono konfigliracija Sesiais 3d elektronais ir dviem 4s elektronais.
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K priedas. K-L ir K-M linijy fotony energijos (keV)'

Nr. Elem. K-L; K-L, K-M |Nr. Elem. K-Lj K-L, K-M
3 Li 0,0543 48 Cd 23,1736 22,9841 26,0955
4 Be 0,1085 49 In 24,2097 24,0020 27,2759
5B 0,1833 50 Sn 25,2713 25,0440 28,4860
6 C 0,2770 51 Sb 26,3591 26,1108 29,7256
7 N 0,3924 52 Te 27,4723 27,2017 30,9957
8 O 0,5249 53 1 28,6120 28,3172 32,2947
9 F 0,6768 54 Xe 29,7790 29,4580 33,6240
10 Ne 0,8486 0,8486 55 Cs 30,9728 30,6251 34,9869
11 Na 1,0410 1,0410 1,0711 | 56 Ba 32,1936 31,8171 36,3782
12 Mg 1,2536 1,2536 1,3022 | 57 La 33,4418 33,0341 37,8010
13 Al 1,4867 1,4863 1,5575 | 58 Ce 34,7197 34,2789 39,2573
14 Si 1,7400 1,7394 1,8359 | 59 Pr 36,0263 35,5502 40,7482
15 P 2,0137 2,0127 2,1391 | 60 Nd 37,3610 36,8474 42,2713
16 S 2,3078 2,3066 2,4640 | 61 Pm 38,7247 38,1712 43,8260
17 Cl 2,6224 2,6208 2,8156 | 62 Sm 40,1181 39,5224 45,4130
18 Ar 2,9577  2,9556 3,1905 | 63 Eu 41,5422 40,9019 47,0379
19 K 3,3138 3,3111 3,5896 | 64 Gd 42,9962 42,3089 48,6970
20 Ca 3,6917 3,6881 4,0127 | 65 Tb 44,4816 43,7441 50,3820
21 Sc 4,0906 4,0861 4,4605 | 66 Dy 459984 452078 52,1190
22 Ti 4,5108 4,5049 49318 | 67 Ho 47,5467 46,6997 53,8770
23V 4,9522 4,9446 5,4273 | 68 Er 49,1277 48,2211 55,6810
24 Cr 5,4147 5,4055 5,9467 | 69 Tm 50,7416 49,7726 57,5170
25 Mn 5,8988 5,8877 6,4905 | 70 Yb 52,3889 51,3540 59,3700
26 Fe 6,4038 6,3908 7,0580 | 71 Lu 54,0698 52,9650 61,2830
27 Co 6,9303 6,9153 7,6494 | 72 Hf 55,7902 54,6114 63,2340
28 Ni 7,4782 7,4609 8,2647 | 73 Ta 57,5320 56,2770 65,2230
29 Cu 8,0478 8,0278 8,9053 | 74 W 59,3182 57,9817 67,2443
30 Zn 8,6389 8,6158 9,5720 | 75 Re 61,1403 59,7179 69,3100
31 Ga 9,2517 9,2248 10,2642 | 76 Os 63,0005 61,4867 71,4130
32 Ge 9,8864 9,8553 10,9821 | 77 Ir 64,8956 63,2867 73,5608
33 As 10,5437 10,5080 11,7262 | 78 Pt 66,8320 65,1120 75,7480
34 Se 11,2224 11,1814 12,4959 | 79 Au 68,8037 66,9895 77,9840
35 Br 11,9242 11,8776 13,2914 | 80 Hg 70,8190 68,8950 80,2530
36 Kr 12,6490 12,5980 14,1120 | 81 TI 72,8715 70,8319 82,5760
37 Rb 13,3953 13,3358 14,9613 | 82 Pb 74,9694 72,8042 84,9360
38 Sr 14,1650 14,0979 15,8357 | 83 Bi 77,1079 74,8148 87,3430
39 Y 14,9584 14,8829 16,7378 | 84 Po 79,2900 76,8620 89,8000
40 Zr 15,7751 15,6909 17,6678 | 85 At 81,5200 78,9500 92,3000
41 Nb 16,6151 16,5210 18,6225 | 86 Rn 83,7800 81,0700 94,8700
42 Mo 17,4793 17,3743 19,6083 | 87 Fr 86,1000 83,2300 97,4700
43 Tc 18,3671 18,2508 20,6190 | 88 Ra 88,4700 85,4300 100,1300
44 Ru 19,2792 19,1504 21,6568 | 89 Ac 90,8840 87,6700 102,8500
45 Rh 20,2161 20,0737 22,7236 | 90 Th 93,3500 89,9530 105,6090
46 Pd 21,1771 21,0201 23,8187 | 91 Pa 95,8680 92,2870 108,4270
47 Ag 22,1629 21,9903 24,9424 |92 U 98,4390 94,6650 111,3000

" Duomenys i§ [43].




L priedas. Radioaktyviyjy nuklidy skilimo schemos’

727 'Cs (30,04 m.)

/

11/2~ ""™Ba (2,6 min)

B~ 0,512 MeV
(94,6 %)

B 1,174 MeV/

(5,4 %)
12+

32"

\4

137
Ba

0,6617 MeV

0,2835 MeV

L.1 pav. *'Cs skilimo schema. Schemoje pateikti pusamziai, didziausios B daleliy energijos,
B skilimo kanaly tikimybés, '*’Ba branduolio maZiausios energijos vertés ir intensyviausias

kvantinis Suolis tarp '*’Ba energijos lygmeny

5t “Co (5,27m.)

B~0,318 MV —""

(99,92 %) ot

2+

O+

\4

“Ni

2,5058 MeV
2,1588 MeV

1,3325 MeV

L.2 pav. “Co skilimo schema. Schemoje parodyti pusamzis, didziausia p daleliy energija, ati-
tinkamo P skilimo tikimybé, “Ni branduolio maZiausios energijos vertés ir intensyviausi kvan-

tiniai Suoliai tarp ’Ni energijos lygmeny

' Duomenys i§ [42].
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37 ®Na (2,60 m.)
BT 0,545 MeV
T (89.84%)
2+
1,2746 MeV
B 1,820 MeV —
(0,06 %)
Elektrono
pagavimas (10,10 %)
+
O \ 4

22
Ne

L.3 pav. *’Na skilimo schema. Schemoje parodyti pusamzis, didZiausios p daleliy energijos,
atitinkamy B skilimy tikimybés ir kvantinis $uolis tarp *Ne lygmeny

0" "Sr (28,74 m.)

9%
B~ 0,546 MeV >\ 2~ Y (64,1val)

(100,00 %)

B 2280 MeV —

(99,99 %)

O+

90
Zr

L.4 pav. *°Sr ir °Y skilimo schema. Schemoje pateikti pusamzis, didziausios B daleliy energijos ir ati-
tinkamy B skilimy tikimybés
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527 *Am (4322 m)

912 0,158 MeV
o 5,386 MeV (1,6 %), 12 0,103 MeV
o 5,441 MeV (13,0 %), j
0 5,484 MeV (84,5 %), S/2 —— 0,0595 MeV
o 5,511 MeV (0,22 %), 1/2 Y 0,033 MeV
0 5,543 MeV (0,34 %). .

5/ 0

“'Np (2,14-10° m.)

L.5 pav. **' Am skilimo schema. Schemoje pateikti pusamzis, a. daleliy energijos, atitinkamy o

skilimy tikimybeés ir kvantiniai $uoliai tarp **’Np energijos lygmeny

4~ “K (1,277-10’ m.)

ot
1,4609 MeV
elektrono
~ 1,312 MeV pagavimas
() TTe— . 0
P (89,28 %) (10,67 %)
elektrono
pagava
ot (0,05 %)
40Ca 0+ v 0

40
Ar

L.6 pav. “°K skilimo schema. Schemoje parodyti pusamzis, didziausia B daleliy energija, p skilimy tiki-

mybés ir kvantinis $uolis tarp *°Ar lygmeny
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BT (8,0207 d.)

0,9708
2,10°
0,65 %
_ 7,27 % N
B 89,90 % 52 0,7229
. 2 Il 0,6669
0,05 % T 0,6370
0,48 %
3¢ v v
0,4048
— Y 0.3645
92~ 0,3411
L/ 2+ ~ 0,1639
1/2+ Vv 0,0802
P ’ 2 - 0,0000
131
Xe
L.7 pav. "'I skilimo schema. Schemoje pateikti pusamzis, visy B skilimo kanaly tikimybés ir kvanti-

niai $uoliai tarp *’Xe energijos lygmeny

ot "“C (5730 m.)

_ +
B~ 0,157 MeV 1 0
(100,00 %) N

L.8 pav. "“C skilimo schema. Schemoje pateikti pusamzis ir didziausioji B daleliy energija
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Knygoje vartojami fizikiniy dydZiy Zymenys'

Zymuo Prasmé

a,a PagreiCio vektorius ir jo modulis

a.r Sugerties geba (tik 1.1 ir 1.2 poskyriuose)

A Elektromagnetinio lauko vektorinis potencialas

A 1) Branduolio masés skaiCius; 2) darbas

B Magnetinés indukcijos vektorius

B 1) Magnetinés indukcijos modulis; 2) barioninis kriivis (tik 8 skyriuje)

B’ ,Grazumas* (angl. beauty arba bottomness)— vienas i§ hadrony ,,aromato* kvantiniy skai€iy (8 skyriuje)

b Smiigio parametras (tik 11.3 ir 12.2 poskyriuose)

C 1) Elektriné talpa; 2) zavumas (angl. charm) — vienas i§ hadrony ,,aromato* kvantiniy skai¢iy (8 skyriuje)

d 1) Atstumas; 2) pn sandiiros nuskurdintojo sluoksnio storis (tik 19 skyriuje)

D 1) Dispersija (tik G priede); 2) difuzijos koeficientas (tik 16 skyriuje ir 23.1 poskyryje) ; 3) gama
spinduliuotés spektro linijos Doplerio i$plitimas (tik 22 skyriuje); 4) potencialo barjero skaidris
tuneliavimui; 5) skersmuo

E 1) Sistemos arba dalelés pilnutiné mechaniné energija; 2) sistemos arba dalelés pilnutiné reliatyvistiné
energija (tik 3.4, 8.6 ir 14.5 poskyriuose)

Eion Dujy molekulés jonizacijos energija

E, Draudziamosios energijos juostos plotis (puslaidininkyje arba dielektrike)

E & Elektrinio lauko stiprio vektorius ir jo modulis

e, e, e, |Dekarto koordinaciy sistemos baziniai vektoriai

e, ey, e, |Sferinés koordinaciy sistemos baziniai vektoriai

Ex Branduolio rysio energija

OER Branduolio savitoji rySio energija

F Jégos vektorius

F 1) Jégos modulis; 2) Fano faktorius

f Elektrono arba jono susidiirimy su neutraliomis dujy molekulémis vidutinis daznis

Ax) Tikimybés tankio funkcija

g 1) Dalelés g faktorius (giromagnetiniam santykiui skaiciuoti); 2) i$ elektrinio lauko igytosios energijos
vidutiné santykiné dalis, kuria kriivininkas praranda vieno susidiirimo metu (tik 16.3.3 ir
16.3.4 poskyriuose); 3) momentiniy neutrony skaiciaus ir viso neutrony skaiciaus santykis (tik
13.2.4 poskyryje)

H Magnetinio lauko stiprio vektorius

H 1) [tampos impulso amplitud¢; 2) magnetinio lauko stiprio modulis

Hy Impulsy registravimo jrenginio jautrio riba (maZziausioji impulso amplitudé, kurig ijmanoma uZregistruoti)

H Hamiltoniano operatorius

i Elektros srovés stipris

1 1) Spinduliuotés energijos srauto tankis (intensyvumas); 2) izotopinio sukinio kvantinis skaicius (tik
8 skyriuje)

T Vidutiné atomo suzadinimo energija (tik 12.2 ir 12.3 poskyriuose)

I Izotopinio sukinio projekcijos kvantinis skai¢ius (tik 8 skyriuje)

1,11, |Spinduliuotés spekitrinis intensyvumas (intensyvumas vienetiniam bangos ilgiy arba dazniy intervalui)

Vi 1) Dalelés pilnutinio judesio kiekio momento kvantinis skaicius; 2) elektros srovés tankio modulis;

3) daleliy srauto tankio modulis (daleliy skaicius ploto vienetui per laiko vieneta); 4) vienos dalelés
tikimybés srauto tankis

J 1) Atomo elektrony arba branduolio nukleony pilnutinio judesio kiekio momento kvantinis skaicius;
2) elementariosios dalelés sukinio kvantinis skaicius (tik 8 skyriuje)

k Bangos vektorius

k 1) Bangos skaicius (bangos vektoriaus modulis); 2) Bolcmano konstanta; 3) tamprumo koeficientas (tik
2.3.5 ir 12.3.3 poskyriuose)

K Dujinio stiprinimo koeficientas (tik 17 ir 18 skyriuose)

! Sioje lenteléje néra pagrindiniy fizikiniy konstanty Zymeny (jie pateikti kitoje lenteléje) ir kai kuriy ,,tarpiniy®
zymeny, kurie vartojami tik viename arba dviejuose puslapiuose. Kartais tokiy trumpalaikiy zymeny vaidmeni gali
atlikti ir Zymenys, kuriy tradiciné prasmé yra kitokia. Pvz., norint matematiskai iSreiksti teigini, kad dydis y yra
tiesiné dydzio x funkcija, gali buti uzrasyta lygybé ,,y = A-x + B“. I§ konteksto aisku, kad ¢ia konstantos 4 prasme
néra darbas, o konstantos B prasmé néra magnetiné indukcija.




524 Knygoje vartojami fizikiniy dydziy zymenys

Zymuo Prasmeé

/ 1) Dalelés orbitinio judesio kiekio momento kvantinis skai¢ius ($alutinis kvantinis skaicius);
2) daugiapolés spinduliuotés fotono judesio kiekio kvantinis skaicius (tik 10 skyriuje); 3) dalelés
laisvasis kelias (tik 11.2 poskyryje, 16—17 skyriuose ir I priede);

L1 Daugiapolés spinduliuotés fotono judesio kiekio vektorius ir jo z komponenté (tik 10 skyriuje)

I Laisvojo kelio / iSraiSkos duju slégiu p proporcingumo koeficientas: /=1, / p

Lion Vidutinis elektrono kelias tarp dviejy smiiginés jonizacijos ivykiy dujose

L Dalelés orbitinio judesio kiekio momento vektorius

L 1) Atomo elektrony pilnutinio orbitinio judesio kiekio momento kvantinis skaicius; 2) leptoninis kriivis
(tik 8 skyriuje); 3) magnetinio spektrometro $viesingumas (tik 23.3 poskyryje)

L, n-tosios orbitos elektrony judesio kiekio momento modulis (Boro kvantiné teorija)

L, L, Dalelés sukininio judesio kiekio momento vektorius ir jo modulis

L,L Dalelés pilnutinio judesio kiekio momento vektorius ir jo modulis

L, L, Atomo elektrony pilnutinio orbitinio judesio kiekio momento vektorius ir jo modulis

L, Lg Atomo elektrony pilnutinio sukininio judesio kiekio momento vektorius ir jo modulis

L, L; Atomo elektrony arba branduolio nukleony pilnutinio judesio kiekio momento vektorius ir jo modulis

m 1) Dalelés masé; 2) dalelés orbitinio judesio kiekio momento projekcijos kvantinis skaicius;
3) daugiapolio fotono judesio kiekio momento projekcijos kvantinis skaicius;

mgs;ss |Dalelés (elektrono arba nukleono) arba daleliy sistemos (atomo arba branduolio) judesio kiekio momento
projekcijos kvantinis skaicius (indeksy prasmé tokia pati, kaip atitinkamo judesio kiekio momento)

my Dalelés rimties masé

M Imagnetéjimo vektorius (tik 10 skyriuje ir D priede)

M 1) Dalelés masé; 2) impulso momento projekcijos kvantinis skaicius (C ir D prieduose)

My, I, m eilés apibendrintasis magnetinis daugiapolis momentas, kuris susijgs su elektros sroviy
pasiskirstymu

M;, I, m eilés apibendrintasis magnetinis daugiapolis momentas, kuris susijgs su imagnetéjimu

n 1) Pagrindinis kvantinis skaicius; 2) koncentracija; 3) detektoriaus impulsy skaicius; 4) liizio rodiklis (tik
23.2 poskyryje); 5) neutrono tampriyjy susidiirimy su branduoliais skaicius (tik 12.4 poskyryje)

N 1) Detektoriaus impulsy skai¢ius; 2) koncentracija; 3) neutrony skaicius branduolyje; 4) duotosios rtsies
daleliy skaicCius sistemoje

p Judesio kiekio vektorius

P 1) Judesio kiekio modulis; 2) slégis; 3) puslaidininkio skyliy koncentracija (tik 19.2.3 poskyryje);
4) tikimybé

De Elektrinio dipolinio momento vektorius

P Tikimybé

P(6) Centriniame jégu lauke judancios dalelés banginés funkcijos daugiklis, kuris priklauso nuo polinio
kampo 6

q Neutrino judesio kiekio vektorius (tik 9.3 poskyryje)

q 1) Dalelés elektros kriivis; 2) elementariosios dalelés elektros kruivio kvantinis skaicius (tik 8 skyriuje);
3) neutrino judesio kiekio modulis (tik 9.3 poskyryje); 4) elektrinio lauko stiprio gradientas (tik
22.5.5 poskyryje);

0 1) Dalelés elektros kriivis; 2) branduolinés reakcijos arba branduolio skilimo $iluma (tik 8.6, 9.3 ir
14.5 poskyriuose bei 13 skyriuje); 3) branduolio elektrinis kvadrupolinis momentas (tik 7.7 ir 22.5.5 po-
skyriuose)

O I, m eilés apibendrintasis elektrinis daugiapolis momentas, kuris susijgs su erdviniu elektros kriiviu

0, I, m eilés apibendrintasis elektrinis daugiapolis momentas, kuris susijgs su imagnetéjimu

r,R Spindulys vektorius

r 1) Spindulys (spindulio vektoriaus modulis); 2) radialioji koordinaté sferinéje koordinaciy sistemoje;
3) Puasono vyksmo jvykiy daznis

R 1) Spindulys; 2) detektoriaus energiné skyra; 3) reakcijos sparta; 4) elektriné varza; 5) dalelés siekis
medziagoje; 6) Rydbergo konstanta;

Ry Energinis Sviesis (tik 1.1 poskyryje)

[N

Spektrinis Sviesis (tik 1.1 ir 1.2 poskyriuose)
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Zymuo Prasmeé

s 1) Dalelés sukininio judesio kiekio momento kvantinis skaicius (sukinys); 2) plotas

N Pointingo vektorius

S 1) Atomo elektrony pilnutinio sukininio judesio kiekio momento kvantinis skaicius; 2) plotas;
3) ilginé stabdymo geba (12.2 poskyryje); 4) gary persotinimas (23.1 poskyryje ir H priede);
5) keistumas (angl. strangeness) — vienas i$ hadrony ,,aromato kvantiniy skaiciy (8 skyriuje)

Sr Absoliuciai juodo kiino energinis Sviesis (tik 1.1 ir 1.2 poskyriuose)

Sir Absoliuciai juodo kiino spektrinis Sviesis (tik 1.2 poskyryje)

t Laikas

T 1) Absoliucioji temperatiira; 2) periodas; 3) tikrumas (angl. truth arba topness) — vienas i§ hadrony
aromato“ kvantiniy skaiéiy (tik 8 skyriuje)

U 1) Potenciné energija; 2) jtampa

Uy Nuolatiné jtampa (pvz., detektoriaus maitinimo jtampa)

Unax Itampos impulso amplitudé

Us(1) Sukinio ir orbitos sgveikos potencinés energijos iSraiskos radialusis daugiklis

V Tiris

1% TrikdZio operatorius

v Greicio vektorius

v 1) Greicio modulis; 2) kriivininky dreifo greitis

Us Kriivininky pilnutinio grei¢io modulio vidurkis (tik 16 skyriuje ir I priede)

w 1) Vidutinis dalelés energijos sumazéjimus vienai sukurty kriivininky porai; 2) dalelés kinetine
energija (tik 1.10, 2.3.1 ir 3.2.2 poskyriuose);

Wr Siluminés spinduliuotés energijos tankis (tik 1.1 ir 1.2 poskyriuose)

w, W, W, |Elektromagnetinés spinduliuotés energijos spektrinis tankis (indeksas nurodo, kurio dydzio vienetui
skai¢iuojamas)

w 1) Potencialo duobés arba potencialo barjero plotis; 2) sluoksnio storis

X 1) Viena iS trijy Dekarto koordinaciy; 2) dalelés nueitas kelias

Xmin Maziausias kelias, kurj turi nueiti elektronas dujose, kad jgyty pakankama smiiginei jonizacijai
energija

X(r) Centriniame jégy lauke judancios dalelés banginés funkcijos radialioji dalis

y Viena i$ trijy Dekarto koordinaciy

Yi(6, &) Skaliariné sferiné harmonika

z 1) Viena i$ trijy Dekarto koordinaciy; 2) dalelés kriivio skaicius (12.2 poskyryje)

Z 1) Elemento atominis numeris; 2) dalelés kravio skaicius

a 1) Smulkiosios sandaros konstanta; 2) bedimensis daugiklis (tik 12.4.3 poskyryje ir 16 skyriuje);
3) kampas

B 1) Dalelés greicio ir §viesos greicio santykis; 2) kampas

y Izobarinés ir izochorinés Siluminiy talpy santykis (tik 23.1 poskyryje ir H priede)

r Gama spinduliuotés spektro linijos natiiralusis plotis

&x) Dirako delta funkcija

& 1) Dielektriné skvarba; 2) signalo energijos spektrinis tankis (tik F priede); 3) harmoninio
osciliatoriaus energija (tik 1.3.2 poskyryje)

& Atomo elektrony sluoksnio rysio energija

2] 1) Sklaidos kampas; 2) sferinés koordinaciy sistemos polinis kampas

A 1) Bangos ilgis; 2) skilimo konstanta; 3) kvantinio Suolio tikimybé per laiko vieneta

A Redukuotasis bangos ilgis £ = 4/(27)

u Magnetinio momento vektorius

u 1) Magnetinio momento modulis; 2) kriivininky judris; 3) silpimo koeficientas

Hisj L5 Dalelés (elektrono arba nukleono) arba daleliy sistemos (atomo arba branduolio) magnetinio

L1500 momento vektorius ir jo modulis (indeksy prasmé tokia pati kaip atitinkamo judesio kiekio momento)

% Daznis

1) Neutrono vidutinis logaritminis energijos dekrementas; 2) centriniame jégy lauke judancios dalelés
orbitinés banginés funkcijos daugiklis

Kvantinés biisenos (banginés funkcijos) lyginumas (+1)

1) Medziagos masinis tankis; 2) elektros krtivio tankis; 3) savitoji varza
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Zymuo Prasmeé
o 1) Saveikos skerspjuvis; 2) standartinis nuokrypis; 3) Stefano ir Bolcmano konstanta (tik
1.2 poskyryje); 4) pavirSiaus jtempis (23.1 poskyryje ir H priede)
Oion Dujuy molekulés smiiginés jonizacijos dél saveikos su elektronu skerspjiivis, kai elektrono energija yra
didesné uZ jonizacijos energija
6,,6,,6, Paulio matricos
b Makroskopinis saveikos skerspjuvis
Zon Smiiginés jonizacijos makroskopinis skerspjiivis
T 1) Atomo arba branduolio biisenos vidutiné gyvavimo trukmé; 2) laiko intervalas
1) 1) Elektromagnetinio lauko skaliarinis potencialas; 2) orbitiné (nepriklausanti nuo laiko ir sukininiy
koordinaciy) banginé funkcija; 3) atatrankos elektrono arba branduolio i§lékimo kampas atzvilgiu
krintanciosios dalelés krypties
1) Sferinés koordinaciy sistemos azimutinis kampas
@ 1) Daleliy srautas (daleliy skaicius per laiko vieneta); 2) aktyvumas; 3) sistemos entropija (tik
H priede); 4) elektromagnetinés spinduliuotés srautas (tik 1.1 poskyryje)
NP Centriniame jégy lauke judancios dalelés banginés funkcijos daugiklis, kuris priklauso nuo
azimutinio kampo ¢
¥ Sukininé banginé funkcija
U4 Pilnutiné (priklausancioji nuo laiko) banginé funkcija
7 Nuostovigja bliseng atitinkancios banginés funkcijos dalis, kuri nepriklauso nuo laiko
W 1) Kampinis daznis; 2) Furjé transformacijos argumentas
9] Erdvinis kampas

Kai kuriy fizikiniy ir matematiniy konstanty Zymenys ir vertés

Zymuo Prasmé Verté

i Menamasis vienetas i=+-1

T Skaicius ,,pi* 3,14159...

e Eulerio konstanta 2,71828...

e Elektrono kriivis 1,6021765-107° C

& Elektriné konstanta 8,8541878176:10""* F/m

Lo Magnetiné konstanta 41:107 N/A? = 47:10”7 H/m

c Sviesos greitis 299792458 m/s =~ 3,00-10% m/s
Nx  Avogadro skaiGius N = 6,022142:10% mol™

R, Rydbergo konstanta R, =1,09737315685:10" m™'
o Stefano ir Bolemano konstanta o= 5,6704-10"° W/(m*K")

h Planko konstanta 6,626069-107* J-s

h Mazoji Planko konstanta = h/(2m) = 1,0545716:107* J's
k, ks Bolcmano konstanta 1,3806504-10 J/K

e Elektrono rimties masé 9,1093826-107" kg

my Protono rimties masé 1,67262171 - 10" kg

m, Neutrono rimties masé 1,67492729 - 10" kg

s Boro magnetonas 9,274009 -10* J/T

N Branduolinis magnetonas 5,050783 <1077 J/T

ag Pirmasis Boro spindulys 52917721 - 10 "' m
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