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[VADAS

Niudienos mokslo raidai biidinga tai, kad matematika vis labiau skverbiasi | jvairias mokslo Sakas, pvz.,
fizika, medicina, gamtos mokslai ir kt. Socialiniai mokslai, tame tarpe ir ekonomika, taip pat néra
iSimtis.

Matematinius metodus ekonominiy procesy analizéje pradéta taikyti gana senai. Pavyzdziui, angly
ekonomistas Viljamas Peti savo knygoje “Politiné aritmetika” (1676) siiilé pereiti prie grieztesnio minciy
reiSkimo skaiciais, svoriais, matais.

Pirmgjj pasaulyje iikio modelj sukiiré pranciizy mokslininkas Fransua Kené. 1756 m. paskelbtame
darbe “Ekonominé lentelé¢” autorius tkio reprodukcijos procesus nagringjo pasitelkdamas matematines
lygtis.

Pranciizy mokslininko Ogiusto Kurno darbas “Turto teorijos matematiniy principy tyrimas » i8leistas
1838 metais, faktiskai suformavo klasiking matematikos mokykla ekonomikoje, kuri padaré labai didele
itaka ekonomikos mokslo raidai. XX amziy galima biity pavadinti ekonomikos matematizavimo amziumi.

Ekonomikos ir matematikos sgveika néra vienpusé. Ne tik matematiniai metodai skverbiasi
ekonomikos moksla, bet yra ir prieSingas poveikis. Ekonominiai uzdaviniai ir problemos skatina
specializuoty matematikos Saky, tokiy kaip matematinis programavimas, lo§imy teorija, masinio
aptarnavimo teorija, aktuarijy (draudimo) matematika, atsiradimg. GlaudZioje = ekonomikos ir
matematikos moksly sgveikoje susiformavo ir ekonometrija. Ekonometrija - tai ekonomikos teorijos ir
matematinés statistikos junginys. Statistika ekonominiy duomeny analizei pradéta taikyti gana senai.
1699 m. Charles Davenant paskelbe pirmaja “empirine” paklausos duomeny lentele 1707 m. italy
statistikas Rudolfo Enini” atliko labai novatoriska paklausos statisting analize. Visgi esminis

ekonometrijos, kaip mokslo $akos atsiradimo etapas buvo norvegy ekonomisto ir matematiko Ragnaro

FriSo darby paskelbimas, kuriuose 1926 m. pirma kartg paminétas ir pats “ekonometrijos” terminas. 1930
m susibiiré¢ ekonometrijos draugija, o 1933 m. sausj pradétas leisti mokslinis zurnalas “Econometrica”,
kuris yra leidZziamas iki Siol.

Ekonometrijos apibréZimai yra gana jvairiis, pradedant nuo labai placiy, jtraukianciy jvairiausius
ekonominius matematinius metodus, iki gana siaury, kai apsiribojama keliais matematinés statistikos

metodais.

“s.J. Stigler, Essays in the History of Economics, Chicago: University of Chicago Press, 1965.



Garsiy rusy ekonomisty ir matematiky S. A. Aivazian ir V S. Mkhitariano vadovélyj e
pateikiamas toks apibrézimas:
Ekonometrija - tai mokslas, apimantis ekonominiy procesy kiekybing analize, atliekant jq ekonomikos
teorijos, ekonominés bei matematinés statistikos metodais.
D.Gujaraty vadovélyje "Basic econometrics" pateikia siauresnj apibrézima.
Ekonometrija - tai atskira disciplina , kuri apjungia ekonomikos teorijq ir statistinius metodus, siekiant
suteikti skaitines reiksmes ekonominiams procesams.

Dazniausiai ekonometrijos vadovéliy turinj sudaro du metodai: regresin¢ analizé ir laiko eiluciy
tyrimo metodai, pries tai siauriau ar placiau supazindinant su klasikinés matematikos, tikimybiy teorijos
bei matematingés statistikos pagrindais.

Apibendrinus, ekonometrijos mokslo turinj ir taikymo sritis galima pavaizduoti tokia schema.

EKONOMETRIJA
Metodai: Taikymas: Mikro ir makroekonomikos problemoms
Regresiné analizg; spresti jvairiuose lygiuose ir sektoriuose:
Laiko eiluciy analize; makrolygyje (Salies ekonomikos modeliai);
Daugiamatés statistikos mezolygyje (regioniniai, Sakiniai ekonomikos modeliai);
metodai mikrolygyje (namy tikiy, jmoniy ekonominiai modeliai).

A

Moksly sritys

EKONOMIKOS SOCIALINE TIKIMYBIY TEO -
TEORIJA IR RIJA IR MATEMA —
(rr.lakroekonor.nlka EKONOMINE TINE STATISTIKA
mikroekonomika) STATISTIKA

1 pav.
Pateikiamas paskaity konspektas taip pat susideda 1§ dviejy pagrindiniy metody - regresinés analizés
ir laiko eilu¢iy nagrin¢jimo. Regresiné analizé padés studentams atsakyti | klausimus, kokie veiksniai ir

kaip veikia konkrety ekonominj reiskinj.

" (S.A. Aivazian, V.S. Mkhitarian, Prikladnaja statistika | osnovy ekonometriki. Moskva, 1998)



Laiko eilu¢iy nagrinéjimas leis nustatyti ekonominiy reiskiniy pagrindines tendencijas, ciklinius bei
sezoninius svyravimus ir kitus svarbius aspektus.

Pagrindiniai lietuviski ekonometrijos vadovéliai yra Sie:

1. Martisius S. Ekonometrija ir prognozavimas. - V.:VU I-kla, 2000

2. MartiSius S. Regresinés ir koreliacinés analizés metodai. — V.: VU I-kla, 1992.

3. Cekanavi¢ius V., Gedinimas Murauskas. Statistika ir jos taikymas. IL-Vilnius TEV, 2004

4. Stankus E. Ekonometrija V: Vilniaus vadybos kolegija, 2002

5. Boguslauskas V., Ekonometrija, Kaunas: Technologija, 1999,

6. Kruopis J. Matematiné statistika. — V.: Mokslo ir enciklopedijy 1-kla, 1993.

7. Miseikis F. , Statistika ir ekonometrija, Vilnius, “Technika”, 1997,
Vadovéliai angly kalba
G.S. Maddala, Introduction to Econometrics, second edition, Prentice Hall International, Inc., 1992,
Hill C, Grffiths W., Judge G., Undergraduate Econometrics. John Wiley&Sons, Inc.1997.
Gujarati D.N. Basic Econometrics. — New York, etc.: McGraw-Hill, 1995

Minétais vadovéliais remtasi ruoSiant §j paskaity konspekta.

Studentai , skaitydami paskaity konspekty pastebés Zenklg T . Siuo sunkumy kilnotojo Zenklu isskirtos

tos teksto vietos, kurios yra skirtos studentams, norintiems daugiau suzinoti apie déstomg medZziaga.

Taciau nebus jtrauktos j egzamino klausimus.



REGRESINE ANALIZE IR PROGNOZAVIMAS

Regresiné analizé ir prognozavimas (I)

Paskaitos dalys:

1. Regresija — rysio analizés priemoné.

2. Poriné tiesiné regresija.

Pagrindiniai terminai:

Regresija — rySio analizés priemoné

Regresija

Priklausomas / nepriklausomas kintamasis
Tiesiné / netiesiné regresija

Poriné / dauginé regresija

Parametras

Ivertis

Nepaslinktas jvertis

Efektyvus jvertis

1, Regresija — rySio analizés priemoné

Regresinés analizés samprata

Poriné tiesiné regresija

e Maziausiy kvadraty metodas
e Paklaida
e Paklaidos jvertis

e Salyginé prognozé

Kiekvieng ekonominj reiskinj veikia bent keli veiksniai. Pvz. obuoliy kainai iikininky turguje

turés jtakos, obuoliy auginimo ir sandéliavimo kastai, importuojamy obuoliy kainos, kity vaisiy, kurie gal

biti obuoliy pakaitalais, pvz. kriau$iy, kainos. Atsitiktiniai veiksniai, tokie, kaip oro sglygos taip pat turés

jtakos obuoliy derliui. Priimant sprendimus daZnai neuztenka vien tik iSvardinti nagrinéjama ekonominj

reiskinj salygojancius veiksnius, bet reikia jy poveikj jvertinti kiekybigkai. Siam tikslui yra naudojama

regresiné analize, kurios pagalba veiksniy jtakg nagrinéjamam ekonominiam reiSkiniui galima uZraSyti

matematinés lygties pagalba. Turint matemating priklausomybés lygtj, galima:

(1) Parodyti ekonominio reiskinio susiformavimo mechanizma,

(2) Matematiskai apraSyti nagringjamo ekonominio reiskinio priklausomybe nuo ji salygojanciy

veiksniy.

(3) nustatyti reikSmingus ir nereik§mingus veiksnius;

(4) prognozuoti nagrinéjamo ekonominio reiskinio variantus



(5) modeliuoti jvairias situacijas ir stebéti, kaip kinta nagriné¢jamas reiskinys, kintant veiksniams.

(6) Konkreti regresijos rySio matematiné forma leidzia gauti ekonominés analizés iSvadoms
naudingus rodiklius: rySio zenklg ir pobtidj, nagrinéjamo reiskinio elastingumg kiekvienam i$
veiksniy arba visy veiksniy poveikiui bendrai.

Regresiné analiz¢ yra statistinis metodas, kai naudojant matematines procediiras, gaunama lygtis
arba jy sistema, jvertinanti vieno ar daugiau veiksniy jtakg nagrinéjamas reiskiniui. Gauta matematine
lygtis yra vadinama regresijos lygtimi arba tiesiog regresija. Bendras regresinés lygties pavidalas atrodo
taip:

Yi = f()<1i""’xki)+gi 11

kur y; — nagrinéjamas ekonominis reiskinys, Xij,..., Xki — ji salygojantys veiksniai , & — regresijos

paklaida, i — stebé&jimo numeris.

Kiekviena regresija susideda i$ dviejy daliy: sisteminés ir atsitiktinés. Sisteminé dalis lygtyje 1.1
yra f(Xii,..., Xki), O & - atsitiktiné

Svarbu jsidémeéti, kad regresiné analizé taikoma ekonominiy reiskiniy analizei, kuriuose veiksniy
tarpusavio rysiai yra tikimybiniai ir netaikoma esant grieztai determinuotam veiksniy sarySiui. Pvz.,
prognozuojant pramogy centry plétra, regresiné analizé padés iSsiaiskinti paslaugy paklausa, t.y.,
kiek vidutiniSkai jvairios gyventojy grupés pvz., studentai, Seimos su vaikais ar kokio nors miesto
gyventojai ir t.t pramogoms iSleidzia pinigy, jeigu jy pajamos yra 400, 500 ar 1000 lity per ménes;.
Sarysis tarp Siy dviejy veiksniy yra tikimybinis, nes vienas gyventojas pramogoms i$leidZia daugiau,
kitas maZiau turédami net ir vienodas pajamas. Tyrinétojas gali tik vidutini$kai pasakyti, kiek pinigy
per ménes;j iSleis gyventojy grupé. Regresiné analizé nebus reikalinga, jeigu Zinosime, visy gyventojy
ménesio ilaidas pramogoms prognozuojamu periodu. Siuo atveju atsakyma gausime susumave visy
gyventojy iSlaidas. Taciau tokios informacijos néra ir vargu ar gali buti.

Regresinio modelio sudarymo etapai ir Zingsniai.

Galima skirti tris regresinio modelio sudarymo etapus

1. Ekonominis modelis
2. Statistinis modelis
3. Ekonometrinis modelis

Kiekviename etape atlickami tam tikri Zingsniai ir daromos atitinkamos i§vados. Regresinio modelio

etapus papildzius zingsniais regresinio modelio sudarymo procediira atrodo taip:



1 etapas: EKONOMINIS MODELIS
Pirmas zingsnis: Ekonominés problemos formulavimas
Rezultatas: Jvardinamas nagrinéjamas reiSkinys ir jj jtakojantys veiksniai
Antras Zingsnis: Ekonominiy hipoteziy iSkélimas
Rezultatas: Uzduodami reikalavimai matematinei modelio iSraiskai
Trecias zingsnis: Duomeny rinkimas
Rezultatas: Sudaromos nagrinéjama reiSkinj ir jtakojanéius veiksnius apibiidinancios
duomeny lentelés.
2 etapas: STATISTINIS MODELIS
Ketvirtas zingsnis: Grafiné duomeny analizé
Rezultatas: Nagrinéjamo reiskinio priklausomybés nuo atskiry veiksniy grafikai. Tai
svarbi informacija modelio matematinés formos parinkimui
Penktas Zingsnis: Modelio matematinés iSraiSkos uZraSymas
Rezultatas: Uzrasoma matematiné modelio lygtis (lygtys)
Sestas zingsnis: Parametry jverciy skai¢iavimas
Rezultatas. UzraSomas modelis su skaitiniais koeficientais
Septintas zingsnis: Veiksniy statistinio reik§mingumo analizé
Rezultatas. Atsakoma j klausimgq, kurie veiksniai statistiskai reikSmingai jtakoja
nagrinéjamgq reiskinj.
AStuntas Zingsnis: Viso modelio patikimumo tikrinimas
Rezultatas. Atsakoma | klausimg ar modelj galima taikyti ekonominei analizei ir
prognozavimui.
3 etapas EKONOMETRINIS MODELIS
Devintas Zingsnis: Ekonominés problemos analizé naudojant apskaiciuotas modelio
parametry Ivercius ir kt. skaitines charakteristikas
Rezultatas. Modelio pagalba daromos ekonominés isvados, kuriy negalima biity gauti,
betarpisko ekonominio reiskinio stebéjimo ar kitu biidu.
DeSimtas Zingsnis: Ekonominiy scenarijy kiirimas, prognozavimas.
Pavyzdys
Privati gyventojy jdarbinimo bendrové "Turbo karjera" turi savo atstovybes 6 miestuose.

Kiekvienos atstovybés biuro iSlaikymo sanaudos priklauso nuo daugelio veiksniy: Vienas i$ svarbiausiy -



tai darbuotojy skaicius, nuo kurio priklauso iSlaidos darbo uzmokesciui ir jvairiis mokesciai valstybei.
Greta darbuotojy skaiciaus biuro kastai apima ir kitas sgnaudas - tai iSlaidos patalpy nuomai, Sildymui,
rys$io ir kt. paslaugoms, kuriy dydis priklauso nuo jy jkainiy.

Idarbinimo bendrovés biury islaikymo kastai, darbuotojy skaicius ir kity veiksniy tarifai pateikti 1.1
lenteléje.

1.1 lentelé¢ Idarbinimo bendrovés duomenys

Veiksniai Atstovybés

Vilniuje | Vilniuje Kaune | Klaipéed | Siauliuo Panevézyje

oje se

Biuro islaikymo sanaudos tukst. 100 90 140 130 120 100
Eury metams (y;)
Darbuotojy skaicius (x;) 10 8 14 12 11 7
Patalpy nuomos tarifai (eur/m?) 45 45 20 28 18 22
(X2)
Rysiy paslaugy tarifai 65 50 54 65 56 71
(cnt/min.) (x3)

Regresiné analizé padés atsakyti j klausima, kaip vidutiniai keiciasi biuro iSlaikymo kasStai, kintant
darbuotojy skaiCiui, rySiy paslaugy ir patalpy nuomos tarifams. Pazymékime y; - biuro iSlaikymo kastus i-

oje atstovybéje, Xj, - i-os atstovybés darbuotojy skaiciy, Xy; - patalpy nuomos tarifus i -oje atstovybéje,

yi="f ()(1i » Xoi s X3 )+€i
Xsi - vidutinius rySio paslaugy tarifus i -oje atstovybéje, & - i-ojo biuro kasty paklaida. Bendras
regresijos lygties pavidalas bus toks:
Pagrindinés savokos ir simboliai

Priklausomi ir nepriklausomi kintamieji

Apibréziant regresijos samprata naudojome sgvokas "nagriné¢jamas ekonominis reiskinys ir ji
salygojantys veiksniai. Toliau pereisime prie trumpesniy ir grieztesniy terminy.
Priklausomas kintamasis - tai kairéje regresijos lygties puséje esantis kintamasis (y; lygtyje 1.1.), kurio
vidutiniy reikSmiy pokycius stengiamasi paaiskinti kity - desinéje lygties puséje esanciy kintamyjy
pokyciais.
Nagrin¢jamame pavyzdyje priklausomas kintamasis - tai biuro i§laikymo kastai.
Nepriklausomi kintamieji (x;i) - tai deSinéje lygties puséje esantys kintamieji, kurie veikia priklausomajj
kintamajj (y;) Nepriklausomyjy kintamyjy reikSmés gali laisvai kisti, t.y. jy nejtakoja priklausomojo
kintamojo reikSmes. Pavyzdyje nepriklausomi kintamieji - tai darbuotojy skaicius, patalpy nuomos, rysiy

ir Sildymo paslaugy tarifai..



Y Regresinés funkcijos kintamiesiems apibrézti naudojamos ir sgvokos endogeninis bei
egzogeninis kintamasis. Dazniausiai jy turinys yra tapatus savokoms priklausomas ir nepriklausomas
kintamasis. Taciau jis skiriasi tuo atveju, kai nagrinéjama lygcCiy sistema su véluojan¢iomis regresijomis,
kuriose endogeninis kintamasis gali biiti deSingje lygties puséje greta nepriklausomy kintamyjy

Yi =f(X1iyees Xkiy Yic1ye-s Yi-ps€i), KU yi — endogeninis kintamasis, Xaj,..., Xki —€gzogeniniai Kintamieji,
Yi-1,.-s Yip — veluojantys priklausomi kintamieji, p — vélavimo periody skaiCius, & —  regresijos
paklaida, i —stebéjimo numeris. 'Y
Grafinis priklausomybés pateikimas
Pies atliekant regresing analize visada patartina grafiskai pavaizduoti kintamyjy tarpusavio sarysius. Tai
leidzia daryti preliminarias i§vadas apie kintamyjy tarpusavio rySio matematinés priklausomybés forma.
Zinia, kad papras¢iausia nubrézti grafika dvimatéje erdvéje, kai priklausomas kintamasis yra susietas tik
su vienu kintamuoju. Jeigu nagrin¢jamas reiSkinys priklauso nuo keliy kintamyjy, tuomet
rekomenduotina nubrézti priklausomojo kintamojo grafikus su kiekvienu i§ nepriklausomy kintamuyjy.

Siuo atveju, dvimagiy grafiky bity tiek, kiek yra nepriklausomy kintamuyjy.

Pavyzdys

Grjzkime prie jdarbinimo bendrovés "Turbo karjera" pavyzdzio. Paprastumo délei pradzioje apsiribokime
biuro kasty priklausomybés analize tik nuo vieno veiksnio - darbuotojy skaiciaus.

Veiksniy priklausomybe galima pavaizduoti grafiSkai, kaip parodyta 1,1 paveiksle, kuriame dvimates
koordinaciy sistemos vertikalioje aSyje yra atidétos priklausomojo kintamojo (yi) - biuro iSlaikymo
sagnaudy, o horizontalioje - nepriklausomojo kintamojo (xi;) - darbuotojy skaiciaus reikSmés. Grafinis
tasky iSsidéstymas suteikia naudingos informacijos nustatant matemating veiksniy priklausomybés forma,
pvz., stebime, kaip keiCiasi (did¢ja/mazeja) priklausomojo kintamojo (yi) reikSmés, didéjant
nepriklausomojo kintamojo (X;) reik§méms; ar yra ltzio taskai, kurie priklausomojo kintamojo didéjimo
(maz¢jimo) intervalg pakeicia mazejimo (didéjimo) intervalu,

Nagrin¢jamame pavyzdyje biuro iSlaikymo kaStai sumazéja, darbuotojy skaiciui iSaugus nuo 7 iki 8§,

taCiau toliau didéjant darbuotojy skaiciui, biuro kastai taip pat did¢ja.

! Jei tiriama ne skerspja, 0 laiko eiluciy regresija, tai indeksas Zzymimas ne raide i, o raide t.



Biuro iSlaikymo sgnaudy priklausomybé nuo
darbuotojy skai¢iaus

5 7 9 11 13 15

Biuro iSlaikymo sanaudos
(o]
o

Darbuotojy skaicius

1,1 pav.
Per atidétus taskus galima nubrézti linija, kuri atvaizduoja biuro kasty ir darbuotojy skaiciaus
priklausomybe. Pati paprasCiausia matematinés priklausomybés forma -  tiesiné. Prisiminkime i$
mokyklos 5 klasés kurso tiesés lygtj: y=bo +bix. Per atidétus taskus ties¢ galima brézti jvairiais budais.
1,2 paveiksle nubréztos dvi tiesés: punktyriné - jungia ar¢iausiai ir toliausiai nuo koordinaciy pradzios

nutolusius taskus; o iStisiné, nubrézta taip, kad atstumai nuo pazyméto tasko iki tiesés biity maziausi.

Tiesiné biuro iSlaikymo sgnaudy priklausomybé nuo
darbuotojy skai€iaus

150 ~
130
110
90
70
50 \ \ \ \ \

Biuro iSlaikymo sgnaudos

Darbuotojy skaicius

1.2 pav.
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Poriné ir dauginé regresija

Poriné regresija yra tokia regresija, kai vertinamas dviejy kintamyjy tarpusavio rysSys. Nagrinéjamame
pavyzdyje poriné regresija parodo biuro kasty priklausomybe nuo vieno veiksnio pvz., darbuotojy
skai¢iaus.

1.2 paveiksle nubréztos tiesinés priklausomybés matematiné regresijos isSraiska atrodyty taip:

Vi = o + X + & 12

kur y - tai i-ojo biuro islaikymo kastai, kai i=1,6 , X, - darbuotojy skaitius tame biure, Po ir p1 -
koeficientai (literatiroje daznai naudojamas terminas - parametrai), kuriuos reikia apskaiciuoti, norint
surasti regresijos lygti, € - regresijos paklaida (i-ojo tasko nukrypimas nuo regresijos tiesés)
(Bo+P1Xi) - tai sisteminé regresinés lygties dalis, kuri apraso biuro kasty priklausomybg¢ nuo
darbuotojy skaiCiaus.

& - tai atsitiktin¢ dalis, kurioje atsispindi jvairiy atsitiktiniy veiksniy jtaka kastams.

Dauginé regresija tai regresija, kurioje nepriklausomy kintamyjy yra daugiau nei vienas.
Dauginés regresijos pagalba galima tirti daugelio veiksniy bendra jtaka nagrinéjamam reiSkiniui. Bendra
itakg suformuoja visy veiksniy poveikiy suma. Atskiro veiksnio jtaka yra vadinama daline ir nustatoma,
darant prielaida, kad kity nepriklausomy kintamyjy reikSmeés yra pastovios.

Idarbinimo bendrovés pavyzdyje dauginé regresija jvertins biuro kaSty priklausomybe nuo
darbuotojy skaiCiaus, patalpy nuomos ir rysiy paslaugy tarify. Tiesiné trijy kintamyjy regresijos lygties

matemating iSraiSka atrodys taip.

Yi = B+ DX+ B X + X + & 13
kur y, - i-ojo biuro iSlaikymo kastai, kai i=1,6 ; Xi; - darbuotojy skaicius i-ame biure; x,; -patalpy
nuomos tarifai i-ame biure; Xs; -rySio paslaugy tarifai i-ame biure; Bo, B1, B2, Ps - parametrai, kuriuos
reikia apskaiciuoti, norint surasti dauginés regresijos lygti, € - regresijos paklaida.
Tiesiné ir netiesiné regresija
Tiek porinés, tiek dauginés regresijos matematiné israisSka kintamyjy y, ir X;i atzvilgiu gali bati ne tik
tiesing, bet ir netiesiné. 1.2. lenteléje pateiktos dazniausiai naudojamos regresijos lygties matematinés

funkcijos. Visas Sias lygtis nesunkiai galima suvesti ] tiesing iSraiSka matematiniy procediry pagalba

11



(logaritmuojant ir prilyginant regresijoje esanciy netiesiniy kintamyjy reikSmes naujai jvesty kintamyjy
reikSméms, pvz. vi = In(x;) ).

1.2 lentelé. DaZniausiai naudojamos regresijos funkcijos (poriné regresija)

Regresijos lygties forma Matematiné
iSraiska
Tiesiné Yi=Bo + P1Xi
Eksponentiné yi= Bo(e” ™)
Hiperboliné Yi = Bot P1(1/xi)
Logaritminé Yi = Bot P1(Inxi)
Kvadratiné Yi = BotBxit B2
X’
Rodikliné yi=Bo (x)

Funkcijy grafiné forma pateikta kitame puslapyje.

Y Kvadratiné funkcija yra antros eilés polinomo funkcija. Regresinei analizei galima naudoti ir
aukstesniy eiliy polinomines funkcijas. Isidémeétina, kad didéjant polinomo eilei, jo funkcija vis tiksliau
apraso steb¢jimus, pagal kuriuos jvertinti polinomo parametrai. Taciau didesnés eilés polinomas yra
visiSkai netinkama funkcija prognozuojant. Praktiskai regresinei analizei ir prognozei taikytinas tik antros

eilés polinomas, t.y. kvadratiné funkcija. Y’
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Regresinés lygties matematiniy iSraiSky grafiné forma

4 yi= Bo(e‘B Xi)
B >0
B <0
Yi = Bot Bu(InXi)+e;
N Yi = Bot+ Bu(1/x;) Yi = Bot Ba(Inx;)
B1>0
B >0

B1 <0

Br<O

v

A Yi = Bo (XiB)

yi = Bo+Bxi+nx;?

n>

0

n <0

v
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Regresijos rysSio parametrai ir jy jverciai

Pagrindinis uzdavinys regresinéje analizéje - teisingai jvertinti regresijos lygties koeficientus
kurie ir yra veiksniy sarySio matai. Mes vartojame zodj "Ivertinti", o ne "surasti" arba "apskaiiuoti"
kadangi labai daznai apskaiciuoti tikrgsias koeficienty reikSmes yra nejmanoma. Regresinés lygties
koeficientai yra vadinami parametrais arba parametry jverciais
Tikrosios parametry reikSmés daznai néra Zinomos ir negali buti tiksliai nustatytos, nes visada esama
ribojanciy objektyviy ir subjektyviy kliti¢iy, su kuriomis susiduria analitikas sudarydamas regresing lygtj.
Prie objektyviy kliti¢iy galima priskirti fakta, kad daznai nejmanoma, o neretai ir netikslinga jtraukti
visus nagrinéjamg reisSkinj veikiancius veiksnius Neretai juos labai sunku kiekybiSkai iSmatuoti. Be to,
daznai tenka reikalingus analizei duomenis pakeisti statistinése ataskaitose fiksuojamais maziau tiksliais
duomenimis ir apsiriboti, tik tam tikra jy apimtimi. Prie subjektyviy kliti¢iy priskirtini netikslumai
parenkant veiksnius, nustatant priklausomybés matemating iSraiska, klaidas suvedant informacija ir kt.
Tod¢l ekonometrijoje yra sakoma, kad skaiciuojant regresines lygtis gaunami nagriné¢jamy duomeny
pagrindy apskaiciuoti jverCiai, o ne tikrosios parametry reik§més. Siekiant pabrézti, kada yra kalbama
apie tikrgsias parametry reikSmes, o kada apie parametry jverCius, parametrams ir jveriams yra
naudojami skirtingi Zyméjimai. Tikrasias parametry reikSmes zymime graikiSkomis raidémis f, €, o jy
vercius lotyniSkomis: b ir e.
Parametry jverciy tikslumas
Parametry jverciai tuo tikslesni, kuo jie artimesni tikrosioms parametry reikSméms. [verciai bus jmanomai
artimi,jeigu skaiciuojant regresing lygti, bus tenkinami trys pagrindiniai reikalavimai:
1. Naudojamas tinkamas jverciy radimo metodas,
2. Regresiné lygtis tenkina klasikines regresinés analizés prielaidas
3. Duomeny pakankamumas
1. Jverciy radimo metodai
Regresingje analizéje dazniausiai naudojami du parametry jver¢iy nustatymo metodai: maziausiy
kvadraty metodas (MKM) ir maksimalaus tikétinumo metodas (MTM). Maziausiy kvadraty metodas bus
aptartas kitoje paskaitoje. MTM yra sudétingesnis, todel Siame paskaity konspekte néra nagrinéjamas.
2. Klasikinés regresinés analizés prielaidos
Iverciai bus netikslis, jeigu apskaiCiuota regresijos lygtis netenkins klasikiniy regresijos prielaidy,
kurios pateiktos 1,3 lenteléje.

1.3. lentel¢ Klasikings regresijos prielaidos
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Prielaida Prielaidos simboliné iSraiska

I. Regresijos funkcija koeficienty ir paklaidy atzvilgiu yra tiesiné | y, =+B+BiXyit... +BpXnitei

(tiesiSkumas)

Il. Paklaidy vidurkis lygus nuliui (nulinis vidurkis) E(g) =0

I1l.  Paklaidos neautokoreliuoja (likuc¢iy ne autokoreliacijos) , t.y, paklaidos | Cov(g; &) = 0, Vij / i#j

tarpusavyje néra susijusios ir nestebimi sklaidos désningumai.

IV. Paklaidy dispersija yra pastovi (ne heteroskedastiskumas) o%(&;) = const.
Didéjant nepriklausomy kintamyjy reikSméms, priklausomojo kintamojo

sklaidos intervalas iSlieka pastovus.

V. Nepriklausomi kintamieji néra tiesiSkai tarpusavyje susijg, t.y. neéra | x;=y+0;x;, Vij/ i#]
tiesinés vieni kity tiesinés kombinacijos (ne multikolinearumas,

neinterkoreliacija )

VI. Paklaidos pasiskirs¢iusios pagal normalyjj skirstini (normalumas). &i~ N (0, 6°)

Jeigu skaiCiuojant parametry jvercius yra tenkinami pirmieji du virSuje paminéti reikalavimai, tuomet
turime taip vadinamus "geriausius" parametry jvercius, kurie pasiZymi trimis savybémis: yra nepaslinkti,
efektyviis ir suderinti.
Iverciy nepaslinktumas reiskia, jog, apskaiCiavus tg pacig regresijos lygtj su skirtingomis duomeny
imtimis, gauname iverc¢ius, kuriy vidurkis yra lygus tikrajai parametro reikSmei.
Iverciy efektyvumas. [verciai yra efektyviis tada, kai jy dispersija yra minimali. Si savybe reiskia, kad
skirtingoms imtims apskaiciuoti regresijos lygties jverciai jmanomai arti iSsibarste aplink tikrasias
parametro reikSmes.
Suderinti jverciai reiskia, kad didinant stebéjimy skaiciy imtyje, t.y., stebéjimy skaiciui artéjant prie
begalybés jvercio reikSme artéja prie tikrosios parametro reikSmeés.

3. Duomeny pakankamumas
Regresinei analizei atlikti reikia turéti kuo daugiau steb¢jimy. Taip did¢ja tikimybé taikant tinkama

regresijos parametry jver¢iy radimo metodg nustatyti tikriesiems parametrams artimas jverciy reikSmes.

2. Poriné tiesiné regresija

Pati paprasiausia matematine veiksniy priklausomybés israiSka - tai tiesiné porinés regresijos
lygtis, kuri priklausomgjj kintamgjj tiesiSkai susieja tik su vienu nepriklausomu kintamuoju. Kai
priklausomybés forma yra nesudétinga lengviau suprasti ir jrodyti regresinés analizes teiginius ir iSvadas,
kuriy dauguma, atlikus tam tikrus papildymus, nesunkiai galima pritaikyti sudétingesnéms regresijos

lygtims. Be to poring tiesing regresija nesunku pavaizduoti grafiskai, ja lengviau interpretuoti.
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Sioje paskaitos dalyje bus aptarti tokie klausimai :
- porings tiesinés regresijos israiska,
- parametry jver¢iy nustatymas maziausiy kvadraty metodu MKM,
- regresijos prielaidy tikrinimas.
Porinés tiesinés regresijos iSraiska
Pagrindinis porings tiesinés regresijos analizés tikslas - nustatyti tiesing priklausomybe tarp dviejy
veiksniy ir apskaiCiuoti jos parametry jvercius. MatematiSkai tiesin¢ poriné priklausomybé uzraSoma
tokiu biidu:
Yi=Bot+BiXite 1.4
kur yi — nagrinéjamas veiksnys- lygtyje aiSkinamasis kintamasis; x — jtakojantis veiksnys -
nepriklausomas kintamasis; Bo ir Pi1 - parametrai, & - paklaida (likutis), parodanti priklausomojo
kintamojo faktiniy ir apskaiCiuoty, remiantis porine tiesine regresija reikSmiy skirtumus. Kadangi
tikrosios parametry reikSmeés nezinomos, tai analizés metu pagal kintamyjy stebéjimus yra nustatomi
dviejy tiesinés funkcijos parametry [ ir B; bei likuéiy € jveréiai. Primename, kad tikrgsias parametry
reikSmes ir paklaidas Zymime graikiskomis raidémis Bo, P, &, , kaip parodyta 1,4 lygtyje, o
apskaicCiuotas - lotyniskomis raidémis: bg, by, ir e;: (1,5 lygtyje)
Yi = bo+ baX; +€; 1.5
Parametry jverciy nustatymas maziausiy kvadraty metodu
Nustatant regresijos parametry jvercius priklausomo ir nepriklausomy kintamyjy duomenys turi
bati suderinti laiko, vietos ir periodiSkumo atzvilgiu. Pats populiariausias Jver¢iy radimo metodas - tai
maziausiy kvadraty metoduas (MKM).
MKM tikslas - nustatyti tokius regresijos parametry jveréius, kurie minimizuoja skirtumy tarp
faktiniy (y)) ir apskaiiuoty ( ¥,) pagal pasirinkta regresijos lygti priklausomojo kintamojo

reikSmiykvadraty sumg. Matematiskai maziausiy kvadraty metodas uZraSomas taip:

Z(Yi _gli)2 :Zeiz — min 1,6

kur y; -faktinés priklausomojo kintamojo reikSmeés, o ¥, - apskaiCiuotos priklausomojo kintamojo
reik§mes. Tiesinés porinés regresijos atveju ¥, reikSmés bus lygios:

Jei regresija tenkina klasikines prielaidas, tuomet MKM pagalba nustatyti parametry jverciai yra

geriausi, t.y., nepaslinkti, efektyviis ir suderinti. Toliau pateikiama skai¢iavimy procediira.
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'Y 1. Apskai¢iuojamos funkeijos Z(y; — (bo +b1xi))? pirmosios dalinés i§vestinés ir prilyginamos
nuliui’:

A [Z(yi—bo - by xi)?]/ 8 bo= Z[-2(yi — bo-b1x)] =0

& [Z(yi — bo-bixi)?] / 6by = Z[-2(yi — bo -bixi)*x] = 0
.2. Toliau sprendziama lyg¢iy sistema:

{ Z[-2(yi—bo-bix)] =0 { 2(yi—bo-b1xi) =0 Yyi =nbotb; IX;

2[-2(yi—bo-bixi)x;]=0 2(Yi—bo-by xi)*xi=0 T Xiyi = boZXi +h XY
ISsprendus lygciy sistemg gaunamos porinés tiesinés regresijos lygties parametry jverciy nustatymo
formulés:

blzaniyi—inZyi 1.7
> x2-.x)?

bo (z Yi _nb12Xi) _ y_bl)_( 1.8

kur = y - priklausomojo kintamojo faktiniy reik§miy vidurkis, o x .- nepriklausomojo kintamojo
reikSmiy vidurkis. n- steb&jimy skaicius
Pavyzdys
Pasinaudosime pavyzdZziu apie jdarbinimo bendrovés biury iSlaikymo kaStus. Kadangi nagrinéjame poring
tiesing regresija - tai susiesime bendrovés atstovybiy biury kastus (priklausomas kintamasis y;) su vienu
veiksniu - darbuotojy skai¢iumi (nepriklausomas kintamasis - Xj). Duomenys apie 6 biury iSlaikymo
kaStus ir darbuotojy skaiCiy pateikti 1,1 lentel¢je, o grafiSkai pavaizduoti 1,1 paveiksle. Tiesiné
priklausomybés matematiné iSraiska tarp dviejy kintamyjy, kaip jau buvo uzrasyta atrodo taip:
Misy uzduotis apskai¢iuoti MKM pagalba parametry jvercius by ir b;. Pasinaudosime formulémis 1.7 ir
1.8.

Yi = bot+ biX; +€;

Skaiciuoti bus patogiau, jeigu sudarysime pradiniy duomeny ir atlikty skaic¢iavimy lentele 1.4

2 Antros turi biiti teigiamos
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Lentelé 1.4

i- 0jo biuro i§laikymo Dirban¢iyjy
kastai yj| skaiCius iame Xi2
biure x; YiXi
100 10 100 1000
90 8 64 720
140 14 196 1960
130 12 144 1560
120 11 121 1320
100 7 49 700
Yyi= 680  [Xx= 62 |Xx?’= 674 YXy= 7260

Istate 1 1.7 formule apskaiCiuotas reikSmes gauname parametro b jvertj:
b, = 6* 7260 —62*680
6*674—(62)2

Parametro jverciui a apskaiciuoti pasinaudojame formulg 1.8.
_ (680—-7*62)
- 6

Apskaiiave a ir b parametry jvercius galime uZzraSyti jdarbinimo bendrovés biury iSlaikymo kaSty

b, =41

priklausomybés nuo darbuotojy skai¢iaus matematine lygtj:
Yi = 41+ 7X; +€;

Regresinés lygties parametry ekonominé interpretacija
Apskaiciuoti ekonominio reiSkinio regresinés lygties koeficientai tyrinétojui suteikia daug svarbios
informacijos apie nagrin¢jamg reiskinj. Parametro jvertis by parodo priklausomojo kintamojo viduting
reikSme, kai nepriklausomas kintamasis lygus nuliui. Kitais Zodziais tariant, bg parodo, kokia viduting
reik§Sme jgyty nagriné¢jamas reiskinys y, jeigu jo neveikty pasirinktas veiksnys X.
Parametro jvertis b; parodo vidutinj priklausomojo kintamojo y; reikSmeés pasikeitimg, kai
nepriklausomas kintamasis x; pasikei¢ia vienu vienetu. Sis parametras kickybiskai jvertina pasirinkto
veiksnio x jtaka nagrinéjamam reiskiniui.

Turint parametry jverciy skaitines reikSmes, galima apskaiiuoti ir elastingumg. Elastingumas (E)
parodo, kiek procenty vidutiniSkai pakis priklausomas kintamasis y, jeigu nepriklausomas kintamasis x

pasikeis vienu procentu. Elastingumas skai¢iuojamas pagal tokia formule:
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g= procenting pokytisy _ Ay, x _, X 19 Tiesinés
procebting pokytisx AX 'y y

funkcijos atveju elastingumo reikSmeés priklauso nuo kintamyjy y, ir X, reik§miy. Todél daznai yra
skai¢iuojamas vidutinis elastingumas, kuris yra lygus jverciui by, padaugintam i§ kintamyjy reikSmiy

vidurkiy santykio :

< | >

Pavyzdys

Pavyzdyje apie jdarbinimo bendrove parametro By jvertis =41, o parametro B; jvertis b;=7. Siuos skai¢ius
galima interpretuoti tokiu biidu. Ivertj bg Siuo konkrec¢iu atveju galima suprasti, kaip pastovius biuro
iSlaikymo kastus, kurie nepriklauso nuo darbuotojy skaiciaus. Taigi jdarbinimo bendrovés viduriniai
pastovis biuro i§laikymo kastai yra lygiis 41 tukst. Eury per metus.

Parametro jvertis b; parodo, kad padidéjus vienu darbuotoju, biuro islaikymo kastai padidéja eury 7 tukst.
eury per metus.

Biuro iSlaikkymo kasty elastingumas darbuotojy skaiiaus pokyCiams yra lygus:
E=7(10,33/113,33)=0,64, t.y. darbuotojy skaiciui padidé¢jus vienu proc., biury iSlaikymo kasStai
vidutiniSkai padidéja 0,64 proc.

Regresijos prielaidy tikrinimas

Atliekant poring tiesing regresijos analiz¢ turi biti uZtikrintos klasikinés regresijos prielaidos.
Pirmoji prielaida — tiesiskumas - automatiSkai patenkinama, kadangi aptariamas modelis yra tiesiné
poriné regresija. Sestoji prielaida — ne multikolinearumas — porinéje regresijoje neaktuali, kadangi yra tik
vienas aiSkinantis veiksnys. Likusios prielaidos yra susijusios su likuciais (paklaidomis): Sie turi tenkinti
nulinio  vidurkio, pastovios dispersijos (homoskedastiskumo - ne heteroskedastiskumo),
neautokoreliacijos, ir normalumo prielaidas. Kadangi tikryjy liku¢iy reikSmiy nejmanoma Zzinoti, tai
prielaidy tenkinimas tikrinamas pagal likuciy jverCius. Jie apskai¢iuojami i§ faktiniy stebéjimo dydziy
atimant jvertintg teoring regresijos reikSme:

ei =VYi-V, =Vi- (botbaixi).
Taigi 1.3. lenteléje pateikty prielaidy tenkinima reikia tikrinti vietoje paklaidos € jstatant paklaidos jvert]
€.

Prognozavimas regresijos pagalba

Nustacius parametry jvercius ir jsitikinus, kad tenkinamos klasikinés regresijos prielaidos, toliau

galima skaiCiuoti bei prognozuoti priklausomojo kintamojo reikSmes. Priklausomojo kintamojo reikSmeé
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Yp yra vadinama sqlygine prognoze, ir gaunama, j regresijos lygtj jstacius, prognozing nepriklausomojo
kintamojo (Xp) reikSme. darant prielaida, kad ji yra zinoma i§ anksto arba yra apskaiCiuota kitame
modelyje.

Yp= bo+b1Xp.

Prisiminkime Jdarbinimo bendrovés pavyzdj. Tarkim, kad bendrovés savininkai nori padidinti
darbuotojy skaiciy, iki xp= 15. Tuomet jstatg¢ i 1,9 lygti Sig reikSme gauname, kad vidutiniai biuro
iSlaikymo kastai bus 146 tukst. eury per metus:

Yp=41+7(15) =146
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Regresiné analizé ir prognozavimas (11)

Paskaitos dalys:
1. Taskiniai ir intervaliniai jverciai.
2. Iskelty hipoteziy tikrinimas.Prognozavimas regresija.

Pagrindiniai terminai:

Taskiniai ir intervaliniai jverciai ISkelty hipoteziy tikrinimas, prognozavimas
regresija
e Taskinis parametro jvertis e Hipotezé
e Intervalinis parametro jvertis e Nulin¢ hipotezé
o Koeficientas e Alternatyvi hipotezé
e [vercio standartiné paklaida e tstatistika
e Laisves laipsniy skaicius e ReikSmingumo lygmuo

e Patikimumo (pasikliovimo) lygmuo
e Vienpusé hipotezé

e Dvipusé hipotezé

e Standartiné prognozés paklaida

1. Taskiniai ir intervaliniai jverciai

Naudojant taskinius jvercius atlieckami konkretiis regresinés analizés skai¢iavimai pvz.,
prognozuojami jvairiis nagrinéjamo ekonominio reiskinio variantai, modeliuojamos jvairios ekonominés
situacijos, skaiciuojami iSvestiniai ekonominés analizés rodikliai, tokie kaip elastingumas, pakei¢iamumo
normos, masto ekonomijos efektai ir kt

Intervaliniai jverciai biitini jvairiy hipoteziy apie tikrasias parametry reik§mes patvirtinimui arba
atmetimui. Pvz., ar galima atmesti hipotezg, kad pasirinktas veiksnys neturi jtakos nagrinéjamam
reiSkiniui, arba su kokia tikimybe galima teigti, kad nagrinéjamas reiSkinys jgis vienokig ar kitokia
reikSme.

Turinys
- Taskiniai parametry jverciai,
- Standartiné taskinio jvercio paklaida
- Intervaliniai parametry jverciai,

- Paklaidy dispersijos jverciai.
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TaSkiniai parametruy jverciai

Taskinis jvertis yra toks regresijos parametro jvertis, kuris jgyja konkre¢ig skaiting reikSme.

Pavyzdziui, nustatyta, y reiskinj tiesiSkai veikia k veiksniy grupé. Regresijos lygtis uzraSoma taip:
Yi = BotPaXait... +PiXite 2.1

Tarkim, kad MKM yra apskaiciuoti regresijos parametry jverciai. | regresijos lygt] jraSome jy
reikSmes ir uzraSome regresine lygtj su skaitinémis reikSmeémis.

Vi = botbiXsit... +DeXkite; 2.2

Taskiniai jverciai yra prie§ nepriklausomus kintamuosius (x) esan¢ios parametry jver¢iy reikSmes
(bo,bs,....bK). Sios reikimés sudaro atskiry parametry takiniy jveréiy vektoriy: B’ = [by,...,by].

Taskinis jvertis yra traktuojamas kaip “geriausias” parametrg atspindintis rodiklis ir naudojamas
konkreciuose ekonominiuose skai¢iavimuose. Taciau egzistuoja tikimybe, jog jverciy ir tikroji parametro
reikSme¢ gali buti skirtingos. Su tam tikra tikimybe tikroji parametro reikSmé gali buti lygi 0
(P{bi=Bi}=0,Vi), o tai reiskia, kad veiksnys esantis prie Sio parametro nedaro jtakos priklausomam
kintamajam. Todél turédami tik taskinj jvertj jokiy iSvady apie tikrgja parametro reikSme daryti negalime
- ji gali buti tiek didesné, tick mazesné uz parametro jver¢io reikSme. Norédami tikrinti jvairias hipotezes
apie tikrasias parametry reikSmes turime nagrinéti intervalinius parametry jvercius.

Pavyzdys

Prisiminkime privacig gyventojy jdarbinimo bendrove. Nagrinéjome poring tiesing regresija,
kurioje bendrovés atstovybiy biury kasStus susiejome su vienu veiksniu -darbuotojy skai¢iumi.
Apskai¢iavome dviejy kintamyjy lygties y; = o +P1Xit+ei, parametry Bo , B1 iver¢ius MKM metodu, kurie
lygis by =41,b; =7.

I 1,4 regresijos lygti Isistacius apskai¢iuotus parametry jvercius gauname tokia lygti:

Yi = (41 +7x;)+e;.
Siame pavyzdyje taskiniai parametry jverciai yra 41 ir 7 .
Taskinio jvercio standartiné paklaida

Taskinio jvercio patikimumui matuoti yra skai¢iuojama standartiné jvercio paklaida SEy; . Porinés

tiesinés regresijos lygties laisvajam nariui standartiné parametro jvercio paklaida apskai¢iuojama pagal

formule:

2.3

Z(yi -9 )2 inz

SE,, = n—2

n> (x —x)* 22




Dauginés regresijos atveju standariné laisvojo nario paklaida skai¢iuojama pagal formule:

2 ,(yi - 9i )2 ZX'Z
SE _ n—k—l !
b0 T

n> (x, —X)*

2.3

kur k yra nepriklausomy kintamyjy ir atitinkamai vertinamy koeficienty prie jy skaicius. Porinés
regresijos atveju jis yra lygus — 1. Jeigu regresijoje yra laisvasis narys, tuomet bendras vertinamy
koeficienty skaiCius yra vienu didesnis negu nepriklausomy kintamyjy skaicius, t.y., porinés regresijos
atveju yra 2, o dauginés k+1. i— steb&jimo numeris, y; - faktiné i-ojo stebéjimo priklausomojo kintamojo
reikSme, Y, - teoriné t.y. apskaiCiuota pagal regresijos lygti, i- ojo steb¢jimo priklausomojo kintamojo
reikmé, x, i-oji nepriklausomojo kintamojo reikime, x —nepriklausomojo kintamojo vidurkis.

Iver¢io b; standartiné paklaida porinés ir dauginés regresijos atveju apskaiciuojama pagal

formules:

{Z(y. 9, )2} Sy, -9, )2}
SE

2.4

n-2 n—k-—1

S IR Fn =\ TS ZxY

Intervaliniai parametry jverciai

Intervalinis parametro jvertis yra reikSmiy intervalas, | kurj su tam tikra tikimybe gali paklitti
parametro tikroji reikSme. Klasikinés regresijos atveju intervalinio jver¢io vidurys yra taSkinis parametro
jvertis. Intervalo apatinis rézis nustatomas i§ taSkinio parametro jver¢io atimant, o virSutinis - pridedant
koreguojantj dydj, kuris yra lygus - th.k-1,02 SEgi
Taigi parametro b; intervalinis jvertis uzraSomas taip:

bie [bj £ thk-1,0/2 SEbj]., 2,5

kur apatinis by jvercio rézis yra lygus: bj - thi-1,as2 SEp;., 0 virSutinis by rézis: bj + th.i-1,0/2 SEpi.,

SEpg - standartiné i- jvercio paklaida, apskaiciuota pagal 2.3 arba 2.4 formulg.
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th-k-1.02 - teoriné Student’o skirstinio statistika su n-k-1 laisvés laipsniy skai¢iumi® ir o reikSmingumo
lygmeniu, Skaitiné tnkq» reikSmé randamas i§ Studento statistiniy skirstiniy lenteliy. (zr. prieda).
ReikSmingumo lygmenj a pasirenka tyrinétojas. Dazniausiai sutinkamas o= 0,05, kuris reiskia, kad
iSvados yra daromos su 5 proc. tikimybe suklysti arba, 1-0,05=0,95, t.y 95 proc. pasikliovimo lygmeniu.
n —steb&jimy, skaicius, k+1 — vertinamy koeficienty skaicius,

Atlikus visus skaifiavimus gaunamas intervalas |} kurj su tikimybe 1- o patenka tikroji parametro
reik§mé. Kuo S$is intervalas yra siauresnis, tuo tikslesnis yra parametro jvertis.

IS intervalinio iverc¢io formulés 2,5 matyti, kad jverciai bus tuo tikslesni, kuo mazesnés bus jverciy
paklaidos ir didesnis laisvés laipsniy skaiCius. Taigi norint gauti tikslesnius jvercius, reikia siekti dviejy
dalyky: pirma, kad  analiz¢ jtraukty stebéjimy skaicius n buty kiek galima didesnis, ir, antra, kad
itakojanciy veiksniy (nepriklausomy kintamyjy) reikSmés bty kuo jvairesnés.

Pavyzdys

Nagrinékime auksc¢iau paminéta pavyzdj apie jdarbinimo bendrove. Apskaiciuota poriné tiesiné
regresijos lygtis: yi = (41 +7x;)+e;. Parametry taskiniai jverciai yra 41 ir 7,

Kaip jau buvo rasyta, intervalinio jvercio apatinis ir virSutinis réZiai nustatomi atimant ir pridedant
prie taSkinio parametro jvercio koreguojantj dydj - th.k a2 *SEgi.

Misy uzduotis rasti §] dydj. Studento pasiskirstymo tn.k1q2 reikSmé randama  Studento
pasiskirstymo lentelése. Miisy pavyzdyje, pasirinkime jprastg reikSmingumo lygmenj o=0,05. Laisvés
laipsniy skaiCius lygus n-k-1=6-1-1=4. kadangi stebéjimy skaic¢ius n=6 (6 biurai), o vertinamy parametry
skaicius 2 (b ir by jverciai). IS lenteliy randame , t40 052 =2.776 (Zr. prieda

Standartinés parametry jverciy paklaidos apskai¢iuojamos pagal 2.3 ir 2.4 formules. Kad bty

patogiau, sudarysime pradiniy duomeny ir atlikty skai¢iavimy lentelg 2.1.

2.1. lentele
i-0jo biuro Dirbanéiyjy skaiius ei’=(yi- ¥, )?
i§laikymo kastai yi|  i-ame biure x; X2 (- X)?
100 10 100 0.11 121
90 8 64 5.44 49
140 14 196 13.44 1

3 Regresinéje analizéje laisves laipsniai — tai stebéjimy skaicius, kuriy neapriboja vertinami parametrai. Jei, pavyzdZiui, turime
100 stebéjimy ir vertiname 10 parametry, tai turésime 90 laisvy stebéjimy, Patogumo délei vertinamy parametry skaiciy
galime sutapatinti su j regresija jtraukty nepriklausomy kintamyjy (jtakojanciy veiksniy skai¢iumi). Tik svarbu atkreipti
démesj,ar regresiné lygtis turi laisvajj narj, nes tokiu atvejy k padidéja vienu vienetu, Zyminciu laisvajj narj. . Kuo didesnis
laisvés laipsniy skaiCius, tuo tikslesnis gaunamas jvertis.
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130 12 144 2.78 25
120 11 121 0.44 4
100 7 49 11.11 100
Yyi= 680 [>x; = 62|Xx’ = 674 [X(xi-X )° = 33.33 [X(yi- §,)* = 300

Istate j formules apskaicCiuotas reikSmes gauname SEpg =15.94 |, SEp; =1.5. Sudauging atitinkamus

skaicius 18 tg00s52 =2.776 gauname koreguojant] dyd;j ir intervaliniy jverciy rézius. Koreguojantis dydis

parametrui by yra lygus 44.25, parametrui by — 4.16.

oooooo

Parametras | Parametro jvertis | Koreguojantis dydis | Parametro intervalinis jvertis
Bo bo=41 44,25 [-3,25; 85,25]
B1 bi=7 4,16 [2,84; 11,16]

Gautus skai¢iavimy rezultatus galima interpretuoti tokiu btuidu; Su 95% tikimybe galima teigti, kad

parametro [;

tikroji reikSmé yra intervale 2,84< B;<11,16 t.y., padidé¢jus vienu darbuotoju biuro

iSlaikymo kastai padidés nuo 2,84 iki 11,16 tukst. lity per ketvirtj. Laisvojo nario Bp intervaliniai jverciai

paprastai néra interpretuojami, Jie reikalingi hipoteziy tikrinimui.

2. ISkeltu hipoteziu tikrinimas

Hipoteziy tikrinimas regresinéje analizéje leidzia atsakyti j tokius klausimus;

o ar

galime teigti, kad veiksnys daro poveikj nagrinéjamam reiSkiniui (nepriklausomojo

kintamojo poveikis priklausomajam kintamajam yra statistiSkai reikSmingas),

® kokia yra veiksnio jtaka, t.y., didina ar maZina nagrinéjamg reiskinj (koks poveikio Zenklas:

teigiamas ar neigiamas),

Sioje paskaitos dalyje bus i$aiskintas tokiy savoky turinys:

Nuling ir alternatyvi hipotezé
Hipotezés apie parametrus tikrinimas,
Vienpusé ir dvipusé hipoteze,

Prognozavimas regresija.
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Hipotezés samprata

Hipotezé yra i§ anksto grieztai suformuluotas ir tam tikra analize tikrinamas teiginys. Regresinés

analizés metu hipotez¢ gali buti arba statistiSkai patvirtinama, arba atmetama, taciau ji niekada néra

jrodoma.

Regresingje analizéje hipoteziy tikrinimo procediiroje biitini keturi elementai:

Nuliné hipotezé H,
Alternatyvi hipotezé H,,

Testo statistika,

Hipotezés paneigimo taisykleé.

Nuliné hipotezé (Hp) — tai teiginys arba prielaida, kurig reikia statistiSkai patvirtinti, remiantis

nagrin¢jamais stebéjimais.

Alternatyvi hipotezé (Hp) - tai teiginys arba prielaida, kuris yra teisingas, kai nuliné hipotezé statistiskai

atmetama.

StatistiSkai patvirtinti hipoteze reiskia, jog nagrinéjami duomenys teiginj patvirtins su didesne tikimybe

nei pasirinktas patikimumo lygmuo. Jei patvirtinama nuliné hipotezé, tai alternatyvi hipotezé atmetama.

Jei nepatvirtinama nuliné hipotezé, tai priimama alternatyvi. Taigi statisting hipoteze sudaro dviejy

alternatyvy visuma

2.3. lentel¢je pateiktos dazniausiai tikrinamos hipotezés apie regresines lygties

Yi = BotPiX1it...+PrXki+e parametrus.

2.3. lentelé Pagrindinés regresinéje analizeje tikrinamos hipotezés

Tikrinamas teiginys Nuliné (Hy) ir alternatyvi (Hp) Pastabos
hipotezé
Regresijos lygties laisvasis narys Ho: Bo=0
(atkarpos parametras) nereik§mingas Ha: Bo=0
(lygus nuliui)
Nepriklausomas kintamasis neturi jtakos Ho: Bi=0, i=1..k
priklausomam kintamajam Ha: B0, i=1..k

Nepriklausomojo kintamojo parametras

yra lygus tam tikrai reikSmei

Ho: Bi=c, Ha: Bi#C, ¢ — tikrinama

parametro reikSme

Galima pastebéti, jog ankstesnés
hipotezé Hy:B;=0, yra atskiras

hipotezés Hy: Bi=c atvejis, kai c=0.

Ivertinta regresija yra statistiskai

nereik§minga

Ho: Bi=0, V i, i=1..K
Ha: Bi#0, V i, i=1.k

Tai jungtiné hipoteze, jog visi

parametrai kartu paémus néra

reikSmingi.
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Vienpusé ir dvipusé hipotezé

Prie§ taikant regresinés analizés rezultatus hipoteziy tikrinimui, turi biiti nustatyta, ar tikrinama

dvipusé ar vienpusé hipotezé. Nepriklausomy kintamyjy statistinio reikSmingumo tikrinimas - tai

dvipusés hipotezés pavyzdys. Dvipusés hipotezés atveju alternatyvi hipotezé formuluojama su
nelygybés zenklu, pvz.:

a) Kintamyjy poveikio statistinio reik§mingumo tikrinimas:

Ho: Bi=0; Ha Bi#0
b) Hipotezé, apie konkre€ia (pvz.; c=3)) parametro reikSme:
Ho: Bi=3; Ha Bi#3.
Vienpusé yra tokia hipotezé, kurioje tikrinamo parametro reikSmés gali buti tik didesnés arba tik
mazesnés uz hipoteze tikrinamg dydj. Parametro konkretaus Zenklo tikrinimas yra tokios hipotezés
pavyzdys. Vienpuseés hipotezés pavyzdziai:

a) Parametro zenklo tikrinimas: Ho: Bi = O; Ha: Bi > 0 ( hipotezé: didéjant kintamajam Xx; ,

priklausomas kintamasis vy irgi didé¢ja)

b) Ho: Bi=0; Ha: Bi <0 (hipotezé: didéjant kintamajam x; , priklausomas kintamasis Yi

mazéja)

Vienpusés ir dvipusés hipoteziy atmetimo procediira skiriasi. Kai nagrinéjama vienpusé hipotezé,
18vados apie nulinés hipotezés atmetimg daromos lyginant apskaiciuotg testo statistikos t reikSme su o
reikSmingumo t -skirstinio teorine reikSme. Dvipusés hipotezeés atveju apskaiCiuota testo statistikos t
reikSme lyginama ne su a, 0 SU o/2 reikSmingumo t -skirstinio teorine reikSme.

Hipoteziy apie jverciy reik§minguma tikrinimas

Regresinéje analizéje svarbu nustatyti ar konkretus veiksnys daro jtaka nagrin¢jamam reiskinui ar ne.
Veiksnio poveikio statistinis reikSmingumas tikrinamas tokiu biidu: iSkeliama hipoteze, kad veiksnio
poveikis yra nereikSmingas. Matematiskai tai uzraSoma taip: parametras Bi =0 ty parametras prie i-
veiksnio su tikimybe 1-a. gali bati lygus 0. Paprastai $is teiginys yra jvardijamas nuline hipoteze. t.y., Ho
B; =0

Regresinés analizés jver¢iy reikSmingumo tikrinimo procediirg sudaro keturi zingsniai:
1.zingsnis. Formuluojamos hipotezés:

Ho Bi = 0 (nepriklausomas veiksnys (xj) nedaro jtakos priklausomam kintamajam t.y.,
koeficientas prie veiksnio gali biti lygus 0)

H; Bi # 0 (X; poveikis reikSmingas - regresijos koeficientas prie veiksnio nelygus 0)
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2.zingsnis. Apskaiciuojama testo statistika. Veiksniy reikSmingumui tikrinti dazniausiai naudojama t

statistika, kuri yra apskai¢iuojama pagal formule

:bj—,[)’j:bj—O 2.6
SE, SE,

t

j
Dydis t yra pasiskirstes pagal Stjudento t-skirstinj su a/2 reikSmingumo lygmeniu ir n-K-1 laisvés
laipsniais. t.y t~ tg2(n-k-1)

3 zingsnis Apskaiciuota t statistikos reikSmé lyginama su teorine t-sKirstino t,;»(n-k-1) reikSme.

4 zingsnis. Daromos isvados Jei apskaiCiuota t reikSmé modulis yra didesnis uz teoring t-skirstinio
reikSme, tuomet nuliné hipotezé atmetama ir priimama alternatyvi hipotezé. Su 1-a tikimybe (pvz., o=
0,05, t.y., 95 proc. tikimybe) galime tvirtinti, kad j-ojo veiksnio poveikis yra statistiSkai reikSmingas.
PrieSingu atveju, kai t apskaiciuotos reikSmés modulis yra maZesnis uz teoring reikSme tq(n-k-1),
negalime atmesti nulinés hipotezés, o tai reiSkia, kad negalime tvirtinti, kad j veiksnio poveikis yra
statistiSkai reikSmingas.

Y Hipotezés paprastai tikrinamos taikant 95% ar 99% pasikliovimo lygmenj (1-o). Jis rodo
tikimybe, jog tikroji parametro reikSme gali buti lygi tikrinamajai reikSmei (c). ReikSmingumo lygmuo o
rodo nulinés hipotezés atmetimo tikimybe, kai ji i$ tiesy yra teisinga. Tokia klaida vadinama o arba I tipo
klaida. 3 arba II tipo klaidos (neatmesti nulinés hipotezés, kai ji iS tiesy neteisinga) tikimybe.

Lygiaverte iSvadg apie tikrinamg hipoteze¢ galima gauti lyginant pagal apskaiciuotaja t reikSme
nustatytg faktinj reikSmingumo lygmenj p (t.y., tikimybe, kad apskaiCiuotas parametras jgaus nulio
reik§me¢) su analitiko pasirinktuoju a - reikSmingumo lygmeniu. Jei faktinis yra maZzesnis nei pasirinktas,
tai nuliné hipotezé atmetama, jei didesnis — priimama. ‘Y’

Veiksniy reik§mingumo tikrinimo pavyzdys

Kiekvienos regresinés analizés metu biitina patikrinti parametry jverc¢iy reikSminguma.

Prisiminkime privacios jdarbinimo bendrovés pavyzdj. Pagal 6 stebéjimy duomenis jvertinta
regresija:

yi = 41 +  TIXite
(15.94) (1.5
Skliaustuose pateiktos standartinés paklaidos reikSmés SE po. ir SEp;,

1. zZingsnis. Tikrinama parametry lygybeés nuliui hipoteze
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Ho: Bj=0, (parametras prie nepriklausomojo kintamojo x gali buti lygus 0, t.y., x darbuotojy
skaiciaus kitimas nedaro jtakos bendrovés kaStams)

Ha: Bj#0. (parametras prie nepriklausomojo kintamojo x nelygus 0 t.y., x darbuotojy skaiiaus
kitimas daro poveikj kaSty kitimui)

2 zingsnis Apskai¢iuojama testo statistika: t= b,—0 = 7-0 =4,67
SE, 15

3 zingsnis ApskaiCiuota faktiné t reikSmé lyginama su tqj nk-1 teorine reikSme. IS t pasiskirstymo
lenteliy (zr. priedus) randame tg o254 = 2,776 (laisvés laipsniy skaicius: n-k=6 -2=4, ir o/2=0,05/2=0.025
randame to.0254 = 2,776 Palyging apskai¢iuotg t reikSme su teorine to o254, matome  4,667> 2,776

4 zZingsnis ISvada. Su 95% tikimybe atmetame nuling hipoteze Ho: 31=0 ir priimama alternatyvi
hipotezé¢ Ha: P1#0, kuri reisSkia, kad veiksnio x - darbuotojy skaifiaus poveikis yra statistiskai
reikSmingas.

Analogiskai tikriname ir laisvojo nario reikSminguma. Skaiciavimai pateikti lentel¢je 2,4. Atlikus visus
b,-0_41-0

zingsnius matome, kad apskaiCiuota testo statistikos t = —
SE,, 15.94

= 2.57 reikSm¢ yra mazesné uz

teoring reik§me - tooxs4 = 2,776 ty., 2,57 < 2,776. Todél darome i§vadg, kad nulinés hipotezés Hop: bp=0
atmesti negalime. Tai reiskia, kad su 95 proc. tikimybe galime teigti, kad biuro iSlaikymo pastovis
kastai, kurie néra susij¢ su darbuotojy skai¢iumi gali biiti lygiis 0. Tai yra teisinga, kai darbuotojy skaicius

x=0. Logiska iS§vada, kadangi beprasmiska laikyti biura, jeigu jame néra darbuotojy.

2.4. lentel¢ Koeficienty reik§mingumo nustatymo rodikliai

Parametro Skaitiné |Standartiné| Apskaiciuota t t0.025.4 ISvada apie
jvertis jvercio jvercio [statistikos reikSmé|is$ T - koeficiento
reikSmé paklaida pasiskirstymo | reik§minguma
(SE) lentelés
bo 41 15.94 2.57 2.776 nereikSmingas
bi 7 1.5 4.67 2.776 reikSmingas

Kai yra padaroma iSvada, kad priklausomas kintamasis arba laisvasis narys yra statistikai
nereik§mingas, tuomet i§ naujo reikia skaiCiuoti regresijos lygti be to nepriklausomo kintamojo arba
laisvojo nario. [sidémétina, jog iSmetus i§ regresijos lygties nereikSmingg veiksnj, likusiy nepriklausomy
kintamyjy parametry jverciai ir standartinés paklaidos keiciasi, todél turi biiti i§ naujo jvertinti parametrai

ir patikrintas jy reikSmingumas.
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Prognozavimas regresija

Prognozavimas yra viena i§ labai svarbiy regresinés analizés galimybiy. Prognozés gali biti
taskinés arba intervalinés. TaSkiné prognozé yo yra apskaiciuojamos j regresijos lygtj jstatant prognozines
nepriklausomy kintamyjy reik§mes- Xio,. Porinés tiesinés regresijos atveju taskiné prognozés reikSmé bus
lygi: yo=bo+biX,

Intervalinés prognozés apskaiciavimas skiriasi®. Intervalines priklausomojo kintamojo prognozeés

reikSmés (yp) apskaic¢iuojamos pagal formules 2,8 ir 2,9.
Yo € (Yo +tu2nka5e(F) 2,8

Kur se(f) yra prognozés paklaida, kuri apskaic¢iuojama pagal tokig formulg:

se(f) = ﬁ[1+1+ (% = X) ] 29

n—k—-1/" n > (% —x)
IS prognozés paklaidos formulés matyti, kad prognozés yra tikslesnés, kai

a) regresinés lygties paklaidos yra mazesnés (),
b) | skai¢iavimus jtraukta daugiau stebéjimy (n)
c) kai prognoziné reikSmé xo yra artima Sio kintamojo vidurkiui.
Pavyzdys
Prisiminkime privacig jdarbinimo bendrove ir nustatykime priklausomojo kintamojo reik§Smés intervalinj

prognozés jvert]. Tarkime, norime suzinoti, kokie bus biuro iSlaikymo kastai, jeigu biure dirbs xo=16

darbuotojy. Atlike skaiCiavimus bei pasinaudoj¢ 2.1 lentelés duomenimis, turime y=41+7*16=153,

toosa =2.776, se(f) :\/ 300 {1+l+w

=10.01 [sistatg gautas reikSmes ] 2.8 formule,
6-2 6 33.33

gauname: Yo€(153+2,776*10,01)=(153427,79). Taigi prognozuojami bendrovés, kurioje dirbs 16
darbuotojy, kastai bus intervale [125,21; 180,79] tiikst.eury per metus .

9.1. pav Priklausomojo kir;tamojo taskines (y) ir intervalinés prognozés

* Pateikiamos tik porinés tiesinés regresijos intervaliniy prognoziy nustatymo formulés.
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Trendas

Y prognozés
pasikliautiniai
intervalai

E(y) prognozés
pasikliautiniai
intervalai
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Regresiné analizé (111)

Paskaitos dalys:
3. Fiktyviis kintamieji, véluojancio poveikio jvertinimas.
4. Regresijos rySio determinuotumas.

Pagrindiniai terminai:

Regresijos rysio determinuotumas Fiktyvus kintamieji, véluojancio poveikio jvertinimas
e Determinacijos koeficientas e Fiktyvus kintamasis
e Koreguotas determinacijos koeficientas e V¢luojantis poveikis

e Regresijos reikSmingumas
e F statistika
1. Fiktyvis kintamieji, véluojanc¢io poveikio jvertinimas

Tarp aiskinamajj kintamajj jtakojanciy veiksniy gali buti tokiy, kurie yra kokybiniai, o ne
kiekybiniai. Pavyzdziui, lyties ar iSsilavinimo poZymiai nagrinéjant gyventojy pajamas ir iSlaidas.
Regresinéje analiz¢je | tokius veiksnius atsizvelgiama jtraukiant fiktyvius kintamuosius. Fiktyviis
kintamieji taip pat naudingi, kai reikia eliminuoti vieno ar keliy netipiniy stebéjimy jtaka regresijai. Cia
fiktyvis kintamieji labai naudingi jvertinant ekonominiy Soky ar tam tikros politikos intervencijos
ekonominius procesus poveikj, pavyzdziui uzimtumo lygiui, bendrajam vidiniam produktui ir pan. Trecia
sritis, kurioje plac¢iai naudojami fiktyviis kintamieji, — sezoniSkumo tyrimai.

Véluojanti regresija padeda jvertinti kita daznai sutinkamg veiksniy sgveikos atvejj, - Kai
aiSkinanciojo veiksnio reikSmeés pokytis jtakoja aiSkinamajj kintamajj tik po tam tikro laiko (pavyzdZiui,
investicijos — bendrojo vidaus produkto augima). Tokig regresija patogu naudoti prognozavimui, kadangi
aiSkinanciyjy kintamyjy reikSmes yra dabartiniu metu Zinomi dydZiai.

Siame skyriuje aptariamas fiktyviy kintamyjy taikymas tinka ne tik regresinei, bet ir laiko eiluéiy
analizéje.

Turinys
- Fiktyviy kintamyjy samprata,
- fiktyviy kintamyjy naudojimo atvejai ir tipai,
- veéluojanti regresija,

- véluojancios regresijos variantai.
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Fiktyviy kintamyjuy samprata

Fiktyvus kintamasis — tai j regresijos lygtj itraukiamas veiksnys, igyjantys ne tikrasias, o pagal tam
tikrus pozymius suformuotas fiktyvias reikSmes. Pavyzdziui, analizuojant jmoniy pelninguma, kokybiniu
veiksniu gali biiti uZsienio kapitalo buvimas jmonés kapitale. Siuo atveju galima jvairiai organizuoti
tyrima. Pavyzdziui, j regresijg jtraukiant fiktyvy kintamajj, kuris jgauna 0 reikSmg, jei jmonés kapitalas
suformuotas i§ vietiniy 1Sy ir 1 reikSme, jei yra pritrauktas uzsienio (ar ir uzsienio) kapitalas. Taciau
tikétina, jog tikslingiau tokj tyrima organizuoti i$skiriant daugiau grupiy; pvz. vietinio kapitalo, uzsienio
kapitalo ir misraus kapitalo jmones. Siuo atveju reikéty jau dviejy fiktyviy kintamuyjy - vieno, kuris jgauty
1 reikSme, jei tai yra uzsienio kapitalo jmoné, ir dar vieno, kuris jgauty 1 reikSme, jei jmoné yra misraus
kapitalo; trecias atvejis — kai jmonés kapitalas vietinis — gaunamas kai abiejy minéty fiktyviy kintamyjy
reik§més lygios nuliui. Aptartas pavyzdys formalizuotas zemiau darant prielaida, kad be fiktyviy
kintamyjy buvo nagrin¢jami kiti du ijmoniy pelningumga aiSkinantys veiksniai (pvz., vidutinis jmonés

darbo uzmokestis ir skolinto bei nuosavo kapitalo santykis):

Yi = BotBaXiitPaxXaitPsDiitPaDaite s,

kur D ir D, yra fiktyvis kintamieji, jgyjantys 1 arba 0 reikSmes. D1=1, jei jmoné yra uZsienio
kapitalo, kitu atveju D;=0; D,=1, jei jmoné — miSraus kapitalo, kitu atveju D,=0.

[vertinus parametrus gauta tokia lygtis®:

Yi = 10000-140*x3;+4500*X2;+37000*D1;+13000*Dy;

Sio hipotetinio pavyzdZio atveju galima daryti i§vada, jog vidutiniskai, kai jmonés kapitalas yra
misrus, metinis pelnas yra didesnis apie 13000 eury, o kai jmoné yra uzsienio kapitalo — 37000eury.
Vietinio kapitalo jmonei vidutinis pelno dydis buty apskai¢iuojamas be paskutiniyjy dviejy regresijos
kintamyjy, t.y. kai D1;=0 ir D2;=0.

Fiktyviy kintamuyju naudojimo atvejai ir tipai

Auks¢iau aptartas vienas fiktyviy kintamyjy naudojimo atvejis, kai reikia jvertinti konkreciy
kokybiniy veiksniy jtakg rezultatiniam kintamajam. Toks naudojimas yra paplit¢s analizuojant pjavinius
duomenis. Regresija tiriant laiko eilutes dazniau reikia jvertinti konkretaus iSsiskiriancio steb¢jimo ar
grupés isskirtiniy stebéjimy poveikj. Fiktyviy kintamyjy naudojimas leidzia eliminuoti jprastiniy salygy
rySiams nebiudingus tarpsnius. Pavyzdziui, banky krizé gali salygoti pinigy apyvartos grei¢io
priklausomybés nuo paliikany normy regresijos rySio pokytj. Todél | regresijos lygt] yra jtraukiamas

fiktyvus kintamasis, jgaunantis 1 reik§me bankinés krizés jtakos metu. Siuo atveju gaunama dviguba

® Nagrinéjamas grynai hipotetinis atvejis: veiksniai, Zenklai pasirenkami atsitiktinai. Taip pat daroma prielaida jog pasirinkti
tinkami veiksniai ir visi koeficientai reikSmingi
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nauda: pirmiausia, nustatomas neiSkreiptas nuolatinis rySys (kadangi eliminuojamas netipinis krizés
poveikis); antra, netipiné jtaka jvertinama kiekybiskai. Taciau lieka klausimas, kaip nustatyti, kada
prasidéjo ir kada baigési iSskirtinés sglygos? Paprasciausias, ta¢iau maziausiai patikimas btidas — nustatyti
salygy pasikeitimo momentus ekspertiniu biidu. Tikslingiau $j klausima spresti ekonometriSkai (Siame
kurse tai nenagrin¢jama®).

Regresinéje analiz¢je fiktyviais kintamaisiais galima eliminuoti ar nustatyti sezoniSkumo jtakE}?.
Cia pasirenkamas vienas bazinis sezonas, kuriam fiktyvus kintamasis nepriskiriamas. Pavyzdziui
ketvirtinio periodiSkumo duomenims buty taikoma tokia regresija, Kkurioje bazinis yra ketvirtas
sezoniSkumo periodas:

Yi = BotBaXiity1Diity2DaitysDsites,
kur D1i=1 pirma ketvirtj, kitaip D1;=0, antrg ketvirtj D=1, tre€ig - D3;=1.
Si regresija interpretuojama taip: ketvirto ketviréio kintamyjy rysys (y; = Bo+P1X1i) gaunamas tada, Kkai
D1i, Dai, D3j lygtis nuliui; pirmo ketviréio ry8ys (yi = Bo+P1X1ity1) gaunamas, kai D=1 ir t.t.

Fiktyvus kintamieji yra labai naudingi, norint atsakyti j klausima, ar tam tikros salygos, priemonés
ir kt. turéjo jtakos nagrinéjam reidkiniui (pvz., reklama arba akcijos prekiy pardavimo apimtims) Siuo
atveju regresijos sudarymas nesiskiria nuo ankstesniyjy regresijy, tik joje atsiranda fiktyvus kintamasis,
kuris jgauna 1 reikSme, tiems steb¢jimams, kai priemoné buvo taikyta ir 0, kai netaikyta. Atsakymg i
klausimg apie poveikj gausime, patikrin¢ fiktyvaus kintamojo statistinio reikSmingumo hipotezg.

Fiktyviy kintamyjy naudojimas taip pat leidzia vertinti i$skirtiniy salygy poveikio tipa, t.y. kaip
kinta regresija apibiidinamas rySys: fiksuotu dydZiu padidéja/sumazé¢ja reakcijos dydis ar keiciasi
jautrumas ir pan. Visa tai leidZia suprasti tiriamo proceso ypatumus ir, susidarant panasioms situacijoms,
formuoti atitinkamus atsakomyjy veiksniy scenarijus.

Patys fiktyviis kintamieji gali buti dviejy tipy: poslinkio ir posiikio. Pirmu atveju nenulinis
fiktyvus kintamasis jtakoja regresijos tiesés pasislinkima ordinaciy asies atzvilgiu (Zr. 10.1. paveiksla).

Antru atveju — regresijos tiesés nuolydzio kampo pasikeitima (Zr. 10.2. paveiksla).

® Apie jvairaus rysio grjzimo j pradine padétj variantus Zr. [4], o struktiiriniy liZiy momenty tyrimus [3].
’ Tatiau daZniausiai prie§ regresine analize tiriant sezonines laiko eilutes, i% jy sezonikumas pasalinamas, pvz., klasikinio
i§skaidymo biidu.
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Poslinkio fiktyvus kintamasis Posiikio fiktyvus kintamasis

Y

yi = bo+b2Xi+b3XiDi

<4— yi =botblDi +b2*Xi

e yi = botb2Xi

4,1. pav. 4.2. pav.
Norint jvertinti fiktyvaus kintamojo poslinkio poveikj, naudojama tokia regresijos israiska:
Yi = Bo+B1D1i +B2Xaite .

Kai D;j=0, tai regresijos laisvasis (atkarpos) koeficientas lygus Bo, 0 kai D;i=1 — laisvojo koeficiento
bendras dydis apskai¢iuojamas kaip o ir 31 koeficienty suma.

Jei norima jvertinti jtaka regresijos tiesés nuolydZiui, tai naudojama tokia regresijos forma

Yi = BotPaXeitP2 X1iD1i +ei.

Siuo atveju, kai D1=0, regresijos nuolydzio kampo prie§ kintamajj xy; koeficiento dydis lygus B1, o Kai
D;i=1 — X3 koeficiento bendras dydis apskaic¢iuojamas kaip B1 ir B2 koeficienty suma.

Zinoma, daZniausias yra abiejy atvejy derinys (2r.4.3. paveiksla), kurj galima jvertinti apjungiant
poslinkio bei nuolydZio lygtis:

Yi = BotP1D1i +P2X1i*+PaX1iDiite .

Poslinkio ir posukio efektas

yi = bot+b2Xi —

4.3. pav.
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Véluojanti regresija

Vélavimas yra neiSvengiamas visy socialiniy ir ekonominiy procesy saveikos bruozas.
Igyvendintos ekonominés priemonés ar veiksmai duota rezultatus po tam tikro laiko, pvz. investicijos,
kvalifikacijos kélimas ir kt. Kitas dalykas, ar analizuojamo periodiSkumo duomenys leidzia tg vélavimag
pastebéti. Pavyzdziui, jei analizuojami metinio periodiSkumo duomenys, tai gamintojy pasitlos reakcijos
1 vidutinius kainy pokyc¢ius vélavimo tikriausiai nenustatysime, taCiau, analizuojant ménesinio
periodiskumo duomenis, toks vélavimas tikrai bus pastebimas.

Véluojanti regresija yra tokia regresija, kurios nepriklausomy kintamyjy reikSmeés yra atsilikusios
per tam tikra periody skaiciy nuo priklausomojo kintamojo reikSmiy (pavyzdziui, investicijy reakcija |
palukany normos pokyc¢ius). Véluojanti regresija galima tik laiko eiluciy regresijoje:

Yt = BotBaXartPaXaeat... +PnraXiekter,

kur x;; yra nepriklausomas kintamasis, kurio visas poveikis rezultatiniam kintamajam Y
pasireiskia per k periody.

Véluojancioje regresijoje susiduriama su problema, jog did¢jant vélavimui, mazéja bendry
aiskinamojo ir nepriklausomyjy kintamyjy stebéjimy skaiGius® (7r. 4.1. lentelg). Kadangi parametrus
galima vertinti tik i§ ty stebéjimy, kuriuose turimos y; ir X.x reikSmeés, tai jy skaiCius k periody
véluojancioje regresijoje sumazéja iki n-k.

4.1. lentelé. Véluojancios regresijos kintamieji

Vi Xit1 X1t-2

1369.7
1369.7 | 2837.7
1369.7 | 2837.7 | 5596.4
2837.7 |5596.4 | 6865.9
5596.4 | 6865.9 |7288.4
6865.9 | 7288.4 | 7896.1
7288.4 | 7896.1
7896.1

8 vélavimui padidéjant kiekvienu papildomu periodu, prarandami 2 stebéjimai.
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Véluojancios regresijos privalumas — labai paprastas prognozavimas: ] regresijos lygybe tiesiog

jsistatome zinomas dabartines nepriklausomy kintamuyjy reikSmes.

Véluojancios regresijos variantai

Auksciau aptartas veéluojancios regresijos variantas, kai ankstesné nepriklausomojo kintamojo
reikSmé (xwk) itakoja priklausomojo kintamojo vélesne reik§me (y;). Lygiai taip pat priklausomas
kintamasis gali biiti aiSkinamas ir savo paties ankstesniy laikotarpiy reikSmeémis:

Yi = BotPBaYii-1tPaYiiot... +PrY1ip FEi.

Regresija, kuri rezultatinj kintamajj aiSkina ankstesnémis to paties kintamojo reikSmémis yra
vadinama autoregresija ir zymima AR(p). Cia p yra vélavimo periody skai¢ius autoregresijoje. Tinkama
AR eilé gali biiti nustatyta tiriant dinamingés eilutés y; autokoreliacijos grafika.

Galimas ir miSrus variantas, t.y. kai rezultatinis kintamasis aiSkinamas per savo paties bei
egzogeninio kintamojo ankstesniy laikotarpiy reikSmes:

Yi = BotPBayiia+BaYiot... +PrYrik +Prr1XaitP ke2Xi1t...#P knr1Xik HEr

Veiksniy, kurie rezultatinj kintamajj jtakoja su tam tikru vélavimu, taip pat gali biiti ne vienas.
Kadangi didéjant veiksniy ir vélavimo laikotarpiui spar¢iai maz¢ja laisvés laipsniy skaicius, tai daugelio
veiksniy véluojanti regresija gali buiti taikoma tik labai ilgoms laiko eilutéms.. Stebé&jimy ir laisvés
laipsniy skaiCiaus mazéjima iliustruoja 4,1 lentelé, kurioje tamsesniu Sriftu iSskirta duomeny rinkinys,

kurio pagrindu galima suskai¢iuoti parametry jvercius véluojancioje regresijoje ..
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Regresiné analizé (I11)

. Regresijos rysio determinuotumas

Nagrinéjant ekonominiy reiskiniy priklausomybe, svarbu Zinoti, sarySio tarp jy tampruma, t.y atsakyti |
klausima: kaip stipriai pasirinkti veiksniai jtakoja nagrinéjama reiskinj. Siam tikslui yra nagrin¢jamas
regresijos rysio determinuotumas ir skai¢iuojamas determinacijos koeficientas -R%,
Turinys

- Rysio determinuotumo samprata,

- Determinacijos koeficientas

- Regresijos statistinio patikimumo tikrinimas
RySio determinuotumo samprata

Ivertinti atskirus regresijos parametrus, nustatyti jy reikSmingumg yra tik pradinis regresinés

analizés etapas. Toliau reikia nagrinéti, kokia dalimi regresiné funkcija paaiSkina priklausomojo
kintamojo reikSmiy iSsibarstyma apie vidurki. Kuo regresiné lygtis tiksliau apraSo priklausomojo
kintamojo pokycius, tuo rySys yra labiau determinuotas. RySio determinuotumas nustatomas tarpusavyje
lyginant regresija ir vidurkiu paaiSkinamg steb&jimy isSsibarstymag (zr.5,1. paveiksla) - kuo didesne
stebéjimo nuokrypio nuo vidurkio dalj paaiSkina regresija, tuo regresinis rySys yra geriau determinuotas.

Regresija paaiSkinta ir nepaaiskinta stebéjimo dalis

Regresija

paaiskinama
nuokrypio dalis
Cyizyi)

¢ Stebéjimai

Regresija —— Vidurkis
\ nepaaiskinta — Tiesinis trendas
. nuokrypio dalis
(yi-"yi)
X
5.1. pav.

Nagrinéjant atskirg stebéjima galima matyti, jog stebéjimo nuokrypis nuo vidurkio suskyla j dvi dalis:

38



Y-y = (Yi-Yy+ o -V,

T T T

Bendras  Regresija Nepaaiskinta
nuokrypis paaiSkinta dalis
dalis

Atitinkamas visy stebéjimy dispersijos iSskaidymas:

aY

syi- 2= (Vi -2 o+ =t Vi)

T T

Visa Regresijos Regresijos
dispersija reikSmiy dispersija likuciy dispersija
(paaiskinta dalis) (nepaaiskinta dalis)

yi — i-tojo stebéjimo apskai¢iuota pagal regresijos funkcija reik¥me, y stebéjimy vidurkis,

yi— i-asis stebéjimas.

Regresijos rySio determinuotumas vertinamas lyginant paaiskintos dispersijos dalies santykj su

- Z(yi _ y)Z 5.1

visa dispersija:
, kur 2(yi- y)*faktiniy y; reikmiy nuokrypiy nuo vidurkio kvadraty suma, ( Vi - y)? pagal regresijos
lygti apskaiciuoty y, reikSmiy nuokrypiy nuo vidurkio kvadraty suma.

Sis rodiklis yra vadinamas determinacijos koeficientu. Kai regresija paaiskina visg faktiniy
priklausomojo kintamojo reikSmiy iSsibarstyma apie vidurkj, determinacijos koeficientas igyja vieneto
reikSme (R2=1). Kuo mazesng steb&jimy nuokrypiy nuo vidurkio dalj regresinis rySys paaiskina, tuo
determinacijos koeficiento reikSmé artimesné nuliui (visiSko nepaaiSkinimo atveju R*=0). Taigi
determinacijos koeficiento reikSmeé gali buti tarp 0 ir 1. Kuo arciau vieneto yra determinacijos koeficiento
reikSme, tuo nepriklausomi kintamieji stipriau jtakoja priklausomg kintamgjj . Pvz. determinacijos
koeficiento reikimé R?=0,75, rodo, kad 75 proc. priklausomojo kintamojo poky&iy salygoja
nepriklausomy veiksniy kitimas.

Tiesinés regresijos atveju determinacijos koeficiento kvadratiné Saknis lygi koreliacijos

koeficientui (VR?=r). Netiesinio ry$io atveju $i lygybé negalioja.

39



Determinacijos koeficientas daznai naudojamas, norint parinkti tinkamiausig regresijos lygtj.
Taciau jis turi vieng trikuma - daugéjant regresijoje priklausomy veiksniy skaiciui, determinacijos
koeficientas visuomet did¢ja. Nesvarbu, ar naujai jtrauktas veiksnys yra statistiSkai reikSmingas, ar ne.
Norint i§vengti $io triikumo, yra skai¢iuojamas koreguotas determinacijos koeficientas. Sis koeficientas

R2 = 1{”—_1(1—R2)}

n-k-1 5.2

Zymimas R%ir skaic¢iuojamas pagal formule:

kur n — stebéjimy skaicius, k — regresijos nepriklausomy kintamyjy skaicius.

Regresijos lygties statistinio reik§mingumo jvertinimas

Taikant regresing analiz¢ neuztenka skaitiSkai jvertinti, kiek priklausomojo kintamojo kitimo
paaiskina nepriklausomy kintamyjy veikimas. Logiska, kad atlikus mazai stebé&jimy daryti iSvadas apie
daugelio veiksniy jtaka, net ir turint aukSta determinacijos koeficienta néra patikima. Pvz., turint tik
dviejy biury metinius kasStus, padarytos iSvados apie darbuotojy skaiciaus, rySio tarify ir nuomos kainy
poky¢iy jtaka jdarbinimo bendroviy biuro iSlaikymo kastams bus mazai vertingos. Norint zinoti, ar
galima pasikliauti apskaiciuota regresija yra atlickama regresijos statistinio reik§mingumo tikrinimo
procediira, naudojant Fiserio testa. Tuo tikslu naudojama F statistika

Kur o - pasirinktas reik§mingumo lygmuo, k ir n-k-1 yra atitinkami laisvés laipsniy skaiciai.

- 209K .
Kk Z(yi_yi)zl(n—k—l)

Jei pagal regresija nustatyta F statistika yra didesné uz pasirinkto reikSmingumo lygmens teoring

Fi-1n skirstinio reikSme, tai apskaiCiuota regresija yra statistiSkai reikSminga.
Hipotezés tikrinimo procediura tradiciskai susideda 1§ keturiy zingsniy:

1. Zingsnis. ISkeliam hipotezes:

Ho: B1 =B2 =... =Pk = 0, (visi parametrai prie nepriklausomy kintamyjy yra lygis O t.y., regresija
yra nereikSminga, nes né vienas veiksnys nejtakoja priklausomojo kintamojo)

Ha: bent vienas 1§ parametry f3; néra lygus O (regresija statistiSkai reikSminga, nes yra bent vienas

veiksnys, kuris jtakoja priklausoma kintama;jj)
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2 zZingsnis Apskai¢iuojama pagal formule 3,3 statistikos reikSme ir laisvés laipsniy skaiCius k, ir
n-k-1.

3 zingsnis ApskaiCiuotg fakting F reikSme lyginame su pasirinkto reikSmingumo, pvz., 5 proc.
(=0,05), teorine Fy n-1 reikSme i§ F-skirstinio lenteliy (Zr. priedus)

4 zingsnis ISvada. Jeigu Fypscaicivota > Fin-k-1 , tuomet su 95% pasikliovimo lygmeniu atmetame
nuline hipoteze, jog regresija yra statistiSkai nereikSminga ir priimame alternatyvia, kad bent vienas
nepriklausomas kintamasis jtakoja nagrinéjama kintamajj. Jeigu yra prieSingai ,t.y., Fapskaicivota < Fonk-1
tuomet negalime atmesti Ho hipotezés, kad kintamyjy priklausomybé yra statistiskai nereikSminga.
Pavyzdys
Grijzkime prie jdarbinimo bendrovés pavyzdZzio. Suskai¢iuosime determinacijos koeficientg ir
patikrinsime hipoteze, ar gauta regresija yra statistiskai reik§minga. Siam tikslui pradiniy duomeny ir

skai¢iavimy lentelg 2.1 papildykime biuro iSlaikymo kasty variacijos skai¢iavimais, kurie pateikti 5 ir 6

stulpelyje.
5.1. lentelé
i-0jo biuro | Dirban¢iyj Apskaiciuot
i§laikymo | y skaigius | x;? 0s pagal (9, - §)? (y, - y)? (y; = 9.)2
kastai y; i-ame (3 regresija (5) (6)
biure X; y; reikSmés
@)
100 10 100 111 5,3 177,8 121
90 8 64 97 265,7 5429 49
140 14 196 131 660,5 7129 1
130 12 144 125 136,9 278,9 25
120 11 121 118 22,1 44,9 4
100 7 49 90 5429 _ 1768 100
Yyi= 680[Xxi= 62 [Ix’= Y5, -H=16333 [Z(yi- y)’ 2y, - 9,02 =
674 =1933,3 300

Determinacijos koeficiento skaiciavimas

Pirmiausia apskai¢iuojame determinacijos koeficiento vardikl;j t.y., biuro i§laikymo kasty kvadratiniy

nuokrypiy nuo vidurkio suma, kuri yra lygi: 2(y - y)?=1933,3 (skai¢iavimai pateikti 6 stulpelyje)

A~

.Determinacijos koeficiento skaitikliui surasti apskai¢iuojame y, , jsistatydami j regresijos lygtj

¥, = 41+7 X, nepriklausomojo kintamojo reikSmes. ( skaiCiavimai 4 stulpelyje).




Po to apskai¢iuojame ¥, reikSmiy skirtumy nuo y vidurkio kvadraty suma., kuri yra lygi 2. (9, - {/))22
1633,3. ( skaiciavimai pateikti 5 stulpelyje). Taigi determinacijos koeficientas R%=1633,3/1933,3 =
0.8448, kuris parodo, kad darbuotojy skaiciaus pokyciai salygoja 84 proc. biuro islaikymo kasty kitimo.
Regresijos reiksmingumo tikrinimas
Atliekame keturis hipoteziy tikrinimo procediiros Zingsnius.

1. Zingsnis. Tikriname hipoteze, ar regresinis rySys statistiSkai yra reikSmingas:

Ho: visi B1 =0, (Misy pavyzdyje turime tik vieng nepriklausoma kintamajj x -darbuotojy skaiciy)

Ha: B1 néra lygus 0 (regresija statistiSkai reikSminga)

2 zingsnis Apskaic¢iuojame pagal formule 5,3 statistikos Fapsaicivoa  reikSme, ir laisvés laipsnius

'k-1=2-1=1 ir n-k=6-2=4 laisvés laipsniai:

_ 1633.3/1 _ 01777

i 300/ 4
3 zZingsnis Fapskaicivota Te€1kSme lyginame su 5 proc. (¢=0,05) reikmingumo teorine Fi4 reikSme i$
F-skirstinio lenteliy (zr. priedus). Matome F =21.777> F1 4= 7.71
4 zingsnis Isvada. Su 95% pasikliovimo lygmeniu atmetame nuling hipotezg, jog abu jverciai gali
buti lygis 0 ir priimame alternatyvig hipotezg, kad bent vienas veiksnys reikSmingai jtakoja biuro
iSlaikymo kasStus. Kaip parodé¢ ankstesné analizé¢, darbuotojy skaiCius yra reikSmingas veiksnys,

itakojantis biuro kastus
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LAIKO EILUCIU ANALIZE

Paskaitos dalys:
5. Tendencijy, cikly, sezoniniy svyravimy nustatymas.

6. Prognozavimas pagal laiko eilutes.

Pagrindiniai terminai:

Tendencijy, cikly, sezoniniy svyravimy nustatymas  Prognozavimas pagal laiko eilutes

e Klasikinis i§skaidymas e Globalus trendas

e Trendas e Lokalus trendas

e Ciklai e Slenkantys vidurkiai

e SezoniSkumas e Svertiniai slenkantys vidurkiai
e Atsitiktiniai svyravimai (paklaidos) e Centruoti slenkantys vidurkiai
e Adityvus iSskaidymas (sumos) e Eksponentinis i§lyginimas

e Multiplikatyvus i§skaidymas (sandaugos)

1. Tendenciju, ciklu, sezoniniu svyravimu nustatymas

Laiko eiluciy analizé¢ —tai ekonometrinis tyrimo metodas, kai naudojama tik nagriné¢jama reiskinj
apibiidinantys jvairiy laikotarpiy duomenys. Neturint papildomos informacijos apie proceso dinamikos
priezastis ir salygas, Analizuojant laiko eilutes galima iSsiaiSkinti pagrindines tendencijas ir kitus
procesus, biidingus duomeny laiko eilutei. Si analizé padeda suprasti praéjusio laikotarpio nagrinéjamo
reiSkinio kitimo désningumus ir tendencijas; yra naudinga prognozuojant galimus variantus bei priimant
sprendimus.

Laiko eiludiy analizé apima labai platy problemy spektrg. Siame kurse nagrinéjamos tik dvi
elementariosios analizés: (1) kaip nustatyti laiko eilu¢iy sudétines dalis (trendo, cikliSkumo, sezoniSkumo
ir atsitiktiniy svyravimy komponentus), (2) kaip nustatyti pagrinding tendencija ir prognozuoti
elementariaisiais metodais.

Zemiau aptariami tokie klausimai:
- laiko eilutés samprata,

- laiko eilutés sudétinés dalys,
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- laiko eiluciy iSskaidymo sumos ir sandaugos biidai,

- klasikinis laiko eiluc¢iy iSskaidymas.
Laiko eilutés samprata

Laiko eiluté® — periodisky steb¢jimy visuma, kuriy duomenis gali sudaryti tam tikrais laiko

momentais fiksuoti stebéjimy dydziai, arba per periodg stebimy dydziy suma. Laiko eilutés gali buti
suformuotos 1§ jvairaus daznumo, taciau vienodo periodiskumo duomeny: valandiniy, kasdieniy,
savaitiniy, ménesiniy, metiniy ir pan. ISskiriamos dviejy tipy laiko eilutés: intervalinés ir momentings.
Intervaliniy laiko eiluc¢iy reikSmés yra per laiko perioda agreguoti duomenys. Tokiy laiko eiluciy
stambesnio periodiSkumo eilutés gali biiti gaunamos apjungiant smulkesnio periodisSkumo laiko eilutés
stebéjimus. Momentiniy laiko eilu¢iy duomenys yra kintamyjy stebéjimai konkreciomis datomis. Jy
stambesnio periodiSkumo laiko eilutés gaunamos ne agreguojant smulkesnio periodiskumo laiko eiluciy
duomenis, o priklausomai nuo eilutés ir analizuojamo kintamojo tipo (pvz., kaip vidurkiai nedarbo lygio
rodikliui, kaip svertiniai vidurkiai - palikany normoms, ar tiesiog praleidZiant atitinkamus smulkesnio
periodiskumo stebéjimus ir fiksuojant tik stambesnio periodisSkumo stebéjimus — indeksams bei pan).

6,1. lentelé Laiko eiluciy pavyzdziai

Intervaliné laiko eiluté Momentiné laiko eiluté

Lietuvos bendrojo vidaus produkto ketvirtinio | Ketvirtiné nedarbo lygio rodiklio reikimiy seka™,

daznumo laiko eilute’®. Salia - i3 jos gauta 1§ kurios metinio periodiSkumo duomenys

metinio daznumo eiluté. gaunami kaip aritmetiniai vidurkiai.

Nedarb
Ketviréi  BVP, min. BVP, Nedarbo o lygis
ai LEur. Metai min. Lt | Ketvir¢iai lygis % | Metai %
2000 | 10404,7 | 2004 1 13366,6 | 2000 | 2004 1 13,0
2000 11 11622,2 | 2004 11 15346,2 | 2000 11 15,9 | 2004 11 11,3
2000 111 11899,2 | 2004 111 16660 | 2000 I1I1 2004 111 10,6
2000 IV 11922,4 1 2004 IV 17067,3 | 2000 IV 16,9 | 2004 IV 10,6
2001 | 10888,7 | 2005 | 14734512001 | 2005 | 10,2
2001 11 12238,2 | 2005 11 17638,6 | 2001 11 16,8 | 2005 I 8,5

% Terminui laiko eiluté sinonimiskai gali biiti naudojama savoka laiko seka.

19 Saltinis: Lietuvos banko puslapis Internet’e: http:\\www.lbank.It
! Qaltinis: Lietuvos ekonoming ir socialiné raida 2006
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2001 I 12691,3 | 2005 111 19070,1 | 2001 111 2005 11 7,2
2001 IV 12744,71 2005 IV 19640,7 | 2001 IV 17,91 2005 IV 7,1
2002 | 11318,9 2002 | 17,1
2002 11 13084,7 2002 11 13,0
2002 I 13810,4 2002 111 11,9
2002 1V 13734,5 2002 1V 13,0
2003 | 12442,5 2003 | 13,6
2003 I 14120,6 2003 I 12,9
2003 11 14956,4 2003 111 11,6
2003 IV 15252,4 2003 1V 11,6

Laiko eilutés sudétinés dalys

Elementarioje dinamikos eilu¢iy analizéje nagrin¢jami jvairls rodikliai, apibiidinantys stebimy
dydziy pokycius (absoliutinis padid¢jimas, didéjimo ir padidéjimo tempai ir t.t.). Sudétingesnéje laiko
eilu¢iy analizéje vienas svarbiausiy tyrimo biidu yra jos sudétiniy daliy nustatymas. Sudétinémis dalimis
dazniausiai yra skiriami tokie laiko eilutés komponentai: (1) trendas, (2) cikliniai svyravimai, (3)
sezoniniai svyravimai, ir (4) atsitiktiniai svyravimai.

1) Trendas. Laiko eilutés stebéjimy ilgalaikis kitimo pobidis yra vadinamas laiko eilutés kitimo
tendencija. Daznai $i tendencija yra iSreiSkiama tam tikra matematine funkcija (Zr. 6.1. paveiksla), kuri
vadinama trendu. Tokj ilgalaikj kitimo pobiid; gali nulemti jvairts nagrin€¢jama procesg nuolat veikiantys
veiksniai, pvz., gyventojy demografinés sudéties, technologijy, vartotojy preferencijy ir paklausos bei
pan. pokyciai. Atkreiptinas démesys ] tai, jog nagrin¢jant tik laiko eilutés duomenis Sie veiksniai néra
statistiSkai identifikuojami, taciau ekonominis socialinis pagrindimas yra butinas analitikui pasirenkant
tinkamg funkcing trendo forma ir ypa¢ prognozuojant. Trendo forma gali biti jvairi: tiesine,
eksponentiné, logaritminé, hiperboliné, rodikliné ir pan. Jos pasirinkimas priklauso nuo konkreciy

analizuojamy duomeny dinamikos ypatumy ir numanomy proceso raidos priezasciy.
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Laiko eilutés pirminiy duomenuy kitimas
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6,1. pav.

2) Cikliniai svyravimai. Trendas parodo pagrinding proceso tendencija, nuo kurios faktiniai duomenys

gali periodiSkai nukrypti (grafiSkai tai atsispindi faktiniy laiko eilutés stebéjimy svyravimuose apie
trenda, zr. 6,2. paveikslg). Ciklinius svyravimus paprastai galima pastebéti per ilgesnj laikotarpj,

dazniausiai jiems biidingas ne staigus, o daugiau ar maziau tolygiis peréjimas i§ vienos fazés i kita. Tokiy

svyravimy pavyzdys — iikio vystymosi ciklai, kuriuos apibiidina cikliniai bendrojo vidaus produkto,

infliacijos, nedarbo ir Kity rodikliy svyravimai.

Cikliniai svyravimai

Hipotetinis kintamasis

80000
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40000 -
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20000 -
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min.Lt

Metai

Kintamasis

e— Ticsinis trendas

6.2. pav.

3) Sezoniniai svyravimai. Sezoniniais svyravimais vadinami reguliaris svyravimai, vykstantys mety

laikotarpyje. Kartais sezoniniais svyravimais vadinami ir per mazesnj nei mety laikotarpj vykstantys
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reguliariis kitimai, pvz., per savaite jvykstantys kasdieniai ar per ménes] jvykstantys savaitiniai ir pan.
dinamikos atsikartojimai.

4) Atsitiktiniai svyravimai. ISskirti trendo, cikliSkumo ir sezoniSkumo komponentai tik isskirtiniais
atvejais visiskai paaiskina faktinius duomenis. Jais nepaaiskinta laiko eilutés dalis yra vadinama
atsitiktiniais svyravimais. Juos saglygoja trumpalaikiai, netikéti ir nereguliariis veiksniai. Analitikui biitina
atkreiti démesj | tai, jog atsitiktinio svyravimo dydj gali jtakoti ir netinkamai parinktas trendas bei

analizés procediira.

Laiko eilu¢iy iSskaidymo sumos ir sandaugos budai

Laiko eilutés gali buti iSskaidomos j trenda (T), ciklinius (C), sezoninius (S) ir atsitiktinius (A)
svyravimus dviem budais - SUmMOS ir sandaugos.

Jei cikliniy ar sezoniniy svyravimy amplitudés mazai priklauso nuo trendo reik§miy dydzio, t.y.
kintant trendo absoliutinéms reik§méms, svyravimy amplitudé mazai kinta (zr. 6.3. paveikslg), tokiu
atveju nustatant laiko eilutés komponentus tikslinga taikyti sumos (arba kitaip adityvinj) biida:

Y=T#+Ci+Sit+A;, kur t — laiko eilutés stebéjimo indeksas, o Y — laiko eilutés stenéjimai laiko

momentu t.
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6.3. pav.

Jei cikliniy ar sezoniniy svyravimy amplitudés priklauso nuo trendo reikSmiy dydzio, t.y. esant
didesnei trendo reikSmei, taip pat didéja arba mazéja ir cikliniy bei sezoniniy svyravimy amplitude (pvz.,
zr. 6.4. paveiksla), tuomet iSskaidant laiko eilute tikslinga taikyti sandaugos (arba kitaip multiplikatyvinj)
bida:

Yi=T¢CeSt-Ac.
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Isidémeétina, kad nagringjant metinius duomenis sezoniSkumo komponentas sumos biide lygus

nuliui,o sandaugos — vienetui.

Klasikinis laiko eilutés iSskaidymas

Pasirinkus laiko eilutés i§skaidymo biida - sumg arba sandaugg - toliau laiko eiluté skaidoma j
trenda (T), cikliniy (C), sezoniniy (S) ir atsitiktiniy (A) svyravimy komponentus. Cia pateikiama
klasikinio laiko eilutés iSskaidymo procedira, naudojant sandaugos buida (sumos skaidymo atveju
atlickami analogiski veiksmai, tik vietoje sandaugos zenklo reikia naudoti sumos, o vietoje dalybos —

atimties Zenklus):

Skaiciavimus pailiustruosime pasinaudodami Lietuvos bendrojo vidaus produkto ketvirtinio
periodiSkumo duomenimis, pateiktais 6,2 lentel¢je. Kiekvienas Zingsnis lenteléje atskirtas stulpeliu

nurodant procedaros eiliSkumo numerj.

1. Pirmiausiai slenkanc¢iy vidurkiy metodu (apie ji placiau Zr. Sio skyriaus antrame skirsnyje
Prognozavimas pagal laiko eilutes) iSlyginami pirminiai steb¢jimai (Y;). Tokiu bidu
nustatomas trendo ir cikliniy svyravimy komponenty bendras dydis (T-Cy). SezoniSkumo ir
atsitiktinumo komponenty (SiA¢) itaka slenkantys vidurkiai eliminuoja. Priklausomai nuo to,
kokio periodiSkumo laiko eiluté analizuojama, pasirenkamas atitinkamas slenkancio vidurkio
démeny skaicius. Pavyzdziui lyginant laiko eilutg¢ trijy démeny slenkanciu vidurkiu,
pirmiausia yra suskaiiuojama pirmy trijy laiko eilutés stebéjimy reikSmiy suma, kuri
padalinama 1§ trijy. Taip gaunama pirmoji laiko eilutés slenkancio vidurkio reik§mé, Gautoji
reikSmé yra priskiriama slenkancio vidurkio démeny viduriniam steb¢jimui, t.y. jeigu buvo

susumuotos t=1,2, ir 3 stebé&jimo reikSmés, tuomet gautoji slenkancio vidurkio reikSmé yra
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priskiriama antrajam steb&jimui t=2. Nagrin¢jant ketvirtinio ar ménesinio periodiSkumo laiko
eilute, taikomas atitinkamai keturiy arba dvylikos démeny slenkantis vidurkis, tuomet turime
dvi slenkan¢io vidurkio periodo vidurio reik§més t.y., antras ir tredias stebéjimas. Siuo atveju
slenkant] vidurkj reikia papildomai centruoti, t.y. i§ dviejy gretimy slenkancio vidurkio
reikSmiy apskaiciuoti slenkantj vidurkj. .
Pailiustruokime slenkanciy vidurkiy skai¢iavima, pasinaudodami 6.2 lentelés duomenimis.
Lietuvos BVP duomenys pateikti ketvir¢iais, todél taikysime keturiy démeny slenkantj vidurki.
Pirmoji slenkancio vidurkio reik§mé yra lygi keturiy pirmy eilutés démeny (2000 I, 2000 II, 2000
III, 2000 IV ) BVP reiksmiy vidurkiui t.y.:

10404,7 +11622,2 +11899,2 + 11922 ,4

=114621
4

Gautg slenkanc¢io vidurkio reikSme¢ negalime priskirti apskaiciuoto slenkancio vidurkio
viduriui, nes démeny skaicius lygus keturiems, t.y. yra du periodo vidurio steb¢jimai: antras ir
treCias. Laikinai priskiriam gautg reikSme 2000 III ketvirCiui arba trec¢iajam periodui t=3
(zitréti 1 stulpelj).

Antroji slenkancio vidurkio reik§Sme yra lygi praleidus pirmaji stebéjima sekanciy keturiy
BVP eilutés démeny (2000 II, 2000 III, 2000 IV , 2001 I)  stebéjimy vidurkiui t.y.:

11622,2 +11899,2 +11922,4 +10888,7

=115831
4

Si reikimé priskiriama 2000 IV ketviréiui. Taip, praleidus po vieng démenj, yra skai¢iuojamas
slenkantis vidurkis iki paskutinés galimos keturiy démeny vidurkio reik§més. Sie duomenys
surasyti lentelés 6,2 3stulpelyje (1 zingsnis T-C stulpelyje).

Keturiy démeny slenkancio vidurkio reikSmes reikia centruoti, nes jtraukiamy duomeny
skaiCius yra lyginis t.y., 4.

Pirmoji centruotos eilutés (duomenys 6,2 lenteléje 4 stulpelis Centruoti duomenys T-C)
reikSmé yra lygi:

11462,1+11583,1 _11522.6 ir tt.

2. I8 faktiniy laiko eilutes reikSmiy Y; eliminuojant trendo ir cikliniy svyravimy bendra
komponente T*C, apskaiciuota slenkanciy vidurkiy metodu, nustatomas bendras sezoniSkumo

ir atsitiktinumo komponenciy (Si-A¢) dydis. Pateiktame pavyzdyje $i procediira atliekama,
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padalinant BVP faktines reikSmes (2 stulpelis) i§ centruoty slenkanciy vidurkiy metodu
i$lyginty reikSmiy ((4 stulpelis)
Y,
SiA = t

Tthentruotas
Antrojo zingsnio skai¢iavimo duomenys yra pateikti 6,2 lentelés 5 stulpelyje  Si-A: . Pvz.
2000 I11'ir 2000 1V periodo duomenys:

118992 )0 19224 0 i
11522.6 11660,1

3. Siekiant i§ bendro sezoniSkumo ir atsitiktiniy svyravimy dydzio (S¢*Ay) iSskirti tik
sezoniSkumo komponente, reikia apskaiciuoti visy mety kiekvieno sezono (pvz., visy mety I,
11, II1, ir IV ketvirc¢iy) sandaugy St*A¢ vidurkius. Apskai¢iuotos sezono vidurkiy reikSmés yra
atitinkamo periodo sezoniSkumo indeksas.
Pvz. treciojo mety ketvir¢io sezoniSkumo indeksas yra lygus 2000 III, 2001 III,
2002 IIT ir 2003 III, 2004 111, 2005 III ketviréiy S¢*A; reikSmiy vidurkiui t.y.:

1,03+1,04 +1,05+1,05+1,06
5

=1.05

Tokiu pat budu suskai¢iuojame I, II ir IV ketvir€iy sezoniSkumo indeksus; 0,90; 1,01; 1,04.
Gauti keturiy ketvir¢iy sezoniSkumo indeksai suraSyti prie atitinkamy ketvir¢iy.6,2 lentelés 6

stulpelyje.

Jei mety periody (pvz. vieny mety 1, 11, III, IV ketvir¢iy) sezoniSkumo indeksy vidurkis néra
lygus vienetui, tai kiekvieno periodo sezoniSkumo indeksg reikia pakoreguoti padalinant i§
mety sezoniSkumo indeksy vidurkio.

Pateiktame pavyzdyje sezoniSkumo indeksy vidurkis yra lygus:

0,90 +1,01+1,05+1,04

=0,998
4

Gauta reikSmeé yra labai artima 1, todél sezoniSkumo indeksy koregavimas, praktiSkai
nepakeité sezoniSkumo indekso reikSmiy. Koreguotos sezoniSkumo indeksy reik§Smés, kurios
po apvalinimo yra lygios pradiniams sezoniSkumo indeksams, yra pateiktos 6,2 lentelés 7

stulpelyje.
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4. Nustacius sezoniSkumo komponente, 1§ laiko eilu¢iy pirminiy duomeny eliminuojama jo jtaka
ir gaunamos laiko eilutés stebéjimy reikSmés be sezoniniy svyravimy, t.y., desezonizuoti
duomenys:

Yt

Tt*Ct A[ =

tkoreg
Pvz.: 2000 I ketvir¢io desezonizuoti duomenys apskai¢iuojami taip:

10404,7
0,902

= 11535

Sie duomenys surasyti 6,2 lentelés 8 stulpelyje.

5. Eliminavus sezoniSkumo jtaka laiko eilutés steb&jimy reikSméms, apskaiiuojamas
desezonizuoty laiko eilutés duomeny trendas, dazniausiai taikant maziausiy kvadraty metoda
(MKM). Tiesinio trendo matematiné iSraiska atrodo taip:

Yt (desezonizuoti)= Bo+ Pit + &,
kur y; — laiko eilutés t-stebéjimo reik§mé, kur t - tai periodo numeris, ty., t=1,2,3/4, it t.t.
atitinkantis laiko eilutés stebé&jimo laikotarpj, pvz. 2000 I - tai pirmasis stebg¢jimas, t.y. t=1.
2000 II tai antrasis stebéjimas, t=2, ir t.t . Periody numeriai yra pateikti 6,2 lentelés pirmame
stulpelyje.
Misy pavyzdyje Excel programos pagalba apskaiciuotas tiesinis BVP 2000-2005 mety
trendas yra lygus:
y: (desezonizuoti)= 10178,0+306.48 *t ,
Sios lygties koeficientai parodo, kad 2000-2005 metais Lietuvos BVP apimtys per ketvirtj
vidutiniSkai padidédavo po 306,48 min. Lt. (prisiminti tiesinés porinés regresijos parametry
ekonoming interpretacijg iS Sio paskaity konspekto regresinés analizés dalies)
Taigi 6,2 lentelés 9 stulpelyje pateiktos BVP tiesinio trendo reik§més. Pirmoji reik§mé yra
gaunama.
10484 = 10178,0+306.48 -1 , ir t.t.
6. Cikliniy svyravimy komponenté nustatoma kaip trendo ir cikliniy svyravimy komponenciy

bendro dydzio (T*C;) bei trendo reikSmiy santykis:

Ci= Tfl_Ct Miisy pavyzdyje cikliniy svyravimy duomenys yra pateikti 10 stulpelyje, kurio

t
reik§més yra gaunamos padalinus 4,2 lentelés slenkanciy vidurkiy reik§mes, esancias

stulpelyje 4 i tiesinio trendo reikSmiy, esanciy 9 stulpelyje.
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6,2. lentelé

Lietuvos bendrojo vidaus produkto laiko eilutés klasikiniu iSskaidymas sandaugos metodu

Pirminiai Antras Ketvirtas |Penktas |Sestas |Septintas
duomenys Pirmas Zingsnis zingsnis | Tredias Zingsnis |Zngsnis  ]Zingsnis |zingsnis |Zingsnis
Koreguot
Slenkandi as
u vidurkiu Sezonisk |sezoniSk |Desezoniz|Trendas
Periodo |BVP iSlyginta  |Centruoti umo umo uoti tiesinis  [Cikliniai |Atsitiktiné
numeris [min.Lt. eilutté duomenys indeksas |indeksas |[duomenys|[(MKM) |svyravim [kompone
periodas |t Y, T+C, ToC, SeA S, Skoreguotas | TICrA T, ai C nte A

1 2 3 4 5 6) 7 8 9 10 11

20001 1] 10404,7 0,90 0,902 11537 10484

2000 1 2] 116222 1,01 1,013 11478 10791
2000 1l 3] 11899,2] 11462,1 11522,6 1,03 1,05 1,048 11357 11097 1,03 0,99
2000 IV 4] 11922,4] 11583,1 11660,1 1,02 1,04 1,038 11488| 11404 1,02 0,99
20011 5] 10888,7] 11737,1 11836,1 0,92 0,90 0,902 12073| 11710 1,00 1,03
2001 11 6] 12238,2] 11935,2 12037,9 1,02 1,01 1,013 12087 12017 0,99 1,01
2001 11 71  12691,3] 12140,7 12194,5 1,04 1,05 1,048 12113 12323 0,99 1,00
2001 IV 8| 12744,7) 12248,3 12354,1 1,03 1,04 1,038 12281 12630 0,97 1,00
2002 1 9] 11318,9] 12459,9 12599,8 0,90 0,90 0,902 125501 12936 0,96 1,01
2002 11 101 13084,7) 12739,7 12863,4 1,02 1,01 1,013 12923| 13243 0,96 1,01
2002 111 11] 13810,4 12987,1 13127,6 1,05 1,05 1,048 13181 13549 0,96 1,01
2002 IV 12| 13734,5] 13268,0 13397,5 1,03 1,04 1,038 13234] 13856 0,96 1,00
20031 13] 12442,5] 13527,0 13670,3 0,91 0,90 0,902 13796 14162 0,96 1,02
2003 11 14] 14120,6] 13813,5 14003,2 1,01 1,01 1,013 13946 14469 0,95 1,01
2003 111 15| 14956,4] 14193,0 14308,5 1,05 1,05 1,048 14274 14775 0,96 1,01
2003 IV 16] 15252,4] 14424,0 14577,2 1,05 1,04 1,038 14697| 15082 0,96 1,02
2004 | 17] 13366,6] 14730,4 149434 0,89 0,90 0,902 14821 15388 0,96 1,01
2004 11 18] 15346,2] 15156,3 15383,2 1,00 1,01 1,013 15156 15695 0,97 1,00
2004 111 19 16660] 15610,0 15781,0 1,06 1,05 1,048 15900f 16001 0,98 1,02
2004 IV 20] 17067,3] 15952,0 16238,6 1,05 1,04 1,038 16446| 16308 0,98 1,03
20051 21| 14734,5] 16525,1 16826,4 0,88 0,90 0,902 16338| 16614 0,99 0,99
2005 11 22| 17638,6] 171276 17449,3 1,01 1,01 1,013 17420 16921 1,01 1,02

2005 1l 23] 19070,1) 177710 1,05 1,048 18200 17227

2005 IV 24]  19640,7 1,04 1,038 18925 17534

Pavyzdziui, 2000 III ketvirtj matyti toks komponenciy i$skaidymas: Y= 11899 min. Lt; Ti= 11097
min.Lt; Ci= 1.03; Si= 1.05; A= Y/ T¢-Ci-S; = 0.99.

Atlike BVP duomeny klasikinj iSskaidyma, galime daryti tokias iSvadas.

e Visy duomeny kontekste iSrySkeja treciaisiais ketviriais pasireiskiantis Zymus sezoniSkumo
pikas (sezoniSkumo indeksas 1,05), t.y BVP Siuo mety laikotarpiu vidutiniSkai 5 proc.
didesnis, tuo tarpu pirmasis mety ketvirtis rodo vidutinj 10 proc. BVP nuosmukj.

e Tiesinis trendas rodo, kad BVP per ketvirt; 2000-2005 mety laikotarpyje vidutiniSkai
padidédavo po 306,48 min. Lt.
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e Taip pat galima konstatuoti tg fakta, jog nagriné¢jamasis 2000-2005 laikotarpis yra ekonomikos
cikliniy svyravimy persilauzymo fazé¢je. Ekonominiai procesai, eliminavus sezoniSkumo ir
ilgalaikes tendencijos jtaka, juda i§ ciklinio nuosmukio 2000 I -2003 II j ciklinj pakilimg nuo
2003 11 —iki nagrinéjamo laikotarpio pabaigos.

Analizuoti bei daryti iSvadas padeda grafinis laiko eilutés sudétiniy daliy vaizdas.4,4. paveiksle

pavaizduotos pirminés reik§Smés (BVP), stebéjimai, eliminavus sezoniSkuma (T-Ci-Ac¢ = Y/ Sy),

bei pastariesiems nustatytas trendas (tiesinis T-Ci-A; trendas).4,5 paveiksle pateikiamos cikliniy,

sezoniniy ir atsitiktiniy svyravimy komponentés.

Pirminiy reikSmiy, dydziy be sezoniSkumo dinamika bei trendas

BVP
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F N &
(190@‘,1/00

v

—— BVP min. Lt — - - Desezonizuoti duomenys Tiesinis trendas

4,4 pav.
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Cikliniuy, sezoniniy ir atsitiktiniy svyravimy komponentai

1,10

—e— SezoniSkumo indeksas S —s— Cikliné komponenté C
—n— Atsitiktiné konponenté A

6.5 pav.

Eiluciy analize neturéty riboti aptartu atskiry laiko eilu¢iy komponenty nagriné¢jimu. Remiantis analitiko

disponuojama platesne socioekonomine informacija, turéty biiti nagriné¢jamos proceso raidg lemiancios

priezastys ir prognozuojama tolimesnis vyksmas.
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2. Prognozavimas pagal laiko eilutes

Svarbiausias prognozavimo pagal laiko eilutes privalumas yra tas, jog pakanka turéti tik

nagrin¢jamojo kintamojo duomenis, taigi prognozavimui reikia minimaliy laiko ir finansy sgnaudy.

Prognozéms pagal laiko eilutes gali biiti pasitelkiami jvairiis metodai. IS kuriy Siame kurse aptariami
tik papras¢iausi — prognozavimas trendu bei laiko eilutés iSlyginimas slenkanciais vidurkiais.Toliau
aptariami tokie klausimai:

- prognozavimas trendu,

- prognozavimas naudojant i§lyginimo metodus

- slenkantys vidurkiai,

- eksponentinis iSlyginimas.

Prognozavimas trendu
Kai laiko eilutei budinga pastovi kitimo tendencija, prognozei tikslinga naudoti trenda.
Paprasciausia trendo funkcija yra tiesiné:
Y, =a-+bt

~

kur ¥ —trendo reik§mé, a — laisvasis koeficientas, lemiantis trendo tiesés poslinkj lygiagreciai

t (abscisiy) asiai, b — trendo tiesés nuolydzio kampo koeficientas, t - laikas.

Tiesinio trendo koeficienty skaitiné ir grafiné prasmé

Yt 16000 y =5397.4+389.98x
14000
12000
10000

¢ Kintamasis

e Tiesinis trendas

0 10 20 30

4,6pav.
Dazniausiai trendo koeficientai randami taikant maziausiy kvadraty metoda (MKM) (koeficientai

apskaiciuojami analogiSkai, kaip ir porinés tiesinés regresijos atveju)., kai minimizuojama faktiniy
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reikSmiy nuokrypiy nuo teoriniy (trendo) reikSmiy kvadraty suma, t.y. siekiama rasti tokius a ir b

koeficientus, kurie

Zn: (y, —(a+bt))*> — min

kur n — stebéjimy skaicius, o t —periodo numetis.

Tokie tiesinio trendo koeficientai nustatomi pagal Sias formules:

b Yty —> >y,
nY 12 (Y tf

a:%(zyt —bZt)

Pavaizdavus procesa grafiskai, neretai galima pastebéti, jog tikslingiau biity taikyti netiesing

trendo funkcija (pvz., zr.4,7. paveiksla, kur tinkamiausia yra logaritminé funkcija, galinti aprasyti vis

mazejancio prieaugio procesa). Praktikoje dazniausiai pakanka tokiy netiesiniy funkcijy, kurias

logaritmavimu ar pakeitimu galima nesunkiai transformuoti j tiesing trendo funkcijg. Toliau pateikiama

dazniausiai naudojamy netiesiniy trendo funkcijy pavyzdziy lentelé. -

6.3. lentelé Netiesinés funkcijos ir juy transformavimas i tiesing¢ formg

Pavadinimas Pirminé iSraiSka I tiesine forma transformuota
iSraiSka
Eksponentiné Y =a-e™ In(y y=In(a)+b-t
Hiperboliné (= at+bft § =a+b-T, kur T=1/t
Logaritminé 'y =a+b-Int Y =a+b-T, kur T=In(t)
Rodikliné ¥ =t In(y )=In(a)+b-In(t)

Netiesinis trendas
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y =4203,3In(x) + 785,1
16000

14000
12000 -
10000 -

8000 -
6000 - e | 0g. (Kintamasis)

Kintamasis

4000 -
2000 -

1 4 7 10 13 16 19 22

4,7pav

Pirminés iSraiSkos koeficienty reikSmés nustatomos j tiesing formga transformuotos lygties

koeficientus antilogaritmuojant arba iSreiSkiant per skai¢iavimuose naudota pazymejima.

Nustacius trendo funkcijos parametrus, prognozuojant reikia j trendo funkcing iSraiskg (vietoje t)
jraSyti norimo prognozés periodo atitinkamg numerj. Numeris sudaromas i$ faktiniy stebéjimy ir norimy
prognozuoti laikotarpiy sumos. Pavyzdziui, jei laiko eilutés stebéjimy skaicius buvo 20, ir norima gauti
prognoze vienam periodu | prieki, | trendo funkcija jraSomas 21. Norint gauti prognoze dviem
laikotarpiais | priekj, reikety jrasyti 22 ir t.t. Pavyzdziui, jei parametry jverciai buvo a=500, b=0.2, tai
vieno periodo prognozé lygi:

§ 21=500+0.2-21= 504.2.
Prognozavimas naudojant iSlyginimo metodus

Iki Siol aptartas trendas yra vadinamas globaliu trendu. Sis trendas ne visada yra tinkamas
prognozavimui, kadangi analizuojamas procesas gali biiti nevienalytis (pavyzdZiui, situacija gali i§ esmés
pasikeisti dél Soky ir struktiiriniy liiziy) arba turimas per trumpas steb¢jimy skaicius neleidzia jvertinti
ilgalaikés proceso tendencijos. Tokiais atvejais prognozei gali buti naudojami lokaliis trendai, parodantys
atskiry stebéjimo atkarpy tendencijas. Prognozavimo iSlyginimo metodu tikslas — “iSvalyti” tiriamg
procesag nuo atsitiktinés komponentés naudojant tam tikra iSlyginimo (suvidurkinimo) procediirg.
Pagrindiniai naudojami metodai — slenkantys vidurkiai ir eksponentinis iSlyginimas (pastarasis taip pat

yra slenkanc¢iy vidurkiy tam tikra variacija).
Slenkantys vidurkiai

Slenkanciy vidurkiy esmé - laiko eilutés transformavimas | nauja laiko eilute, kurioje atskiri

ankstesnés eilutés stebéjimai pakeiiami keliy (pvz., trijy, penkiy ir pan.) steb&jimy vidutiniu dydziu.
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Savoka “slenkantys” nusako, jog naujas vidurkis skai¢iuojamas i§ naujo steb¢jimy rinkinio: naujas
stebéjimas yra jtraukiamas, o vienas seniausias stebéjimas - pasalinamas. Prognozuojant, paskutinioji
slenkancio vidurkio reik§mé yra laikoma proceso prognozuojamu dydziu. Praktikoje naudojami jvairts

slenkantys vidurkiai, pagrindiniai kuriy apibiidinti lenteléje.

6.4 lentelé Slenkancio vidurkio rasys

Slenkancio Pastabos
vidurkio | Formulé
tipas
Paprastas MA= 1/n Zyeni =1n (ye+yes | Vienodai pasveria visus slenkantj vidurkj
+.. . +Yine1) sudarancius n steb¢jimus (démenis)
Svertinis Pvz.: Cia stebéjimai pasveriami nevienodai.

WMA= Z(i*Yen+i)/Zi = [nye+(n- | Svoriy  priskyrimo  schemos gali  buti
1)Ye1t+...+lyenea)/ [n+(n-1)+...+1] | ivairios. Pavyzdyje pateikiamas variantas,
kai senesniam steb¢jimui priskiriamas vis
mazesnis svoris.

Centruotas CMA= 1/n Zy; = 1n [Yuqaye + Cia iilyginimas realizuojamas pakeiGiant
Yer(n-1y2-17F - F Y-y | pirminés laiko eilutés reikSmes vidurkiu,
suformuotu 1§ vienodo skaiCiaus pries
stebéjima ir po steb¢jimo esanciy steb&jimy.
Sio slenkandio vidurkio trikumas -
véliausiems periodams slenkantys vidurkiai
néra apskaiciuojami. Be to, siekiant, kad
slenkan¢iy ~ vidurkiy  reikSmés bty
gaunamos laikotarpio pabaigai ir
palyginamos su pirminémis reik§mémis,
slenkanc¢io vidurkio démeny skaiCius (n)
turi biiti nelyginis.

Isidémétina, jog didéjant slenkanc¢iy vidurkiy démeny, t.y. steb&jimy, i$ kuriy skaic¢iuojamas
vidurkis, skaiciui, vis laiko eiluté vis labiau i§lyginama, t.y. vis tolydesné. Palyginimui pateikiama

laiko eiluté ir jos 3 bei 7 démeny slenkantys vidurkiai (zr. 6.9. paveikslg).

Pirminiy duomeny iSlyginimas paprastu slenkanciu vidurkiu
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a  Pirminiai duomenys

3 periody slenknatis
vidurkis

e ] periody slenkantis
vidurkis

4.8. pav
Prognozuojama slenkanciais vidurkiais darant prielaida, kad paskutinysis slenkantis vidurkis yra
proceso tolimesnio vystymosi reikSmé.
Eksponentinis iSlyginimas
Eksponentinis iSlyginimas praktikoje naudojamas dazniau nei auk$¢iau apibuidinti slenkantys
vidurkiai. Eksponentinis iSlyginimas taip pat yra svertinis vidurkis, kurio praeities stebéjimams
priskiriami eksponentiS$kai maz¢jantys svoriais. Eksponentinio i§lyginimo matematin¢ iSraiska:
EWMA= wy+(1-w) EWMA.1, kur w yra analitiko nuozitira parenkamas i§lyginimo faktorius.
ISlyginimo faktoriaus w reikSmé gali kisti nuo nulio iki vieneto. Taciau paprastai jos reikSmé yra
nuo 0,05 iki 0,3. Kuo ji didesné, tuo didesnis svoris priskiriamas paskutiniam steb¢jimui ir maziau
kreipiamas démesys ] praéjusiy laikotarpiy iSlygintas reikSmes (kraStutiniu atveju, kai w=1, EWMA= y;,
t.y. paskutinio stebé¢jimo reik§mei); kuo w mazesné — tuo didesn¢ jtaka prognozuojamam dydziui turi

ankstesnés iSlygintos reikSmés (zZr. 6.10 paveikslg).

Pirminiy duomeny eksponentinis iSlyginimas

Eksp.
iSlyginimas
alpha=1

e Eksp.
i8lyginimas
alpha=0.5

¢ Pirminiai
duomenys
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4.9. pav.

Nors iSlyginimo faktoriaus reik§més pasirinkimas yra laisvas ir priklauso nuo analitiko
sprendimo, taciau konkreciai laiko eilutei gali biiti nustatyta tam tikra optimali w reikSmé (pvz., tokia,

kuri minimizuoja faktiniy ir i§lyginty reikSmiy skirtumy kvadraty suma).

Cia aptartas tik paprastas eksponentinis i§lyginimas, kuris paprastai taikomas palyginti dideliy

svyravimy neaiskios tendencijos laiko eilutei.
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Priedai

Paskaity konspekte naudojami matematiniai simboliai :

yi - priklausomojo kintamojo i-ojo stebéjimo faktiné reikSmé (i=1...n)

Y. - pagal regresijos lygti apskaiCiuota priklausomojo kintamojo i-ojo steb¢jimo reikSmeé
(i=1...n)

y - priklausomojo kintamojo reikSmiy vidurkis

X;ji - ] nepriklausomojo kintamojo i-ojo stebéjimo reikSmeé (i=1...n)

X; - J nepriklausomojo kintamojo reikSmiy vidurkis

n- steb¢jimy skaicius

k nepriklausomy kintamyjy skaicius

Bo - regresijos lygties laisvojo nario parametras

Bj - regresijos lygties parametras prie j- 0jo nepriklausomojo kintamojo

bo - regresijos lygties laisvojo nario parametro jvertis

bj - regresijos lygties parametro prie j 0jo nepriklausomojo kintamojo jvertis
o - regresijos lygties dispersija

& - regresijos modelio paklaida

e -regresijos modelio paklaidos jvertis

SE - regresijos lygties standartine paklaida

SEy; - regresijos j parametro jvercio standartiné paklaida
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PRAKTINE UZDUOTIS
(Priedas prie ekonometrijos paskaity konspekto)

Nagrinékime tokj pavyzdj:

Privati gyventojy jdarbinimo bendrové turi savo atstovybes 6 miestuose. Kiekvienos atstovybés
biuro iSlaikymo sanaudos priklauso nuo daugelio veiksniy: Vienas i§ svarbiausiy - tai darbuotojy
skai¢ius, nuo kurio priklauso islaidos darbo uzmokesciui ir jvairtis mokesciai valstybei. Greta darbuotojy
skaiCiaus biuro kaStai apima ir kitas sgnaudas - tai iSlaidos patalpy nuomai, Sildymui, rySio ir kt.
paslaugoms, kuriy dydis priklauso nuo jy jkainiy.

Idarbinimo bendrovés biury iSlaikymo kasStai, darbuotojy skaicius ir kity veiksniy tarifai pateikti 1.1

lenteléje.
Lentelé 1.1

Veiksniali Atstovybés

Vilniuje | Vilniuj | Kaune | Klaipé | Siauliu | Panevézyje

e doje ose

Biuro iSlaikymo sganaudos 100 90 140 130 120 100
takst. eur. metus (y))
Darbuotojy skaicius (x1) 10 8 14 12 11 7
Patalpy nuomos tarifai 45 45 20 28 18 22
(eur./10m?) (x,)
RySio  paslaugy tarifai 65 50 54 65 56 71
(cnt/min.)

Paprastumo deélei pradzioje apsiribokime biuro kasty priklausomybés analize tik nuo vieno veiksnio -

darbuotojy skaiciaus. Veiksniy priklausomybe¢ galima pateikti grafiSkai.

UZduotis 1. Grafinis priklausomybés vaizdavimas

Paveiksle 1.1 biuro iSlaikymo sgnaudy ir darbuotojy skaiciaus priklausomybé pavaizduota, kaip tasky

sklaida dvimat¢je sistemoje. Pasinaudodami pradiniy duomeny lentele 1.1, pazymékite grafike trukstama

Biuro iSlaikymo sanaudy priklausomybé nuo darbuotojy
skaiciaus
150
8 b 140
S 130 130
3 * 120
e 110
o * 100 * 100
o 90 90
]
£ 70
>
i‘i 50 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
] 5 7 9 11 13 15
o
5 Darbuotojy skaicius
[11]
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Tiesin¢ priklausomybés matematiné iSraiSka tarp dviejy kintamyjy atrodo taip:

Uzduotis 2. Parametry jverciy skai¢iavimas MKM

yi = (b, +b, %) +e i

1.1 Pav.

Parametry jverciai a ir b apskai¢iuojami pagal S$ias formules:

b — (Zyi _blzxi)
o n

:y_b1)_(;

b, — nzxiyi _inzyi
DR ORE

Pasinaudodami pradiniy duomeny ir atlikty skaiciavimy lentele 1.4,  tusCias vietas jrasykite trukstamus

skaicius.

Lentelé 1.4

i- 0jo biuro i§laikymo Dirban¢iyjy
kastai y;| skaiCius I ame
biure x; X2 Vi*Xi
100 10 100 1000
90 8 64 720
140 14 196 1960
130 12 144 1560
120 11 121 1320
100 7 49 700
2= 680 |2x= 62 |Xx’= 674 X%y, = 7260
%7960 — 62* ool 7%
b _ 677260 -62* ke p, — (680-7762) _ .

L 6*674—(62)°

Apskaiciave by ir by parametry jverCius galime uzrasyti jdarbinimo bendrovés biury islaikymo kasSty

priklausomybés nuo darbuotojy skai¢iaus matemating lygt;:

L]

yi = (414 %) +e,
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UZduotis 3. Standartiniy parametry jverciuy paklaidy skai¢iavimas

SE,, =

wzxiz {Z(yi _9i)2:|
Ny (x, - X)° SE,, = n—k—_lz
Z(Xi _X)

Standartinés parametry jverciy paklaidos skaic¢iuojamos pagal Sias formules:

Pasinaudodami pradiniy duomeny ir atlikty skai¢iavimy lentele 2.1, j tusCias vietas jrasykite trilkstamus

skaicius.
2.1. lentelé
i-0jo biuro Dirbanc¢iyjy
iSlaikymo kastai y;j|  skaiCius i-ame X2 (X — )—()2 (y, - ¥,)?
biure x; '
100 10 100 0.11 121
90 8 64 5.44 49
140 14 196 13.44 1
130 12 144 2.78 25
120 11 121 0.44 4
100 7 49 11.11 100
Yyi = 680|Xxi= 62 =674 1N (x —x)P = |29 =
33.33 300

UZduotis 4. Koeficienty reik§Smingumo tikrinimas
I tuScias vietas jrasykite trikstamus skaicius.
Pagal 6 stebéjimy duomenis jvertinta regresija yra :
yi = 41 +  7x+e
(15.94) (1.5
Skliaustuose pateiktos standartinés paklaidos reikSmés SE,. ir SEp,

1. Zingsnis. Tikrinama parametry lygybés nuliui hipotezé



Ho: B1=0, (Ivertis prie nepriklausomojo kintamojo x gali biiti lygus 0, ty., x veiksnys yra
nereikSmingas)

Ha: B1# 0. (Ivertis prie nepriklausomojo kintamojo x nelygus 0 t.y., X yra reikSmingas)

2 zingsnis Apskaiciuojama statistikos t=b/SE, reik§Smé, kuri yra lygi t=7/1,5 :|:|7 :

3 Zingsnis ApskaiCiuota faktiné t reikSmé lyginama su Student’o pasiskirstymo tymonk teorine
reikSme. I8 t pasiskirstymo lenteliy (zr. priedus) randame tp 254 = 2,779 (laisvés laipsniy skaicius: n-k=6 -
2=4, ir a/2=0,05/2=0.025).Matome t =4,667> ty o254 = 2,779.

4 zZingsnis Isvada. ISnagrinéjus pavyzdj su 95% pasikliovimo lygmeniu galima daryti i§vada, jog
nuliné hipotezé Hp: =0 atmetama ir priimama alternatyvi hipotezé Ha: B0, kuri reiskia, kad veiksnys x -

darbuotojy skaicius yra statistiskai reikSmingas.
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