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Pratarme

Matematiniy metody taikymas ekonominiy procesy analizei Siandien jprastas dalykas.
Matematiniai metodai pritaikomi makro ar mikroekonominiuose tyrimuose, jie padeda racionaliau
organizuoti verslg, planuoti investicijas ir t.t.

Daugelj ekonominés ir verslo veiklos sriCiy praktiskai iSkyla butinybé surasti geriausig i$
galimy jgyvendinti veiklos varianty. Tarp jvairiy matematiniy metody, taikomy ekonominéje
analizéje, Siam uzdaviniui spresti labiausiai pritaikyti optimizavimo metodai, nes bitent jy pagalba
ieSkoma geriausio iS sprendimy apibréztoje galimybiy aibéje. Todél optimizavimo uZdaviniy
sprendimo teorija — svarbus jvairaus lygio tkinés veiklos optimizavimo pagalbininkas.

Sioje mokymo priemonéje pristatomi ir nagrinéjami papras¢iausi, i§ optimizavimo metody
praktiskai daZniausiai naudojami tiesinio programavimo modeliai ir metodai, skirti optimaliems
sprendimams surasti bei pagrjsti. Siekiama parodyti potencialias jy taikymo galimybes, leidZiancias
ne tik rasti geriausia sprendimg, bet ir atlikti iSsamesne Ukinés veiklos analize. Pateikiami
atitinkami pavyzdziai. Kita vertus, nemaza démesio skiriama matematiniam tiesinio programavimo
modeliy ir metody aparatui. Tuo siekiama, kad skaitytojas iSmokty Siuos metodus ne tik taikyti, bet
ir valdyti — mokeéty juos modifikuoti ir adaptuoti kintanc¢ioms bei nestandartinéms ukinés veiklos
reikméms.

Mokymo priemoné skirta pirmiausia bakalauro lygio ekonomikos studentams. Taciau ji gali
biti sékmingai panaudota ir vadybos studijose bei visur, kur mokoma matematiniy tkinés veiklos
optimizavimo bei valdymo metody, operacijy tyrimo, verslo matematikos ir pan. Taip pat Si
mokymo priemoné gali pasitarnauti kaip jvadiné medZiaga verslininkams, norintiems iSbandyti ir
pritaikyti Siuolaikinius tkinés veiklos optimizavimo bei analizés metodus.

Mokymo priemonei skaityti uztenka paprasciausiy elementarios matematikos ir tiesinés
algebros Ziniy. Tiesinio programavimo teorija pateikiama paprasciausiu galimu bidu, siekiant kuo
didesnio aiSkumo ir prieinamumo. Daug démesio skiriama nagrinéjamy matematiniy objekty bei

teiginiy ekonominiam interpretavimui bei jprasminimui.

Formulés, lentelés ir bréziniai numeruojami kiekviename paragrafe i$ naujo. Todél nuoroda

j, pavyzdziui, (6) formule yra nuoroda j atitinkamg einamojo paragrafo formule, o (7.6) — nuoroda j

§7 (6) formule. Jrodymy ir pavyzdziy pabaiga Zymima Zenklu <.



§ 1. JVADAS. OPTIMALUS SPRENDIMALI. UZDAVINIAI, MODELIAI IR METODAI

1°. Matematiniy modeliy vieta ukinés veiklos analizéje ir valdyme. Kalbésime apie
organizacines sistemas, kurias sudaro tikslingai veikiantys ukine veiklg vykdantys organizuoti
Zzmoniy kolektyvai, naudojantys jvairias technines priemones. Mus domins "mikro" lygio
organizacinés sistemos - jmonés, jy padaliniai, keliy jmoniy sgveika ir pan. Nagrinésime formalius
metodus, kurie padéty nagrinéjamose organizacinése sistemose priimti geriausius sprendimus,
atitinkancius jy tikslg. Minéti metodai remiasi nagrinéjamy sistemy matematiniy modeliy
sudarymu ir sprendimu. Kadangi tiesioginis eksperimentavimas su uUkine veiklg vykdanciais
subjektais praktiSkai nejmanomas arba gali bati labai nuostolingas, iSvadas apie jy savybes,
reakcijas j galimus pokycius, taip pat ir rekomendacijas dél geriausiy sprendimy gauname
naudodami jy atvaizdus — matematinius modelius.

Suformuluotas matematinis modelis tampa atitinkamo uZdavinio pagrindu: naudojantis
modeliu, sprendziama, ko ir kiek gaminti, pirkti, parduoti, kaip geriausia organizuoti transporto
srautus ir t.t. Tokio uzdavinio sprendinys ir yra geriausio ukinio sprendimo pasiulymas.

Matematiniy modeliy ir metody taikyma ukinés veiklos analizei bei sprendimy priémimui
paskatino revoliuciniai procesai gamyboje, nuolatinis jos sudétingéjimas ir vis greitesnis
atsinaujinimas. Tokiomis sglygomis priimti teisingus sprendimus, remiantis vien tradiciniais
metodais, darosi vis sunkiau, o klaidos ima vis brangiau kainuoti. XX a. viduryje atsirado ir
specializuota taikomosios veiklos sritis — operacijy tyrimas. Siandien ekonomiskai i$vystytose

Salyse sunku surasti tokig tkio veiklg, kurioje operacijy tyrimo metodai nebuty taikomi.

2°. DaZniausiai naudojamos matematiniy modeliy (uzdaviniy) klasés. Nors matematinio
modeliavimo taikymo sfera labai plati, o uZzdaviniai labai jvairus, vis délto, pasinaudojant operacijy
tyrimo patirtimi, galima iSskirti kelias dazniausiai taikomy uzdaviniy klases.

Paskirstymo uZdaviniai. Tai bene didZiausia uzdaviniy klasé. Juos sprendziant, siekiama

racionaliai paskirstyti ribotus iSteklius jvairiems darbams atlikti. Jei Zinomos istekliy apimtys,
sprendZiama, kokius darbus naudingiausia atlikti; jei Zinomi darbai, sprendziama, kaip geriausia
juos aprapinti istekliais; gali bati Zinomi ir iStekliai, ir darbai, o reikia surasti geriausig iStekliy

paskirstymg darbams atlikti. Paskirstymo uZdaviniai gali buti naudojami optimaliam gamybos
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planui sudaryti, optimaliam apripinimui iStekliais suplanuoti, transporto priemoniy, jrengimy
paskirstymui darbams optimizuoti ir pan.

Pakeitimo _ir remonto uZdaviniai. Siuose uZdaviniuose nagrinéjami jrengimai arba jy

elementai, kuriy funkcionavimas, laikui bégant, keiciasi. Jrengimai dévisi, mazéja jy patikimumas.
Jei jrengimas remontuojamas (kei¢iamas) pernelyg retai, didéja aptarnavimo islaidos ar net galimy
avarijy tikimybé. Taciau daini remontai ar pakeitimai brangiai kainuoja. Todél reikia nustatyti
optimaly tokiy jrengimo pakeitimo ar profilaktinio remonto laikg, kad laukiamos aptarnavimo ir
remonto iSlaidos bty minimalios.

Atsargy valdymo uZdaviniai (Inventory theory). Siuose uZdaviniuose nagrinéjamas

optimalios atsargy apimties nustatymas jvairiuose tkinés veiklos baruose. Jei atsargos per didelés,
didéja jy saugojimo islaidos, ilgam ,uzSaldomos” léSos, kurias blty galima panaudoti racionaliau.
Taciau mazos atsargos gali buti nepakankamos, be to, daznas jy pildymas gali brangiai kainuoti. |
klausimus, kiek geriausia turéti atsargy, kada jas pildyti ir pan., atsakoma naudojant labai jvairius
modelius: determinuotus, stochastinius, su viena ar keliomis atsargy rasimis ir t.t.

Masinio aptarnavimo (eiliy) teorijos uzdaviniai (Queueing theory). Siais uZdaviniais

modeliuojamos situacijos, kuriose tam tikri pastoviai atsirandantys darbai arba paraiskos turi bati
atliekami (apdorojami) keliais jrengimais (aptarnavimo kanalais). PavyzdZiu, pirkéjy srautg turi
aptarnauti pardavéjai, uzsakymus remontui — meistrai bei jrengimai ir pan. Kadangi uzsakymai
ateina netolygiai, susidaro uzsakymy eilés arba kitu metu aptarnaujantys neturi darbo. Reikia taip
organizuoti aptarnavima, kad nuostoliai dél eiliy susidarymo ir dél prastovy bity kuo mazesni.

Sutvarkymo ir tvarkaradéiy teorijos uZdaviniai. Sie uzdaviniai sudaromi ir sprendZiami,

norint nustatyti optimalig tam tikry darby atlikimo tvarka. Paprasciausias pavyzdys — turimas
jrengimas vieng po kito atlieka keletg darby, bet kiekvieng karta, pries pradedant naujg darbg, jis
turi bdti naujai suderintas (paruostas, pertvarkytas). Suderinimas tarp skirtingy darby trunka
nevienodai ar nevienodai kainuoja. Reikia sudaryti tokig darby atlikimo seka, kad tie derinimai
trukty kuo trumpiau ar maziausiai kainuoty. Sudétingesniu atveju turime keletg jrengimy ir darby,
kurie atliekami tais jrengimais. Kol atliekamas vienas darbas, kiti laukia. Laukia taip pat kai kurie
jrengimai, nes darbus galima atlikti tik tam tikra seka (negalima i$ pradziy dazyti, paskui obliuoti).
Reikia sudaryti tokig darby atlikimo seka, kad visi darbai baty atlikti kuo grei¢iau (pigiau,
kokybiskiau ir t.t.).

Mar$ruto sudarymo ir tinklinio planavimo uzdaviniai artimi sutvarkymo uZdaviniams. Sie

uzdaviniai sprendziami, kai reikia tarp keliy punkty nutiesti trumpiausias ar pigiausias
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komunikacijy linijas, suplanuoti transporto srautus. Jei komunikacijy tinklas jau yra susiklostes, gali
bati sprendziami trumpiausio kelio tarp bet kuriy dviejy punkty suradimo uZdaviniai, taip pat
maksimalaus produkty srauto, kurj galima perduoti iS vieno punkto j kitg visomis komunikacijos
priemonémis, nustatymo uZdaviniai. Sudétingiausiuose i$ Siy uzdaviniy nustatomos naujy jmoniy
iSdéstymo vietos, kartu planuojant jy komunikacijas, transporto srautus ir t.t.

Konfliktiniy situacijy uZdaviniai sprendZiami, kai reikia priimti sprendimg interesy

nesutapimo arba priesStaraujanciy tiksly sglygomis. Gali nesutapti ar prieStarauti keliy bendradar-
biaujanciy jmoniy tikslai, tos pacios jmonés padaliniy interesai, pagaliau pati jmoné gali bati
priversta rinktis tarp prieStaraujanciy prioritety. Nesutampantys interesai ne visada diametraliai
prieSingi: daznai atsitinka, kad visiSskas prieSininko interesy nepaisymas prazltingas abiems
konflikto dalyviams. Todél nagrinéjami kooperavimo, koalicijy sudarymo ir panasis uzdaviniai.
Ribos, skirianios vieng uzdaviniy klase nuo kitos, néra grieztos. Ta pati problema,
priklausomai nuo pozitrio, gali bati labai jvairiai formuluojama. Be to, dauguma realiy uzdaviniy
kompleksiski - jy sudétinéms dalims spresti tenka naudoti i$ karto keliy skirtingy klasiy uzdavinius.

Daugiau apie operacijy tyrimo uzdaviniy klases Zr. [4, 10].

3°. Matematiniai metodai. Matyt, negalima bty nurodyti tokios matematikos srities, kuri
tiesiogiai ar netiesiogiai negaléty buti panaudota, modeliuojant dkines situacijas ir sprendziant
atitinkamus uzdavinius. Netgi abstrakéios matematinés problemos daznai sprendziamos tam, kad
padéty pamata taikomosioms matematinéms disciplinoms, o daugelis jy artimai siejasi su minétais
uzdaviniais. Paminésime tik kai kurias matematikos sritis, kuriy metodai tiesiogiai naudojami
matematiniy modeliy sudarymui.

Tiesinés algebros ir matematinés analizés metodai gali biti taikomi sprendziant daugelj

jvairiy klasiy uzdaviniy, nes jie jgalina operuoti vektoriais, matricomis, lygéiy bei nelygybiy

sistemomis, funkcijomis, diferencijavimo bei integravimo galimybémis ir t.t. Tikimybiy teorijos

metodai papildomai atsiranda visur, kur tenka susidurti su atsitiktiniais dydZiais, pvz., atsargy
valdymo, jrengimy pakeitimo ir remonto, masinio aptarnavimo bei daugelyje kity uzdaviniy.

Matematinés statistikos metodai gali bati reikalingi bet kurios klasés uzdaviniy sprendimui, nes

visur batina jvertinti sudaromy modeliy parametrus turimy duomeny pagrindu. Funkcinés analizés

metody gali prireikti tada, kai ieSkome funkcijy, geriausiai iSreiskianciy nagrinéjamy tkiniy procesy

priklausomybes ir dinamika.



Kombinatorikos metodai daznai naudojami, sprendziant sutvarkymo, paskirstymo,

marsruto sudarymo ir kitokius uzdavinius, kuriuose i§ didZiulio varianty skaiciaus reikia iSrinkti
geriausig. Grafy teorija taip pat pritaikoma marsruto sudarymo, sutvarkymo, tinkly planavimo

uzdaviniams. LoSimy teorija tinka konfliktiniy situacijy uZdaviniy formulavimui, analizei bei

sprendimui.
Taciau labiausiai su uZdaviniais, skirtais geriausio sprendimo paieskai, yra susijes

matematinis _programavimas. Pagrindinis matematinio programavimo uZdavinys — surasti

ekstremalig (minimalig ar maksimalig) tam tikros funkcijos reikSme nurodytoje aibéje. Labai
bendru pavidalu §j uzdavinj galima uZrasyti taip:
(extr) p(x), xe .

Cia & yra aibé, nusakanti modeliuojamos sistemos galimybiy ar potencialiy sprendimy
visumga. Vadinsime jg leistiny plany aibe, o jos elementus leistinais planais. Funkcija
<p(x) kiekvienam leistinam planui priskiria skaitine reikSme, jvertinancig $j plang siekiamo tikslo
pozilriu (tai gali bati Sio plano duodamas pelnas, su jo jgyvendinimu susijos iSlaidos ir pan.). Todél
ja vadinsime tikslo funkcija ir ieSkosime jos didZiausios ar maZiausios reikSmés (didZiausio pelno,
maziausiy sgnaudy ir pan.).

Matematinis programavimas pats dalinasi j kelias sritis, kurios turi savo specifiSkus
uzdavinius ir jy sprendimo metodus.

Tiesinis _programavimas yra populiariausia, geriausiai iStyrinéta ir daZniausiai taikoma

matematinio programavimo sritis. Tiesinio programavimo uzdaviniuose funkcija (p(x) yra tiesiné
daugelio neZinomuyjy funkcija, o aibé & apibréziama tiesiniy lyg&iy ir nelygybiy pagalba. Jei
uzdaviniui formuluoti naudojamos ir netiesinés funkcijos, tai gaunami kur kas sudétingesni

netiesinio programavimo uzdaviniai.

Jei tiesinio ar netiesinio programavimo uzdavinj reikia iSspresti sveikais skaiciais, turime

sveikaskaitinio programavimo uzdavinj. Tokie uzdaviniai iSkyla, kai programuojame nedidelj skaiciy

nedaliy objekty (pavyzdziui, kiek statyti namy, kiek paleisti autobusy nurodytu marsrutu ir pan.),

taip pat kai sprendziame kombinatorinius uZdavinius. Sveikaskaitinj programavimg apibendrina

diskretusis programavimas, kai sprendinio ie$koma skaicioje aibéje & .

Artima matematiniam programavimui yra vadinamoji optimalaus valdymo teorija. Jos

uzdaviniais modeliuojamos nagrinéjamos sistemos blseny ir priimamy sprendimy (valdymy)
sekos. Tokiy daugiazingsniy uzdaviniy sprendimui, be kity metody, naudojamas ir dinaminis
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programavimas. Jo metodai daznai taikomi atsargy valdymo, jrengimy pakeitimo ir remonto bei

kituose uZdaviniuose.

Labai daznai modeliuojamoji sistema priklauso nuo i$ anksto nezinomy aplinkybiy, kurias
numatyti galime tik su tam tikromis tikimybémis (pvz., paklausos dydis, jrengimo avarijos
galimybé). Tokiu atveju, formuluojant matematinio programavimo uzdavinj, jtraukiami atsitiktiniai

dydZziai, o pats uzdavinys virsta stochastinio programavimo uzdaviniu.

Jvairds matematiniai metodai dazniausiai taikomi kompleksiskai. Be to, tas pat uzdavinys gali
bati sprendZiamas jvairiais metodais. PavyzdZiui, jrengimy pakeitimo ir remonto uZdavinius
galima formuluoti kaip marsruto sudarymo uzdavinius ir spresti grafy teorijos metodais, bet ga-
lima juos spresti ir dinaminio programavimo metodais, pasitelkiant reikalingus tikimybiy teorijos
faktus. Diskreciojo programavimo uZdaviniai gali buti sprendziami dinaminio programavimo

metodais ir atvirksciai.

4°. Matematinio modelio sudarymo ir uZzdavinio sprendimo etapai. Norédami sudaryti
konkrecios Ukinés situacijos matematinj modelj ir jo pagrindu suformuluoti atitinkamg uzdavin;j,
turime atlikti eile veiksmy. Jy seka yra Zinoma iS operacijy tyrimo patirties, kuria cia ir
pasinaudosime.

Pradedame nuo problemos formulavimo. Siame etape bitina kuo smulkiau i$nagrinéti

ekonomine situacijg, kurioje reikia priimti sprendimg. Tyrinétojas privalo iSsiaiskinti ne tik
materialius nagrinéjamos situacijos aspektus (kas gaminama, kokiais jrengimais, kiek uZzimta
Zmoniy ir pan.), bet ir finansinius, juridinius, psichologinius ir visus kitus jmanomus aspektus, nes
kiekvienas iS jy gali nulemti sprendimg. Ne veltui rimtoms problemoms nagrinéti sudaromos
skirtingy sriciy specialisty grupés. Jy sudétyje gali buti ekonomistai, matematikai, inzinieriai,
teisininkai, psichologai ir t.t.

ISsiaiSkinus situacijg ir su jmonés vadovais (arba uZsakovais) patikslinus uzduotj, reikia
nuspresti, j kokius dalinius uZdavinius verta padalinti visg sprendZiamg problemg, ar tuos
uzdavinius galima spresti atskirai, ar reikia dirbti iS karto su visu kompleksu, nes vieny uzdaviniy
sprendimas gali priklausyti nuo kity sprendimo rezultaty. Ar yra visi reikalingi duomenys, o jei
néra, tai ar bus galima juos surinkti, ir kiek Sis procesas uztruks? Kaip detaliai nagrinéti problemg —
kiek ir kokius faktorius laikyti esminiais, o kokius antraeiliais? Kiek ir kokiy reikia turéti valdymo
kintamujy (t.y. kintamuyjy, atspindinciy sprendimus), o kiek ir kokiy blsenos kintamuyjy (t.y. tokiy,

kurie apibadinty esamg situacijg, priimty sprendimy pasekmes)? Kiek ir kokiy reikia technologiniy
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parametry, nustatanciy rySius tarp kintamuyjy, ir kaip tuos parametrus jvertinti? Atsakant j visus
Siuos klausimus, bltina iSvengti ir pernelyg didelio nagrinéjimo detalumo, kuris apsunkinty tyrima,
ir pernelyg grubaus supaprastinimo, dél kurio galima prasilenkti su konkrecia situacija.

Problemos formulavimo etape labai svarbu gerai iSnagrinéti ir suprasti atliekamo tyrimo,
taigi ir projektuojamo sprendimo tikslg. Modelio parinkimas priklausys nuo to, ar nagrinéjamoje
sistemoje (Ukinéje situacijoje) keliamas vienas, ar i$ karto keli tikslai. Gali bati, kad sprendima
reikia priimti prieSingy interesy ir tiksly konflikto sglygomis. Labai sudétinga tiksly analizés dalis —
ju konkretinimas, t.y. toks formulavimas, kuris leisty palyginti bet kurias galimas realizuoti
alternatyvas ir nuspresti, kuri i$ jy nagrinéjamo tikslo poZitriu geresné. Konkretinti tikslus tyréjai
privalo kartu su jmoniy vadovais (tyrimo uZsakovais), nes neretai pradiniame etape jie patys
nebina iSsiaiskine, ko i$ tikryjy siekia.

ISsprendus Sias ir dar daugelj kity ¢ia nepaminéty pirmojo etapo problemy, galima eiti prie

antrojo etapo — modelio sudarymo. Bendry rekomendacijy modelio sudarymui néra — Sis procesas

nestandartinis, kiekviengkart galintis reikalauti vis kitokio priéjimo, iSradingumo ir kiirybingumo. Jo
negalima vykdyti pagal Sablona. Vis délto kai kuriy bendry momenty yra ir Siame etape.

Jei problema ankstesniame etape gerai suformuluota, tai modelio sudarymui pasiruosta:
iSskirti esminiai modeliuojamos situacijos faktoriai, apsispresta dél jvairiy tipy kintamuyjy skaiciaus
ir jy rysiy formalizavimo galimybiy, paruosti formaliam uzraSymui sistemos tikslai, iSaiskinta, ar yra
Zinoma uzdaviniy klaseé, kuriai bty galima priskirti nagrinéjama situacija.

Pradedant modelio sudaryma, visos minétos medziagos pagrindu reikia apsispresti dél jo
tipo ir nezinomuyjy. Modeliai gali buti jvairiy tipy: statiniai tinka viengkart, o dinaminiai — daug
karty priimamam sprendimui modeliuoti; determinuoti pretenduoja j tikslig siejamy objekty
iSraiSka, o stochastiniai atsizvelgia j atsitiktiniy poveikiy galimybes; optimizaciniai skirti geriausio i$
galimy sprendimo suradimui, imitaciniai leidzZia tyréjui nagrinéti jvairius variantus ir paciam rinktis
geriausig, atsizvelgiant j modelyje, gal bit, neatspindétus faktorius.

Modelio nezinomuyjy visuma priklauso nuo problemos formulavimo etape isskirty esminiy
faktoriy. Belieka juos galutinai formalizuoti, t.y. iSreiksti kiekybiSkai, pazyméti raidémis ir susieti
matematinémis priklausomybémis. NeZinomieji paprastai atspindi ieSkomg sprendimg. Jei norime
nuspresti, kiek gaminsime kuriy nors produkty, tai neZinomieji reik§ gamybos apimtis; jei
sprendziame, kiek pirkti — jie rodys pirkimo apimtis, jei norime racionaliai nustatyti kainas,
nezinomieji rodys kainy dydzZius ir t.t.

Matematinj modelj sudaro kintamieji ir jy priklausomybés. Kintamieji paprasciausiai
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iSreiSkia mus dominancius modelyje figlruojancius kintancius dydZius: produkcijos apimtis, pelna,
kaing ir t.t. Jie gali bati egzogeniniai ir endogeniniai. Pirmyjy reikSmés nustatomos uz modelio
riby, antryjy — randamos i$ paties modelio.

Priklausomybés susieja kintamuosius konstanty ir parametry pagalba. Pacios priklau-
somybés — dazniausiai lygtys arba nelygybés (sudétingesniu atveju - priklausomybe aibéms ir pan.)
Konstantos — daZniausiai skaitiniai dydziai. Pavyzdziui., priklausomybéje y = 3x;+ 5x,, dydziai 3
ir 5 yra konstantos. Daznai konstanty tiksli reikSmé nezinoma (net ir nebdtina Zinoti, jei pakanka
kokybiniy, o ne kiekybiniy rezultaty). Tada jos Zymimos raidémis ir vadinamos parametrinémis
konstantomis arba tiesiog parametrais, pvz., lygtyje y = < x;+ fx,, dydZiai air B —parametrai.

Priklausomybés gali bati keliy rasiy. Vienos is jy — apibrézimo priklausomybés (definitional)
iSreisSkia kintamyjy rysius, iSplaukiancius i$ jy apibrézimy, pvz., P = R-C (pelnas = pajamos minus
sgnaudos). Kitos — elgesio priklausomybés (behavioral) isreiskia iS pacios modeliuojamos situacijos
iSplaukiancius ekonominius rysius, pvz., y = 3x;+ 5x, (y yra elektros energijos kiekis, reikalingas
X, vienety pirmojo produkto ir X, vienety antrojo produkto kiekiams pagaminti). Trelios
priklausomybés gali bti normatyvinés, pvz., D=S (paklausa privalo bati lygi pasilai) arba x; = x,
(pirmojo produkto reikalaujama gaminti ne maZiau, negu antrojo). Jos iSreiSkia tam tikrus
normatyvinius reikalavimus privalomus tenkinti modelio kintamiesiems.

Kaip jau minéjome, problemos formulavimo etape reali ekonominé situacija neiSvengiamai
paprastinama — kai kurie faktoriai laikomi neesminiais, kity poveikis jvertinamas labiau
tiesmukiskai, negu yra i$ tikryjy. Antrgkart paprastinama, sudarant modelj — kai kurie kokybiniai
poveikiai verciami kiekybiniais, netiesiniai rysSiai — tiesiniais, atmetami atsitiktinumo elementai ir
t.t. Todél sudaromas modelis remiasi prielaidomis, kurios tyrinétojui turi bati aiskiai Zinomos ir
modelio sudarymo etape jsidémétos. Tik galiojant Sioms prielaidoms, modelio pagrindu gauti
sprendimai gali bati laikomi pagrjstais.

Sudarius modelj, pereinama prie jo sprendimo etapo. Siame etape pirmiausia reikia

iSsiaiskinti gauto uZdavinio sprendimo metodus. Paprastai sudarytas modelis ir jj atitinkantis
uzdavinys priklauso kuriai nors Zinomai uzdaviniy klasei, vadinasi, Zinomi ir jo sprendimo metodai.
Taciau gali atsitikti, kad jo formulavime yra kai kuriy nestandartiniy elementy. Tokiais atvejais
tenka ieskoti budy, kaip juos ,standartizuoti®, t.y. pritaikyti prie jau Zinomy sprendimo schemy
arba dél jy modifikuoti pacius zinomus sprendimo metodus.”

Jei modelis priklauso Zinomai uzdaviniy klasei, tai paprastai prieinamos ir programinés jo

! Kai kurie tokiy veiksmy pavyzdZiai parodyti §§ 10, 11
10



sprendimo priemonés, kurias belieka panaudoti. Pavyzdziui, daugelj nedideliy tiesinio (ir ne tik
tiesinio) programavimo uzdaviniy galima spresti netgi paprastomis Microsoft Excel priemonémis
(zr.§ 13), o didesniems ir sudétingesniems panaudoti SAS/OR paketg [11,12].

Modelio sprendimo etape ar iki jo turi bati surinkti visi reikalingi duomenys, jvertintos
kintamyjy priklausomybés (jei reikia, pasitelkiant jvairius duomeny analizés metodus). Duomeny
rinkimas ir jvertinimas — ilgas ir nelengvas darbas, todél jj galima pradéti ir ankstesniuose
etapuose. Renkant duomenis, naudinga i$ anksto Zinoti, kurie i$ jy ypatingai svarbus, formuluojant
ir sprendziant sudaromg modelj, o kurie maZiau jtakoja jo rezultatus. Kai kuriy skaitiniy reikSmiy
gali nereikéti i$ viso, uztenka Zinoti jy jvertinimus, pokycio intervalus (teigiamas, maZesnis uz
vienetq ir pan.) Tai leidZia racionaliau organizuoti duomeny rinkimo darba.

Modelio sprendimo etapas — anaiptol ne paskutinis darbo su juo etapas (ir tam tikra
prasme netgi ne pats svarbiausias). Labai svarbus yra modelio tyrimo etapas. Siame etape tiriama,
ar modelis pakankamai gerai atvaizduoja modeliuojamag situacijg. Modelio sprendiniai turi teisingai
(pagal pacios modeliuojamos situacijos logikg) reaguoti j jvairius parametry ir duomeny
pasikeitimus, tikrovéje stebimus reiskinius. PavyzdZiui, padidéjus gaminamo produkto paklausai,
pelnas turéty bent jau nesumazéti; jdiegus pazangesne, taupesne gamybos technologijg — padidéti
ir pan. Ypac rupestingai reikia patikrinti modelio reakcijg j ,kraStutines” (esancias ties pacia
modelio prielaidy galiojimo riba) parametry reikSmes. Ir apskritai, tyrimo etape labai svarbu
patikrinti modelio jautruma. Jei, nedaug pasikeitus modelio duomenims bei parametrams, jo
sprendinys radikaliai keiciasi, tai, naudojant tokj modelj, bus sunku gauti pagrjstus rezultatus,
kadangi ekonominiy duomeny ir parametry jvertinimas daznai néra pakankamai tikslus. Jei
modelio jautrumo nepavyksta sumazinti, tai badtina ypa¢ kruopsciai jvertinti duomenis ir
parametrus, kuriy pasikeitimames jis itin jautrus.

Modelio tyrimo etape galima ne tik patikrinti modelj, bet ir gauti kai kuriuos reikSmingus
kokybinius bei kiekybinius rezultatus. Pavyzdziui, galima suzZinoti, kaip reikia keisti gamybg, rinkoje
pasikeitus kainoms ar paklausai, iSaiskinti ,siauras” gamybos vietas, iSnagrinéti, kokiy istekliy ir
technologijy pakeitimas gali duoti didZiausig efektg ir t.t.

Jdiegimo etapas uZbaigia uZdavinio sprendimg. Ankstesniuose etapuose paruostos,

pagrjstos ir detaliai iSnagrinétos rekomendacijos turi biti pateiktos jmonés vadovams, kad jie
priimty sprendimg dél jgyvendinimo. Apskritai vadovy dalyvavimas visuose sprendimo parengimo
etapuose yra svarbus tam, kad jie Zinoty sprendZiamo uZdavinio esme ir pagrindines detales.

Kadangi kiekvienas matematinis modelis supaprastina realig situacijg, tai, juo remiantis, gautos
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rekomendacijos negali automatiskai tapti sprendimais. Galutinj sprendimg priima ir uz jj atsako
jmoniy vadovai ir sprendimo rengéjai. Jei vadovai nepakankamai supranta atlikto tyrimo esme ir
metodus, jie gali nepasitikéti siilomais sprendimais ir jy nepriimti, ypac, jei diegimo etape bus
susidurta su nesklandumais. O tokie nesklandumai, matyt, yra neiSvengiamas reiskinys. ] juos reikia
ziaréti kaip j natdraly viso projekto etapg, kuris gali priversti patikslinti problemos formulavima,
atitinkamai modifikuoti modelj ir t.t. Reikia pabreézti, kad Sis darbas yra désninga viso projekto
dalis, ir modeliu pagrjsty sprendimy jdiegimas ,,i$ pirmo karto” yra greiciau iSimtis, negu taisyklé.

] iSvardintus modelio sudarymo bei atitinkamo uZdavinio sprendimo etapus nereikia Zitreéti
dogmatiskai. SprendZiant vienus uzdavinius, ne visi etapai gali bati reikalingi, sprendziant kitus, gali
prireikti ir kitokiy etapy. Be to, visi iSvardinti etapai nebutinai atliekami tiksliai ,i$ eilés”, gali
prireikti nuolat grjzti j jau praeitus. PavyzdzZiui, sudarant modelj, gali tekti patikslinti problemos
formulavimg, ieSkant sprendinio — supaprastinti modelj, iStyrus modelj, gali tekti jj modifikuoti, o

tam vél tekty patikslinti problemos formulavimg ir t.t.
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§ 2. PAPRASCIAUSI TIESINIO PROGRAMAVIMO UZDAVINIAI

1°. Gamybos planavimo uZdavinys. Nagrinékime jmone, kuri gali gaminti n skirtingy
produkty risiy, naudodama m istekliy rtsiy. Produktais gal blti bet kokie gatavi gaminiai, detalés,
komponentai, kirti kitoms jmonéms ir t.t. IStekliais laikome Zaliavas, elektros energija, kity jmoniy

pagamintus komponentus, darbo iSteklius ir pan.

Laikykime, kad laikotarpiui, kuriam sudarome gamybos plang, Zinomos visy m istekliy rasiy
apimtys, kurias Zymésime by, b,, ..., b,,. Be to, laikysime Zinomomis visy iStekliy sanaudas,
reikalingas kiekvieno produkto vienetui pagaminti. Zymésime $ias sanaudas raidémis su dviem
indeksais: alj reikimé parodo, kiek I-tojo iStekliaus vienety reikia j-tojo produkto vienetui
pagaminti.? Pavyzdziui, jei konkregiame uzdavinyje trediuoju i$teklium laikoma elektros energija, o
pirmuoju produktu — batai, tai a§ =70 reiskia, kad vienai baty porai pagaminti sunaudojama 70
kWh elektros energijos.

Atkreipkime démesj, kad, formuluodami uZdavinj, mes nepastebimai priéméme labai
svarbig tiesiSkumo prielaidg: sgnaudos kiekvieno produkto gamybai laikomos tiesiogiai
proporcingomis jo gamybos apimciai. Praktiskai Si prielaida ne visada teisinga, bet nagrinéjamame
uzdavinyje laikysime jg priimtina.

Norint suformuluoti optimizacinj gamybos planavimo uZdavinj, reikia mokéti jvertinti, kiek
jmonei naudinga gaminti kiekvieng produkty. Naudingumo matu gamybos planavimo uzdavinyje
laikome pelna: sakysime, kad j-tojo produkto vieneto gamyba duoda c’ lity pelno.

Reikia surasti gamybos plang, duodantj maksimaly pelng duotomis sglygomis.

Pradésime nuo matematinio modelio sudarymo. Pazymékime Xx; planuojama gaminti
pirmojo produkto apimtj, X, planuojamg gaminti antrojo produkto apimtj ir t.t. Taigi ieSkonas
planas yra vektorius (X1, X5, ..., X,). Planas turi biti toks, kad baty galima jj jgyvendinti su
turimais istekliais. Tokj plang vadinsime leistinu. Apskai¢iuosime pirmosios rusies istekliy sgnaudas,
butinas Siam planui jgyvendinti. Pirmojo produkto gaminame X, vienety, vadinasi, jam pagaminti
reikia a%xl vienety pirmosios rusies istekliy; visam antrajam produktui pagaminti reikés afxz
vienety pirmosios rasies istekliy; trec¢iajam - afx3 vienety ir t.t. Taigi pirmosios rasies istekliy is

viso prireiks a%x1+afx2 +- +a’fxn vienety, ir Sis dydis negali bati didesnis uz turimga Sios

? Kiek nejprastas antrojo indekso Zyméjimas raidés virsuje véliau bus patogus matematinio tyrimo tikslais.
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rasies istekliy atsargg b; vienety. Kadangi planas turi bati apripintas visais, o ne tik pirmosios
rasies iStekliais, tai analogiSkus istekliy apskaiciavimus turime padaryti m karty. Gausime tokia
nelygybiy sistema:

atx,+a?x, + +alx, < by,

aix,+asx, ++ +alx, < b,,

(1)

alx,+a%x, + +ax, < b,,.

Kadangi negalima gaminti neigiamos kurio nors produkto apimties, papildysime gautg
sistema dar n nelygybiy:
x120,%,20,..,x, 20. (2)
Taigi jei planas (X1, X5, ..., Xp,) tenkina (1) ir (2) apribojimus, tai pagal uzdavinio salyga jj
galima jgyvendinti (kaip susitarém sakyti, jis yra leistinas). Jei apribojimai neprieStarauja vienas
kitam, tai leistiny plany dazniausiai galima rasti labai daug. Pavyzdziui, leistinas planas yra ir toks:
X1 = Xy = ... = X, = 0. Kadangi idtekliy apimtys neneigiamos, toks planas leistinas ir reikia,
kad jmoné negamina né vieno produkto (taciau jai tai tikriausiai nenaudinga). Todél i$ visy leistiny
plany turime iSrinkti geriausig, t.y. tg, kuris duoda maksimaly pelng. Apskaiiuosime tg pelna.
Kadangi pirmojo produkto jmoné gamina X, vienety, tai jo i$ jo gamybos gaunamas pelnas
yra Clxllitq; antrojo produkto jmoné gamina X, vienety, ir jo iS jo gamybos gauna szzlitq pelno
ir t.t. Taigi planas turi bati toks, kad
clx;+c?x,+ = +c™x, (max) (3)
t.y. pelnas bity maksimalus.
UZraSytas (1) — (3) uzdavinys yra vadinamas gamybos planavimo uzdaviniu. Nelygybés (1) ir

J

(2) sudaro jo apribojimy sistema, o (3) salyga — tikslo funkcijg. Turédami skaitines parametry a; ,

b;, c’ reikSmes, galime uzdavinj iSspresti ir gauti optimaly plang. Sprendimo metodg nagrinésime

véliau (§6 -§7), o dabar paimkime konkrety gamybos planavimo uzdavinio pavyzdj.

1 pavyzdys. Nedideléje plytinéje dirba 10 Zmoniy. Plytiné gali gaminti “A”, “B”, “C” ir "D”

tipo plytas. Plytos gaminamos ir parduodamos ne po vieng, o blokais.
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Svarbiausiy iStekliy sgnaudos kiekvieno tipo plyty blokui pagaminti parodytos lenteléje. Jos

apacioje, be to, parodytos ir bloky realizavimo kainos.

1 lentelé
llAIl " BII llClI IID”

Vieno darbininko darbo laikas, reikalingas plyty 2 3 4 3
blokui pagaminti (val.)

Vandens sanaudos vieno bloko gamybai (m°) 1 4 5 1
Bloko degimo laikas (val.) 3 4 2 2
Molio sgnaudos vienam blokui (t) 2 2,5 3 2
Bloko realizavimo kaina (It.) 90 110 130 80

Per 8 val. darbo dieng kiekvienas darbininkas gali skirti plyty gamybai 7,8 val. (likes laikas
naudojamas pagalbiniams darbams). Taigi plytinés darbo laiko iStekliai per darbo dieng — 78 val.

Uz vandens tiekima plytiné moka pastovy mokestj, nepriklausantj nuo sunaudoto vandens
kiekio, jei Sis nevirsija 425 m? per darbo savaite. PrieSingu atveju tekty tiesti papildomg vandens
tiekimo vamzdyng, kas yra labai brangu.

Plytos degamos blokais krosnyje. Vienu metu joje telpa 10 bloky. Krosnis veikia 8 val. per
dieng ir leidzia pakrauti blokus, nenutraukiant kity degimo. Kartg per dvi savaites krosnis 1 val.
uzdaroma profilaktikai.

Molj plytinei tiekia jmoné, kuriai reikia mokéti 20 It. uz tong. Galima uzsakyti bet kokj molio
kiekj.

Reikia sudaryti pelningiausig plytinés darbo plang dviem savaitém (deSimciai darbo dieny).

Pradésime nuo matematinio Sio uzdavinio modelio sudarymo. Pirmiausia turime paskirti
pagrindinius neZzinomuosius. Tegu X; - planuojamy pagaminti per 10 darbo dieny , A tipo bloky
skaiCius, X, - ,B” tipo, X3 - ,C“ tipo, X4 - ,D“ tipo plyty bloky skaicius. ,A” tipo plyty bloky
skaidiui X, pagaminti reikés 2xvalandy darbininky darbo laiko; ,B“ tipo plyty bloky skaigiui X,
pagaminti reikés 3x,valandy darbininky darbo laiko ir t.t. (r. 1 lentele). Darbo laiko iStekliai per

10 darbo dieny — 780 val. Todél turi biti patenkinta nelygybé
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2x1 + 3x, + 4x3 + 3x, < 780.

Analogiska nelygybe uZraSysime vandens sgnaudoms. Per dvi darbo savaites turi bati

sunaudota ne daugiau kaip 2-425=850 m®. Todél turi bati patenkinta dar viena nelygybé:
1x; + 4x, + 5x3 + 1x, < 850.

Degimo krosnis per 10 darbo dieny dirba 79 val. (atmetus profilaktinio remonto valandg).
Be to joje vienu metu telpa 10 bloky, todél i$ viso galime skaiciuoti 790 degimo valandy, jei
pasirdpinsime, kad krosnis visg laikg blty visiSkai apkrauta. Todél, pasinaudoje treciojoje lentelés
eilutéje nurodytomis degimo laiko sgnaudomis, galime uzrasyti

3x; + 4x, + 2x3+ 2x4 < 790.
Apribojimo molio istekliams nerasome, nes jo galime uzsakyti neribotg kiekj. Misy planui

jgyvendinti reikia 2x; + 2,5x, + 3x3 + 2x, tony molio. Kadangi uZ kiekvieng tong jmoné
sumoka 20 lity, i3laidos moliui pirkti sudarys 40x; + 50x, + 60x3 + 40x, lity.
Pardave pagamintas plytas, gausime 90x; + 110x, + 130x; + 80x, lity. Atéme i3

Sios sumos islaidas moliui ir jvairias pastovias islaidas, nepriklausancias nuo gamybos apimciy

(darbininky darbo uzmokestis, iSlaidos elektrai ir t.t.), gausime pelng

50x; + 60x, + 70x3 + 40x, - d
¢ia d - pastovios, pagal uZdavinio sglygg nuo gamybos apiméiy nepriklausancios gamybos
sqnaudos.3 leSkodami sprendinio, jas galime atmesti, nes jos neturi jtakos X1,X3, X3, X4

reikSmémes. Taigi formuluojame tokj uzdavin;j:

50x; + 60x, + 70x3 + 40x, (max)

2xq + 3x, + 4x3 + 3x, < 780,
1x; + 4x, + 5x3 + 1x, < 850, (4)
3x; + 4x, + 2x3 + 2x4 < 790.

X1 = O,Xz = O,Xg = 0,x4 = 0.

Suformuluotg uZdavinj spresime §6 po to, kai iSnagrinésime tiesinio programavimo
uzdaviniy savybes ir sprendimo algoritmg. O kol kas panagrinékim, kaip, formuluojant uzdavinj,

galima atsizvelgti j kai kurias tkinéje veikloje galincias iskilti papildomas sglygas.

3 Prielaidas, kad darbo uzmokestis, elektros energijos sgnaudos ir kt. nepriklauso nuo gamybos apimciy, priimame tik
tam, kad kuo paprasciau suformuluotume misy pavyzdj. Praktiskai Siy prielaidy bty nesunku atsisakyti.
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Sakykime, kad dél kokiy nors priezasCiy plytinei per 10 darbo dieny bltina pagaminti ne
maziau kaip 300 visy rasiy tipy plyty bloky. | Sig salygg galime atsizvelgti, papildydami (4)
nelygybes tokiu apribojimu:

X1+ x5+ x3+ x4, = 300. (5)

Dar vienas svarbus plytinés uzdavinio modifikavimas gali bati reikalingas, iStyrus gaminamy
plyty paklausg. Sakykim, plytos naudojamos tokiai statybai, kurioje ,A” tipo plyty reikia lygiai du
kartus daugiau, negu ,,C” tipo plyty. Gaminant plytas kitu santykiu, netenkinancius komplektacijos
kiekius buty labai sunku parduoti. Todél j uzdavinio formulavimg turime jtraukti dar vieng salyga
X, = 2Xx3. Taigi apribojimy sistemga (4) turime papildyti lygtimi

Xy, — 2x3 = 0. (6)
Matome, kad uzdavinyje (4) —(6) dabar turime jvairaus tipo apribojimy. Kaip spresti tokj uzdavinj
taip pat nagrinésime §7. <

Gamybos planavimo uZzdavinys — tik vienas i$ daugelio tiesinio programavimo uzdaviniy
ekonominio interpretavimo bidy. Artimi savo matematiniu pavidalu uZdaviniai gali bati visiSkai
skirtingai interpretuojami. Tuo jsitikinsime, iSnagrinéje kitg daznai minima ir naudojamg tiesinio

programavimo uzdavinj.

2°. Dietos (miSiniy) uzdavinys. Siame uzdavinyje reikia sudaryti maitinimo plang. Zinoma,
kad maitinamasis per maitinimo laikotarpj, kuriam sudaromas planas, turi gauti m maistingyjy
medziagy rasiy (pvz., baltymy, riebaly, vitaminy ir pan.). Batinus Siy medZiagy kiekius Zzymésime
by, by, ...,bm. Maistingosios medziagos gaunamos nuperkant n maisto produkty rasiy (pvz.,
bulves, kruopas ir pan.). Zinoma, kiek kokiy maistingyjy medZiagy yra kiekvieno produkto vienete.
Zymésime tg dydj a{. Jo reiksmé parodo, kiek I-tosios maistingosios medziagos yra j-tojo
produkto vienete. Be to, Zinomos perkamy produkty kainos: pirmojo produkto vienetas kainuoja
cl lity, antrojo - c? ir t.t. Reikia kuo pigiau nupirkti produkty rinkinj, kuriame buty visos butinos
maistingosios medziagos.

Sudarysime matematinj Sios situacijos modelj. Kaip visada, reikia pradéti nuo nezinomuyjy
paskyrimo. Tegu X7 - planuojamas pirkti pirmojo produkto kiekis, X, - antrojo produkto kiekis ir
t.t. Taigi (X1, X9, ..., X,) - maisto produkty pirkimo planas. Jis turi bati leistinas, t.y. toks, kad

jame nepritrikty né vienos butinos maistingosios medZiagos. SuskaiCiuosime pirmosios
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maistingosios medZziagos kiekj musy plane. Pirmajame perkamame produkte (visame jo kiekyje X1)
jos turime a}xl vienety, antrajame - afxz vienety ir t.t. Taigi i$ viso visuose produktuose turime
a%x1+afx2 4 +a{‘xn pirmosios maistingosios medZiagos. Si suma negali bati maZesné uz
bating Sios medziagos kiekj b;. Panasius skaitiavimus atlike visoms maistingosioms medziagom:s,
gauname tokig apribojimy sistema:

atx,+a?x, + +alx, = by,

aix,+asx, ++ +alx, = b,,

(7)

al,x,+a%x, + +akx, = b,,.
x=0%x,20,..,x, =20. (8)

Kadangi negalima pirkti neigiamo kurio nors produkto kiekio, j apribojimy sistemg jtrauktos
(8) nelygybés.

Taigi pirkimo planas (X1, X5, ...,xn) leistinas, jei jis tenkina (7) ir (8) apribojimus.
Suprantama, kad realiomis sglygomis gali atsirasti labai daug leistiny plany. IS jy mums reikia
iSrinkti geriausig. Kadangi uz x;vienety pirmojo produkto mokame Clxllitq, uz X,vienety antrojo
produkto - szz lity, tai musy tikslas parinkti tokj plang, kad

clx;+c?x,+ = +c"x, (min) (9)
t.y. visa nupirkty produkty kaina bty minimali.
Uzdavinys (7) — (9) vadinamas dietos uzdaviniu. Jo interpretavimo kaip miSiniy uzdavinio

pavyzdj #r. toliau pateikiamame pratime 3°.3.

3% Pratimai. UZrasykite keliy toliau pateikiamy uZdaviniy matematinius modelius.

Atsakymus rasite §6 6°.

301 Jmoné gali gaminti keturias produkty rasis, naudodama trijy rusiy isteklius: Zaliavas
(kg.), darbo jéga (val.) ir jrengimy laikg (val.). Turimi istekliy kiekiai ir sgnaudos kiekvieno produkto
vieneto gamybai parodytos 2 lenteléje. Taip pat parodytos pajamos, gaunamos uZ parduotg

kiekvieno produkto vienetg bei su to vieneto gamyba susijusios tiesioginés sgnaudos.

Suformuluoti Siai jmonei gamybos planavimo uzdavin;j.
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2 lentelé

Turimas IStekliy sanaudos produkto vienetui
kiekis | prirmojo | antrojo | treiojo | ketvirtojo
Zaliavy (kg.) 450 7 9 12 4
Darbo valandy (val.) 300 8 3 2 5
Jrengimy valandy (val.) 300 4 6 9 10
Pajamos (It.) 150 200 250 140
Sanaudos(lt.) 48 70 58 40

3°.2. Jmoné gali gaminti keturias produkty rais, naudodama trijy rasiy iteklius: zaliavas

(kg.), darbo jéga (val.) ir jrengimy laika (val.). Turimi istekliy kiekiai ir sgnaudos kiekvieno produkto

vieneto gamybai parodytos 3 lenteléje. Taip pat parodytos pajamos, gaunamos uZ parduotg

kiekvieno produkto vienetg bei su to vieneto gamyba susijusios tiesioginés sgnaudos. Suformuluoti

Siai jmonei gamybos planavimo uzdavinj.

3 lentelé
Turimas IStekliy sanaudos produkto vienetui
kiekis | prirmojo | antrojo | tretiojo | ketvirtojo
Zaliavy (kg.) 1700 6 4 5 2
Darbo valandy (val.) 2700 8 3 6 7
Jrengimy valandy (val.) 3000 9 1 5 6
Pajamos ( takst. It.) 100 50 70 60
Sgnaudos(tukst. It.) 46 25 30 29

3°.3. Chemijos pramonés jmonéje ruo$iamasi pradéti naujy mineraliniy trady gamyba.

Trasos bus gaminamos, sumaiSaint keturiy rtsiy komponentus: A, B, C, D. 4 lenteléje pateikiami

duomenys apie kalio, fosforo ir azoto kiekj gramais kiekviename kilograme atitinkamo

komponento.

Komponentas | Kalio (g./kg.) Fosforo (g./kg.) Azoto (g./kg.)

A 50 40 50
B 30 10 40
C 80 20 50
D 10 20 30

4 |lentelé

Zinoma, kad viename kilograme pagaminty trasy turi bati ne maZiau kaip 190 g kalio, 110 g

fosforo ir 150 g azoto. A komponento kg kaina 3,3 lito, B komponento — 1 litas, C komponento 2,6

lito, o D komponento 1,8 lito. Reikia apskaiciuoti, kokia proporcija turi bati sumaiSomi

komponentai, kad kilograme pagaminty trasy baty reikiamas kalio, fosforo bei azoto kiekis, o jo

savikaina maziausia.
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§3. GEOMETRINIS TIESINIO PROGRAMAVIMO UiDAVINIU INTERPRETAVIMAS
Pries pradedant detaliai tyrineti tiesinio programavimo uzdavinius, naudinga susipaZinti su
jy geometriniu interpretavimu. Be abejo, toks interpretavimas nepakeicia teorinio nagrinéjimo,
bet jis leidzia pailiustruoti pagrindines tiesinio programavimo sgvokas, uzdaviniy struktdrg ir jy
sprendimo problemas.
Geometriskai interpretuosime tiesinio programavimo uzdavinius su dviem neZinomaisiais,

nes tik tokj uzdavinj galima atvaizduoti ploks¢iame dvimaciame bréZinyje. Nagrinésime uzdavinj

clx;+c%x, (max)
alx;+a?x, < by,
aix,+aix, < b,,

(1)

al,x,+a?x, < by,.

x1 =20, x,=20.

Tai uzdavinys su dviem neZinomaisiais ir m apribojimy-nelygybiy.

Atvaizduosime plokStumoje visus taskus, kuriy koordinatés x; ir x, tenkina uZdavinio
apribojimus. Pradésime nuo apribojimy- nelygybiy Imkime kurig nors i$ jy, sakykim, pirmaja, ir i$
pradziy uzrasykime kaip lygybe: a%x1+a%x2 = b,. Kaip Zinome, tai yra tiesés lygtis. Nubrézkime
Sig tiese 1 brézinyje, sakykim, kaip tiese AB.

1 brézinys

>
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Aibé tasky (x1, X,), kuriy koordinatés tenkina nelygybe a}x1+a%x2 < by, priklausys
vienai plokStumos, perskirtos Sia tiese, pusei. Kuriai bUtent pusei, lengva suzinoti, patikrinus, ar
taskas (0,0) yra ieskomoje plokitumos puséje. Jei aj - 0+a3 - 0 < by, ty. 0 < by, tai reikalinga
pusplokstumé yra ta, kurioje yra taskas (0,0). Jg bréZinyje pazymime rodyklytémis. Analogiskai
atZzymime ir kitus apribojimus atitinkancias pusplokstumes. Jy bréZinyje atvaizdavome tris.

Belieka atvaizduoti neneigiamumo apribojimus. Akivaizdu, kad visi taskai, kuriy x; = 0,
yra desinéje nuo ordinaciy asies, o visi taskai, kuriy X, = 0, yra virSuje nuo abscisiy asies, t.y.
pirmame bréZinio kvadrante.

Kadangi ieSkomi taskai turi tenkinti visus apribojimus, jie priklauso visy nubrézty
pusplokstumiy sankirtai ir sudaro daugiakampj (briaunainj) OACDE.

Atvaizduosime brezinyje (1) uzdavinio kriterine dalj — tikslo funkcijq ¢ = Clxl +c2x2. Sios
funkcijos grafikas yra plok$tuma trimatéje erdvéje (X1, X, ). Kadangi trimalio bréZinio
nedarome, vaizduosime ne patj funkcijos grafika, o jos lygio linijas. Sios linijos jungia taskus,
kuriose tikslo funkcijos reikimeé ta pati. PavyzdZiui, tiesé clx;+c?x, = 1 jungia visus taskus,
kuriuose tikslo funkcijos reikSme lygi vienetui. Visos lygio linijos yra viena kitai lygiagrecios.

2 brézinys

Taskas C
(sprendinys)

BréZinyje atvaizdavome keturias lygio linijas su vis didesne tikslo funkcijos reikSme:
Y1 < Py < @3 < @y. Matome, kad turime daug leistiny tasky, kuriuose tikslo funkcijos
reikSmeé yra 91 , taip pat daug tasky, kuriuose Si reikSmé lygi ¢, . Taciau yra tik vienintelis taskas C,
kuriame tikslo funkcijos reikSmé lygi (o3 , ir néra né vieno leistino tasko, kuriame jos reikSmé buty

dar didesné - @,. Taigi C - taskas su didzZiausia tikslo funkcijos reikSme, todél jis yra uzdavinio
sprendinys.
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Pavyzdys. Spreskime uzdavinj

X1+ x5 (Max)
2x1+ x, < 4,
3x,;+ 5x, < 15,
X1— Xy < 1,
x; =20, x,=>0.
Apribojimy tieséms nubrézti patogu naudotis tokiu metodu. Imkime tiese 3x;+ 5x, = 15.
Lengvai randame du jos taskus (0,3) ir (5,0). AtZzyméje Siuos du taskus bréZinyje, nubréziame per
juos tiese (Zr. 3 brezinj).

3 brézinys

)

>
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Kadangi 3-0 + 5-0 < 15, taskas (0,0) priklauso ieskomai pusplokstumei, taigi ji yra nubréztos
tiesés ,,apacioje”. Analogiskai nubréZiame ir kitas apribojimy tieses. Atkreipkime démesj, kad viena
i$ leistiny pusplokstumiy bus ,,aukscéiau” tiesés x;—x, = 1,nes0-0<1.

ISvede kelias lygio linijas (¢ =2, ¢ =3, ¢ = 4), matome, kad maksimalig reikSme
daugiakampyje OABCD tikslo funkcija jgyja taske B. IS bréZinio aiSku, kad ji didesné uz 3, bet

nevirsija 4. Patikslinti $ig reikéme galime, apskaiciave optimalaus plano — tasko B koordinates.Sis

taskas priklauso tieséms 2x;+ x, = 4, 3x;+ 5x, = 15. I$sprende 3ig lygciy sistema,
* 5 * 4 * 2
gauname, kad X| =, X; =2;(p =3;.<

PraktiSkai sprendziant dviejy nezinomuyjy uzdavinj grafiniu bidu, nebutina brézti daug lygio
linijy. UZztenka nubrézti tik vieng is jy ir ,stumti” jg lygiagreciai sau paciai lygio didéjimo kryptimi
(t.y. vektoriaus (c!, c¢?) kryptimi). Lygio linijg ,stumiame” tol, kol ji dar kerta ar bent lie¢ia leistiny
plany daugiakampj. Paskutinis susikirtimo taskas (arba aibé tasky) yra optimalus planas (optimalds
planai).

Geometrinis (grafinis) tiesinio programavimo uZdaviniy interpretavimas, kaip matome,
leidzZia iSspresti paprascCiausius tiesinio programavimo uzdavinius su dviem neZinomaisiais. Taciau
kur kas reikSmingesnis jis tuo, kad leidZia kai kg spéti apie tiesinio programavimo uzdaviniy
savybes ir Siuos spéjimus vaizdziai iliustruoti.

Pirma, nagrinédami bréZinius, mes matome, kad taskai, kuriy koordinatés tenkina
uzdavinio apribojimus (leistini planai), sudaro daugiabriaunes aibes.

Antra, sprendinj (optimaly plang) visada gauname tokiy aibiy virSinése (krastutiniuose
taskuose: C2 bréz., B 3 bréz.)

Geometrinis interpretavimas leidZia kai kg spéti ir apie sprendinio egzistavima bei vienat;.

4a brézinys 4b bréZinys

A A
)

AN ¥1

v

v
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4a brézinyje matome, kad néra né vieno tasko, kuris priklausyty visoms trims nubréztoms
pusplokstuméms. Tai reiSkia, kad uZdavinio apribojimai priestaringi. Matyt, jj formuluodami,
padaréme klaidy — reikalaujame nesuderinamy dalyky, kuriy visy kartu nejmanoma jgyvendinti. 4b
bréZinyje atvaizduota situacija, kurioje tikslo funkcijos reikSmé gali pasiekti kaip norima didele
reikSme: kiek ,bestumtume” lygio linijg funkcijos didéjimo kryptimi, ji neiSeis uz leistiny plany
aibés riby. Matyt, formuluodami uZdavinj, neesminiu palaikéme kazkokj esminj apribojimg, dél
kurio i$ tikryjy tikslo funkcijos reikSmé negaléty didéti iki begalybés. Taigi i$ Siy bréziniy galime
padaryti tokj trecig spéjima.

Tiesinio programavimo uZdavinys gali bati neiSsprendZiamas dél dviejy priezasciy:
apribojimy priestaringumo arba tikslo funkcijos neapréztumo.

Jei tiesinio programavimo uzdavinys vis délto iSsprendziamas, tai, be jau nagrinéty 2 ir 3
brézZiniuose situacijy, kai jo sprendinys (optimalus planas) vienintelis, galime gauti ir tokias, kurias

atvaizduosime 5a ir 5b bréziniuose.

5a brézinys 5b brézinys
P3
)
B

®1

/

C
—
o1 P2

5a bréZinyje atvaizduotas uZdavinys, kuriame ,stumdami“ tikslo funkcijos lygio linijg,
matome, kad jos krasStutiné padétis sutampa su visa atkarpa BC. Tai reiskia, kad maksimali tikslo
funkcijos reikSmé jgyjama i$ karto visuose atkarpos BC taskuose. Taigi taskai B ir C, taip pat ir visi
taskai juos jungiancioje atkarpoje yra optimalis planai (sprendiniai). 5b bréZinyje atvaizduotas
uzdavinys, kurio leistiny plany aibé neaprézta. Taciau tikslo funkcijos lygio linijos ir didéjimo kryptis
Siuo atveju tokios, kad krastutineé lygio linijos padétis sutampa su visu spinduliu, iSeinanciu is tasko
A. Todél taskas A ir visi spindulio AB taskai yra optimalUs planai (sprendiniai). Jy aibé neaprézta.

Geometrinis tiesinio programavimo uZdaviniy interpretavimas leido mums vaizdziai
pamatyti pagrindines jy savybes ir sprendiniy struktdrg. Toliau Siuos dalykus analizuosime grieztai.
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§ 4. TIESINIO PROGRAMAVIMO MATEMATINIO APARATO ELEMENTAI

1°. Kai kurios tiesinés algebros savokos. Siame paragrafe mes prisiminsime kai kurias
tiesinés algebros Zinias, bitinas tiesinio programavimo uzdaviniy analizei ir sprendimui. Taip pat
susitarsime dél Zyméjimy sistemos, naudojamos tolesniame déstyme. Paragrafe pateikiami
matematiniai faktai nejrodinéjami. Jrodymus galima rasti specialioje literattroje.

Sutvarkyta n skaiciy rinkinj vadinsime n-maciu vektoriumi. Pacius skaiCius vadinsime

vektoriaus koordinatémis ir Zzymeésime X1, X5, ..., Xp. Kad blty lengviau atskirti vektoriy nuo
skaliaro (skai¢iaus), Zymésime vektoriy paryskinta raide, pvz., X, b ir pan. Du vektorius laikysime
lygiais, jei lygios jy atitinkamos koordinatés.

Apibrésime vektoriy sudéties ir daugybos i$ skaliaro veiksmus. Vektoriy X ir ¥ suma
laikysime vektoriy X + y = (x1 + y1, X3 + Vo, ..., Xp + V). Skaliaro a ir vektoriaus X
sandauga vadinsime vektoriy ax = (aXxq, ax,,..., @Xxy). Visy n-maciy vektoriy aibe su 3itaip
apibréztais sudéties ir daugybos isS skaliaro veiksmais vadiname n-mate tiesine erdve ir Zymime
R™. Taigi, ra8ydami Z € R™, norime pasakyti, kad Z yra n-matis vektorius.

Susitarkime 0 Zyméti nulinj R™ vektoriy: 0 = (0,0, ...,0).

Vektoriy nelygybe X < y suprasime kaip n nelygybiy: X; < V1, X2 < Vo, v, X < Vi

Matrica vadinsime skaiciy lentele, kuri bendru atveju turi m eiluciy ir n stulpeliy. Matricas

Zymésime didZiosiomis raidémis, o jy elementus — mazosiomis. Galime uzrasyti, pavyzdZiui, tokig

matricg
al af.. al
1 2 n
A = az a2 a2

al a? ..ah

—

Esant reikalui, matricg Zymésime ir trumpiau: A = (al.’), i =1,m,j=1n(zyméjimas

[ = 1, m reidkia, kad indeksas i jgyja reikdmes 1,2,... m).
Jei m = n, matrica vadinama kvadratine.

Matricas, kaip ir vektorius, galima dauginti iS skaliaro bei sudéti. Daugindami matricg i

skaliaro, i$ jo dauginame visus matricos elementus. Sudéti galima tik vienody dimensijy matricas.
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Siuo atveju abiejy matricy elementus sudedame panariui ir vél gauname tos pacios dimensijos
matrica.

Svarbus veiksmas su matricomis — jy daugyba. Matricas A ir B galima sudauginti, jei
matrica A turi tiek pat stulpeliy, kiek matrica B eilu¢iy. Sakykim, matrica A turi m eiluéiy ir k
stulpeliy (sakome, kad jos dimensija m X k), o matrica B turi k eilu¢iy ir n stulpeliy (jos dimensija
k x n). Tada AB yra matrica, kuri turi m eilugiy ir n stulpeliy (jos dimensija m X n). Atkreipkime
démesj, kad atvirkstine tvarka (BA) Siy matricy nebus galima sudauginti, nebent m baty lygus n.

] vektorius daugeliu atveju patogu Zilréti kaip j matricas, turinCias vieng eilute arba vieng
stulpelj. 13 tikryjy, X = (X4, X5, ..., X;,) gali bati suprantamas ne tik kaip vektorius, bet ir kaip
1 X n dimensijos matrica. Jei jo koordinates surasysime stulpeliu, tai turésime n eiluciy ir vieno
stulpelio matricg, kurios dimensija m X 1. Tokj vektoriy vadinsime vektoriumi-stulpeliu ir
susitarsime, kad toliau, jei nebus specialiai pasakyta kitaip, visus vektorius X,y ir t.t. laikysime
vektoriais-stulpeliais. 1Simtj padarysime tik raide € Zymimam vektoriui € = (Cl, CZ, ., C™), kurj
laikysime vektoriumi-eilute ( jo, kaip matricos, dimensija 1 X n).

Vektoriai-stulpeliai, taip pat ir vektoriai-eilutés gali biti dauginami iS matricy. Sakykim,
matricg A (m X n) galima padauginti i$ vektoriaus stulpelio X (n X 1). Sandauga bus vektorius-

stulpelis AX (m X 1). Parodysim, kaip apskai¢iuojama $i sandauga.

1 2 n
al af.. at\ /%1 / a; X1 +agx; + +ayxy, \
X 1 2 n
ai a3 ..a¥} 2 | = | azxptazx; + tazxy,
SR : e
m Ym - Ym n AmX1tamxy, + +amxy,

Atkreipkime démesj, kad sandauga AX yra ne kas kita, kaip (2.1) nelygybiy kairioji pusé. Jei
$iy nelygybiy desiniaja puse uzradysim kaip vektoriy-stulpelj b (m x 1), visa (2.1) nelygybiy sis—
tema galésime kompaktidkai uzradyti pavidalu Ax < b. Nelygybesx; =0, x, =0, ...,x, =0
uzradysim pavidalu X = 0, o salyga (max) c1x1+czx2+ - +c"x, uzradysim vektoriaus —
eilutés € pagalba kaip (max) cx. (Atkreipkime démesj, kad vektoriy-eilute (1 X n) ir vektoriy-
stulpelj (n X 1) sudauginti pagal matricy daugybos taisykles galima — rezultatas bus skaliarinis
(1 x 1) dydis — misy uzdavinio tikslo funkcijos reikSmeé.)

Taigi §2 suformuluotg gamybos planavimo uzdavinj galime kompaktiskai uzrasyti taip:

(max) cx, Ax <b, x> 0.
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Labai panasiai galime uzrasyti ir dietos uzdavin;j:

(min) ¢x, Ax>b, x = 0.

Tolesnei analizei mums reikés atskirai nagrinéti matricos A eilutes ir stulpelius. Sios
matricos I-tgjg eilute Zymeésime a;, ty. a; = (ail, al-z, ...,aln). Analogiskai Sios matricos J-tajj
stulpelj Zymésim al. Atkreipkime démesj, kad, taip pazyméje, galime uzrasyti

aix
Ax = a,x
a,,x
Panasiai galime uZrasyti ir vektoriaus eilutés bei matricos sandaugg. Imkim (1xm) vektoriy

eilute p = (p1,p?, ...,p™). Tada galime uzrasyti, kad

pA = (pal,pa?, ..., pa™).
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§ 5. TIESINIO PROGRAMAVIMO UZDAVINIY TIPAI IR PAGRINDINES SAVYBES

IS ankscéiau nagrinéty pavyzdziy, mes matome, kad tiesinio programavimo uzdaviniai gali
bati formuluojami gana jvairiai. Jie gali bGti sprendziami, ieSkant maksimumo (gamybos planavimo
uzdavinys) ar minimumo (dietos uzdavinys); apribojimai gali bati nelygybés tipo ,>“ arba ,<“, bet
gali bati ir lygybés; nezinomuyjy reikSmés paprastai turi biti neneigiamos, bet yra uzdaviniy,
kuriuose kai kurie neZzinomieji aprézti i$ virSaus ar apacios kitais dydzZiais, o gal ir i$ viso neapreézti.
Todél bendriausiu atveju tiesinio programavimo uzdavinj galima uzrasyti taip:

(extr) clxq+c?xy+ = +cx,

IA

atxi;+alx, + +alx,

1
=
-
I
3

(1)

\Y

OCjSXjS,Bj,j 1,n

Pirmojoje eilutéje uZrasyta sglyga vadinama uzdavinio tikslo funkcija, o likusioji dalis —
apribojimy sistema.

UZraSius uzdavinj tokiu bendru pavidalu, bity labai sunku formuluoti kokias nors jo
sprendimo taisykles. Kiekvieng kartg reikéty daryti iSlygas dél to, minimumo ar maksimumo
ieSkome, j kurig puse nukreiptos nelygybés ir t.t. Todél suformuluosime porg labiau apibrézty
uzdaviniy, kuriuos ir spresime, o paskui bandysime gautas sprendimo taisykles pritaikyti kitokiy
tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimui.

Standartiniu pavadinsime tokj tiesinio programavimo uzdavinj:

(max) cx, Ax <b, x=>0. (2)

Kaip matome, gamybos planavimo uZdavinys yra standartinis tiesinio programavimo
uzdavinys.

Kaip jau susitaréme, Sio uzdavinio leistinu planu vadiname n-matj vektoriy-stulpelj X,
tenkinantj apribojimus Ax < b, x = 0. Optimaliu planu arba sprendiniu vadiname tokj leisting
plang X*, kuriam galioja nelygybé €x* = €X visiems leistiniems X.

Kanoniniu pavadinsime tokj tiesinio programavimo uzdavinj:

(max) cx, Ax=b, x> 0. (3)
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Abiem atvejais ¢ia A yra m X n apribojimy matrica, b — m x 1 apribojimy vektorius-
stulpelis, € — 1 X n tikslo funkcijos koeficienty vektorius-eiluté, X — n X 1 nezinomuyjy vektorius-
stulpelis.

Tiesinio programavimo uzdavinio sprendimo taisyklés paprastai formuluojamos kanoniniam
uzdaviniui. Taciau, nagrinédami praktinius pavyzdZius, anksciau susidliréme su standartiniu
uzdaviniu. Todél parodysime, kaip standartinj uZdavinj paversti specialaus pavidalo kanoniniu
uzdaviniu, kuris bus labai patogus sprendimo taisykléms issiaiskinti.

Papildykime (2) uzdavinj vektorium-stulpeliu y (m X 1) papildomy neZinomuyjy. Gausime
tokj uzdavinj:

(max) c¢x, Ax+y=b, x=0, y=>0. (4)

Jrodysime, kad (2) ir (4) uzdaviniai ekvivalentiski tokia prasme: jei X yra leistinas (2)
uzdavinio planas, tai galima rasti tokj y, kad X ir Y tenkinty (4) apribojimus. Ir atvirksciai: jei X ir
Y tenkina (4) apribojimus, tai X yra leistinas (2) uzdavinio planas.

I3 tikryjy, jei X yra leistinas (2) uZdavinio planas, tai Ax < b, x = 0. Paiyméje
y = b — Ax, matome, kad y = 0. Taigi X ir ¥ neneigiami ir tenkina (4) apribojimus. Atvirk3¢iai,
jei X ir y tenkina (4) apribojimus, tai Ax = b — y < b. Taigi, X tenkina (2) apribojimus ir yra
leistinas (2) uzdavinio planas. Vadinasi, (max) cx abiejy uZdaviniy atveju ieskome toje pacioje
aibéje, todél ir optimalus X bus tas pats. <

Jei j (2) uzdavinj Ziurime kaip j gamybos planavimo uZdavinj, tai vektorius y Zymi
nepanaudotas planui X jgyvendinti idtekliy apimtis. Kaip jau aiskinomés, AX yra planui X
jgyvendinti reikalingos istekliy apimtys, Y - perteklinés (nepanaudotos) apimtys, taigi AX + y -
visos turimos iStekliy apimtys, ir jos pagal salyga lygios b. Be to, y = 0, nes ,neigiamas
perteklius” reiksty paprasciausia istekliy trikuma, o to uzdavinio sglyga neleidzZia. PavyzdZiui, §2
nagrinétame plytinés uZdavinyje y; Zyméty nepanaudotas darbo valandas, Y, - perteklinj

vandens kiekj, o Y3 - nepanaudotas krosnies darbo valandas.
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§ 6. SIMPLEKSINIS METODAS

1°. Simpleksinio metodo esmé. Siame paragrafe spresime tiesinio programavimo uzdavinj
su m apribojimy-nelygybiy ir n neneigiamy nezinomuyjy:

(max) ¢ =cx, Ax<bh, x>0 (1)
(¢ia, kaip ir anks¢iau A —m X n matrica, b — m X 1 vektorius stulpelis, € — 1 X n vektorius eiluté,
o X —n X 1 nezinomuyjy vektorius stulpelis. Tolesnio déstymo patogumui tikslo funkcijos reikSme
pazymime raide ¢.

Ankstesniuose paragrafuose mes suformulavome §j uzdavinj ir issiaiSkinome, kokioms
problemoms spresti jis gali biti panaudotas. Dviejy nezinomyjy atveju netgi iSmokome jj spresti.
Dabar pabandykime spresti bendrg n-mat;j atvejj.

Naudosimés vadinamuoju simpleksiniu metodu. Pirmg kartg pagrindZiant metodg, buvo
naudojami tam tikri matematiniai objektai — simpleksai. Todél ir metodas pavadintas simpleksiniu.
Dabar apsieiname be simpleksy, bet pavadinimas liko. Metodo esmé paprasta — i pradziy
surandame kokj nors (1) uzdavinio leisting plang X (tegu ir neoptimaly). Paskui jvertiname visus
tam tikra prasme jam ,kaimyninius“ planus. Jei tarp jy néra geresnio, t.y. su didesne tikslo
funkcijos reikSme, turimas planas optimalus. Jei geresnis planas atsiranda, pereiname prie jo ir visg
procesg kartojame i$ naujo. Taip per baigtinj Zingsniy skaiciy pasiekiamas optimalus planas (arba
jrodoma, kad jo néra). Taciau perziuréti visy bent kiek sudétingesnio uzdavinio plany praktiskai
nejmanoma, kadangi Siy plany be galo daug. Uztenka perzitreti tik vadinamus atraminius planus.
Geometrine prasme atraminiai planai yra leistiny plany aibés virstinés (taskai A, C, D E §2 2 bréz.).
Jy taip pat labai daug, taciau jy skaicius baigtinis, be to, simpleksinis metodas sukonstruotas taip,
kad uztemka perziuréti tik nedidele dalj atraminiy plany, kad jy tarpe surastume optimaly plang -
uzdavinio sprendin;j.

Pereikim prie (1) uzdavinio sprendimo. Kad bity paprasciau, laikykime, kad b = 0 (véliau
Sios sglygos galésime atsisakyti).

2°. Ekvivalentiis uzra$ymai ir simpleksinés lentelés. UZdavinio apribojimai uzradyti kaip
nelygybés. Tai nepatogu, todél pasinaudokime ekvivalencia Sio uzdavinio forma (zr. §5), kurig
gauname jvede M papildomy neneigiamy neZinomuyjy Y;, kurie sudaro— m X 1 papildomy

nezinomuyjy vektoriy stulpelj y. Gauname ekvivalentiska uzdavinj

(max)p =cx, Ax+y=b, x>0y =0. (2)
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ISskleistu pavidalu Sis uzdavinys atrodo taip:
(max) @ = clx;+c?x,+ = +cx,,.
alx,+a?x, + +alx, + y; = by,
aix,+aix, + +alx, +y, = by, (3)
alx;+az,x, ++ +atx, + ¥, = b,,.

XIZO, Xy 20,,xn20, V1 20, %) 20,,ym20

Perrasykime Sio uZdavinio apribojimus ir tikslo funkcijg kiek kitokiu pavidalu
y = A(=x) + b, (4)
¢ =(—c)(=x) +0.

Neneigiamumo apribojimus laikome savaime suprantamais ir toliau neperraSome, bet
nepamirskime, kad jie, be abejo, lieka galioti.
ISskleistu pavidalu (4) lygtys atrodo taip:
| 2 k
y1 = a1 (—x) + ai(—xz) + = +ay(—x) + +ai (—x,) + by,
| 2 k
Y2 = a3(=x1) + az(=x2) + +az (—=xx) + +az(—xn) + by,

Ym = A (=%1) + af(=x3) + +af (=x) + +aj(—x,) + by

¢ = =" (=x1) = ¢2(=x) = = —c* (=) + =¢"(=x) +0.

Dél priezascCiy, kurias netrukus iSsiaiskinsim, (5) lygtyse iSskleistu pavidalu parodome visg r-
tajg lygtj ir k-tajj nezinomajj.

Simpleksinio metodo Zingsniai atliekami transformuojant (5) lygtis. Norédami sutrumpinti
uzrasymg, Sias lygtis pavaizduojame dar dar vienu bldu — specialios lentelés pavidalu (zr. 1
lentele). Sig lentele vadinsime simpleksine lentele ir laikysime jg ekvivalentidka (5) lyg€iy sistemai.
Taigi (4), (5) ir 1 lentelé yra tas pats, tik kitaip uzrasyta.

Atkreipkime démesj, kad (4) lygtys leidZzia mums lengvai pamatyti leisting (2) uzdavinio
plang. Paéme X = 0, gauname, kad y = b, ¢@ = 0. Gamybos planavimo uzdavinyje toks planas

reiskia, kad joks produktas negaminamas, nepanaudoti lieka visi iStekliai, o pelnas lygus nuliui.
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1 lentelé

—X —X2 —Xk —Xn

1 2 k n

V1 aj aj a; ay b,
1 2 k n

Vs a; as a; a, b,
1 2 k n

Yy ay ay ay ar b,
1 2 k n

Vi Am Am A am b,

) —cl —c? —ck —c" 0

1 lentelé yra (4) lygciy ekvivalentas, taigi joje $j plang taip pat galime perskaityti. Laikome,
kad visy nezinomuyjy, esanciy virSutinéje lentelés eilutéje, t.y. X1, X5, ..., X;; reikSmés yra lygios
nuliui (juos vadinsime nebaziniais neZinomaisiais). Lentelés kairiajame stulpelyje esanciy
nezinomyjy (juos vadinsime baziniais) reikSmés uZrasytos desiniajame jos stulpelyje, ty. y; =
by, y, = by, ..., Vi = b,,, taip pat ir @ = 0. Taigi lenteléje fiksuotas pradinis planas, kuris,
tikriausiai, neoptimalus: nieko negaminame, iStekliy nenaudojame, pelno néra. Bandykime rasti
geresnj plana. Tuo tikslu transformuosime (5) lygciy sistemg ir jg atitinkancia 1 lentele.

3% Transformacijos. (5) lygtiy sistemoje sukeiskime neZinomuosius Xk ir Y, vietomis:

Xy nukelkime j kaire, o y,- j deSine. Pradékime nuo r-tosios lygties. Laikykim, kad a’,? # 0. Tada

al a? 1 at b, (6)
X = — (=x1) +— (=x2) o+ (=) o+ (=x) +—
aT‘ a?" aT‘ aT aT

Gautaja X}, iSraisSka jstatysime j visas likusias (5) lygtis. Imkim i-taja lygtj ir atlikim veiksmus:

yi = @ (=x1) + af (=x2) + +af (=) + +af (—xn) + by =
1 2
_ 1 2 ey & ar 1
= a; (—=x1) + a;i (=x2) + +(=a)[ — (=x1) + — (=x2) + +— (=y)+..
aT aT aT

ay b
r r n
a; a

T

Sutvarke panasius narius, gausim
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aﬁ‘ ai a{-‘ af a{;
yi = <a3— a,; )(—x1)+<a?— = )(_xz)*'“""(—a_,;) (=) +- )

T

, ak a® ak b,
+la — ak (_xn) + (bl - ak )

T T

Atlike analogiSkus veiksmus su paskutinigja (5) sistemos lygtimi, gausime

_ .k 1 _ .k 2 __ .k
90:(_61_(2#) (—x1>+<—c2—(ca#> (—x2)+---+<— — )(—m b B

r T

_rk n _ .k b
# (o= E ) ex+ 0-E

T T

Taigi, sukeitus Xy ir y,- vietomis, kitaip tariant, jvedus X j baze, o Y, iS jos iSvedus, (5)
lygciy sistema virto (6)-(8) sistema. Jg kur kas patogiau uzrasyti mums jau Zinomos simpleksinés

lentelés pavidalu (Zr. 2 lentele)

2 lentelé
—X1 —X2 —Yr —Xn
. afal ,  afa? a¥ L afa? 5 ak b,
V1 a; ——% a; ——x " a; ——x% 1 &
a’r a"r aT‘ aT aT
| a5 a? , a5a? ak ak a? . ak b,
Y2 az =% az =% S . az =% 27 T %
ar a’r aT' aT ar
al a? 1 ar b,
Xk ok X P g —
Cl,’f af ar ay ar
. ama ,  amar ak, Loana? 5 ak b,
Ym | am—— U — — | == |- am — — m——%
ar ar ar aT ar
K 1 K 2 K K o7 K
¢ 1 (=c) ar 2 (—¢c) ay —C n (=c) ay 0 (—c*) by
ak ak ak ak ak

Kaip ir anksciau, priimkime, kad nebaziniy (lentelés virSuje iSvardinty) nezinomyjy reikSmés
lygios nuliui. Jstate Sias reikSmes | (6)-(8) lygtis, gauname, kad baziniy (likusiy neZinomuyjy,
iSvardinty kairiajame lentelés stulpelyje), reikSmés yra lygios lentelés desiniajame stulpelyje
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apskaiciuotiems dydziams, o tikslo funkcijos reikSmé lygi deSiniajame apatiniame lentelés langelyje

uzraSytam dydzZiui.

4°. Simpleksinio metodo Zingsniai. Matome, kad jvede Xy | baze, o Y, iS jos iSvede, t.y.
transformave 1 lentele j 2 lentele, gauname naujg misy uzdavinio plang su kitomis nezinomuyjy ir
tikslo funkcijos reikSmémis. Pasinaudosime tuo, kad 2 lenteléje gautas planas baty leistinas ir
geresnis uZ tg, nuo kurio pradéjome 1 lenteléje. Kad to pasiektume, turime tinkamai parinkti
jvedama j baze ir i$ jos iSvedama nezinomuosius. Kaip tai padaryti?

Pirmiausia paZymeétina, kad kei¢iamy vietomis neZzinomyjy numeriai K ir r turi bati parinkti
taip, kad baty a¥ > 0. Priedingu atveju gautume, kad naujoji X}, reik¥me br/af (zr. 2 lentele)
baty neigiama ar i$ viso neegzistuoty (prisiminkim, kad b, = 0 dél 1° padarytos prielaidos).
Neneigiamos turi bati ir visos kitos naujojo plano nezinomyjy reikSmés, (jos uzrasytos 2 lentelés
desiniajame stulpelyje). Kitaip tariant, turi galioti

a%‘ b,

bi—2r>0,i=Tm. )

r

Si salyga yra savaime patenkinta tiems numeriams I, kuriems allc < 0. Tuo lengvai
jsitikiname, atsimine, kad br/a’; = 0, taigi pagal (9) formules prie neneigiamo bi nagrinéjamu

atveju faktiskai pridedamas neneigiamas dydis. Taigi (9) salyga galime perrasyti taip:

k
b
b; — a;kr > 0, visiems i, kuriems af > 0. (10)
T
Atlike paprastus veiksmus, Sig sglygg perrasome taip:
b b; . . . .
—Z < —,lc visiems i, kuriems af > 0. (11)
ar  aj

Si salyga reiskia, kad naujasis planas bus leistinas tik tuo atveju, kai jvedamo j baze
nebazinio neZinomojo numeriui K i§vedamo bazinio neZinomojo numeris 1" bus parinktas taip, kad
santykis b, /a¥ baty maziausias i§ santykiy bi/a{‘, apskaiciuoty tiems baziniams numeriams i,
kuriems a¥ > 0.

Taigi, jei nuspresime, kurj nebazinj neZinomajj jvesti j baze, tai iSvedamo i bazés
nezinomojo numerj turésime parinkti pagal Sig taisykle, kitaip gautas naujasis planas bus

neleistinas (kai kurie nezinomieji jgis neigiamas reikSmes). Taciau kurj gi nezinomajj jvesti j baze?
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I3 (8) formuliy, taip pat ir i$ 2 lentelés matome, kad jvedus X} j baze, o Y, i jos iSvedus,

- p
tikslo funkcijos reikSmé pasikeicia dydziu —(Ca% . Kadangi, kaip jau nusprendéme anksciau,
T

b, /ak > 0, tai tikslo funkcijos poky&io Zenkla nulemia dydis - (—c¥). Jei norime, kad tikslo
funkcijos reikimé padidéty (ar bent nesumazéty), $is dydis turi biti teigiamas, vadinasi, (—c*) turi
bati neigiamas. Dydziai (—c1), (—c?), .., (—c™) suradyti apatinéje 1 lentelés eilutéje, taigi joje
turime surasti neigiama dydj, ir jj atitinkantis neZzinomojo numeris K kaip tik ir bus to neZzinomojo,
kurj turime iSvesti iS bazés, numeris. O parinkti vietoj jo j baze jvedamo neZinomojo numerj I jau
mokame.

Taciau gali atsitikti taip, kad 1 lentelés apatinéje eilutéje visi dydziai bus neneigiami. Tada i$
(8) formuliy ir anksciau iSdéstyty samprotavimy aisku, kad jokiu bazinio ir nebazinio nezinomyjy
sukeitimu tikslo funkcijos nepadidinsime. Beliks pripazinti, kad lenteléje uzraSytas planas jau
optimalus.4

Gautus rezultatus uzrasysime keliy simpleksiniy taisykliy pavidalu.

1 taisyklé. Jei einamosios simpleksinés lentelés apatinéje eilutéje visi elementai neneigiami,
lenteléje esantis atraminis planas optimalus. Jei Sioje eilutéje yra neigiamy elementy, taikome 2
taisykle.

2 taisyklé. Einamosios simpleksinés lentelés apatinéje eilutéje surandame neigiamg
elementa. Jj atitinkantj stulpelj (sakykim, k-tajj) pavadiname vedanciuoju stulpeliu. Pereinam prie
3 taisyklés.

3 taisyklé. Perziurim desiniojo einamosios lentelés stulpelio ir vedanciojo stulpelio
elementy santykius bi/af su teigiamais vardikliais. Jei né vieno tokio santykio néra, uzdavinio
tikslo funkcija neapréita, ir jis dél to neiSsprendziamas. Jei tokiy santykiy yra, iSrenkam maziausia
iS jy, sakykim br/al,f. Lentelés eilute, kurioje yra tas santykis (sakykim, r-tgjg), pavadiname
vedancigja eilute, o vedanciosios eilutés ir vedanciojo stulpelio sankirtoje esantj elementg —

vedanciuoju elementu. Pereiname prie 4 taisyklés.

4 §j fakta, tiesa sakant, reikéty jrodyti grie#tai. I3 pateikty samprotavimy aisku tik tiek, kad vienu bazinio ir
nebazinio neZinomyjy sukeitimu nieko nelaimésime (t.y. tarp turimo atraminio plano ,kaimyniniy” atraminiy plany
néra geresnio). Taciau gal yra geresniy ,nekaimyniniy” ar ir visai neatraminiy planu? Galima jrodyti, kad taip néra,
taciau Cia Sio jrodymo nenagrinésime.
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4 taisyklé. Sudarome nauja simpleksine lentele, kurioje neZinomasis su numeriu Kk bus

jvestas j baze, o neZinomasis su numeriu I iSvestas iS bazés. Tuo tikslu naujoje lenteléje
apskaiciuojame Siuos dydzius (zr. 2 lentele):
a) vietoje vedanciojo elemento jraSsom jam atvirkstinj dydj;
b) likusius vedanciosios eilutés elementus padalinam i$ vedanciojo elemento;
c) likusius vedanciojo stulpelio elementus padalinam i$ vedanciojo elemento ir pakei¢iam
Zenkla priesingu;
d) likusius naujos lentelés elementus apskai¢iuojame taip: i$ kiekvieno ankstesnés lentelés
elemento atimame jo eilutés vedanciojo stulpelio elemento bei jo stulpelio vedan-
Ciosios eilutés elemento sandaugg, padalintg i$ vedanciojo elemento.

Naujai gautg lentele laikome einamaja lentele ir pereiname prie 1 taisyklés.

Pries pereidami prie konkretaus pavyzdZio sprendimo, padarykime keletg pastaby.

Formuluodami 3 taisykle, mes tvirtinome, kad jei vedanciajame stulpelyje nebus né vieno
teigiamo elemento, tai misy uzdavinio tikslo funkcija bus neaprézta. IS tikryjy, paziaréje j (5) lygtis
(kuriy ekvivalentas yra 1 lentelé), matome, kad X}, tokiu atveju galétume neribotai didinti, o visos
kity nezinomuyjy reikSmés islikty neneigiamos ir tik didéty. Tuo tarpu tikslo funkcijos reikSmé dél
(—c®) neigiamumo taip pat be galo didéty: (—c*)(—xj) — oo.

Gali atsitikti, kad apatinéje simpleksinés lentelés eilutéje visi elementai bus neneigiami, bet
kai kurie i$ jy bus lygls nuliui. Tai, kaip jrodéme, netrukdo esantj lenteléje plang pripaZinti
optimaliu. Tadiau nuliy buvimas rodo, kad turimas planas ne vienintelis optimalus. IS tikryjy,
sakykim, (—c*) = 0. Tada k-tajj stulpelj laikydami vedan&iuoju, atlikime simpleksinj Zingsnj pagal 3
ir 4 taisykles. Gausime naujg atraminj plang, kurio tikslo funkcijos reikSmé ,padidés” dydziu
(—c®)b,./ak = 0, «itaip tariant, liks ta pati. Taip gausime kit optimaly atraminj plana. Tokia
galimybe numatéme dar §3, nagrinédami dvimacdiy uzdaviniy savybes.

Simpleksiniu metodu spresdami tiesinio programavimo uzdavinj, pagal auks¢iau pagrjstas
taisykles vieng po kitos skaiCiuojame simpleksines lenteles, kol randame tokig, kurioje esantis
atraminis planas bus optimalus (apatinés eilutés elementai neneigiami), arba paaiskés, kad tikslo
funkcija neaprézta (visas vedantysis stulpelis turés tik neteigiamus elementus). Tacdiau ar turime
pagrindo manyti, kad reikés suskaiCiuoti baigtinj lenteliy skaiciy? Gal skaiiuosime tas lenteles
vieng po kitos, ir vis negausime optimalaus plano? Kitaip tariant, gal simpleksiniy Zingsniy skaicius
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bus begalinis? Norédami atsakyti j $j klausimg, atkreipkime démesj, kad kiekvienas simpleksinis
Zingsnis sukeiCia vieng bazinj neZinomajj su nebaziniu. Misy atveju turime m+n nezinomujy, i$
kuriy m baziniai. Tac¢iau m baziniy nezinomujy iS bendro m+n nezinomujy skaiciaus galima parinkti
tik baigtiniu skai¢iumi skirtingy budy. Vadinasi, konkreCiame uZdavinyje galim turéti tik baigtinj
skirtingy simpleksiniy lenteliy skaiciy. Pereidami nuo vienos lentelés prie kitos, tikslo funkcijos
reikSmeés nemaziname. Jei kuriame Zingsnyje tikslo funkcijos reikSme grieztai padidiname, tai toliau
prie jau praeity lenteliy nebegrjztame (kitaip tikslo funkcijos reikSmeé sumazéty). Todél Zingsnis po
Zingsnio tarsi kopiame laipteliais (lentelémis) aukstyn, o ty laipteliy skaicius, kaip matéme,
baigtinis. Todél ir simpleksinio metodo Zingsniy skaiCius baigtinis. ,UZsiciklinti“, t.y. pakliati j
begalinj save kartojanciy Zingsniy ratg simpleksinis algoritmas gali tik vienu atveju: jei kuriame
nors zZingsnyje tikslo funkcijos reikSmé nepadidéja (dél to, kad einamoji reikSmé b, = 0). Jei Si
reikSmé nepadidéja kitame ir dar kitame Zingsnyje, tai gali bati, kad, apsuke ratg, grjSime prie tos
pacios simpleksinés lentelés, ir vél pradésime tg patj ratg sukti i$ pradZziy (jrodyta, kad tokj ratg gali
sudaryti ne maziau kaip 4 Zingsniai). Taciau ,uzsiciklinimo” pavojus tik teorinis — Siuolaikiniai

tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimo algoritmai nesunkiai jo iSvengia.

5°, Pavyzdys. Plytinés uzdavinio sprendimas. ISspresime plytinés uzdavinj, suformuluota
§2 ir uZraSytg priklausomybémis (2.4). Pradéti turime nuo pradinés simpleksinés lentelés
sudarymo. Kaip matome i$ 1 lentelés, tai labai paprasta: virSuje su minuso Zenklais suraSome
pagrindinius neZinomuosius (jy plytinés uZdavinyje keturi: Xp,X,",X3,X4 ), lentelés kairéje
surasome papildomus nezinomuosius Y1 , Y2, Y3 (ju yra trys, nes uzdavinys turi tiek apribojimuy), j
palia lentele suraome matricos A elementus, dediniajame stulpelyje jraSome vektoriaus b

elementus, o lentelés apacioje — tikslo funkcijos koeficientus su priesSingais Zenklais. Taip gauname

pradine simpleksine 3a lentele

3alentelé
—X1 —X2 —X3 X4
V1 2,000 3,000 4,000 3,000 | 780,00
Vo 1,000 4,000 5,000 1,000 | 850,00
Y3 3,000 4,000 2,000 2,000 | 790,00
-50,00 | -60,00 | -70,00 | -40,00 0,00
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Sioje lenteléje uZfiksuotas toks atraminis planas: x; = X, = X3 = x, = 0 (nebaziniy
nezinomyjy reikSmes); y; = 780, Yy, = 850, Y3 = 790 (baziniy neZinomuyjy reikSmés). Kitaip
tariant, né vienos rasies plyty plytiné negamina, o visi istekliai lieka nepanaudoti. Pelnas Siuo
atveju lygus nuliui.

Pagal 1 taisykle Sis planas neoptimalus, nes apatinéje 3a lentelés eilutéje yra neigiamy
elementy. leSkosime geresnio atraminio plano. Pagal 2 taisykle apatinéje Sios lentelés eilutéje

surandame neigiamg elementga. Galime rinktis bet kurj i$ keturiy, nes visi jie neigiami. Paprastai
parenkamas maiZiausias, Siuo atveju tai -70. Jj atitinkantj neZinomojo X3 stulpelj pazymime kaip
vedantjjj, o patj neZinomajj X3 jvesime j baze (kitaip tariant, pradésime gaminti ,C“ tipo plyty
blokus).

Pagal 3 taisykle perzitrésime deSiniojo stulpelio ir vedanciojo stulpelio teigiamy elementy
santykius 780:4, 850:5, 790:2. MaiZiausias i$ jy antrasis, taigi jj atitinkanti neZinomojo y, eiluté
tampa vedanciaja, o vedanciuoju elementu a% = 5.

Pagal 4 taisykle neZinomajj X3 jvesime j baze, neZinomasis Y i$ jos iSvesime. Parodysime

visus veiksmus, atliekamus pagal 4 taisykle:

3b lentelé
—X1 —X2 —Y> —X4
Y1 2-4-1/5 3-4-4/5 -4/5 3-4-1/5 780-4-850/5
X3 1/5 4/5 1/5 1/5 850/5
Y3 3-2:1/5 4-2-4/5 -2/5 2-2-1/5 790-2-850/5
-50-1+(-70)/5 | -60-4-(-70)/5 70/5 | -40-1-(-70)/5 0-850:(-70)/5
Apskaiciave Siuos dydzius, gauname 3c lentele
3c lentelé
—X1 —X2 —Y> —X4
Vi 1,2000 | -0,2000 | -0,8000 | 2,2000 100,00
X3 0,200 0,800 0,200 0,200 170,00
Y3 2,600 2,400 | -0,400 1,600 450,00
-36,000 | -4,000 | 14,000 | -26,000 | 11900,00

Sioje lenteléje fiksuotas toks atraminis planas: X; = X, = v, =x4 =0; y; = 100,
X3 =170, Y3 = 450. Taigi gaminamos tik ,,C“ tipo plytos, ir jy gaminama X3 = 170 bloky. Vandens

iStekliai sunaudojami visiskai (y, = 0), darbo jégos istekliy lieka nepanaudota y; = 100 val., o
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krosnies darbo valandy lieka nepanaudota Y3 = 450 val. Pelnas padidéjo iki 11900 lity. Taciau Sis
planas pagal 1 taisykle dar ne optimalus: apatinéje lentelés eilutéje yra neigiamy dydzZiy.
Pavyzdziui, pirmame stulpelyje esantis dydis -36 rodo, kad ,A” plyty bloko gamyba padidinty
pelng 36 litais. Todél pagal 2 taisykle renkamés pirmajj stulpelj vedanciuoju ir pagal 3 taisykle
perziurékime desiniojo ir vedanciojo stulpelio elementy santykius 100:1,2, 170:0,2, 450:2,6.
Matziausias i$ jy pirmasis, taigi pirmoji eiluté vedancioji, o 1,2 — vedantysis elementas. Pagal 4
taisykle atliekame simpleksinj Zingsnj ir gauname 3d lentele.

3d lentelé

N —X2 —Y2 X4
X1 0,8333 | -0,1667 | -0,6667 | 1,8333 83,33
X3 -0,1667 | 0,8333 | 0,3333 | -0,1667 153,33
Y3 -2,1667 | 2,8333 | 1,3333 | -3,1667 233,33
30,00 | -10,00| -10,00 40,00 | 14900,00

Sioje lenteléje fiksuotas toks atraminis planas: y; = x, =y, = x, = 0; x; = 83,33
X3 = 153,33, y3 = 233,33. Taigi gaminamos ,A“ ir ,C” tipo plytos, ir jy gaminama atitinkamai 83,33
ir 153,33 bloky. Darbo laiko ir vandens itekliai sunaudojami visiskai (y; = y, = 0), krosnies

darbo valandy lieka nepanaudota y3 = 233,33 val. Pelnas padidéjo iki 14900 lity. Taciau pagal 1
taisykle Sis planas dar ne optimalus: apatinéje lentelés eilutéje yra neigiamy dydziy. Pagal 2
taisykle, vedanciuoju galime rinktis bet kurj i$ juos atitinkanciy stulpeliy. Pasirenkame trecigjj
stulpelj ir pagal 3 taisykle perzitrimedeSiniojo ir vedanciojo stulpelio teigiamy elementy santykius
153,33 :0,33, 233,33 : 1,333. (Pirmoje eilutéje esantj santykj 83,33 : (-0,1667) ignoruojame, nes jo
vardiklis neigiamas!) MaZiausias yra treciojoje eilutéje esantis santykis, taigi Si eiluté vedancioji, o
1,333 — vedantysis elementas. Pagal 4 taisykle atliekame simpleksinj Zingsnj ir gauname 3e lentele.

3e lentelé

—M1 —X2 —Y3 —X4
X1 -0,2500 | 1,2500 | 0,5000 | 0,2500 200,00
X3 0,3750 | 0,1250 | -0,2500 | 0,6250 95,00

Yo -1,6250 | 2,1250 | 0,7500 | -2,3750 175,00
13,75 11,25 7,50 16,25 | 16650,00

Sioje lenteléje fiksuotas toks atraminis planas: y; = X, = y3 = x, = 0; x; = 200,

X3 =95, Y, = 175. Taigi gaminamos ,A“ ir ,C” tipo plytos, ir jy gaminama atitinkamai 200 ir 95
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blokai. Darbo laiko ir krosnies laiko istekliai sunaudojami visiskai (y; = y3 = 0), vandens lieka

nepanaudota y, = 175 m>. Pelnas padidéjo iki 16650 lity. Kadangi apatinéje eilutéje visi dydziai
teigiami, pagal 1 taisykle Sis planas optimalus. Jis ir vienintelis optimalus, nes apatinéje eilutéje

néra nuliy. Uzdavinj i$sprendéme. <

6°. Pratimai. I$spreskite uzdavinius, suformuluotus §2 3°.

6°.1 Rasti optimaly plang gamybos planavimo uzdavinyje

(max) 102x; + 130x, + 192x3 + 100x,4
X1+ 9%+ 12x3+ 4x4 <450,
8x; + 3x+ 2x3+ 5x4 <300,
4x, + 6x+ 9x3+ 10x4 < 300.

X120,X220,X320,X420.

6°.2 Rasti optimaly plang gamybos planavimo uzdavinyje

(max) 54x; + 25x, + 40x3 + 31X,
6x; + 4x,+ 5x3+ 2x4 £1700,
8x1+ 3x,+ 6x3+ 7x4 2700,
9x1+ 1x,+ 5x3+ 6x5 <3000

X120,X220,X320,X420.

Abiejy uZdaviniy sprendima simpleksinemis lentelémis rasite §9 5°.
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§ 7. JVAIRIY TIPY TIESINIO PROGRAMAVIMO UZDAVINIY SPRENDIMAS

1°. Neigiami apribojimy vektoriaus elementai. Praeitame paragrafe iSsprendéme tiesinio
programavimo uzdavinj su m apribojimy-lygybiy ir 1 nezinomuyjy:

(max) p =cx, Ax<b, x>0 (1)
(¢ia, kaip ir anks¢iau A —m X n matrica, b —m X 1 vektorius stulpelis, € — 1 X n vektorius eilute,
0o X —n X 1 nezinomyjy vektorius stulpelis.

Sj uzdavinj uZraéme ekvivalencia forma (ir. §5), kurig gavome jvede m papildomy

neneigiamy nezinomuyjy Y;, kurie sudaro m X 1 papildomy nezinomuyjy vektoriy stulpelj y.
(max)p =cx, Ax+y=b, x>0y =>0. (2)

Praeitame paragrafe pradéjome 3§ uidavinj spresti nuo akivaizdaus plano x =0,
y = b, ¢ = 0. Taciau 3is planas buvo leistinas tik tuo atveju, kai b = 0. Ta&iau kg daryti, jei $i
salyga nepatenkinta, t.y. vektorius b turi neigiamy koordinaciy? Bandysime ir $iuo atveju remtis
simpleksiniais Zingsniais.

Plang x =0,y = b pavadinsime pseudoplanu (jis tenkina (2) apribojimus-lygybes, bet
netenkina neneigiamumo salygy). Bandysime simpleksiniais Zingsniais eiti nuo vieno pseudoplano
prie kito, kol gausime leisting plang, o tada, kaip jau mokame, eisime nuo vieno leistino plano prie
kito, kol gausime optimaly.

Perrasykime muasy uzdavinj, kaip ir anksciau, j simpleksine lentele (§6 1 lentele). Joje bus
atspindétas pseudoplanas, kuriame bent viena i$ papildomy neZinomyjy Y reikSmiy bus neigiama,
sakykim, y; = bt < 0. Atlikime simpleksinj Zingsnj, siekdami, kad naujame pseudoplane ar plane
Y; reikSmé padideéty, o gal ir i$ viso nebuty neigiama.

Pradékime nuo to, kad t-tojoje lentelés eilutéje suraskime neigiama elementa af < 0. Jei
tokio elemento nerastume, uZdavinio sprendimg turétume nutraukti ir pripazinti, kad jis
neisSsprendziamas dél apribojimy prieStaringumo. IS tikryjy, t-toji lentelés eiluté atitinka lygtj

Ve = ai (—x1) + af(—x;) + +af (—xx) + +af (—x,) + b,.

Jei Sioje lygtyje visi a{ > 0,j = 1,n, tai kokius neneigiamus Xj beimtume, dél b; neigiamumo
Y negalés jgyti neneigiamos reikSmeés. Vadinasi, jokio leistino plano Siame uzdavinyje néra is viso.
Jei taip néra, tai af < 0 pavyks surasti.
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Laikykime k-tajj stulpelj vedanciuoju (kitaip tariant, jveskime X} j baze). Jei vedanciuoju
elementu parinktume patj a,’f, tai y; iSeity i$ bazés, jo reikSmé pasidaryty lygi nuliui, o naujoji
Xy reikSmeé buty bt/af > 0 (Zr. §6 taisykles). Taip atsikratytume vieno neigiamo pseudoplano
elemento, ko ir siekiame. Taciau toks Zingsnis bty skubotas. Mat, galéty atsitikti, kad kity
nezinomyjy reikSmés, buvusios neneigiamos, tapty neigiamomis, ir vietoje Zingsnio j priekj
padarytume Zingsnj atgal.

Todél laikykime k-tgjj stulpelj vedanciuoju, bet vedanciaja eilute rinkime taip, kad buvusios
neneigiamos nezinomyjy reikSmés neneigiamomis ir islikty. Pritaikydami §6 transformacijos
taisykles (2 lentelé), §j reikalavima galime uZrasyti taip:

k
a; b
b; — Lakr > 0, visiems i , kuriems b; = 0 )

r

Vedancigjg r-tgjg eilute galime rinkti jvairiai. Paprastai ja renkame taip, kad galioty
b, /ak > 0. Priegingai, negu §6 nagrinétu atveju, dabar mus domina ir atvejai, kai b, < 0,
af < 0. Bent vienas teigiamas santykis br/aff tikrai yra (kai =t ). Ar Siuo atveju tikrai bus
patenkinta (3) sglyga? IS (3) formuliy matome, kad jei a{‘ < 0, tai b; reikimé nesumazéja, taigi,
buvusi neneigiama, neneigiama ir lieka. Jei alk > 0, tai, pertvarke (3), matome, jog turi galioti
bi/af > b, /ak. Kitaip tariant, b, /a¥ turi bati maiausias i§ neneigiamy santykiy bi/alk- Tada
vietoje Y, j baze jeis X, su reikime b, /a¥ > 0, o naujoji ¥, reikime bus

ak b,

Ve = by — o~ = by (4)

Jei taip atsitikty, kad 7 = ¢, tai vedanciuoju elementu tapty pats, af, kg jau aptaréme.
Taigi, atlikus simpleksinj Zingsnj, neigiama Yy, reikSmé iSnyksta arba bent jau padidéja, likdama
neigiama. Pastaruoju atveju atliekame dar vieng Zingsnj ir t.t. Kadangi t eilutéje esancios
koordinatés reikSmé didéja, tai prie buvusio pseudoplano nebegrjztame, ir per baigtinj Zingsniy
skaiciy arba atsikratome neigiamos pseudoplano koordinatés reikSmés arba paaiskéja uzdavinio
apribojimy nesuderinamumas (tam tikras ,uZsiciklinimo” pavojus iélieka ir $iuo atveju — 7r. §6 4°
aptarimg). Taip panaikiname neigiamg pseudoplano reikSme t eilutéje. Jei neigiamy reikSmiy lieka
kitose eilutése, su jomis atliekame analogiSkus veiksmus, kol musy pseudoplanas virsta leistinu

planu. Tada pagal §6 suformuluotas taisykles ieSkome optimalaus plano.
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5 taisyklé. PerziGrim deSiniojo einamosios lentelés stulpelio elementus. Jei jy tarpe yra

neigiamy, pasirenkam kurj nors, sakykim, esantj t - toje eilutéje. PerzZilrim lentelés elementus ag,
esancius Sioje eilutéje. Jei tarp jy néra né vieno neigiamo, uzdavinys neiSsprendziamas, nes neturi
jokio leistino plano. PrieSingu atveju randame a,’f < 0 ir k-tajj stulpelj laikome vedanciuoju.
PerziGrime desiniojo ir vedanciojo stulpelio elementy teigiamus santykius bi/alk, taip pat
santykius, kur b; = 0, af‘ > 0 (jei tokiy yra). Eilute, kurioje yra maziausias i$ jy (sakykim, r-tgja)
laikome vedancigja, o elementa a’f —vedanciuoju elementu. Atliekame simpleksinj Zzingsnj pagal 4
taisykle. Jei po Sio Zingsnio neigiama reikSmé deSiniojo stulpelio t - toje eilutéje neisSnyko, Sioje
taisykléje nurodytus veiksmus kartojame. Taip darome tol, kol deSiniajame lentelés stulpelyje
nelieka neigiamy elementy. Pereiname prie 1 taisyklés.

2° Pavyzdys. Plytinés uZdavinio su papildoma sglyga - nelygybe sprendimas. Spresime
plytinés uzdavinj, suformuluotg §2 ir uzrasytg priklausomybémis (2.4) su papildoma salyga (2.5).
Primename, kad pagal Sig sglyga plytinei per 10 darbo dieny bdtina pagaminti ne maziau kaip 300
visy rasiy tipy plyty bloky, t.y.

X1+ x5+ x3+ x4, = 300.

Kadangi sprendimo taisykles suformulavome nelygybiy "<" atvejui, paversime Sig nelygybe
ekvivalentiSka, padaugine jg is -1:

—Xl - xz - x3 - x4 S _300. (5)

Kaip jau daréme §6, uzpildome pradine simpleksine lentele, atsizvelgdami j (5) salyga.

la lentelé
—Xq —X, —X3 —X,
V1 2,000 3,000 4,000 3,000 780,00
Y2 1,000 4,000 5,000 1,000 850,00
Y3 3,000 4,000 2,000 2,000 790,00
Va -1,000 -1,000 -1,000 -1,000 -300,00
-50,000 | -60,000 | -70,000 | -40,000 0,00
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Sioje lenteléje uzfiksuotas toks pseudoplanas: X; = X, = X3 = x4, = 0 (nebaziniy
nezinomuyjy reikSmes); y; = 780, Y, = 850, Y3 = 790, Y, = -300 (baziniy nezinomuyjy reikSmeés).
Kadangi deSiniajame lentelés stulpelyje yra neigiamas elementas, taikome 5 taisykle.

PerziGrime ketvirtgjg lentelés eilute, ieSkodami joje neigiamy elementy. Jy yra bent keturi —
visi lygus -1. Renkamés bet kurj i$ jy, sakykim, pirmajj, todél pirmajj stulpelj laikome vedanciuoju.
PerziGrim deSiniojo ir vedanciojo stulpelio elementy santykius 780:2, 850:1, 790:3, (-300):(-1).
MaZiausias i$ jy treciasis, taigi jj atitinkanti nezinomojo Y3 eiluté tampa vedancigja, o vedanciuoju

elementu a% = 3. Atliekame simpleksinj Zingsnj. Gauname

1b lentelé
—Y3 —X2 —X3 —X4
V1 -0,6667 | 0,3333 2,6667 1,6667 253,33
%) -0,333 2,667 4,333 0,333 586,67
X1 0,333 1,333 0,667 0,667 263,33
Va 0,333 0,333 -0,333 -0,333 -36,67
16,667 6,667 | -36,667 -6,667 13166,67

Sioje lenteléje V4 reikSmé -36,67 tebéra neigiama. Todél ir vél ketvirtojoje eilutéje turime
ieSkoti neigiamy elementy. Jie yra stulpeliuose, atitinkaniuose nezinomuosius X3 ir Xg4.
Vedanciuoju galime rinktis bet kurj is Siy stulpeliy. Pasirinkime X4 atitinkantj stulpelj ir laikykime jj
vedanciuoju. Perzitrime santykius 253,33:1,6667 = 152; 586,67:0,333 = 1760; 263,33:0,667 = 395;
(-36,67):(-0,333) = 110. Matziausias i$ jy paskutinis, taigi Y, atitinkanti eiluté tampa vedancigja.
Vadinasi, neZinomasis Y, bus iSvestas i$ bazés, ir naujame plane neigiamos reikSmés nebeliks.

Atlike simpleksinj Zingsnj, gauname lentele

1c lentelé
—V3 —X3 —X3 —Va
Y1 1,0000 2,0000 1,0000 5,0000 70,0
Vo 0,000 3,000 4,000 1,000 550,0
X1 1,000 2,000 0,000 2,000 190,0
Xy -1,000 -1,000 1,000 -3,000 110,0
10,000 0,000 | -30,000 | -20,000 13900,0

Sioje lenteléje jau turime leisting plang (nebe pseudoplana) y3 =X, =x3 =y, =0
(nebaziniy neZinomuyjy reikSmes); y; = 70, Y, = 550, X1 = 190, X4 = 110 (baziniy nezinomuyjy
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reikSmes). Tikslo funkcijos reikSmé 13900. IS 1 taisyklés Zinome, kad Si reikSmé neoptimali, nes
apatinéje lentelés eilutéje yra neigiamy elementy. Todél atliekame jprastg simpleksinj Zingsnj.
Vedanciuoju pasirinksim neZinomajj X3 atitinkantj stulpelj. Perziurésim deSiniojo ir atitinkancio
X3 stulpeliy elementy santykius 70:1 = 70; 550:4 = 137,5; 110:1 = 110. Maziausias pirmasis,

vadinasi, atitinkanti eiluté bus vedancioji. Atliekame simpleksinj Zingsnj. Gauname tokig lentele

1d lentelé
A —X2 | — V4
X3 1,00 2,00 1,00 5,00 70,0
Vo -4,00 -5,00 -4,00 -19,00 270,0
X1 1,00 2,00 0,00 2,00 190,0
X4 -2,00 -3,00 -1,00 -8,00 40,0
40,00 60,00 30,00 130,00 16000,00

Sioje lenteléje pagaliau matome optimaly plana: V3 =Xy, =y, =y, =0; x3 =70,
X1 = 190, X4 = 40 y, = 270. Taigi gaminamos ,A“ , ,C“ ir ,D“ tipo plytos, ir jy gaminama
atitinkamai 190, 70 ir 40 bloky. Darbo laiko ir krosnies laiko istekliai sunaudojami visiskai
(y1 = y3 = 0), vandens lieka nepanaudota y, = 270 m>. Pelnas lygus 16000 lity ir, lyginant su

ankstesniu §6 i§sprestu variantu, 650 lity mazesnis. <

3° Apribojimai - lygybés. Iki Siol sprendéme standartinius tiesinio programavimo
uzdavinius (jy apribojimai yra " <" tipo nelygybés). Taciau praktikoje gali iskilti ir uzdaviniy, kuriy
apribojimai yra grieztos lygybés. Sakykim, (1) uzdavinio t — toji apribojimy eiluté yra

atx,+a?x, +- +afx, + - +alx, = b,. (6)

Laikykime, kad b; = 0. Jei konkregiame uZdavinyje baty priesingai, visa (6) lygybe,
nemazindami nagrinéjimo bendrumo, padaugintume is -1. Laikykim, kad toks veiksmas, jei reikia,
jau atliktas.

Norédami pritaikyti anksciau nagrinétg sprendimo blda, kaip ir ankséiau, jveskime

papildomg neZinomajj Y- Gausime
atxi+atx, + +akx, + - +alx, +y; = b,

Ve = ai (—=x1) + af(=x3) + +af (=x;) + +af (=xy) + by )
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Cia Y yra dirbtinis neZinomasis, kurio reikSmeé leistiname plane turi bati lygi nuliui, kitaip
(6) lygybé nebus patenkinta. Jj jvedéme tam, kad lengvai rastume pradinj plang simpleksiniams
Zingsniams pradéti. I3 tikryjy, kaip ir anks¢iau, laikykime, kad pradedam nuo planox =0,y = b
(jskaitant ir y; = b;). Sis planas néra leistinas, jei Y; = by > 0. Todél simpleksiniais Zingsniais
bandysim dirbtinj nezinomajj Yy, isvesti i$ bazés, kad jo reikSme tapty lygia nuliui, ir turétume
leisting plana.

Lygtis (7) yra viena i$ simpleksinés lentelés eiluciy. Perzilrime koeficientus a{ Jj= 1,_n
Jei jy tarpe néra né vieno teigiamo, tai b; > 0 atveju uzdavinys neturi né vieno leistino plano. I3
tikryjy, is (7) lyg€iy matome, kad, kokius neneigiamus X; berinktume, y; reikSmé isliks teigiama, o
leistiname plane ji privalo bati lygia nuliui. Tokiu atveju uzdavinio sprendimg nutrauksime dél jo
apribojimy nesuderinamumo.

Jei bent vienas teigiamas a,’f > 0 yra, k-tajj stulpelj laikome vedanciuoju. Jei vedancigja
imtume t — tajg eilute, tai y; iSeity i3 bazés, o X}, jeity su reikime bt/af > 0 (7r. §6 taisykles).
Taip i8 karto pasiektume tiksla, kad Y, reikSmé buty nulis. Taciau neatsizvelge | kitus
nezinomuosius, galime vietoj buvusiy jy neneigiamy reikSmiy gauti neigiamas. Todél vedanciajg
eilute rinksime atsargiau. Kaip ir anksciau, perziGrésime desiniojo ir vedanciojo stulpelio santykius
bi/af, kuriems b; = 0, af > (0 (bent vienas toks santykis yra, batent, kai i =t ). I3 jy
iSrinksime maziausia b,./a¥ , o r-taja eilute laikysime vedanciaja. Nesunku jsitikinti, kad, atlikus
simpleksinj Zingsnj, neneigiamy neZinomyjy reikSmés isliks neneigiamos, o Y, reikSmé sumazés. IS
tikryjy, kadangi b,./a¥ < b;/a¥, tai naujoji i-tojo nezinomojo reiksme b; — bra¥ /ak > 0.
Naujoji y; reikimeé sumazéja: by — b.af /a¥ < b,. Kartodami veiksmus su dirbtinio nezinomojo
eilute, Zingsnis po Zingsnio maziname dirbtinio nezinomojo reikSme, kol jj pasaliname i$ bazés.
Galime iSbraukti ir visg $j neZinomojo stulpelj. Tada tesiame veiksmus pagal jau Zinomas taisykles,
bet dirbtiniam nezinomajam nebeleidZiame grjzti j baze (jei jo stulpelio neiSbraukéme).

6 _taisyklé. PerziGrim deSiniojo einamosios lentelés stulpelio elementus. Jei jy tarpe yra
dirbtiniy nezinomuyjy reikSmiy, pasirenkam kurig nors, sakykim, t - tajg eilute, atitinkancig dirbtinj
nezinomajj. PerziGrim lentelés elementus ag, esancius Sioje eilutéje. Jei tarp jy néra né vieno
teigiamo, uzdavinys neiSsprendzZiamas, nes neturi jokio leistino plano. PrieSingu atveju randame

a,’f > 0 ir k-tajj stulpelj laikome vedanéiuoju. PerZilrime desiniojo ir vedanciojo stulpelio
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elementy teigiamus santykius bi/af, kur b; = 0, aﬁ‘ > (. Eilute, kurioje yra maziausias i3 jy
(sakykim, r-tajg) laikome vedancdigja, o elementg aff— vedanciuoju elementu. Atliekame
simpleksinj Zingsnj pagal 4 taisykle. Jei po Sio Zingsnio y; dar neiséjo i$ bazés (r # t), Sioje
taisykléje nurodytus veiksmus kartojame. Taip darome tol, kol dirbtiniai neZzinomieji pasalinami i$
bazés. Pereiname prie 5 taisyklés (jei turime pseudoplang) arba 1 taisyklés, jei turime leisting
plana.

4°, Pavyzdys. Plytinés uzdavinio su papildoma salyga - lygybe sprendimas. Dar karta
spresime plytinés uzdavinj, suformuluotg §2 ir uzrasytg priklausomybémis (2.4). Taciau dabar
pareikalausime, kad "A" ir "D" plyty bloky buty pagaminta 230 vienety. Tai reiskia, kad j misy
uzdavinj turime jtraukti sglyga

Kaip jau daréme §6, uZzpildome pradine simpleksine lentele, atsizvelgdami j (8) salyga.

2a lentelé
—X1 —X5 —X3 —Xg4
Y1 2,000 3,000 4,000 3,000 780,00
Y2 1,000 4,000 5,000 1,000 850,00
V3 3,000 4,000 2,000 2,000 790,00
Ya 1,000 0,000 0,000 1,000 230,00
-50,000 | -60,000 | -70,000 | -40,000 0,00

Sioje lenteléje uzfiksuotas toks planas su dirbtiniu neZinomuoju y, : X; = X, = X3 =
X4 = 0 (nebaziniy neZinomuyjy reikimés); y; = 780, y, = 850, Y3 = 790, Y, = 230 (baziniy
nezinomuyjy, tarp jy ir dirbtinio, reikSmés). Kadangi dirbtinis neZzinomasis yra bazinis, taikome 6
taisykle.

Perzilrim ketvirtosios eilutés elementus, ieSkodami teigiamo. Kadangi tokiy elementy yra
du, renkames bet kurj, sakykim, pirmajj. Tada neZinomaji X; atitinkantis stulpelis tampa
vedanciuoju. Perzitrim desiniojo ir vedanciojo stulpelio elementy santykius: 780:2 = 390; 850:1 =
850; 790:3 = 263,3 ; 230:1 = 230. Matziausias i$ jy paskutinis, taigi jj atitinkanti dirbtinio
neZinomojo Y, eiluté tampa vedancigja, o vedanciuoju elementu ai = 1. Atliekame simpleksinj

Zingsnj. Gauname lentele
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V4 —X2 —X3 —X4
V1 -2,000 3,000 4,000 1,000 320,00
Va2 -1,000 4,000 5,000 0,000 620,00
Y3 -3,000 4,000 2,000 -1,000 100,00
X1 1,000 0,000 0,000 1,000 230,00
50,000 -60,000 -70,000 10,000 | 11500,00

2b lentelé

Sioje lenteléje dirbtinis neZinomasis jau idvestas i§ bazés, todél turime leisting plana.

Dirbtinj nezinomajj atitinkantj stulpelj galima baty iSbraukti i$ lentelés, nes Y, jau nebegali grjzti j
baze. Likusioje lentelés dalyje taikome jprastas simpleksines taisykles. Apatinéje eilutéje turime
neigiamy elementy, todél planas dar ne optimalus. Vedancioju pasirenkame neZinomajj X3
atitinkantj stulpelj. Perzidrime deSiniojo ir vedanciojo stulpelio elementy santykius: 320:4 = 80;

620:5 = 124; 100:2 = 50. MatZiausias treciasis, todél vedanciaja laikome trecigja eilute. Atlike

simpleksinj Zingsnj, gauname tokig lentele:

2c lentelé
Vs —X2 —Y3 X4
Y1 4,000 -5,000 -2,000 3,000 120,00
Vo 6,500 -6,000 -2,500 2,500 370,00
X3 -1,500 2,000 0,500 -0,500 50,00
X1 1,000 0,000 0,000 1,000 230,00
-55,000 80,000 35,000 -25,000 | 15000,00

Sioje lenteléje turimas planas dar ne optimalus, kadangi apatinéje eilutéje dar yra

neigiamas elementas -25 (j neigiama dydj —55 nebekreipiame démesio, nes Y, | baze grjzti negali).
Vedanciuoju laikome neZinomajj X4 atitinkantj stulpelj ir perziGrime santykius 120:3 = 40; 370:2,5
= 148; 230:1 = 230. Maziausias i$ jy pirmasis, taigi pirmoji eiluté ir bus vedancioji. Atlike simpleksinj

Zingsnj, gauname lentele

2d lentelé
— Y4 ) Y3 N
X4 1,333 -1,667 -0,667 0,333 40,0
Vo 3,167 -1,833 -0,833 -0,833 270,0
X3 -0,833 1,167 0,167 0,167 70,0
X1 -0,333 1,667 0,667 -0,333 190,0
-21,667 38,333 18,333 8,333 | 16000,0
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Sioje lentelé jau turime optimaly plana: apatinés eilutés elementai neneigiami, o j dirbtinio
neZinomojo stulpelj nekreipiame démesio. Taigi "A" tipo plyty gaminame X, = 190 bloky, "C" tipo
plyty gaminame X3 = 70 bloky, "D" tipo plyty gaminame X4 = 40 bloky, "B" tipo plyty

negaminame. Lieka nepanaudota y, = 270 m? vandens iStekliy. <

5°. Pratimas. I$spreskite simpleksinemis lentelémis midiniy uzdavinj, suformuluota §2 3°.

(min) 33x; + 10x; + 26x3 + 18x,4
50x; + 30x,+ 80x3+ 10x,; =190,
40x, + 10x,+ 20x3+ 20x5 2 110,
50x; + 40x,+ 50x3+ 30x,; = 150.

X120,X220,X320,X420.

49



§ 8. DUALUS TIESINIO PROGRAMAVIMO UZDAVINIAI

Nagrinédami tiesinio programavimo priemonémis modeliuojamus uZzdavinius, mes iki Siol
labiau doméjomeés jy materialiu aspektu — sprendéme, kiek ir kokiy produkty gaminti, uzteks, ar ne

turimy iStekliy ir pan. Dabar bandysime iSnagrinéti kai kuriuos Siy uzdaviniy vertinius aspektus.

1°. Dualus gamybos planavimo uZdavinys. Prisiminkime gamybos planavimo uZdavinio,
iSnagrinéto §2, salygg. Nagrinéjome jmone, kuri gali gaminti n skirtingy produkty rasiy,
naudodama m istekliy rusiy. Visy m istekliy rasiy apimtis laikome Zinomomis ir Zymime
by, b,, ..., b,y,. Be to, laikome Zinomomis visy iStekliy sanaudas, reikalingas kiekvieno produkto

vienetui pagaminti: a’ reikime parodo, kiek I-tojo istekliaus vienety reikia j-tojo produkto

l
vienetui pagaminti. Naudingumo matu gamybos planavimo uzdavinyje laikome pelng: sakysime,
kad j-tojo produkto vieneto gamyba duoda c’ lity pelno, o kiekvieno produkto pelningumas

Zinomas. Matematinis Sio uzdavinio kaip tiesinio programavimo uzdavinio formulavimas iSskleistu

pavidalu uZrasytas priklausomybémis (2.1) — (2.3), o matriciniu pavidalu

(max) cx, Ax <b, x=0. (1)

Bandykime apskaiciuoti, kiek jmonei verti jos naudojami iStekliai. Remsimés tokiu
sumetimu: kiekvieng is iStekliy jmoné vertina tiek, uz kokig maziausig kaing be nuostoliy sutikty jo
atsisakyti. Siek tiek uibégdami j priekj, galime pasakyti, kad tai bus ta pati kaina, u# kuria
papildomg istekliy vienetg dar bus verta pirkti.

PaZzymékime minétg i-tosios istekliy rasies jvertinima (kaing) pi (i= 1,m ) ir vadinkime jj
dualia kaina. Visy dualiy kainy vektoriy-eilute Zzymésime p = (pl,pz, ,pm).

Jvertinkime dualig kaing visy istekliy, reikalingy j-tojo produkto vienetui pagaminti.

Pirmosios rasies istekliy Siam tikslui reikia a{ vienety taigi jy duali kaina pla{, antrosios rasies

iStekliy reikia aé vienety taigi jy duali kaina pzaé ir t.t. Taigi visy iStekliy, reikalingy j-tojo

produkto vienetui pagaminti, duali kaina yra lygi paf = pla{ + pzaé + ---pma,]n. Kadangi,
panaudojus Siuos iSteklius, pagaminamas vienetas j-tojo produkto, kurio pelningumas yra Cj, tai

atsisakyti Siy istekliy jmonei verta uz sumg, ne mazesne, negu c’. Taigi dualios kainos turi bati
pasitlytos tokios, kad galioty nelygybés
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plal +p*a) +-pTa,, = ¢/ (j=Tn) i

arba, uZrasius tg patj trumpiau,

pa’ >c/ (j=1n), (3)

arba visai trumpai

pA =c. (4)

Taigi dualios kainos P turi tenkinti (4) apribojimus, be to, jos pagal ekonoming prasme turi
bati neneigiamos: p = 0.

Atkreipkime démesj, kad (4) nelygybés leidZia P neribotai didinti (jei bent vienas P,
tenkinantis (4), egzistuoja). Tai reiskia, kad jmoné gali atsisakyti istekliy ir uz dvigubai, ir uz trigubai
ir dar didesnes kainas. Taciau tikrg iStekliy jvertinimg parodys minimalios kainos, uz kurias vis dar
verta atsisakyti istekliy. Jy verté siomis kainomis yra pb = plb; + p?b,+ -+ + p™b,,. Taigi
dualus gamybos planavimo uzdavinys formuluojamas taip:

(min)pb pA=c, p=0. (5)

UZdavinj (1) vadinsime tiesioginiu, o (5) — dualiu tiesinio programavimo uZdaviniu, X -
tiesioginiais, P - dualiais neZinomaisiais. Sie pavadinimai remiasi matematiniu dualiy uZdaviniy
formulavimu. Ekonominiuose taikymuose X daZnai vadinamas planu, P - dualiomis arba
»Sesélinemis” kainomis (angl. ,,shadow prices”).

Kaip ir tiesioginio uzdavinio atveju, dualaus uzdavinio (5) leistinu planu vadinsime m-mat;j
vektoriy-eilute P, tenkinantj apribojimus pA = ¢, p = 0. Sio uzdavinio optimaliu planu arba
sprendiniu vadinsime leisting plang P, kuris tenka nelygybe p*b < pb visiems leistiniems p.

Pavyzdys. Nagrinékime plytinés uzdavinj, suformuluotg §2. Bandykime apskaiciuoti, kiek
plytinei verta viena darbininko darbo valanda (Zymésime §j dydj pl), vienas kubinis metras
vandens (pz) ir viena krosnies darbo valanda (p3). Jvertinsime isteklius, reikalingus vienam "A"
tipo plyty blokui pagaminti. Pagal §2 1 lentelés duomenis, matome, kad darbininky darbo laikas

bus jvertintas dydZiu Zpl, vandens sgnaudos — dydziu 1p2 , 0 krosnies darbo valandos — dydziu
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3p3. Taigi visi istekliai bus jvertinti suma 2p + 1p? + 3p3 , ir & suma turés bati ne mazesné,
kaip "A" bloky gamybos pelningumas, t.y. 50 lity. Todél uzraSome nelygybe
2pt + 1p? + 3p3 = 50.
Analogiskas nelygybes uzirase ir kity tipy plyty blokams bei atsizvelge j neneigiamumo

apribojimus, gausime tokig dualaus plytinés uzdavinio apribojimy sistema:

2pt + 1p? + 3p3 = 50,
3p! + 4p? + 4p3 = 60,
4p* + 5p? + 2p3 = 70, (6)
3p! + 1p? + 2p3 = 40.
pt =0,p%> =0,p° > 0.
Taciau mums svarbu rasti ne bet kokias kainas, kuriomis iStekliai baty jvertinti ne maziau,
negu i$ jy gaunamas pelnas, o maZiausias tokias kainas. Visi per nagrinéjamga laikotarpj plytinés
gamyboje sunaudoti idtekliai iomis kainomis verti 780pt + 850p2 + 790p3, ir $j dydj turime
minimizuoti. Taigi uzraSome salyga

(min) 780p! + 850p% + 790p3. (7)

Gautas (6) — (7) uzdavinys yra dualus §2 (4) priklausomybémis suformuluotam tiesioginiam

uzdaviniui. Jj iSsprende, galésime objektyviai jvertinti plytinés naudojamy istekliy naudinguma. <

2°. Dualiy uzdaviniy savybés. PrieS pradédami spresti dualy uZzdavinj, iSsiaiSkinsime
svarbiausias jo savybes, kurios mums padés atskleisti dualiy neZinomyjy prasme ir praktine
reikSme.

1 savybé. Tegu X - tiesioginio, o P - dualaus uzdavinio leistini planai. Tada cx < pb.

Jrodymas. Kadangi X - leistinas, tai pagal (1) uzraome Ax < b . Padaugine $ig nelygybe i3
kairés i$ leistino (5) plano p = 0, gauname pAx < pb. Kadangi P - leistinas, tai pagal (5)
uzraome PA = c. Padaugine 3ig nelygybe i desinés i3 leistino (1) plano x = 0, gauname

PAx = cx. Sulygine gautas nelygybes, matome, kad €x < pAx < pb. <
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Gautoji nelygybé parodo, kad gaunamas pelnas ne didesnis, negu verti iStekliai, kurie
panaudoti jam gauti; kita vertus, objektyviai jvertinti iStekliai visada verti ne maZiau, negu pelnas,
kurj i$ jy galima gauti.

2 savybé. Tegu X - tiesioginio, o P - dualaus uZdavinio leistini planai, ir bent vienas jy
neoptimalus. Tada cx < pb.

Jrodymas. Tegu X — neoptimalus. Tai reiskia, kad egzistuoja geresnis leistinas (1) uzdavinio
planas, sakykim, X , toks, kad €X > cx. Taliau dél 1 savybés €X < pb, todél cx < pb.
AnalogiSkai samprotautume ir tuo atveju, jei P bty neoptimalus. <

Pagal jrodytajg nelygybe, jei gamybos planas neoptimalus, tai jo duodamas pelnas
mazesnis, nei verti iStekliai, sunaudoti jam jgyventi. Ir atvirksciai — jei istekliai jvertinti neoptimaliai,
tai jie pervertinti —t.y. jvertinti daugiau, nei, juos optimaliai panaudojus, galima gauti pelno.

3 savybé. Tegu X" - tiesioginio, o P* - dualaus uZdavinio leistini planai, ir cx* = p*b.
Tada jie yra kiekvienas savo uzdavinio optimalis planai.

Jrodymas. Imkim bet kokj leisting tiesioginio uzdavinio plang X. Pagal 1 savybe jam ir
dualaus uZdavinio planui P* galime uZradyti nelygybe €x < p*b. Tatiau P*b = cx”, taigi
cx < cx”, o tai ir reidkia, kad bet kokio leistino tiesioginio uzdavinio plano tikslo funkcijos
reikdmé ne didesné, nei €x”. Taigi X" optimalus.

AnalogiSkai samprotaujame ir dél dualaus uZdavinio. Imkim bet kokj leisting dualaus
uzdavinio plang P. Pagal 1 savybe jam ir planui X* galime uZradyti nelygybe cx* < pb. Tatiau
cx* = p*b, taigip*b < pb, o tai ir reidkia, kad bet kokio leistino dualaus uzdavinio plano tikslo
funkcijos reikimé ne mazesné, nei p*b. Taigi p*optimalus. <

4 savybé. Jei vieno i$ dualiy uzdaviniy tikslo funkcija neaprézta, tai kitas neturi leistiny
plany.

Jrodymas. Pagal 1 savybe Zinome, kad leistinus tiesioginio ir dualaus uzdavinio planus sieja
nelygybé cx < pb. Jei CX galéty buti neapréztai didelis, tai neatsirasty jokio P, kad pb vis tiek
virsyty kaip norima didelj dydj. Ir atvirksciai, jei pb galéty neapréztai mazéti, tai neatsirasty jokio
X, kad €X vis tiek baty maZesnis uz j minus begalybe artéjantj dydj. <

Dvi paskutiniosios savybés vercia susimastyti ties svarbiais klausimais: ar iSsprendziamas
(turi optimaly plang) vienas is$ dualiy uzdaviniy, jei Zinome, kad kitas iSsprendziamas arba Zinome,

kad jis neiSsprendziamas? Jei iSsprendziami abu uzdaviniai, tai ar batinai jy optimalius planus sieja
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lygybé cx* = p*b ? Pagal 3 savybe Zinome, kad $i lygybé pakankama plany optimalumui. Bet ar ji
batina? Gal optimaliems planams galioja nelygybé cx™ < p*b ? 2 savybé mums sako tik tiek, kad
Si nelygybé galioja neoptimaliems planams, bet gal ji galioja ir optimaliems? ] Siuos klausimus
atsako labai svarbi tiesinio programavimo teorijai teorema.

Pirmoji dualumo teorema. Jei iSsprendziamas vienas i$ dualiy tiesinio programavimo

uzdaviniy, tai iSsprendziamas ir kitas. Optimalios tikslo funkcijy reikSmés abiejuose uzdaviniuose
sutampa.

Sios teoremos jrodymas gerokai sudétingesnis ui misy nagrinétus savybiy jrodymus ir
remiasi fundamentaliomis atskyrimo teoremomis. Teoremos jrodyma galima rasti [3],[4]. IS
teoremos iSplaukia labai svarbi iSvada, kurig pateiksime kaip 5 dualiy uzdaviniy savybe.

5 savybé. Leistini tiesioginio uzdavinio X™ir dualaus uzdavinio P* planai optimalds tada ir
tik tada, kai galioja lygybé cx™ = p*b.

Jrodymas. Lygybés pakankamumas jrodytas 3 savybéje, o batinumas iSplaukia i$ pirmosios
dualumo teoremos. <

Taigi gamybos planavimo uZdavinyje dabar galime tvirtinti, kad jo planas optimalus tik tada,
kai Sio plano duodamas pelnas lygus sunaudoty istekliy vertingumui; iStekliai yra verti lygiai tiek,
kokj pelng is jy galima gauti, optimaliai sutvarkius gamyba.

Pasinaudoje pirmgja dualumo teorema, galime padaryti iSvadg ir dél dualiy uZdaviniy
iSsprendZiamumo.

6 savybé. Dualls uzdaviniai gali bati

a) abu iSsprendziami;

b) abu neiSsprendziami, nes vieno tikslo funkcija neaprézta, o kitas neturi leistiny plany;

c) abu neiSsprendZiami, nes né vienas neturi leistiny plany.

Jrodymas iSplaukia i$ pirmosios dualumo teoremos ir 4 savybés. Atvejo c) galimybei

pagrjsti literattroje pateikiami atitinkamos uzdaviniy poros pavyzdziai [2, p.132].

3°. Antroji dualumo teorema. Dualiy kainy prasmei suprasti labai svarbi dar viena teorema,

Zinoma kaip antroji dualumo arba pusiausvyros teorema.

Antroji dualumo teorema. Tegu X™ - tiesioginio, o P* - dualaus uzdavinio leistini planai. Jie

yra optimalis kiekvienas savo uzdavinio planai tada ir tik tada, kai patenkintos Sios saglygos:
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1,m); (8)
(9)

jei a;x* < b;,tai p** =0; jei p** > 0,tai a;x* = b; (i

jei pal > ¢ ,tai x{ =0; jei x{ >0 tai p'a/ =c/ (G =1n).

Jrodymas. Tegu X™ - tiesioginio, o P* - dualaus uzdavinio optimalds planai. Jrodysim, kad
jie tenkina (8) ir (9) salygas.

Kadangi x* - leistinas, tai Ax" < b. Padauginam $ig nelygybe i$ kairés i§ p* = 0
Gausim nelygybe P Ax™ < p*b. Kadangi p* - leistinas, tai P*A = ¢. Padauginam $ig
nelygybe i3 desinés is x* = 0 . Gausim nelygybe p*Ax" = cx*. Kadangi X* ir p* optimalis,
tai pagal 5 savybe €X* = p*b . Sulygine gautas nelygybes ir 3ig lygybe, galime uZradyti

cx* = p*Ax* =p’b. (10)

UZradysime kairiaja i3 3iy lygybiy (p*A—c)x™ = 0 idskleistu pavidalu (Zr. §4 Zyméjimus):

(p*al _ Cl)xI + -+ (p*a] — Cj)x]fk + .o+ (p*an — Cn)x;; =0 (11)

Atkreipkime démesj, kad visi Sios sumos démenys neneigiami, nes (p*aj - Cj) >0 ir
x;‘ =>0(= 1,_n ). Neneigiamy démeny suma gali bati lygi nuliui tik tuo atveju, jei visi 3ie
démenys — nuliai (jei bent vienas bty grieztai teigiamas, visa suma irgi bty teigiama). Taigi
matome, kad sandaugoje (p*a’ — Cj)x]fk = 0 arba (p*a’ — ¢/) = 0 arba x; = 0 arba abu
dauginamieji - nuliai. O tai ir reiskia, kad galioja (9) salygos.
Dabar isskleistu pavidalu uzrasysime deSinigjg iS (10) lygybiy p*(Ax* - b) = (.
pt(a;x* — b)) + -+ p(a;x* — b)) +--+p™(a,x* — by) =0 (12)

Visi gios sumos démenys neteigiami, nes (@ x* — b)) <0 ,0p* >0 (i=1,m).
Neteigiamy démeny suma gali bati lygi nuliui tik tuo atveju, jei visi Sie démenys — nuliai (jei bent
vienas bity grieZtai neigiamas, visa suma irgi blty neigiama). Taigi matome, kad sandaugoje
p**(a;x* — b;) = 0 arba (a;x* — b;) = 0, arba p** = 0, arba abu dauginamieji — nuliai. O
tai ir reiskia, kad galioja (8) sglygos.

Taigi salygos (8) ir (9) yra batinos plany X™ ir p* optimalumui. Dabar jrodysime, kad jos ir

pakankamos.
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IS tikryjy, jei galioja (8) salygos, tai galioja ir (12), nes dél (8) visi Sios sumos démenys lygls
nuliui. Taigi p* (Ax™ — b) = 0 arba p*Ax™ = p*b. Jei galioja (9) salygos, tai galioja ir (11), nes
ir $ios sumos visi démenys dél (9) lygas nuliui. Taigi (p*A—c)x* = 0 arba p*Ax" = cx™.
Vadinasi, cx* = p*b, o tai, kaip Zinome, pakankama plany X ir Pp* optimalumo salyga. <

Antroji dualumo teorema padeda mums dar geriau suprasti dualiy nezinomyjy (dualiy
kainy) prasme. Salygos (8) reiskia, kad iStekliy, kuriy viso turimo kiekio optimaliame plane
nepanaudojame (@; X" < b;), duali kaina lygi nuliui (p*i = (). Suprantama, uZ papildoma $iy
iStekliy vienetg jmonei neverta nieko mokéti, nes jo nepavyks panaudoti gamyboje — tos rasies
iStekliy ir taip turima per daug. Ir atvirksciai, jei kuriy nors istekliy duali kaina teigiama, (p*i > 0),
tai tokie istekliai gamyboje sunaudojami visiskai (@;x* = b;). Kaip véliau matysime, papildomas
tokiy istekliy vienetas padidina maksimaly pelng dydziu p*i.

Salygos (9) reiskia, kad optimaliame plane negaminamas toks produktas ( x; = (0), kurio
vienetui pagaminti reikalingy istekliy verté (dualiomis kainomis) didesné uz Sio produkto duodama
pelninguma (p*aj > Cj). Gamindami tokj produktg, tik neracionaliai naudotume isteklius. Kita
vertus, jei jau produktas gaminamas (x]ik > (), tai jo gamybai sunaudoti istekliai dualiomis
kainomis verti lygiai tiek, kokj pelningumag uztikrina tas produktas (p*af = Cj).

Taigi dualios kainos dar kartg atskleidzia savo prasme kaip istekliy naudingumo konkrecios
gamybos poZiiriu jvertinimai. Jei optimalus tiesioginio uzdavinio planas X* turi m neneigiamy
koordinatiy, tai galima jrodyti, kad egzistuoja maksimalios tikslo funkcijos reikimés ¢@* = cx*
igvestiné pagal kiekviena i§ b;. Kadangi ¢* = cx* = p*b , tai nesunku matyti, kad ji lygi p**:

dp* (13)
=p
db;

Tai reiskia, kad papildomas i-tyjy idtekliy vienetas gali padidinti maksimaly pelng dydZiu

p*i, taigi p*i ir yra ta kaina, kurig jmonei verta moketi uz papildoma Siy istekliy vieneta.

4°.Duallis nezinomieji simpleksinéje lenteléje. Kaip iSsiaiSkinome praeitame punkte,
dualios kainos gali suteikti labai vertingos informacijos, planuojant jmonés gamybg. Todél
pageidautina kartu su tiesioginio uzdavinio sprendiniu surasti ir dualaus uzZdavinio sprendinj

(dualias kainas). Be abejo, galima spresti (5) uzdavinj kaip tiesinio programavimo uzdavinj, ir gauti
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reikalingas reikSmes. TacCiau to daryti nebutina. Dualiy kainy reikSmes galima perskaityti tiesioginio
uzdavinio sprendimo baigiamojoje simpleksinéje lenteléje.

Atkreipkime démesj j baigiamosios simpleksinés lentelés apatine eilute. Joje fiksuota tikslo
funkcijos reikSmeés iSraiSka per nebazinius neZinomuosius. Parodysim tik vieng Sios iSraiskos narj,

laikydami, kad Y, optimaliame plane — nebazinis neZinomasis.

p=+A(=y)+ .. +¢" (14)

Dydis A" yra neneigiamas dydis, esantis baigiamosios simpleksinés lentelés nezinomajj Vr
atitinkancio stulpelio apatinéje eilutéje. Kaip Zinome iS simpleksinio metodo, nebaziniy
nezinomuyjy, tarp jy ir ., reikSmés lygios nuliui, todél ir ¢ = (p*.

Taciau kas atsitiks, jei r-tyjy istekliy gausim dar vieng vienety, ir jj panaudosim gamyboje?
Kitaip tariant, jei leisim Siy iStekliy pertekliui Y, jgyti reikSme -1? |state Sig reikSme j (14),
matysime, kad tikslo funkcijos reikime padides dydziu A". Kitaip tariant, r-jo istekliaus vienetas
bus vertas A" lity, nes tiek padidins masy pelna. Taciau tai, kaip jau i$siaiskinome, ir yra duali $io
iStekliaus kaina. Todél galime spéti, kad A" ir yra ieSkomas p*" dydis. 5j fakta galime grie7tai
matematiskai jrodyti (zr. [3], [4]). Cia to nedarysime, o apsiribosime misy jau nagrinéto plytinés
uzdavinio konkreciu pavyzdziu.

Primename Sio uzdavinio sprendimo baigiamajg simpleksine lentele.

1 lentelé
i @D =% |=ys @) | —x,
X4 -0,2500 | 1,2500 0,5000 | 0,2500 | 200,00
X3 0,3750 | 0,1250 -0,2500 | 0,6250 95,00
y, (p?) -1,6250 | 2,1250 0,7500 | -2,3750 | 175,00
13,75 | 11,25 7,50 | 16,25 | 16650,00

Si lentelé nuo 6.3e lentelés skiriasi tik tuo, kad prie neZinomujy Y; pavadinimy patogumo
délei dar prirasyti atitinkami dualiy neZzinomuyjy pi pavadinimai. Kaip jau sakéme, dualias kainas
randame apatinéje lentelés eilutéje tuose stulpeliuose, kurie atitinka nebazinius neZzinomuosius
Yy iry3. Todél p*1 = 13,75,0 p*3 = 7,50. Lentelés virSuje nerandame nezinomojo Y, , kadangi
jis bazinis, ir jo reikSmé 175. Tai reiskia, kad antryjy istekliy (vandens) turime pertekliy, ir pagal
antragja dualumo teorema tokiy istekliy duali kaina bus lygi nuliui: p*2 = (. Taigi matome, kad

musy plytinéje viena darbininko darbo valanda verta 13,75 lity, viena krosnies darbo valanda verta
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7,5 lity, o uZ papildoma kubinj metrg vandens mokéti neverta, nes viso jau turimo vandens

optimaliame plane panaudoti nereikia.

5° Pratimai. UZradykite ir interpretuokite §2 3° ir 86 6° suformuluotiems gamybos

planavimo uzdaviniams dualius uzdavinius.
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§ 9. POSTOPTIMIZACINE (JAUTRUMO) ANALIZE

Siame paragrafe istirsime gamybos planavimo uZdavinio (matematiniu poZidriu — standar-
tinio tiesinio programavimo uZdavinio) optimalaus plano priklausomybe nuo jvairiy parametry:
iStekliy, kainy, sgnaudy ir pan. Istirti optimaly plang yra ne maZiau svarbu, negu jj rasti, nes toks
tyrimas parodo, kaip jmonei naudingiausia reaguoti j rinkoje vykstancius pokycius. Remiantis
optimalaus plano analize, galima nustatyti kainas, kurias verta mokeéti uz papildomus isteklius arba
kuriy batina reikalauti uz papildomos produkcijos gamybg, patikrinti naujy produkty gamybos
naudingumg, naujy technologiniy sprendimy ekonominj efektyvuma ir apskritai kur kas geriau
suprasti jmonés situacijg. Kadangi minétas tyrimas atliekamas po to, kai surastas optimalus planas,
jis daZnai vadinamas postoptimizacine analize. Kartais naudojamas ir jautrumo analizés
pavadinimas, kai keliamas uzdavinys iSsiaiskinti, kaip jautriai optimalus planas reaguoja j uzdavinio
parametry pokycius.

Postoptimizacinés analizés veiksmus pagrjsime, remdamiesi masy iSnagrinétu plytinés
uzdavinio pavyzdziu (zr. formulavimg §2 ir sprendimg §6). Suprantama, tokiu biddu negalima
grieztai pagrjsti toliau atliekamy veiksmy, taciau mes to ir nesiekiame. Matematiskai grieztus

postoptimizacinés analizés veiksmy pagrindimus galima rasti [4] arba [2].

1°.IStekliy pokycCio poveikis optimaliam planui. ISnagrinékime, kaip pasikeis plytinés
uzdavinio optimalus planas, jei vietoj pradinés pirmyjy iStekliy (darbo valandy) apimties
b; = 780 turésime by+Ab; = 780+Ab;. Kadangi optimaliame plane Sie iStekliai panau-
dojami visiskai, jy ,perteklius” y; lygus nuliui, o pats nezinomasis y; yra nebazinis.

Prisiminsime Sio uzdavinio sprendimo baigiamajg simpleksine lentele

6.3e lentelé

—Y1 —X2 —Y3 —X4
X1 -0,2500 | 1,2500 | 0,5000 | 0,2500 200,00
X3 0,3750 | 0,1250 | -0,2500 | 0,6250 95,00
Yo -1,6250 | 2,1250| 0,7500 | -2,3750 175,00
Q 13,75 11,25 7,50 16,25 | 16650,00

Si lentelé, kaip zinome, yra tokiy lyg¢iy kompaktiskas uzrasymas:
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x; = —0,250(—y;) + 1,250(—x, ) + 0,50(—y3) + 0,250(—x, ) + 200.
(1)
y, =—1,625(—y; ) +2,125(—x, ) + 0,75(—=y3) — 2,375(—x, ) + 175.

13,75(=y, ) + 11,25(=x,) + 7,50(—y5 ) + 16,25(—x, ) + 16650.

AS)
Il

Pagal §6 jrodytas taisykles laikome, kad y; = x, = y3 = x4 = 0, todél x; = 200,
x3 =95,y, =175, ¢ = 16650, ir tai yra optimalus planas dél apatinés lentelés eilutés
koeficienty neneigiamumo.

Taciau dabar pirmuyjy istekliy turime Ab; vienety daugiau. Norédami juos visus panaudoti,
turime leisti jy ,pertekliaus” nezinomajam y; jgyti reiksme —Ab; (neigiamas ,perteklius” ir yra
,pervirdis®, lyginant su pardine salyga). Jstate y; = —Ab; reikdme j (1) lygtis ir toliau laikydami,
kad x, = y; = x, = 0, gauname

x; = —0,250( Ab,) + 200.
x; = 0,375(Ab,) + 95.

y, = —1,625( Ab,) + 175,
@ = 13,75( Aby) + 16650.

Ta patj uzrasysime kiek kitaip:

Xy 200 0,250
X3 95 0,375
_ : 2)
¥a 175 | TAb1| 1625
¢ 16650 13,750

PavyzdZiui, jei Ab,; = 80, tai ,A” tipo plyty bloky gaminsime Xx; = 200-0,25-80 = 180
vienety, ,C“ tipo - X3 = 95+0,375-80 = 125 vienetus, nepanaudoty vandens iStekliy liks y, =

175-1,625-80 = 45 m>, o pelnas sudarys @ = 16650+13,75-80 = 17750 lity. Taigi uz 80 darbo
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valandy, t.y. uz papildomo darbininko darbg 10 dieny po 8 val. per dieng plytiné gali mokéti 1100
lity.

Analogiskai nagrinéjame ir atvejj, kai Ab; < 0, t.y. darbo valandy skaigius sumazéja.
Pavyzdziui, jei Ab; = -80, t.y. plytiné turés vienu darbininku maziau, tai ,A” tipo plyty bloky
gamyba padidés: x; = 200-0,25:(-80) = 220, ,C“ tipo plyty bloky gamyba sumaiés: X3 =
95+0,375+(-80) = 65, liks nepanaudota y, = 175-1,625:(-80) = 305 m? vandens, o pelnas sumazés
ir sudarys ¢ = 16650+13,75+(-80) = 15550 lity.

Tagiau Ab; negalime be galo didinti ar mazinti. Kaip galima jrodyti, optimalaus plano bazé
nesikeis, kol, skai¢iuodami pagal (2) formules, negausime neigiamy nezinomuyjy reikSmiy. Todél
Ab; kitimo ribas rasime i3 priklausomybiy, reikalaujan¢iy neZzinomuyjy neneigiamumo:

200,00- 0,250Ab; = 0, todél Ab; < 200/0,250 = 800;
95,00+ 0,3750Ab; = 0, todél Ab; =-95/0,375 =-253,33;
175,00- 1,6250Ab; = 0, todél Ab, < 175/1,625 =107,69.

Taigi (2) priklausomybés galioja, jei
Ab; € [-253,33; 107,69].
Atsimine, kad b; = 780, galime sakyti, kad (2) plano ir pelno poky¢iy apskaitiavimo taisyklés
galioja, kol
b, €[526,67; 887,69].
Tokiu pat badu nagrinéjame ir treciyjy istekliy (krosnies darbo valandy) poky¢ius. Siuo
atveju Y3 — taip pat nebazinis neZinomasis, todél dabar pokyCiams apskaiciuoti imame

Y3 atitinkantj stulpel;j:

X, 200 0,50
x5 | 95 0,25
v | =\ 175 | FAPs( 075
¢ 16650 750

Atlike analogiSkus ankstesniems jvertinimus, jsitikiname, kad Sios priklausomybés galioja,
kai
Ab; € [-233,33; 380].
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Antryjy (vandens) istekliy kitimg analizuojame kitaip, nes y, = 175 - bazinis neZinomasis.
Optimaliame plane nepanaudojame 175 m?® vandens. Jei vandens turésime dar daugiau, tai
optimalus planas nepasikeis, tik padidés nepanaudoto vandens perteklius; tas pat bus, jei vandens
pertekliy mazinsime, kol jo dar uzteks. Taigi, kai

Ab, € [-175; o).

turimas planas lieka optimalus.

2°.Pelningumo pokyciy poveikis optimaliam planui. Planuojant gamybg, labai svarbu
Zinoti, kaip reikia keisti gaminamy produkty apimtis, jei dél jvairiy priezas¢iy jy gamybos
pelningumas didéja ar mazZéja. Postoptimizacinés analizés metodais galima atsakyti j §j klausima.
Galima jrodyti [4], kad kitaip, nei iStekliy pokycio atveju, pelningumui kintant tam tikrame
intervale, gamybos apimtys nesikeicia. Pokycio intervalui nustatyti vél naudojame baigiamajq
simpleksine lentele. Parodysim, kaip tai daroma.

Teskime plytinés uzdavinio analize. , A" tipo plyty bloky vieneto gamybos pelningumas
c! = 50. Intervalg, kuriame gali keistis $iy plyty gamybos pelningumas, kad visy produkty
gamybos planas likty nepakites, nustatysime iS baigiamosios simpleksinés lentelés apatinés eilutés
ir nezinomajj X1 (,A“ tipo plyty blokus) atitinkancios eilutés elementy santykiy. ISrasysime atskirai

X4 ir apatine (¢ )eilutes:

X1 -0,2500 | 1,2500 | 0,5000 | 0,2500
Q 13,75 11,25 7,50 16,25

Pelningumo ct pokycio Ac? ribas nustatysime pareikalave, kad Act blty toks, kad galioty
(13,75; 11,25; 7,50; 16,25) + Ac'(-0,25; 1,25; 0,5; 0,25) > 0.

Ta patj parasysim kiek kitaip:
13,75-0,25Ac* = 0, todél  Ac' < 13,75/0,25 = 55;

11,25+ 1,25Act > 0, todel  Ac! >-11,25/1,25=-9;
7,50 + 0,50Ac! > 0, todél Act >-7,5/0,5 = -15;

16,25 + 0,25Act > 0, todel  Ac! > -16,25/0,25 = -65.
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Taigi Ac? i§ viraus ribojamas dydZiu 55, o i$ apacios dydZiu -9 : Ac! € [—9;55]. Kitaip tariant, kol
A" tipo plyty bloky gamybos pelningumas nesumaZéja daugiau kaip 9 litais uZz vienety arba
nepadidéja daugiau, negu 55 litais uZ vieneta, optimalus gamybos planas nepasikei¢ia. Kadangi ¢!
reikSmé pagal sglygg yra 50, galime pasakyti, kad optimalus gamybos planas nepasikeicia, kol ,A”
bloky gamybos pelningumas yra tarp 41 ir 105 lity uZ vieneta.

Analogiskai galime atlikti ir ,,C* tipo plyty bloky pelningumo c¢3 poky¢iy analize. Pelningumo
kitimo intervalg nustatysime i$ baigiamosios simpleksinés lentelés apatinés eilutés ir nezinomajj
X3 (,C“tipo plyty blokus) atitinkancios eilutés elementy santykiy:

X3 0,3750 0,1250 -0,2500 0,6250
) 13,75 11,25 7,50 16,25

Vél skai¢iuojame neneigiamumo sglygas:
(13,75; 11,25; 7,50; 16,25) + AC3(O,375,' 0,125; -0,25; 0,625) > 0,
arba

13,75+ 0,375Ac3 >0, Ac3® >-13,75/0,375 =-36,67;
11,25 +0,125Ac® >0, Ac3 >-11,25/0,125 =-90;
7,50 - 0,25Ac3 > 0, Ac® <7,5/0,25 = 30;

16,25+ 0,625Ac3 >0, Ac3® >-16,25/0,625 =-26.

Taigi Ac® € [—26;30]. Kitaip tariant, kol ,,C“ tipo plyty bloky gamybos pelningumas nesumazéja
daugiau kaip 26 litais uz vienetg arba nepadidéja daugiau, negu 30 lity uz vienetg, optimalus
gamybos planas nepasikei¢ia. Atsimine, kad c3 reikimé yra 70, galime pasakyti, kad optimalus
gamybos planas nepasikeicia, kol ,,C“ bloky gamybos pelningumas yra tarp 44 ir 100 lity uZ vieneta.

Kitaip analizuojame ,B“ ir ,D” tipo plyty bloky gamybos pelningumo pokycius. Kadangi Sios
plytos negaminamos (X, = x, = 0), tai i¥ (2) lygéiy matome, kad ,B“ plyty bloko vieneto
gamyba (x, = 1) duoty 11,25 lity nuostolio, o ,,D* plyty bloko vieneto gamyba (x, = 1) duoty
7,5 lity nuostolio. Sie skai¢iai ai$kiai matomi ir baigiamosios simpleksinés lentelés stulpeliuose,

atitinkanciuose nezinomuosius X, irXy :

Y1 X2 Y3 X4
Q 13,75 11,25 7,50 16,25
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Todél galime tvirtinti, kad ,B“ tipo plytas apsimokés gaminti, jei jy pelningumas padidés 11,25 lity
uz vienetg ir pasieks 60+11,25=71,25 lity, o ,D” tipo plytas apsimokés gaminti jei jy pelningumas
padidés 16,25 lity uz vienetg ir pasieks 40+16,25=56,25 lity. Kol toks pelningumas nepasiektas,

lieka galioti senas optimalus planas.

3°. ,Priverstiniy” gamybos pokyciy poveikis optimaliam planui. Kartais praktikoje gali
atsirasti aplinkybés, kai reikia pagaminti kurj nors produktg, nors optimaliame plane jis
negaminamas. Arba tenka gaminti kurio nors i§ gaminamy produkty ne tiek, kiek optimalu, o
kazkokj kitg kiekj. Ir Siuo atveju postoptimizacinés analizés metodais galima greitai jvertinti
atsirandancias pasekmes — gamybos plano ir pelno pokycius.

Teskime plytinés uzdavinio analize. Sakykim, gautas uzsakymas pagaminti tam tikrg kiekj
optimaliame plane negaminamo produkto, sakykim ,B“ tipo plyty bloky. Optimaliame plane
x, = 0, bet prasoma ,B“ plyty pagaminti X, vienety. |state X, = X, reikdme j (1) lygtis ir
toliau laikydami, kad y; = y3 = x4 = 0, gauname

%, = 1,250(—%,) + 200.
X3 = 0,125(_.7?2) + 95.
Vo, = 2,125(_f2) + 175.

o = 11,25( —%,) + 16650.

Ta patj uzrasysime kiek kitaip:

X1 200 1,250
X3 | _ 95| _; 0,125 a)
Y2 175 2\ 2,125
® 16650 11,25

Taigi, jei gautas uZsakymas pagaminti X, = 8 ,B“ tipo plyty blokus, tai nesunkai
apskaiciuojame, kad, perskirste iSteklius, gaminsime Xx; = 200-8-1,25= 190 ,A“ tipo plyty bloky,
X3 =94 ,C" tipo plyty bloky. Liks nepanaudota y, = 158 m? vandens iétekliy, o pelnas sumazés
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nuo 16650 lity iki 16560 lity, taigi i$ viso 90 lity (kadangi planas dabar bus nebe optimalus). Todél
jmoné uz kiekvieng specialiai gaminamg ,,B“ tipo plyty bloka turi reikalauti maziausiai 11,25 lity
kompensacijos, pavyzdziui pakelti $io bloko realizavimo kaing iki 71,25 lity ( 2° gavome ta patia
iSvada).

Kaip ir anksciau, (3) skaic¢iavimo taisyklés galioja, kol pagal jas nustatomi gamybos apimciy
ir iStekliy pertekliaus dydziai lieka neneigiami (neZinomuyjy reikSmés lieka neneigiamos). Belieka

rasti, kokiame X, kitimo intervale tai teisinga. Remdamiesi neneigiamumo reikalavimu, gauname:

200,00 - 1,250x, = 0 X, < 200/1,250 = 160,
95,00- 0,125x, > 0 X5 <95/0,125 = 760,

175,00- 2,125X%, = 0 X, < 175/2,125 = 82,35.

Kadangi neigiamos X, reikSmés plytinés uZdavinyje beprasmiskos, galime parasyti, kad
atlikta analizé galioja intervale
X, € [0; 82,35].
Jei blty pareikalauta gaminti dar daugiau, negu 82,35 ,B“ tipo plyty bloky, misy taikytas
gamybos ir pelno pokyciy jvertinimas nebegalioty.
Panasiai analizuojame ir ,D“ tipo plyty bloky papildomag gamyba. Siuo atveju pokyciams

apskaiciuoti naudojame baigiamosios simpleksinés lentelés stulpelj, atitinkantj nezinomajj x4 :

X 200 0,250
X3 95| __ [ 0625 )
y2 175 |~ "*\ 2,375
¢ 16650 16,25

Analogiskai ankstesniam atvejui nustatome, kad (4) formulés galioja, kol

X4 € [0; 152].
Sudétingiau analizuojami ,priverstiniai“ baziniy nezinomyjy X1 ir X3 reik$miy pokygiai. Cia

ju nenagrinésime. Sio atvejo taisykles ir pavyzdZius galima rasti [4].

4°. Papildomo produkto gamybos jvertinimas. Postoptimizacinés analizés metodais galima

atlikti dar vieng uzduotj — jvertinti, ar apsimoka gaminti naujg iki Siol negamintg produkta. Plytinés
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uzdavinio pavyzdZiu paaiskinsim, kaip tai daroma. Tarkim, plytiné svarsto ,E“ tipo plyty bloky
gamybga. Vienam tokiam blokui pagaminti reikia 2 val. darbo laiko, 3 m? vandens ir 3 krosnies
darbo valandy. Apskaiciuosime, kiek dualiomis kainomis verti Sie iStekliai. Atsizvelge, kad
darbininko darbo valanda verta p*1 = 13,75, krosnies darbo valanda p*3 = 7,50, o vandens
turime pertekliy (p*2 = 0), apskaic¢iuojame, kad istekliai, reikalingi vienam ,,E“ tipo plyty blokui
pagaminti, verti 2:13,75+3-0+3-7,5 = 50 lity. Vadinasi, ,,E“ tipo plyty bloky pelningumas c® turi biti
ne mazesnis kaip 50 lity, kitaip gamindami Sias plytas tik ,gadintume” iSteklius ir sumazintume
pelna. Jei pelningumas didesnis, i$ naujo iSsprende uzdavinj optimaliame plane gausime, kad ,E“

tipo plytos bus gaminamos, o kity plyty gamyba bus sumazinta ar nutraukta.

5°. Pratimai.

5.1°. Jums pateikiamas §2 3° suformuluoto uZdavinio sprendimas simpleksinemis
lentelémis. Atlikite sprendinio postoptimizacine analize.

(max) 102x; + 130x, + 192x3 + 100x,
X1+ 9%+ 12x3+ 4x4 <450,
8x1+ 3x,+ 2x3+ 5x4 <300,
4x, + 6x+ 9x3+ 10x4 < 300.

X120,%%20,x320,x520.

Sprendimas.

-X1 -X2 -X3 -X4
Y1 7,00 9,00 12,00 4,00 450,00
Y2 8,00 3,00 2,00 5,00 300,00
Y3 4,00 6,00 9,00 10,00 300,00
-102,00 | -130,00 | -192,00 | -100,00 0,00

-X1 -X2 -Y3 -X4
Y1l 1,67 1,00 -1,33 -9,33 50,00
Y2 7,11 1,67 -0,22 2,78 233,33
X3 0,44 0,67 0,11 1,11 33,33
-16,67 -2,00 21,33 113,33 6400,00

-Y1l -X2 -Y3 -X4
X1 0,6000 0,6000 | -0,8000 | -5,6000 30,00
y2 | -4,2667 | -2,6000 | 5,4667 | 42,6000 20,00
X3 | -0,2667 0,4000 0,4667 3,6000 20,00
10,00 8,00 8,00 20,00 6900,00
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Postoptimizacinés analizés atsakymai.

Pirmy iStekliy duali kaina 10,00; pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [-50; 4,7].
Antry istekliy duali kaina 0,00; pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [-20; o=].
Treciy iStekliy duali kaina 8,00; pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [-3,7;37,5].

Pirmo produkto apsimoka gaminti 30 vienety, kol jo pelningumas intervale [88,67; 105,57] It./vnt.
Antrg produktg apsimokés gaminti, jei jo pelningumas pakils iki 138 It. / vnt.

Tredio produkto apsimoka gaminti 20 vienety, kol jo pelningumas [186,4; 229,5] It./vnt.

Ketvirtg produktg apsimokés gaminti, jei jo pelningumas pakils iki 120 It. / vnt.

Antro produkto , priverstinés” gamybos pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [0; 50]
Ketvirto produkto ,,priverstinés” gamybos pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [0; 0,47]

5.2°. Jums pateikiamas §2 3° suformuluoto uZdavinio sprendimas simpleksinemis

lentelémis. Atlikite sprendinio postoptimizacine analize.

(max) 54x; + 25x, + 40x3 + 31X,
6Xx1+ 4x,+ 5x3+ 2x4 <1700,
8x1+ 3x,+ 6x3+ 7x4 2700,
9x; + 1x,+ 5x3+ 6x5 <3000
X120,%x20,x320,x320.

Sprendimas
-X1 -X2 -X3 -X4
Y1l 6,00 4,00 5,00 2,00 1700,0
Y2 8,00 3,00 6,00 7,00 2700,0
Y3 9,00 1,00 5,00 6,00 3000,0
-54,00 -25,00 -40,00 -31,00 0,00
-Y1 -X2 -X3 -X4
X1 0,17 0,67 0,83 0,33 283,33
Y2 -1,33 -2,33 -0,67 4,33 433,33
Y3 -1,50 -5,00 -2,50 3,00 450,00

9,00 11,00 5,00 -13,00 15300,00

-Y1 -X2 -X3 -Y2
x1| 0,2692| 0,8462 | 0,8846 | -0,0769 250,00
x4 | -0,3077 | -0,5385| -0,1538 | 0,2308 100,00
y3 | -0,5769 | -3,3846 | -2,0385 | -0,6923 150,00

5,00 4,00 3,00 3,00 16600,00
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Postoptimizacinés analizés atsakymai.

Pirmy iStekliy duali kaina 5,00; pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [-928,6; 260,0].
Antry istekliy duali kaina 3,00; pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [-433,3; 216,7].
Treciy iStekliy duali kaina 0,00; pokycio intervalas, kuriame iSlieka ta pati bazé [-150; <].

Pirmo produkto apsimoka gaminti 250 vienety, kol jo pelningumas intervale [50,6; 93,0] It./vnt.
Antrg produktg apsimokés gaminti, jei jo pelningumas pakils iki 29 It. / vnt.

Tredig produkty apsimokés gaminti, jei jo pelningumas pakils iki 43 It. / vnt.

Ketvirto produkto apsimoka gaminti 100 vienety, kol jo pelningumas [18,0; 38,4] It./vnt.

Antro produkto ,,priverstinés” gamybos pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [0; 295,5]
Trecio produkto ,priverstinés” gamybos pokycio intervalas, kuriame islieka ta pati bazé [0; 282,6]

68



§ 10. TRANSPORTO UZDAVINYS

1°.Uzdavinio formulavimas. Transporto uZdavinyje nagrinéjame m tiekéjy, turinciy tam
tikro produkto atsargas a4, a,, ..., Q,, vienety, ir n gavéjy, kuriy poreikiai Siam produktui lygus
by, by, ..., b, vienety. ,Tiekéjais“ gali bati jmonés, gaminancios kitoms jmonéms arba prekybai
tiekiama produkcija, prekybos bazés, sandéliai ir t.t. ,Gavéjais” gali bati visi, kas naudoja arba

perdirba tiekiamg produktg — jmonés, parduotuveés, atskiri uzsakovai ir t.t. ,,Produktas” taip pat gali

bati suprantamas labai jvairiai, bet paprasciausiame transporto uzdavinyje jis yra vienintelis.

Zinoma, kad produkto vieneto perveZimas i$ i-tojo tiekéjo j-tajam gavéjui kainuoja Cij lity
(i=1,_m,j=1,_n ). Reikia sudaryti tokj perveZzimy plang, kad visos tiekéjy atsargos buty
iSveztos, gavéjy poreikiai patenkinti, o bendra visy pervezimy kaina bty minimali.

Matematinio transporto uZdavinio modelio sudarymg pradésime, kaip jprasta, nuo
neZinomyjy paskyrimo. Tarkime, X;; (i= 1,m,j= H) - produkto apimtis, pervezama i$ I-
tojo tiekéjo j-tajam gavéjui. Apskaitiuosime, kad i$ pirmojo tiekéjo visiems gavéjams bus iSvezta
X114+ X1+ o+ X1 = Z;'l=1 X1j produkto vienety. Si apimtis pagal salyga turi bati lygi
pirmojo tiekéjo turimai produkto atsargai ;. PanaSiai samprotaudami apie likusius tiekéjus,

matome, kad pervezimy apimtys X;; turi tenkinti m lygciy:

?:1 Xij = a4 (l = 1,m) (1)

Bet kuris gavéjas, sakykim j-tasis, gauna i$ visy tiekéjy Xqj +Xpj + 0t Xy =

Z{Zl Xij produkto vienety. Si suma pagal salyga turi bati lygi jo poreikiui bj. Kadangi turi bati
patenkinti visy gavéjy poreikiai, turi galioti dar n lygéiy

ﬁlxl‘j = b] (] = 1,71). (2)

Pervezimy apimtys negali bati neigiamos (negalima ,,grazinti“ produkto is gavéjo tiekéjui:

x;j=0 (i=1m,j=1,n). (3)

Apskai¢iuosime bendrg visy pervezimy kaing. Produkto vieneto perveZimas i$ I-tojo tiekéjo
J-tajam gavéjui kainuoja Cij lity, o perveiama Xij vienety, taigi vieno pervezimo (vienos
pervezimy grandies) kaina yra CijXij lity. Sumuodami pervezimy kainas isS visy tiekéjy visiems
gavéjams, gauname bendrg visy pervezimy kaing, kuri turi bati minimali:
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(min) ﬁlz}l:l CijXij (4)

Uzdavinys (1)-(4) ir yra paprasCiausias transporto uzdavinys: reikia rasti tokia pervezimy

apimtis X;;, kurios tenkinty apribojimus (1)-(3) ir suteikty minimalig reikSme (4) tikslo funkcijai.

Panasiai kaip bendro tiesinio programavimo uzdavinio atveju, dydzius x;; (i = 1,m,j = 1,n),
tenkinancius apribojimus (1)-(3), vadinsime transporto uzdavinio leistinu planu, o leisting plang,
kuriame (4) tikslo funkcija jgyja minimalig reikSme — optimaliu planu arba sprendiniu.

PrieS nagrinédami Sio uzdavinio savybes, sprendimo budus ir taikymus, susitarsime dél kai
kuriy jo parametry. Laikysime, kad @; > 0 (i = 1,m), bj>0 (= 1,n), t.y. uzdavinyje néra
tiekéjy, turinciy nulines arba neigiamas atsargas, taip pat néra ir gavéjy su nuliniais ar neigiamais
poreikiais. Tokiy ,tiekéjy” arba ,gavéjy” egzistavimas uzdavinio prasmés poziuriu bty beprasmis.
Taip pat laikysime, kad m = 2,n = 2, nes uZdavinys su vieninteliu tiekéju ar gavéju nevertas
démesio — jo sprendimas trivialus. Taip pat laikysime, kad visi Cij = 0, nes neigiamos perveZimy
kainos neturéty prasmes.

2°.Transporto uzdavinio savybés. Atkreipkime démesj, kad transporto uzdavinys, nors jo
uzraSymas aiskiai skiriasi nuo tiesinio programavimo uzdavinio uzrasymo, nagrinéto ankstesniuose
paragrafuose, vis délto yra tiesinio programavimo uzdavinys. IS tikryjy, visi jo apribojimai tiesiniai,
tikslo funkcija tiesiné taip pat, taigi jam galioja visos mums jau Zinomos tiesinio programavimo
uzdaviniy savybés.

Transporto uzdavinj galima uzrasyti ir jprastu tiesinio programavimo uzdaviniams pavidalu

(min) ¢x, Tx=d, x> 0.

Cia T yra m+n eilu¢iy ir mn stulpeliy matrica, kurios elementai — tik nuliai ir vienetai:

1 1 .. 1 o 0 .. O O 0 .. O
(O o .. O 1 1 .. 1 o 0 .. 0\
0o 0 0 O 0 O 0 1 1 1
T = ,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0

Cc = (Cll' C12) - C1ny -=»Cm1, Cm2, --- Cmn),
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Dél ypatingos apribojimy matricos struktlros transporto uzdaviniui galima formuluoti kai

kurias tik Siam uZdaviniui budingas savybes. Pries jas nagrinédami, pradésim nuo labai svarbios
transporto uzdaviniui subalansuotumo sgvokos.

ApibréZimas. Transporto uzdavinys vadinamas subalansuotu, jei patenkinta sglyga

m — n
i=1 @i = 2j=1Db; (5)

Subalansuotumo sgvokos prasmé akivaizdi: uzdavinys subalansuotas, jei tiekéjy atsargos
lygios gavejy poreikiams.

1 savybé. Transporto uzdavinys turi leistiny plany tada ir tik tada, kai jis subalansuotas.

Jrodymas. Sakykim, leistinas planas Xij (i= 1,m,j = 1,n), egzistuoja. Kadangi jis
tenkina (1) lygybes, sumuodami jas pagal i, gausime

m n — m
i=1 Zj=1 Xij = Li=1%- (6)

Leistinas planas taip pat tenkina (2) lygybes, kurias susumuosime pagal j
n m — n
j:l Zi:l xl] - j:1 b] (7)

Siy (6) ir (7) lygybiy kairiosios pusés lygios viena kitai, nes jose sumuojami tie patys dydiai,
tik kita tvarka. Todél lygios ir deSiniosios (6) ir (7) puseés, taigi (5) subalansuotumo sglyga

patenkinta. Vadinasi, ji bUtina, egzistuojant leistinam planui. Jrodysime, kad ji ir pakankama.

Tarkim, (5) salyga galioja. Paizymékim v = ﬁl a; = ;-l:l bj ir sudarykim tokj

aibj

transporto uZdavinio plana: X;; = >0 (i=1,m,j =1,n). Paprastu sumavimu

nesunku jsitikinti, kad Sis planas leistinas. IS tikryjy,

n _ vn 4ibj
j=1%ij = Zij=1

a; .
— = ;Z}lej =a; (i=1m),
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todél masy sudarytam planui galioja (1) lygybés. Analogiskai jsitikiname, kad jam galioja ir (2)
lygybés. Akivaizdu, kad galioja ir (3) nelygybés. Taigi radome bent vieng leisting plang, vadinasi
leistini planai egzistuoja.<

2 savybé. Subalansuotas transporto uzdavinys visada iSsprendziamas.

Jrodymas. Tiesinio programavimo uzdavinys gali bati neiSsprendziamas tik dél dviejy
priezasCiy: néra leistiny plany arba tikslo funkcija neapréita. Kaip Zinome i§ 1 savybeés,
subalansuotas transporto uzdavinys turi leistiny plany. Jo tikslo funkcija dél to, kad visi Cij >0,
taip pat neneigiama, taigi aprézta i$ apacios nuliu. Vadinasi, néra né vienos i$ abiejy priezasciy, dél

ko transporto uzdavinys blty neiSsprendziamas. <

3°.Transporto uzdavinio subalansavimas. Kaip matome i$ 1 ir 2 savybiy, sprendziamas gali
bati tik subalansuotas transporto uzdavinys. Taciau praktikoje gavéjy poreikiai tiksliai sutampa su
tiekéjy galimybémis, matyt, labai retai. Todél atsargy ir poreikiy nesutapimo atveju reikia
transporto uzdavinj pritaikyti ir Siai situacijai. Laimei, tai labai nesunku padaryti né kiek
nepazeidZiant uzdavinio logikos.

Jei tiekéjy atsargos didesnés nei gavéjy poreikiai ( X% a; > Z]’Ll b; ), uidavinj papildome
fiktyviu (n+1) gavéju, kurio poreikiai b, ;.1 kaip tik sutampa su tiekéjy turimy atsargy pertekliumi:
bn+1 = Z?;1 a; — Z;'l=1 bj. Suprantama, kad dél to uzdavinys tampa subalansuotu uzdaviniu su
m tiekéjy ir n+1 gavéju. Belieka tik nurodyti perveZimo kainas i$ visy tiekéjy naujajam (fiktyviam)
gavéjui. Kadangi Sie pervezimai taip pat bus fiktyvis (i tikryjy produktas niekur nebus veZzamas),
tai pervezimy kainos bus nuliai: C; 41 = 0 (i = 1,—m) Dabar uzdavinj galime spresti, nes jis
subalansuotas. Jei issprende gausime teigiama X; .1 reikSme, tai reiks, kad i-tojo tiekéjo
sandélyje liko neiveita X;,qvienety produkto. PavyzdZiui, jei X741 = 12, tai reiskia, kad
septintojo tiekéjo sandélyje liko 12 vienety neisvezto tiekéjams produkto.

Jei tiekéjy atsargos mazesnés nei gavéjy poreikiai (Z?;l a; < Z}lzl bj ), uzdavinj
papildome fiktyviu (m+1) tiekéju, kurio atsarga @, 41 kaip tik sutampa su tiekéjy turimy atsargy
pertekliumi: @, 41 = ;-l=1 bj — ﬁl a; . Siuo atveju taip pat gauname subalansuotg uzdavinj
su m+1 tiekéju ir n gavéjy. Belieka tik nurodyti perveZimo kainas i3 naujojo (fiktyvaus) tiekéjo
visiems gavéjams. Kadangi Sie perveZimai taip pat bus fiktyvis (is$ tikryjy produktas niekur nebus

vezamas), tai pervezimy kainos bus nuliai: Cm+1,j = O(i = l,n).Dabar uzdavinj galime
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iSspresti, nes jis subalansuotas. Jei iSsprende gausime teigiama X, 41 j reikSme, tai reiks, kad j-

tasis gavéjas negavo Xy, 4q,j Vienety pageidauto produkto. PavyzdZiui, jei X415 = 10, tai

reiskia, kad penktasis gavéjas gavo 10 vienety is fiktyvaus (nesancio) tiekéjo, taigi gavo 10 vienety

maziau, negu buvo jo poreikis.

Pavyzdys. Trys smélio karjerai aprupina tris statybas sméliu. Karjerai per planavimo

laikotarpj gali pateikti atitinkamai 10, 13 ir 42 tonas smélio, o statyboms reikia atitinkamai 18, 28 ir

8 tony. Vienos smélio tonos pervezimo islaidas i$ kiekvieno karjero j kiekvieng statybg nurodo 3x3

matrica
5 13
11 13 17
12 12 20

Matome, kad uzdavinys nesubalansuotas: karjery galimybés didesnés uz statyby poreikius:

10+13+42 > 18+28+8. Norédami uzdavinj subalansuoti, papildome jj ketvirta (fiktyvia) statyba,

kurios poreikis — 11 tony. Dabar galime uzdavinj surasyti j tokig lentele:

5 2 13 Karjerai
10 10
1 13 17
8 5 13
12 12 20
23 11 42
18 28 11 65
Statybos

1 lentelé

Sioje lenteléje uzfiksuota ne tik uidavinio salyga, bet ir vienas i§ leistiny plany: pirmas

karjeras teikia 10 tony smélio pirmai statybai, antras karjeras — 8 tonas pirmai ir 5 tonas antrai

statybai, trecias karjeras — 23 tonas antrai ir 8 tonas treciai statybai, o 11 tony smélio is Sio karjero

lieka nepanaudota (tiekiama fiktyviai statybai). <
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4° Apie transporto uzdavinio sprendimg. Transporto uzdavinys yra tiesinio programavimo
uzdavinys, todél sprendziamas simpleksiniu metodu. Tatiau dél matricos T (r. 1°) struktdros
metodo taisyklés paprastesnés, vedantysis elementas visada vienetas, taigi simpleksiniuose
zingsniuose lieka tik sudéties ir atimties veiksmai (dalinama visada isS vieneto). Todél, jei atsargy ir
poreikiy apimtys uzduotos sveikais skaiciais, tai ir rezultatas bus gautas taip pat sveikais skaiciais.
Simpleksiniai Zingsniai atliekami lenteliy, tokiy, kaip ankstesniame pavyzdyje parodyta 1 lentelé,
pagalba (Zr. [5], [2]). Pats metodas vadinamas potencialy metodu. Mes jo detaliai nenagrinésime.
Vietoj to geriau panagrinékime papildomas galimybes, kurias suteikia transporto tipo uzdaviniy
interpretavimas ir analize.

Transporto uzdavinio sprendimas, panaudojant Microsoft Excel skai¢iuokle, parodytas §13.

5°.Transporto uzdaviniai su papildomomis sglygomis.

UZdavinys su nelygiaver&iais gavéjais. Transporto uzdavinyje su fiktyviu (m+1) tiekéju, kaip

jau matéme anksciau, kai kurie gavéjai gauna produktg is Sio fiktyvaus tiekéjo, kitaip tariant, viso
pageidaujamo produkto kiekio jie i$ tikryjy negauna. Paprastai optimaliame plane viso produkto
negauna tie gavéjai, kuriems vezti brangiausia. Taciau gali taip atsitikti, kad kai kurie i$ gavéjy yra
»privilegijuoti“ — jy poreikiai privalo blti patenkinti. Vadinasi, reikia padaryti taip, kad Sie gavéjai
gauty produktg is realiy, bet ne i$ fiktyvaus tiekéjo. Norint to pasiekti, uztenka vietoj nulinés
nustatyti labai didele pervezimo kaing i§ fiktyvaus m+1I1-jo tiekéjo ,privilegijuotam” gavéjui.
Sakykim, r-tasis gavéjas yra ,privilegijuotas”. Tada vietoj Cpyyq, = 0 (kaip daréme anks¢iau)
nustatome Cpy 41,y = 00.> Dabar i fiktyvaus tiekéjo ,vezti“ produktg r-tajam gavéjui tikrai
neapsimokeés, ir Sis gavéjas gaus visg pageidauty produktg is realiy tiekéjy, t.y. gaus jj is tikryjy.
Panasi situacija yra ir tada, kai vezéjas patiria nuostolius dél gavéjams neatvezto produkto.
Sakykim, jei produkto vienetas neatveZamas r-tajam gavéjui, vezéjas moka C, lity baudy uz
kiekvieng neatveztg produkto vienetg. Norint j visas veZzéjo iSlaidas jtraukti ir galimas baudas,
uztenka nurodyti produkto vieneto ,pervezimo” i$ fiktyvaus tiekéjo r-tajam gavéjui kaing
Cm+1,r = Cr. Taip padarius, uzdavinio optimaliame plane bus atsizvelgta ne tik j realiy pervezimy
iSlaidas, bet ir j iSlaidas, atsirandancias dél ,pervezimy” is fiktyvaus tiekéjo, t.y. j galimas baudas.

Tikétina, kad optimalus planas Siuo atveju bus kitoks, negu anksciau, kai visi Cm+1,j = 0.

> Spresdami uzdavinj kompiuteriu, paprastai vietoj begalybés paimame kokj nors skaiciy, daug didesnj uz visas kitas
pervezimy kainas.
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UZdavinys su nelygiaverdciais tiekéjais. Galime susidurti ir su prieSinga situacija, kai tiekéjy

atsargos didesnés u? gavéjy poreikius, todél transporto uzdavinyje turime fiktyvy (n+1) gavéja.
Siuo atveju kai kuriy tiekéjy turimos atsargos bus ,isveztos” fiktyviam gavéjui, taigi i$ tikryjy liks
neisSveztos. Kaip ir anksciau, optimaliame plane tikriausiai liks neiSveztos ty tiekéjy atsargos, i$
kuriy perveZzimai daugiausia kainuoja. Taciau ir Siuo atveju kai kurie tiekéjai gali bati , privilegijuoti”
ta prasme, kad visg jy turima produkta batina idveZti. Sakykim, K-tasis tiekéjas neturi galimybiy
saugoti likusj neisveZtg produktg, todél jj visg batina is Sio tiekéjo iSvezti. Tada vietoj Cy 41 = 0
(kaip daréme bendru atveju) nustatome Cj 41 = ©0. Dabar i3 k-tojo tiekéjo ,veZti“ produkty
fiktyviam gavéjui tikrai neapsimokeés, ir visa Sio tiekéjo turima atsarga bus iSvezta realiems
gavéjams, t.y. iSvezta is tikryjy.

Gali atsitikti ir taip, kad likusio i tiekéjo neiSveZzto produkto saugojimas kazkiek kainuoja, ir
vezéjas turi tg kaing sumokéti. Arba neiSveZtas produktas tiesiog sugenda, ir dél to atsiranda
nuostoliai. Sakykim, jei produkto vienetas lieka pas Kk-tajj tiekeéja, veZéjui tai sudaro Cr lity
nuostolio uz kiekvieng neiSvezto produkto vieneto saugojimg (ar praradimg). Norint j visas veZéjo
iSlaidas jtraukti ir $iuos nuostolius, reikia nurodyti produkto vieneto ,pervezimo” i$ k-tojo tiekéjo
fiktyviam gavéjui kaing Cg 41 = Cg. Taip padarius, uzdavinio optimaliame plane bus atsiZvelgta
ne tik j realiy pervezimy islaidas, bet ir j iSlaidas, atsirandancias dél ,pervezimy” fiktyviam gavéjui,
t.y. j galimas neiSvezto produkto sandéliavimo ir kitokias isSlaidas. Tikétina, kad optimalus planas
Siuo atveju bus kitoks, negu anksciau, kai visi C; 49 = 0.

UZdavinys su privalomais perveZimais. Si uzdavinio versija atsiranda, kai reikalaujama

batinai i§ Kk-tojo tiekéjo r-tajam gavéjui perveiti ne maZiau kaip d vienety produkto, t.y.
reikalaujama, kad Xy, = d. Taip gali atsitikti tada, kai veZzamas produktas ne visiskai vienodas,
pavyzdZiui, I-tasis gavéjas pageidauja ne maziau kaip d vienety bitent k-tojo tiekéjo paruosto
produkto. Atsizvelgti j §j reikalavima labai paprasta. Laikome, kad d vienety produkto jau perveita,
todél k-tojo tiekéjo atsargg sumaziname dydziu d iki a; — d, r-tojo gavéjo poreikj iki b, — d, ir
toliau sprendziame uzdavinj kaip jprasta. Gavus sprendinj, beliks prie dydZio X}, pridéti d.

UZdavinys su uZdraustais perveZimais. Kai kuriose transporto situacijose gali atsitikti, kad

kai kuriy tiekéjy produkto negalima vezti arba jis tiesiog netinkamas kai kuriems gavéjams.

Atsizvelgti j §j reikalavima labai paprasta. Sakykim, produkto negalima veiti i§ k-tojo tiekéjo r-
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tajam gavéjui. Nustate pervezimo kaing Cy ,» = 00, optimaliame plane iSvengsime teigiamos Xy, ,-
reikSmeés, t.y. uzdrausto pervezimo.

UZzdavinys su ribotais perveZimais. Sudétingiau atsizvelgti j reikalavimg ne uzdrausti, o tik

apriboti perveZimo apimtj. Sakykim, reikalaujama, kad i k-tojo tiekéjo r-tajam gavéjui bity
vezama ne daugiau kaip d vienety produkto. Norédami atsizvelgti j §j reikalavima, -tajj gavéja
dirbtinai suskaidysime j du: r1-ajj ir r2-ajj. r1-ojo gavéjo poreikj nustatysime lygy d vienety, o
likusj r-tojo gavéjo poreikj priskirsim rZ-ajam, nustatydami jj lygy br — d. PerveZimo kainas i§
visy tiekéjy rl-ajam gavéjui paliksime tokias pat, kaip ir r-tajam: Cir1 = Cir (i = 1,—m)
PerveZzimo kainas i$ visy tiekéjy rZ-ajam gavéjui taip pat paliksime tokias pat, kaip ir r-tajam:
Cirp = Cjr Visiems I, i8skyrus Cy ., = 0. Siy veiksmy déka i$ k-tojo tiekéjo r1-ajam gavéjui bus
galima perveZti ne daugiau kaip d vienety produkto (nes toks jo poreikis), o rZ-ajam gavéjui vezti
bus uidrausta. Taigi sujungus rl-gjj ir r2-ajj gavéjus atgal j viena, i§ k-tojo tiekéjo jam bus
pervezta ne daugiau kaip d vienety produkto. Kity tiekéjy poZidriu pervezimy kainos rIl-ajam ir
r2-ajam gavéjui vienodos, taigi optimaliam sprendimui r-tojo gavéjo dirbtinis suskaidymas jtakos
neturés. ISsprende uZdavinj, apjungsime abu gavéjus j vieng ir gausime sprendinj, tenkinantj

suformuluotg perveZzimo apimties apribojima.

6°.Kai kurie kiti uzdaviniai, formuluojami transporto uzdavinio pagrindu. Transporto
uzdavinys gali buti pagrindu daugeliui uzdaviniy, kuriuose i$ viso nenagrinéjami jokie pervezimai
arba kalbama ne tik apie juos. ISnagrinésime keletg pavyzdziy.

Gamybiniy pajégumy iSdéstymo uzdavinys. Yra m miesty, kuriuose galima statyti jmones,

gaminsianCias tam tikrg produkta. Miesty pajégumai yra a,, Q,, ..., Q,, - tiek maksimaliai
produkto galima pagaminti $iuose miestuose. Zinomi ir $io produkto poreikiai visuose miestuose.
Juos zymésime by, b, ..., bm. Numatoma, kad, pastacius jmones, produktas bus vezamas i$

miesty gamintojy j visus miestus. Zinomos produkto vieneto pervezimy kainos i$ kiekvieno miesto

j kiekviena: Cij (i =1,m,j = 1,n). Reikia nuspresti, kuriuose miestuose ir kokio dydZio
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jmones statyti, kad miesty poreikiai baty patenkinti, o gaminamga produkcijg vezioti bity
pigiausia®.

Laikysime, kad Zyil a; >Z;-n:1 bj, t.y. potencialls gamybos pajégumai didesni uz
planuojamus poreikius. Jei blty priesSingai, uzdavinys sprendinio neturéty — poreikiy tiesiog
nebity galima patenkinti. Jei galioty lygybe X%, a; = Z}n:l ;, tai uidavinys virsty
paprasciausiu transporto uzdaviniu: kiekviename mieste reikéty statyti maksimalaus galingumo
jmone (kitaip nepatenkintume poreikiy), o paskui iSspresti subalansuotg transporto uzdavinj, kad
optimaliai sureguliuotume pervezimy srautus.

Kadangi laikome, kad potencialis gamybos galingumai didesni uz poreikius, turime spresti,
kuriuos i$ jy panaudoti visikai, kuriuos tik ir dalies, o kuriy galima ir nepanaudoti. Gali bati, kad kai

kuriuose miestuose jmoniy statyti neapsimokés is viso.

Kaip jprasta transporto uZdavinyje, papildysim misy uZzdavinj fiktyviu m+1-ju miestu
vartotoju, kurio poreikj nustatysime lygy b1 = Diq @ — Z;nzl b;. Pervezimo kainas i visy
miesty-gamintojy nustatysime lygias nulivi C; ;41 = 0 (i =1,—m), kadangi faktiskai joks
produktas fiktyviojo miesto poreikiams nebus gaminamas ir nebus vezamas. Taip gausime

subalansuotg transporto uzdavinj su m tiekéjy ir m+1 gavéju. Jj i§sprende, suZinosime optimalius

pervezimy srautus x;; (i = 1,m,j = 1,m + 1). Beliks apskaiciuoti, kokio galingumo jmone
kuriame mieste statyti. Atsakyti j §j klausimg labai paprasta: i-tajame mieste statomos jmonés
galingumas X; turi bati lygus j visus realius (bet ne j fiktyvy!) miestus iSvezamo produkto kiekiui:

X; = ?il xij (l = 1,m)

Atsargy valdymo uZdavinys. Jmoné planuoja darbg m dieny j priekj. Zinoma, kad tomis

dienomis ji gali pagaminti a4, a,, ..., 4,, vienety tam tikro produkto. Sio produkto poreikis, kurj
jmoné privalo patenkinti, tomis dienomis yra by, b,, ..., b,,. Poreikiai ir gamybos apimtys gali
smarkiai skirtis: kai kuriomis dienomis galima pagaminti daug, bet poreikis mazas; kitomis
dienomis gamyba, gal bit, iS viso nevyksta, o poreikj patenkinti batina. Todél jmoné ketina gaminti
produktg atsargai, kad galéty jos déka patenkinti poreikj visomis dienomis. Taciau produkto

atsargos sandéliavimas kainuoja: produkto vieneto sandéliavimo vienos paros bégyje kaing

6 Paprasciausioje uzdavinio versijoje laikoma, kad visy jmoniy statybos kaina pastovi ir nepriklauso nuo miesto.
Sudétingesnése uzdavinio versijose atsizvelgiama ir j statybos kainas.
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Zymésime raide S. Taip pat atsizvelgsime j produkto vieneto gamybos kaing I-tajg diena. Sig kaina
Zymésime g; (gamybos kainos gali buti nevienodos — kai kuriomis dienomis gali tekti mokéti
darbininkams uz virSvalandzius ar gali bati kity priezasciy).

Reikia sudaryti jmonés gamybos plang, kad poreikiai buty patenkinti, o gamybos ir
sandéliavimo iSlaidos minimalios.

Laikysime, kad a; = by, a;+a, = by + by ir t.t, kitaip tariant, patenkinta salyga

kiap 235 b (k=Tm).

Si salyga reiskia, kad per bet kurias pirmasias k dieny galima pagaminti ne maZiau produkto, negu
per tas dienas reikia poreikiui patenkinti. Jei Si sglyga negalioty, be abejo, uZdavinio iSspresti
nebity galima.

Norédami uZradyti matematinj Sio uZdavinio modelj, pradékime nuo nezZinomuyjy

paskyrimo. Sakykim, x;; yra produkto kiekis, gaminamas 1i-taja dieng ir skirtas j-tosios dienos

poreikiui (j = ). DydZiai X;;j turi tenkinti Sias salygas:

TLixij <a; (i=1m) (®)
I xy=b (j=Tm). (9)
T (10)

Salyga (8) reiskia, kad jokig dieng Sios ir visy vélesniy dieny poreikiui patenkinti negali bati
pagaminta daugiau, nei t3 dieng jmanoma pagaminti; sglyga (9) reikalauja, kad iki bet kurios
dienos imtinai blty pagaminta tiek produkto, kiek jo reikia tos dienos poreikiui patenkinti.

Dabar suformuluokim uzdavinio tikslo funkcijg. Atkreipkime démesj, kad produkto vieneto
gamyba I-tajg dieng j-tosios dienos vartojimui kainuoja g; lity plius S(j — I) lity sandéliavimo
iSlaidy. Todél, pazyméje Cij = i + S(j - i), gauname, kad su Xij vienety gamyba susijusios
iSlaidos yra CijXij, 0 Visy iSlaidy minimizavima galima uZrasyti taip:

(min) X%, Y7L, € (11)

Gautas (8)-(11) uzdavinys labai panasSus j transporto uZdavinj, taciau nuo jo skiriasi
nelygybémis ir neZzinomuyjy skai¢iumi (néra nezinomuyjy Xij, kai j < i). Todél jo sprendimui

standartiné transporto uzdavinio programa gali netikti. Taciau tai ne béda — (8)-(11) uzdavinj

nesunku paversti ekvivalenciu transporto uzdaviniu. Parodysime, kaip tai padaryti.
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Kaip jau jprasta, norédami uzdavinj uzradyti lygybémis, papildome jj fiktyvia m+1-gja dieng,
kurig ,sunaudojamas” visas galimas produkto perteklius. Kaip jau susitaréme anksciau, tai reiskia,

kad perteklinis produktas tiesiog negaminamas. Todél jo gamybos ir sandéliavimo islaidos — nuliai:
Cim+1 = 0 (i :L—m) Be to, norédami pereiti prie standartinio transporto uzdavinio,
papildykime musy uzdavinj nezinomaisiais X;j, kai Jj < i. Teigiami tokiy neZinomyjy dydZiai
reikSty, kad kazkokias produkto apimtis pagaminame pavéluotai. Kadangi tai pagal salyga
uzdrausta, nustatykime ¢;; = 00, kai j < I. To déka, kaip jau aiSkinomés uzdavinio su uzdraustais
pervezimais atveju, atitinkamos Xij reikSmeés bus lygios nuliui, ir vélavimo patenkinti poreikj

iSvengsime. Padaryty pakeitimy déka uzdavinys bus uzraSomas taip:

W= a (0= T (12
mox;j=b (j=Tm+1). (13)
XijZO(i=1,m;j=]—:m+1)' (14)

: +1
(min) X%, }":i CijXij- (15)

Matematiniu (ir sprendimo) poZilriu tai jprastas transporto uZzdavinys su m ,tiekéjy” ir m+1

»gaveju”, nors is tikryjy jo interpretavimas visai kitoks.

Paskyrimy uZdavinys. Siame uZdavinyje reikia paskirti n kandidaty j n viety (pavyzdZiui, n

jrengimy priskirti n darbams atlikti ir pan.) Zinoma, kad I-tojo kandidato skyrimas i J-taja vieta
kainuoja Cij lity. Reikia taip paskirti kandidatus j vietas, kad bendra iSlaidy suma bty minimali.

Sio uzdavinio atveju taip pat pasinaudosime transporto uzdavinio galimybémis. Kaip visada,
pradékime nuo nezinomyjy paskyrimo. Naudokimés nezinomaisiais Xij, kuriems leiskime turéti tik
dvi reikSmes: Xij = 1, jei I-tasis kandidatas paskirtas j j-tajg vieta Xij = 0, jei nepaskirtas (tokie
nezinomieji vadinami dichotominiais nezinomaisiais).

Kadangi I-tasis kandidatas gali bati paskirtas tik j vieng vietg, tai apskaitiave suma
Xi1 + Xjp + -+ + Xy, , galime gauti tik vienetg, nes tik vienas i$ démeny bus lygus vienetui, o visi
kiti nuliai. Sj faktg visiems kandidatams galime uzradyti kaip n lygéiy:

;-l:l xl-j =1 (l = 1,_n) (16)
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Panasiai samprotausime ir apie kiekvieng vieta: suma X1 + Xp; + =+ + Xy ; taip pat bus
lygi vienetui, nes j j-tajg paskyrimo vietg gali bati paskirtas tik vienas kandidatas. Ir §j fakta
uzrasysime kaip n lygciy visoms paskyrimo vietoms:

x;=1(G=1Ln) (17)

Belieka nurodyti jprasta salyga

xijZO (i=1,_n,j=1,n). (18)

bei tikslo funkcija
(min) ?:12?:1 CijXij (19)
Uzdavinys (16)-(19) savo forma yra jprastas transporto uzdavinys, kurj galime spresti
jprastais metodais. Taciau ar iSsprende uzdavinj negausime neleistiny Xij reikSmiy? IS (16)-(19)
lygybiy aisku, kad 0 < Xij < 1, taigi neigiamy ir didesniy uZ vieneta reikdmiy nebus. Taciau
musy netenkina ir trupmeninés Xij reikSmeés. Ar tikrai misy uzdavinio optimalus planas bus

sveikaskaitinis? Dar 4° minéjome, kad, sprendziant transporto uZzdavinj potencialy metodu, su

pradiniu planu atliekami tik sudéties ir atimties veiksmai. Pradinj plang galime parinkti taip, kad
Xij reikSmés buty tik nuliai ir vienetai. Atliekant sudéties ir atimties veiksmus, tos reiksmés negali

pasidaryti trupmeninés, vadinasi gautas optimalus planas bus sveikaskaitinis. (Jei optimalus planas
ne vienintelis, gali buti ir optimaliy plany su nesveikaskaitinémis reikSmémis, taiau mums jie

nejdomds, nes neatitinka uzdavinio formulavimo.)
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§ 11. TIESINIO DISKRECIOJO PROGRAMAVIMO UZDAVINIAI

1°.Diskreciojo programavimo esmé ir uzdaviniy klasifikavimas. ki Siol daugiausia
nagrinéjome tokias situacijas, kuriose planuojamy dydziy reikSmés galéjo bati ir sveikos, ir
trupmeninés. Taciau labai daznai praktikoje tenka susidurti su objektais, kuriy dydziai gali bati
matuojami tik sveikais skaiCiais arba skaiciais i§ tam tikros diskrecios (baigtiniy ar suskai¢iuojamy
reikSmiy) aibés. Pavyzdziui, galima statyti tik baigtinj namy skaiciy, marsruto linija gali kursuoti tik
sveikas autobusy skaicius, i$ detaliy komplektuojant gaminj, komplekty skaicius taip pat turi bati
tik sveikas skaicius.

Tiesinio programavimo uzdavinys, kurio visi arba dalis neZzinomuyjy gali jgyti reikSmes tik i$
baigtinés ar suskaifiuojamos reikSmiy aibés, vadinamas tiesinio diskreciojo programavimo
uzdaviniu. Jo atskiras ir dazniausia pasitaikantis atvejis yra tiesinio sveikaskaitinio programavimo
uzdavinys, kurio nezinomuyjy reikSmeés privalo bati sveiki skaiciai. Jei tik dalies nezinomuyjy reikSmés
turi bati sveiki skaiciai, uzdavinj vadiname dalinai sveikaskaitiniu.

Diskreciojo programavimo uzdavinius galime suskirstyti j Sias grupes:

1. Transporto tipo uZdaviniai. Siuose uZdaviniuose, kaip mateme § 11 4° visada yra
optimaliy sveikaskaitiniy plany, jei pradiniai duomenys — sveiki skaiciai. Taigi Siuos uZdavinius
galima spresti jprastais metodais, specialiai nesirGpinant, kad gautas sprendinys buty
sveikaskaitinis. Paskyrimy uzdavinys, nagrinétas § 11 6°, yra tokio tipo uzdavinio pavyzdys.

2. Nedaliy objekty programavimo uzdaviniai. Tai uzdaviniai, kuriuose planuojami objektai,
matuojami tik sveikais skaiciais (pavyzdziui, namai, transporto priemonés, komplektai ir pan.).
OptimalUs planai, surasti jprastais metodais, dazinai néra iSreiSkiami sveikais skaiciais, todél
reikalinga taikyti specialius sprendimo metodus.

3. Kombinatoriniai uzdaviniai. Siuose uzdaviniuose su kiekvienu tam tikros grupés objekty
pertvarkiu siejama tam tikra nauda ar sgnaudos. Reikia rasti geriausig i§ galimy pertvarkiy
(geriausig marsrutg per Zinomus punktus, geriausig darby atlikimo tvarky, geriausig jrengimy
priskyrimo darbams badg ir pan.).

4. Uzdaviniai su neiskiliomis arba nesusijusiomis leistiny plany aibémis ir uzdaviniai su
netolydZiomis tikslo funkcijomis. Siy uZdaviniy pradiniame formulavime sveikaskaitiniy
nezinomuyjy gali ir nebdti, taciau jie atsiranda kaip pagalbiné Sios grupés uzdaviniy sprendimo

priemone.
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Be abejo, gali buti ir uzdaviniy, turinciy is karto keliy grupiy bruozus. Paskyrimy uzdavinys,
pavyzdZiui, yra ir transporto tipo, ir kombinatorinis uzdavinys.

Transporto uzdavinj jau nagrinéjome, todél dabar susipazinkime su kai kuriais kity grupiy
uzdaviniais.

2°. Nedaliy objekty programavimo uZdaviniai. Praktikoje neretai pasitaiko uzdaviniai,
kuriuose gamyba planuojama ne atskirais gaminiais, o jy komplektais. Budingg tokio tipo uzdavinio
pavyzdj dabar suformuluosime.

Karpymo uZdavinys. Turime b brangios medZiagos lapy. Kiekvieng lapa galime karpyti

vienu i§ Zinomy n bady. Karpydami lapus, gauname detales, kurios yra m skirtingy rasiy. Zinome,

kad, kirpdami vieng lapa j-tuoju bidu, gauname a{ I-tosios rasies detaliy (i = 1,m,j = 1,n). 1§
detaliy sudaromi ir panaudojami komplektai (pavyzdZiui, siuvami drabuziai, iSkirptomis plokStémis
dengiamos pastato sienos ir pan.). Todél svarbus ne paciy pagaminty detaliy, o pilny komplekty
skai¢ius. Zinome, kad j komplekta jeina k; i-tosios rusies detaliy, taigi vieno komplekto sudétj
nurodo vektorius kK = (kq, k5, ... , K,,). Reikia taip sukarpyti lapus, kad gautume kuo didesnj
komplekty skaiciy.

Kaip ir visad, sudarant matematinj nagrinéjamos situacijos modelj, bene svarbiausia yra

gerai paskirti nezinomuosius. Kadangi turime nuspresti, kiek lapy kuriuo budu karpyti, laikykime,
kad j-tuoju bidu karpysime x; lapy (j = 1,n). Suprantama, kad Xy + x4+ -+ x, <b.,ty.
negalime sukarpyti lapy daugiau, negu turime. Raide Z pazymékime nezinomajj komplekty skaiciy,
kurj gausime sukarpe visus lapus.

Suskaidiuokime, kiek gausime I-tosios rasies detaliy. 13 lapy, karpomy pirmuoju badu,
gausime ailxl I-tosios rasies detaliy, i$ lapy, karpomy antruoju badu - al-zxz Sios rusies detaliy ir
t.t. Taigi i$ viso I-tosios rsies detaliy turésime a}xl + al-lxl + -t a}xl = a;X vienety. Sis
skaiCius turéty bati ne maZesnis uz zKk; , nes tiek i-tosios rusies detaliy reikia, norint sudaryti Z
komplekty. Salygas @;x > zk; (i = 1,m) galime uzradyti matricomis kaip Ax > zk , o visa
karpymo uzdavinj tokiu badu:

(max) z
Ax —zk = 0. (1)
X1+ x4+ -+ x, <Db.
X =0, z = 0 - sveiki skaiciai
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Gavome tiesinio programavimo uzdavinj, kuris nuo nagrinéty anksciau skiriasi viena svarbia
sglyga — visos jo neZinomuyjy reikSmés turi bati sveiki skaiciai (nei trupmeninio kuriuo nors budu
karpomy lapy skaiciaus, nei trupmeninio komplekty skaiciaus negali bati.)

Pavyzdys. Turime 114 staciakampiy brangios medziagos lapy. Kiekvieng lapg galime karpyti

vienu i$ trijy bréziniuose nurodyty bidy. Taip gauname dviejy rasiy detales.

Pirmasis karpymo budas Antrasis karpymo bidas

Pirmuoju karpymo bidu i$ vieno
lapo gauname po dvi pirmosios ir
antrosios rasies detales; antruoju —
tris pirmosios rasies ir vieng
antrosios rasies, o treciuoju —
keturias antrosios rusies detales.

Treciasis karpymo budas

Detaliy komplektg sudaro 3 pirmosios rasies ir 7 antrosios risSies detalés. Reikia gauti
maksimaly komplekty skaiciy.

Pazymime X pirmu, X, antru, o X3 — treCiu badu karpomy lapy skaiciy. Apskaiciuojame,
kad pirmos rusies detaliy $iuo atveju turésime 2Xx; + 3x, vienety, ir Sis dydis turi bati ne
mazZesnis uz 3z, t.y. uz Z komplektams sudaryti reikalingg pirmosios rasies detaliy skaiciy.
Analogiskai apskaitiuojame, kad antros rsies detaliy turésime 2x; + X, + 4x3 vienety, ir 3is
dydis turi bati ne mazesnis uz 7z. Taigi turi bati 2xq + 3x, = 32,2x; + x, + 4x3 = 7z.

Pertvarke narius ir atsizvelge j turimg lapy skaiciy, visg uzdavinj uzraSome taip:
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(max) z
2xq + 3x, —-3z=20
2x1 +x, +4x3—7z =0
X1 +x, +x3 <114
x1 =0, x, =20, x3 >0, 2= 0 - sveiki skaiiai

Sio uzdavinio sprendima nagrinésime § 12. <

3°. Kombinatoriniai uzdaviniai. Vienas i$ budingy tokio pobudZio uzdaviniy — paskyrimy
uzdavinys, nagrinétas §10 6°. Dél savo specifikos jis formuluojamas ir sprendziamas kaip
transporto uzdavinys. Taciau jei kandidaty ir viety (darby ir jrengimy) skaiius nesutampa,
uzdavinys vadinamas eksperty arba padengimy uzdaviniu, ir sprendziamas gerokai sudétingiau.

Kuprinés uzdavinys. Turime b tdrio ,kuprine”, j kuriag norétume sudéti 7 naudingy

ydaikty”.  Kiekvienas jdétas ,daiktas” uzima kuprinéje tirj a’ (J= Tn) . ]Jdéto daikto
naudingumas vertinamas dydziu Cj(j = 1,_n) Kadangi visi ,,daiktai” j , kuprine” netelpa, reikia
nustatyti, kuriuos , daiktus” jdéti, kad gauta nauda baty didZiausia.

,Kupriné”, ,daiktai” ir ,nauda“ jvairiose situacijose gali bati jvairiai interpretuojami.
PavyzdZiui, norimus iSvezti krovinius reikia sukrauti j ribotg traukinio vagony tdrj, o kiekvieno
krovinio iSvezimas apmokamas tam tikra suma (arba nereikia mokéti baudos uz neiSvezimg laiku).
Kitas pavyzdys: reikia pasirinkti, kuriuos is jvairiai apmokamy ir nevienodai trunkanciy darby verta
atlikti per tam tikra ribotg laikg. Panasiai galime spresti, j kuriuos i$ daugelio galimy projekty verta
investuoti ribotg pinigy suma, Zinant laukiama kiekvieno projekto nauda.

Matematinj kuprinés uZdavinio formulavimg uZrasSysime, naudodami specialius
nezinomuosius X; (j = 1,—n), kuriems leisime jgyti tik dvi reikSmes: Xj = 1, jei J -tasis ,daiktas”
dedamas j ,kuprine” ir Xj = 0, jei J -tasis ,daiktas” nededamas. Tada J -tojo ,daikto” uZimtas
ykuprinéje” taris bus ajxj, t.y. a’ , jei ,daiktas” jdétas, ir O prieSingu atveju. Taigi visy ,daikty”
uZimtas tdris bus a1x1 + a2x2 + -+ a"x,, = ax. Analogitkai apskai¢iuojame ir jdéty
»daikty“ nauda: c1x1 + szz + -+ c™x,, = cx. Taigi kuprinés uzdavinj galime uZrasyti tokiu

pavidalu:

(max)cx;ax <b; 0 <x; <1(j= 1,7) - sveiki skaitiai. (2)
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Cia panaudoti neZinomieji, jgyjantys tik dvi reikSmes — nulj ir vienetg — vadinami binariniais
arba dichotominiais (kaip minéjome paskyrimy uzdavinyje) arba buliniais (pagal matematiko G.
Boole, nagrinéjusio tokiy neZinomyjy sistemas, pavarde). Matematinio programavimo uzdaviniai
su tokiais nezinomaisiais kartais vadinami bulinio programavimo uZdaviniais.

Kuprinés uzdavinys gali buti papildytas jvairiomis sglygomis ir apibendrinimais. Pavyzdziui,
salyga X; = X reidkia, kad, jei jdétas j -tasis ,daiktas, tai batinai turi biti jdétas ir [ —tasis.
Dedamiems j ,kuprine” , daiktams” gali bati keliami ne tik tdrio, bet ir svorio, pakrovimo trukmeés
bei kitokie ribojimai. Tada kuprinés uzdavinys vadinamas daugiamaciu, o (2) formulése vietoj vieno
apribojimo ax < b turime visg apribojimy sistema Ax < b. Dar vienas variantas gaunamas, kai
jvairiy vienos rasies daikty turime ne po vieng, o po kelis. Tokiu atveju neZzinomieji X; gali jgyti ir
didesnes uz vienetg sveikas reikSmes.

KomivojaZieriaus (keliaujancio prekiautojo) uzdavinys — vienas i$ dazniausiai minimy kombi-

natoriniy uzdaviniy. Keliaujantis prekiautojas turi aplankyti tam tikrg skaiciy miesty, né j vieng jy
neuzsukdamas du kartus, ir sugrjzti atgal j pradinj miesta. Zinant kelionés tarp bet kuriy dviejy
iSlaidas ar trukme, reikia sudaryti pigiausig (greiciausig, trumpiausig) marsrutg. Komivojazieriaus
uzdavinys gali bati taikomas, kai reikia sudaryti optimaly benzoveZio marsrutg, gydytojui kuo
greiCiau aplankyti ligonius ir t.t. Uzdavinys gali bati pritaikytas ir tam atvejui, kai planuojama
tvarka, kuria automatas turi atlikti tam tikrg darby ciklg ir pradéti jj iS pradZios. Automato
pertvarkymas nuo vieno darbo prie kito trunka nevienoda laikg ar nevienodai kainuoja, todél
darby ciklo trukmé ar jo iSlaidos priklauso nuo darby atlikimo tvarkos. Uzdavinio sprendimas
leidZia rasti optimalig darby atlikimo seka.

KomivojaZieriaus uzdavinys gali buti uZraSytas tiesinio sveikaskaitinio programavimo

uzdavinio pavidalu, kurio ¢ia nenagrinésime.

4°. Uzdaviniai su neiSkiliomis arba nesusijusiomis leistiny plany aibémis. 1Snagrinékime
keletg atvejy, kai pradiniame tiesinio programavimo uZdavinio formulavime gali ir nebdti
sveikaskaitiniy nezinomuyjy, bet yra tam tikry ,nestandartiniy” sglygy, j kurias patogu atsizvelgti,
papildomai jvedus dichotominius nezinomuosius.

4.1°. Sakykim, standartiniame gamybos planavimo uzdavinyje (§2) reikalaujama kurio nors
produkto arba visai negaminti arba gaminti ne maziau kaip d vienety. Tokio uZdavinio leistiny

plany aibé dvimaciu atveju gali bati atvaizduota 1 bréziniu. Kaip jau iSsiaiSkinome §2, uzdavinio be
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papildomos salygos leistiny plany aibe sudaryty keturkampis OABDO. Taciau Siuo atveju, kai pirmo
produkto reikia pagaminti arba d ir daugiau vienety, arba visai negaminti, leistiny plany aibé skyla
j dvi dalis — atkarpg OA ir trikampj CDE. Tokig aibe vadiname nesusijusia aibe. Kaip matome i$ 1
brézZinio, be papildomos sglygos optimalus planas buvo taske B, taiau dabar jis taske A — jei
pirmojo produkto negalima gaminti maziau kaip d vienety, tai geriau jo visai negaminti.

1 brézinys

v

Salyga arba x; = d arba x; = 0 galima uzradyti specialiu badu, naudojant dirbtinj
dichotominj nezinomajj Zj. Imkim kokj nors labai didelj skaiciy M kad salyga Xj > M baty
patenkinta bet kuriame realig prasme turiniame plane (paprastai imamas didzZiausias kompiuteriu

uzrasomas skaicius). Naudodami dichotominj neZzinomajj, uzrasysime

xj—Mz; <0, xj —dz; 2 0; 0 <z; <1— sveiki skaiciai (3)

Jei, i8sprendus uzdavinj, z; = 0, tai (3) salygos virsta x; < 0, x; = 0, taigi x; = 0. Jei,
priesingu atveju, z; = 1, tai (3) salygos virsta x; < M , x; = d. Pirmoji i$ $iy salygy neesminé,
nes tenkinama visada, o antroji atspindi papildomg reikalavima. (3) nelygybés yra tiesinés, ir,
jtraukus jas j gamybos planavimo uzdavinj, jis lieka tiesinis, bet su vienu sveikaskaitiniu
(dichotominiu) neZinomuoju. Be abejo, jei papildomas reikalavimas formuluojamas keliems
produktams, tokiy dirbtiniy dichotominiy nezinomuyjy gali bati daugiau.

4.2°. Dabar iSnagrinékime kitg standartinio gamybos planavimo uzdavinio apibendrinima.
Sakykim, kad i§ m gamybos planavimo uZzdavinio apribojimy a;x < b;, (i = 1,—m) galima
nepatenkinti, X<m, t.y. sudaryti plana, nesubalansuotg pagal &k i§ m apribojimy. Pavyzdziui, jei

turim uzdavinj su dviem apribojimais ir reikalaujam, kad buty patenkintas bent vienas iS jy,
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gauname 2 brézZinyje storesniu konturu apvestg leistiny plany aibe OABCO. Matome, kad Siuo
atveju optimalaus sprendinio ieSkome neiskiliojoje aibéje.

2 brézinys

v

ﬂ \

Ir $iuo atveju pasinaudosime dirbtiniais dichotominiais neZinomaisiais z;, (i = 1, m) bei

dideliu skai¢iumi M. Standartinio uZdavinio apribojimus perradysime taip:

ax <b;+zM,(i=1m), 0<z <1(i=1,m)-sveiki skaitiai. (4.1)

4.2
Z1+Zz+"'+zmSk. ( )

Jei z; = 0, tai (4.1) virsta jprastu apribojimu a@; X < b;, taigi Itasis apribojimas privalo
bati patenkintas. Jei z; = 1, tai (4.1) virsta apribojimu a;x < b; + M, taigi a;x reikimé is
virdaus prakti$kai niekuo neribojama. Kitaip tariant, z; = 1 yra tarsi ,leidimas” netekinti tojo
apribojimo. Nelygybé (4.2) nurodo, kad tokiy ,leidimy“ gali bati ne daugiau, negu k. Jeigu kai kurie
apribojimai privalo besglygiskai buti patenkinti, tai atitinkamose eilutése dichotominiy nezinomuyjy
tiesiog nejvedame ir j lygtis jy nejtraukiame. Nelygybes (4) uirasome tik tose eilutése, kur
sutinkame, kad kai kurie is apribojimy galéty buti nepatenkinti.

4.3°. Asortimentinis apribojimas. Dabar iSnagrinékime tokj standartinio gamybos planavimo
uzdavinio variantg, kuriame ribojamas produkcijos asortimentas. Sakykime, i$ galimy n produkty
rasiy galima gaminti tik & < 1 radiy (jmoné didesnés gamybos jvairovés nepajégi jgyvendinti).
Kaip ir anksciau, pasinaudokime dichotominiais nezinomaisiais Zj, (= Tn) bei dideliu skaic¢iumi
M, kurj parinksim taip, kad bet kokia reali Xj reikSmeé blty uzZ jj daug mazesné. Papildysime musy

uzdavinj sglygomis
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0< Xj < ZjM, (= 1,_n), 0< Z; < 1 (i =1,n) - sveiki skaiiai. (5.1)

(5.2)
Z1+Z2 +"'+Zn < k

Jei z; = 0, tai (5.1) virsta apribojimu 0 < x; < 0, kitaip tariant, X; reikmé ,privalomai“
tampa lygia nuliui. Jei z; = 1, tai (5.1) virsta apribojimu 0 < Xj < M, taigi X;j reikSmé is virSaus
praktiskai niekuo neribojama, ir ja nulems kitos uzdavinio salygos. Todél z; = 1 yra tarsi
sleidimas” gaminti J-tajj produkta. Nelygybé (5.2) nurodo, kad tokiy ,leidimy” gali bati ne daugiau,
negu k.

4.4°. Netolydi tikslo funkcija. Vienas i§ svarbiy atvejy, kada tenka spresti uzdavinj su
netolydzia tikslo funkcija, yra tada, kai reikia atsiZvelgti j pastovias ir kintamas kokios nors veikos
(gamybos, transportavimo ir pan.) sgnaudas. Sakykim, norint pagaminti X vienety kurios nors
produkcijos, reikia sumokeéti cx lity uZ iSteklius (kintama dalj) ir dar d lity (pastovig dalj) uz
jrengimy parengima, Zaliavy atgabenima ir pan. Jei produkcijos negaminame, nei kintamos, nei

pastovios dalies mokéti nereikia. Taigi Siuo atveju tikslo funkcija yra tokia:

cx +d, kaix>0}

(min) c(x) = {0, lai % = 0 (6)

Ir $iuo atveju galime pasinaudoti dichotominiu neZinomuoju Z bei dideliu skai¢iumi M.

Tikslo funkcijg uzrasysime taip:

(min) cx + dz, (7)

o uzdavinio apribojimy sistemg papildysime priklausomybémis

0<x<Mz0<z<1-sveikas skaicius. (8)

Jei, i$sprendus uzdavinj, z = 0, tai dél (8) ir x = 0, vadinasi, produkto negaminame, taigi
ir i8laidy néra. Jei vis délto z = 1, tada produkto gamyba (8) priklausomybémis neribojama, o
pagal (7) jskai¢iuojamos jo gamybos idlaidos cx + d. (Atvejis Zz =1, x = 0 minimizavimo
uzdavinyje visada blogesnis uz Zz = 0, x = 0, ir optimizavimo procediroje bus automatiskai

atmestas.)
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Sj bda atsizvelgti j netolydZig tikslo funkcija galima taikyti ir daugelio neZinomuyjy, kuriy
kiekvienas ,jvertinamas” (6) tikslo funkcija, atveju. Tada kiekvienam neZinomajam priskiriam po

dichotominj nezinomajj ir taikome jau iSdéstytg buda.

§ 12. TIESINIO DISKRECIOJO PROGRAMAVIMO UZDAVINIY SPRENDIMO METODAI

1°. Pagrindinés sprendimo problemos. SusipaZinus su diskreCiojo programavimo
uzdaviniais, gali atrodyti, kad jie sprendziami lengviau, negu kiti matematinio programavimo
uzdaviniai, nes jy leistiny plany aibé baigtiné arba suskai¢iuojama. Taciau is tikryjy yra atvirksciai —
batent dél tokio leistiny plany aibés pobudZio jie yra vieni sunkiausiai sprendZiamy uzdaviniy.
Todél, formuluojant optimizavimo uZdavinius, patartina, kiek jmanoma, vengti sveikaskaitiniy
nezinomyjy. PavyzdZiui, jei gamybos apimtys planuojamos tikstanciais, Simtais ar net keliomis
desSimtimis vienety, neracionalu jas atitinkancius nezinomuosius laikyti sveikaskaitiniais. Tokiu
uzdaviniu uzdavinj galime spresti kaip nesveikaskaitinj, o gautg sprendinj suapvalinti. Paklaidos
nebus itin didelés.

Visai kas kita, kai planuojamy objekty skaicius nedidelis arba reikia atsizvelgti j aplinkybes,
veré&iancias naudoti dichotominius nezinomuosius. Siuo atveju ,,suapvalintas” sprendinys gali bati
labai toli nuo tikrojo.

Iliustruosime tai paprastu pavyzdziu. Imkime uzdavinj

(max) x1 + 4x,
x, + 12x, < 36,
6x, + 2x, < 27. (1)
x1 =0, x, =0 - sveiki skaiciai

Grafinis jo leistiny plany aibés vaizdas parodytas 1 brézinyje. Leistiny nesveikaskaitiniy
plany aibe vaizduoja keturkampis OABCO, o paryskinti taskai jo viduje Zymi sveikaskaitinius planus.
Taip pat parodyta viena is lygio linijy. Matome, kad optimalus nesveikaskaitinis planas yra taske B.
Jo koordinatés (3,6 ; 2,7). Jei Sias reikSmes bandysime apvalinti, gausime taskus (4;3), (4;2), (3;3) ir
(3;2), i kuriy tik pastarasis leistinas, bet ir tas labai tolimas nuo optimalaus (0;3).

Nepaisant to, apvalinimas kartais naudojamas kaip budas, leidZiantis gauti kad ir ne
optimaly, bet artimg tikslo funkcijos reikSme plang. Nagrinéto pavyzdzZio atveju tai buty taskas

(3;2), kuriame tikslo funkcijos reikSmé lygi 11 (optimali reikSmé taske (0;3) yra 12). Taciau norint

89



1 bréZinys

A Optimalus T
sveikaskaitinis planas

P

B Optimalus
nesveikaskaitinis planas

s
/
\ Tikslo funkcijos

k\lyglo linija

)
\

surasti tinkama ,suapvalintg” plang, reikia perziaréti visus apvalinamo plano ,kaimynus”.
Dideliame uZdavinyje toks perzitréjimas gali bGti neracionalus, nes tenka atlikti daug veiksmy, o
rezultatas, kaip matéme, néra patikimas. PavyzdZiui, uzdavinyje su 10 neZinomuyjy tekty perziaréti
2'%  kaimyniniy“ plany. Taigi kuo maZesnés laukiamos sveikaskaitiniy nezinomujy reikémes ir kuo
daugiau uzdavinyje ty nezinomuyjy, tuo labiau apvalinimas netinka netgi kaip apytikris sprendinio
suradimo budas.

Kombinatoriniuose uZdaviniuose apvalinimo i§ viso negalime pritaikyti. UZtat juose
perspektyvus gali atrodyti visy galimy varianty perrinkimo metodas. Tacdiau bent kiek
sudétingesniam uzdaviniui spresti Sis metodas taip pat netinka dél gausybés galimy varianty.
PavyzdZiui, paskyrimy uzdavinyje (§10 6°) 20 objekty paskirti j 20 viety galime 20! = 2.4-10"® bady.
Jei perzilrétume milijong varianty per sekunde, tai skaiiavimg baigtume per 77 tukstandcius
mety...

Nors perrinkimas ir apvalinimas, kaip matome, néra tinkami buldai sveikaskaitiniams
uzdaviniams spresti, vis délto jy pagrindu galima sukurti tam tikrus sprendimo algoritmus, kuriuos
trumpai pristatysime.

2°. Saky ir réZiy metodas. Sis metodas remiasi plany perrinkimo idéja, taciau perrenkami

toli grazu ne visi planai, atmetant neperspektyvias plany ,Sakas”. Kadangi metodas taikomas ne tik
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sveikaskaitinio, bet ir apskritai matematinio programavimo uzdaviniams spresti, paaisSkinsim jo
esme bendro matematinio programavimo uzdavinio atvejui, kurj formuluosime taip:
(max) p(x),x e X (2)

Standartinio tiesinio programavimo uZdavinio atveju go(x) = CX, yra tiesiné tikslo
funkcija, o X ={x [ Ax < b, x = 0 }-leistiny plany aibé (Zr. §5)

Sprendimg pradedame nuo to, kad kuriuo nors badu (priklausomai nuo uZdavinio
specifikos) randame tikslo funkcijos <p(x) virsutinj rézj aibéje X, ty. tokj skai¢iy, @, kad
@(x) < @ visiems x € X.

Po to aibe X kuriuo nors badu (vélgi priklausomai nuo uzdavinio specifikos) daliname j dvi
nesikertancias $akas X ir X, taip, kad

X=X,UXy; X,NX, =0. (2)

Kiekvienoje i§ Saky vél randame virsutinj tikslo funkcijos rézj, t.y. skai€ius ¢ ir ¢, kad
@ (x) < @, visiems X € X ir (x) < @, visiems x € X,. Atkreipkime démesj, kad @; < @
ir @, < @, nes dabar réZius jvertiname aibés X poaibiuose. (PavyzdZiui, galime jvertinti, kad

studenty auditorijoje nebus aukstesnio kaip 2 metry Ggio studento; atskirai jvertine vaikinus ir

merginas, gauname, kad néra aukstesnio uz 1,9 metro tgio vaikino ir 1,8 metro tgio merginos.)
Imame didesnj i$ gauty réziy (sakykim, ¢, = @4, ir i$ naujo Sakojame gautg aibe (Zr. 2

brézinj).

2 brézinys

/ X (9) \
X1 (91) / X2 (¢2) \
/ X21(921) x X322 (922)

X211(@211) X212(P212)

Gautose 3akose X,q ir X5, taip pat jvertiname tikslo funkcijos réZius. Dabar aibé X jau
padalinta j tris toliau ne$akotas aibes: X, X,; ir X,,. Randame didZiausiajj i$ réZiy o1, Qo1 ir

(,. Sakykim, didZiausias yra 4, todél X, vél padalinam j dvi naujas $akas X511 it Xyq5 ir
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vél randame jy réZius. Taigi aibé X dabar padalinta jau j keturias nesikertancias dar ne$akotas
aibes: Xy, Xp11, Xp12ir Xy,. Surade didZiausiajj i$ jy réZiy, $akojima tesiame toliau.

Procesas nutriiksta, jei kurioje i§ dar nesakoty aibiy surandame plang X*, kad go(x*),
sutampa su tiksliu virutiniu tikslo funkcijos réziu Sioje aibéje, o visy dar neSakoty aibiy réziai
nevirgija reiksmés @ (x*). Planas X* yra optimalus, nes visose dar nesakotose aibése, i$ kuriy
susideda X, tikslo funkcijos reiksmé gali bati tik maZesné.

Pavyzdiui, jei bréinyje atvaizduotame $akojime surastume X* € X512, @(X*) = @514,
be to, galioty nelygybés @12 = Q211, P212 = P22, P212 = P4, tai X* bty optimalus planas.

Jei X baigtiné aibé (t.y. jos elementy skaicius baigtinis), tai $aky ir réZiy metodu sprendinys
bus randamas per baigtinj Zingsniy skaiCiy, nes neSakotose aibése pagaliau liks tik po vieng
elementg (arba sprendinys bus surastas ankséiau). Jei X néra baigtiné aibé, sprendinio paieskos

procesas gali biti begalinis. Jj nutrauke, tenkinamés artutiniu sprendiniu.

Aprasytoji Saky ir réZziy metodo schema vadinama visiSko Sakojimo schema. Be jos,

naudojama dar ir vienpusio $akojimo schema. Pagal jg kiekviename Zingsnyje tolesniam Sakojimui

aibé parenkama ne i$ visy, o tik i$ praeitame Zingsnyje naujai gauty dar nesakoty aibiy. PavyzdZiui,
2 bréZinyje atvaizduotu atveju i3 pradziy lyginame @ ir 5. Kadangi ¢, = ¢4,5akojame aibe X5.
Aibe tolesniam Sakojimui atrenkame lygindami 54 ir @95, (bet ne ¢p1). Kitame Zingsnyje lyginame
rézius Q211 ir @212 viena su kitu, bet ne su @5 ir @,. Tesdami vienpusj Sakojimg, gauname

aibe, kurioje randame elementg su tikslo funkcijos reikSme, lygia virSutiniam réziui (blogiausiu
atveju, taip atsitinka tik tada, kai aibéje lieka tas vienintelis elementas). Jj atitinkanti tikslo
funkcijos reikSmé vadinama rekordu. IS uzdavinio pasalinamos visos dar nesSakotos aibés, kuriy
réziai mazesni uz rekordg (tokiose aibése geresnio uz rekordy elemento nebus). IS likusiy aibiy
iSrenkama ta, kurios rézis didziausias, ir vél Sakojama pagal aprasytg schemag. Jei Siame procese
atsiranda aibiy, kuriy rézis mazesnis uz rekordga, jos nedelsiant pasalinamos i$ uzdavinio. Tokiu
bidu gaunamas naujas rekordas arba jrodoma, kad geresnio uz jj elemento néra.

Tiek visiSko, tiek ir vienpusio Sakojimo atveju aibes galima dalinti ne j dvi, o j daugiau
nesikertanciy daliy.

Be abejo, jei sprendiniui surasti tenka X iskaidyti j $akas, turindias po vieng elements, tai
toks sprendimo bidas tolygus visy jos elementy perrinkimui ir negali bati efektyvus. Todél Saky ir
réziy metodo efektyvumas priklauso nuo to, kaip iSradingai konkre¢iame uzdavinyje vykdomas
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Sakojimas bei réziy jvertinimas. Gerai organizavus §j procesg, gana greitai atmetamos neperspek-
tyvios 8akos, ir sprendinys randamas palyginti nedideléje alternatyvy aibéje.

Pavyzdys. I$spresime Siame paragrafe suformuluotg (1) uzdavinj. Jo leistiny plany aibé X
atvaizduota paryskintais taskais 1 bréZinyje. Pirmiausia nustatysime tikslo funkcijos virSutinj rézj
visoje leistiny plany aibéje. Tuo tikslu iSspresime uzdavinj, nepaisydami sveikaskaitiSkumo salygos.
Spresdami simpleksiniu metodu arba grafiskai, gausime tokj plana: x; = 3,6, x, = 2,7, ¢ =
14,4 (taskas B 1 bréZinyje). Taigi didesnés kaip 14,4 reik3més tikslo funkcija jgyti negali.

Dabar sugalvosime, kaip aibe Sakoti. Kadangi x; reikSmé tarp 3 ir 4, o mums reikia sveikos
reik$més, vieng 3akg X sudarykime su salyga xX; < 3, o kitg - X, su salyga x; = 4. Dabar
iSspreskime jau du uZdavinius — pradinj su viena ir su kita papildoma sglyga. SveikaskaitiSkumo
reikalavimg ir vél ignoruokime. Gausime, kad pirmojo uzdavinio sprendinys yra x; = 3, X, =
2,75, ¢ =14, o antrojo - x; =4, x, = 1,5, ¢ = 10. Taigi aibéje X; nebus plano su
didesne reikSme, kaip 14, o aibéje XZ — su didesne reikSme, kaip 10. Vadinasi, tolesniam
$akojimui renkamés aibe X;. Kadangi, x, = 2,75, 3akas sudarome pagal salygas X, < 2 (3aka
Xqq) ir x5 = 3 (3aka Xy;). Vél sprendZiame du uZdavinius — pradinj su papildomom sglygom
X1 < 3,x, < 2 ir pradinj su papildomom salygom Xx; < 3,x, = 3. Nors ir vél nekreipiame

démesio j sveikaskaitiskumo reikalavimg, abiem atvejais gauname sprendinius sveikais skaiciais.

3 brézinys
X: p <14/4.
</ \ >

Xi:x1 < 3. ¢ < 14, Xy:ixe = 4. ¢ <10.

X11 X12
x, <3, X, < 2. x; <3, X, =3

X, =3,x, =2, x, =0,x, =3,
=11 Q=12
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Matome, kad abejose $akose turime sprendinius sveikais skaiiais. Gautas Sakoje X, yra
geriausias, nes abejose dar ne3akotose aibése - nei $akoje X1 , nei 3akoje X, geresnio plano
biti negali. <

3°. Atkirtimo metodai. Atkirtimo metody esmé — atkirsti nuo uzdavinio leistiny plany aibés
gautg nesveiskaskaitinj optimaly plang taip, kad visi sveikaskaitiniai planai likty leistiny plany
aibéje. Tada vél ieSkomas naujas optimalus planus. Jei jis nesveikaskaitinis, atkertamas ir jis, vél
ie§koma optimalaus plano ir t.t., kol randamas optimalus sveikaskaitinis planas. Sig idéja dar 1954
metais pasitlé vienas i$ tiesinio programavimo pradininky G.Dantzigas, o 1958 metais realizavo
vengry matematikas R.Gomory.

lliustruosime atkirtimo algoritma grafiskai. Grjzkime prie 1° nagrinéto uzdavinio ir jo
brézinio.

4 brézinys

tkirtimas

Kaip jau Zinome, taskas B yra optimalus nesveikaskaitinis planas. Atkirskime jj nuo leistiny
plany aibés, iSsaugodami joje visus sveikaskaitinius taskus. Tuo tikslu bréZiame 1 atkirtima. Vél
sprendZiame optimizavimo uzdavinj. Nesunku jsitikinti, kad dabar optimalus planas bus taske D.
Taciau ir D néra sveikaskaitinis planas. Todél konstruojame 2 atkirtimg, ir vél sprendziame
optimizavimo uZdavinj. Gauname taska E, kurj ir vél teks atkirsti ir t.t. Konstruojant atkirtimus
Gomory nurodytu bldu, sprendinys (jei jis yra) gaunamas per baigtinj Zingsniy skaiciy. Musy

bréZinio atveju tai taskas A, j kurj tasky B, D, E seka akivaizdZiai artéja.
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§ 13. TIESINIO PROGRAMAVIMO UZDAVINIY SPRENDIMAS MICROSOFT EXCEL
SKAICIUOKLES PAGALBA

1°.Bendro tiesinio programavimo uZdavinio sprendimas. Nedideliems tiesinio
programavimo uzdaviniams spresti gerai tinka Microsoft Excel skaiciuoklés sprendimo paieskos
priedas Solver. Jj rasime valdymo meniu grupéje Duomenys.’

PrieS kviesdami Solver, turime parengti misy uzdavinj atitinkancig Excel lentele. Kaip tai
daroma, parodyta muisy jau nagrinéto §2 plytinés uzdavinio pavyzdziu (Zr. 1 pavyzdj).

Langeliuose C4:F6 jraome $io uZdavinio apribojimy matricos A koeficientus — istekliy
sgnaudas kiekvieno produkto (plyty bloko) vienetui pagaminti. Langeliuose G4:G6 jraSome
apribojimy vektoriy b, t.y. turimus idtekliy kiekius, o langeliuose C8:F8 — tikslo funkcijos
koeficientus € — produkty gamybos pelningumus. Skaitymo patogumui aplink Siy duomeny lauka
galime uZrasyti iStekliy ir produkty pavadinimus (juos rasSyti nebdtina — kompiuteris iSspres
uzdavinj ir be to, taciau taip patogiau vartotojui).

Suformave salygos laukg, pereiname prie sprendimo lauko formavimo. Pirmiausia
langeliuose C13:F13 uzrasome kokj nors (netgi nebatinai leisting) pradinj uzdavinio plang X. Misy
pavyzdyje pasirinkta, kad visy plyty bloky gaminame po 10 vienety x; = X, = x3 = x, = 10.
Toliau lauke C15:F18 skaic¢iuojame, kiek kokiy iStekliy reikia pasirinktam planui jgyvendinti. Tuo
tikslu visi stulpelio C4:C6 elementai dauginami iS C13 langelyje esancio dydzio, visi stulpelio D4:D6
elementai dauginami iS D13 langelyje esancio dydZio ir t.t. T9 patj padarome ir su pelno
apskaic¢iavimu: langelyje C19 jrasyta C8 ir C13 sandauga, t.y. pelnas, kurj gausim pagamine 10 , A
tipo plyty bloky, kuriy kiekvieno gamybos pelningumas 50 lity. Analogiskai langelyje D19 jrasSyta
D8 ir D13 sandauga, rodanti pelng, gaunama i antrojo produkto gamybos ir t.t.

Belieka susumuoti, kiek kokiy iStekliy misy pradiniam planui sunaudojama is viso, ir koks
gaunamas pelnas. Tai atlikta langeliuose G15:G17 ir G19. Langelyje G15 jrasyta formulé
=SUM(C15:F15), sumuojanti, kiek i$ viso musy pasirinktam planui jgyvendinti bus panaudota darbo
valandy. Analogiskai langelyje G16 jraSyta formulé =SUM(C16:F16), sumuojanti, kiek i$ viso misy
pasirinktam planui jgyvendinti bus panaudota vandens istekliy. Taip pat susumuotas ir gaunamas

pelnas: langelyje G19 jrasyta formulé =SUM(C19:F19), sumuojanti gaunama pelna.

7 Jei Solver ten néra, reikia jj aktyvuoti. Widows XP operacinéje sistemoje paleidZiame veikti Excel
Cn .
programga. Paspaude pagrindinio meniu mygtukg ~=', patenkame j langg Excel parinktys. Siame lange

pasirenkame meniu punktg Priedai ir aktyvuojame Sprendimo paieskos priedg (Sover.xlam)
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1 pavyzdys

o) Ui = -
—-'/ Pagrindinis Tterpimas Puslapio maketas Formulés Duomenys PerZidra Rodymas Priedai
" AR ’
P A E pfl 2aiein | ¢ R
Gauti iforinius .:Iu-:nmeni.s Rysiai Riziavimas ir filtravimas
| G19 - fe | =sUM(C19:F19)
A B C D E F G H
1 SALYGA
2
3 A blokai B blokai € blokai D blokai
4 |Darbo valandos 2.000 3,000 4 000 3,000 780,000
5 |[Vandens isteklial 1,000 4 000 5,000 1,000 850,000
6 |Krosnies valandos 3,000 4,000 2,000 2,000 790,000
7
& |Pelnas 50,000 60,000 70,000 40 000
9
10 SPREMDIMAS
11
12 A blokai B blokai € blokai D blokai
13 |Planas 10,000 10,000 10,000 10,000
14
15 |Darbo valandos 20,000 30,000 40,000 30,000 120,000
16 |Vandens istekliai 10,000 40,000 50,000 10,000 110,000
17 Krosnies valandos 30,000 40,000 20,000 20,000 110,000
18
19 |Pelnas 500,000 600,000 700,000 4[}[},E}E}E}E 22GU,E}E}G§
20
21
29 Solver Parameters
23 Set Target Cell:
24 Equal To: ) Max O mMin O value of: a
25 Bv Changing Cells:
26 $CE1T$FE13
27 Subject to the Constrainks:
C$153:4F$13 >=10
gg iGzlS:zGﬁil? f:= fAetC e 1)
Zh
%
|
3 —
32
33
W4 [ Answer Report 1 Sensitivity Report 1 Limits Report 1 sheetl -~ Sheet? -~ Sheet3 -~ ¥J

Dabar viskas parengta uzdavinio sprendimui. ISkviete sprendimo paieSkos priedg Solver,
turésime jam nurodyti, jog leidzZiame kaitalioti langeliuose C13:F13 esancius dydzius (ieskoti
geriausio gamybos plano), kad G19 langelyje gautume maksimalig jmanomg reikSme. Taciau tai
reikia padaryti taip, kad langeliuose G15:G17 atsirandantys dydziai nevirSyty G4:G6 esanciy dydziy

(nepritrakty iStekliy). Be to, langeliuose C13:F13 esantys dydziai negali biti neigiami.
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Tai padarome tokiu bldu. ISkvietus priedg Solver, atidaromas 1 pavyzdyje parodytas
langas. Pirmiausia uZpildome langelj Set Target Cell — jame (paprastai atzyméje pele) nurodome,
kuriame lentelés langelyje yra optimizuojamas dydis. Misy pavyzdzio atveju tai $G519 (S Zenklg
prideda pats kompiuteris, nes tai absoliutus, o ne santykinis adresas). Toliau turime atzyméti
maksimumo ar minimumo ieskome. Musy pavyzdZio atveju atzymeétas langelis Max. Po to
nurodome, kuriuos Excel lentelés elementus leidZiame kaitalioti kaip neZinomuosius, ieSkant
optimalaus plano. Langelyje By Changing Cells nurodome laukg $SC$13: SFS13, kur ir patalpinome
musy nezinomuosius (ir §j veiksma paprasciausia padaryti pele). Belieka nurodyti apribojimus. Tam
turime uZpildyti langelj Subject to the Constraints. Paspaudus mygtuka Add, atsidaro papildoma
lentelé, kurioje veélgi atzyméje pele nurodome, kad $GS$15:5GS17 <= SGS$4:5GS6, taip pat, kad
SCS13:5FS13 >= 0. Sveikaskaitinio programavimo atveju reikiamai grupei neZinomyjy galima
nurodyti ,int“ . Patvirtinus Siuos nurodymus, susiformuoja optimizavimo uzduotis, kaip ir parodyta
1 pavyzdyje. Belieka paspausti mygtukg Solve, ir kompiuteris sprendzia muasy uzdavinj. Plano
reikSmés langeliuose C13:F13 pakei¢iamos optimaliomis, taip pat ir tikslo funkcijos reikSmé G19, o
visi kiti dydziai atitinkamai perskaiciuojami. Patvirtiname sprendinj arba grjztame prie pradinio
formulavimo (jei norime pakeisti sglyga).

Be sprendinio, priedas Solver papildomai pateikia ir nemazai postoptomizacinés analizés
elementy. Juos patalpina j darbalapius Answer Report, Sensitivity Report ir Limits Report, kuriuos

pats ir suformuoja.

2°.Transporto uzdavinio sprendimas. Priedas Solver tinka jvairiems tiesinio ir netgi
netiesinio programavimo uzdaviniams spresti. Parodysime, kaip sprendimui pateikti transporto
uzdavinj. Remsimés §10 3 punkte suformuluotu uzdavinio pavyzdziu.

Kaip ir bendrojo tiesinio programavimo uZdavinio atveju, pradedame nuo salygos
perkélimo j Excel lentele (Zr. 2 pavyzdj). Turime uZdavinj su trimis tiekéjais ir keturiais gaveéjais
(ketvirtasis — fiktyvus). Langeliuose B3:E5 uzraSome pervezimy kainy matricg (Cl-j), langeliuose
F1:F5 tiekéjy turimas atsargas, o langeliuose B6:E11 — gavéjy poreikius.

Toliau pereiname prie sprendimo dalies parengimo. Langeliuose B11:E13 uZrasome pradinj
pervezimy plang, t.y. dydZius Xij, nhuo kurio pradésime sprendimg. 2 pavyzdyje toks planas
sudarytas vadinamuoju ,Siaurés vakary kampo“ metodu. Jei Sio metodo nezinome ir kokio nors

leistino plano sudaryti nemokame — ne béda: langelius B11:E13 galime paprasciausiai uzpildyti
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nuliais. Toliau susumuojame kiekvieno tiekéjo visiems gavéjams tiekiamo produkto apimtis, ir Sias
sumas jrasome langeliuose F11:F13. Langelyje F11 jraSyta formulé =SUM(B11:E11), langelyje F12
formulé =SUM(B12:E12) ir t.t. Taip pat susumuojame ir kiekvieno gavéjo gaunamas produkto
apimtis, atitinkamas sumas jraSome langeliuose B14:E14. Taip langelyje B14 jrasyta formulé
=SUM(B11:B13), langelyje C14 jrasyta formulé =SUM(C11:C13) ir t.t. Apskaic¢iuojame ir tikslo
funkcijos reikSme. Tam pasirenkame langelj B16, j kurj turime jrasyti visy sandaugy CijXij suma.
Siam darbui atlikti gerai tinka Excel funkcija SUMPRODUCT. Langelyje B16 nurode formule

lauko B3:E5 elementus su

=SUMPRODUCT(B3:E5;B11:E13),

atitinkamais lauko B11

prasome panariui sudauginti

:E13 elementais, ir visas sandaugas susumuoti.

2 pavyzdys
o . . . .
— Pagrindinis [terpimas Puslapio maketas Formulés Duomenys Perzidra Rodymas
|
o =2 Redaguoti saitus l:::':: .-”___'/:ZZF"'
Gauti isarinius duomenis Rysiai ROsiavimas ir filtravimas Duameny jrankiai
Bl16 - Jx | =SUMPRODUCT({B3:E5;B11:E13)
A B C D E F G H
1
2 Kainy matrica 1 gavéjas 2 gavejas 3 gaveéjas 4 gavejas Atsargos
3 |1 tiekéjas 5 4 13 0 10
4 2 tiekéjas 11 13 17 0 13
5 3 tiekéjas 12 12 20 0 42
6 Poreikiai 18 28 8 11
7
8
9
10 Planas 1 gavéjas 2 gavejas 3 gaveéjas 4 gavéjas Atsargos
11 1 tiekejas 10 0 0 0 10
12 |2 tiekejas 8 3 0 0 13
13 3 tiekejas a 23 8 1" 42
14 |Poreikiai 18 28 B 11
15
16 I8laidos
17 Solver Parameters
18 Set Target Cell:
19 Equal T O Max @Min  Ovalueof: 0
20 B Changing Cells:
21 $E411E41E Ea
22 Subject ko the Constrainks:
23 : _
24 igﬁiiggg : $§$6:$E$6
HFE114FE13 = $FE3EFES h
25
26 Delete
|

o ==
28
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Atlikus minétus parengiamuosius veiksmus, uzdavinys jau paruostas sprendimui. ISkviete
priedg Solver, turésime jam nurodyti, kad, kaitaliojant lauko B11:E13 elementus, reikia
minimizuoti langelyje B16 esantj dydj. Taciau tai reikia padaryti taip, kad langeliuose F11:F13
apskaiciuojami dydziai baty lygls langeliuose F3:F5 esantiems dydziams (kiekvienas tiekéjas
iSvezty gavéjams tiek produkto, kiek jis turi), o langeliuose B14:E14 apskaiciuojami dydziai baty
lygls langeliuose B6:E6 esantiems dydZiams (kiekvienas gavéjas gauty tiek produkto, koks yra jo
poreikis).

ISkvietus priedg Solver, atidaromas 2 pavyzdyje parodytas langas (toks pat kaip ir 1
pavyzdyje). Pirmiausia uZpildome langelj Set Target Cell — jame (paprastai atZzyméje pele)
nurodome, kuriame lentelés langelyje yra optimizuojamas dydis. Musy pavyzdZio atveju tai SBS16
(S Zenklg prideda pats kompiuteris, nes tai absoliutus, o ne santykinis adresas). Toliau turime
atzymeéti maksimumo ar minimumo ieSkome. Misy pavyzdzZio atveju atzymétas langelis Min. Po to
nurodome, kuriuos Excel lentelés elementus leidZiame kaitalioti kaip neZinomuosius, ieSkant
optimalaus plano. Langelyje By Changing Cells nurodome laukg $BS11: SES13, kur ir patalpinome
musy neZzinomuosius (ir $j veiksma paprasciausia padaryti pele). Belieka nurodyti apribojimus. Tam
turime uzpildyti langelj Subject to the Constraints. Paspaudus mygtukg Add, atsidaro papildoma
lentelé, kurioje velgi atzyméje pele nurodome, kad SFS11:5F$13 = SFS3:SFS5 ir SBS14:SES14 =
SBS6:SES6, taip pat, kad $BS11:SES13 >= 0 (neZinomuyjy neneigiamumas). Patvirtinus Siuos
nurodymus, susiformuoja optimizavimo uzduotis, kaip ir parodyta 2 pavyzdyje. Belieka paspausti
mygtuka Solve, ir kompiuteris sprendzia musy uZzdavinj. Plano reikSmés langeliuose B11:E13
pakei¢iamos optimaliomis, taip pat ir tikslo funkcijos reikSmé B16, o visi kiti dydziai atitinkamai
perskaiiuojami. Patvirtiname sprendinj arba grjztame prie pradinio formulavimo (jei norime
pakeisti salyga).

Kaip ir 1 pavyzdZio atveju, be sprendinio, priedas Solver papildomai pateikia ir nemazai
postoptomizacinés analizés elementy.

Cia parodytas sprendimo bidas tinka tik palyginti nedideliems uZdaviniams spresti.
Didesniam uZdaviniui reikty pasitelkti specialias tiesinio programavimo uZdaviniy programas,

integruotas j Zinomus taikomuosius paketus (pavyzdziui, [11], [12]).
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Rodyklé (nebaigta)

Atsargy valdymo uzdaviniai, 5
Dietos (misiniy) uzdavinys, 17
Duali kaina, 50
Gamybos planavimo uzdavinys, 13, 14
dualus, 51
tiesioginis, 51
Konfliktiniy situacijy uzdaviniai, 6
Konstantos, 10
Leistiny plany aibé, 7
Lygio linija, 21
Marsruto sudarymo uzdaviniai, 5
Masinio aptarnavimo (eiliy) uzdaviniai, 5
Matrica, 25
kvadratiné, 25
veiksmai, 26
NeZinomieji
baziniai, 32
dirbtiniai, 46
dualus, 51
nebaziniai, 32
papildomi, 29
tiesioginiai, 51
Operacijy tyrimas, 4, 8
Optimalaus valdymo teorija, 7
Pakeitimo ir remonto uzdaviniai., 5
Parametrai, 10
Paskirstymo uzdaviniai, 4
Planas
leistinas, 7, 13, 14, 28, 51, 70
optimalus, 14, 28, 51, 70
pseudoplanas, 41
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